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Un' i ntroduzione ai me tod i non- s tanda rd

attraverso le misure semplicemente additive

ALBERTO GIANNDNE (LECCE)
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La seguente introduzione ad alcuni concetti fondamentali dell'analisi non"stan­

dard, prescindendo da considerazioni "metamatematiche" circa 1'ammissibi lità di li.!!

guaggi, simboli e relative formule, generalizza la trattazione classica mediante il

concetto di ultrapotenza, ed è accessibile anche a chi non abbia conoscenze specifl

che di logica matematica. Al concetto di ultrapotenza sostituiamo quello più gener~

le di u-potenza, ottenuto considerando, sull'insieme J degli indici mediante il

quale viene costruita la struttura "prodotto·, una misura u (non negativa), fini­

ta, semplicemente additiva (in breve, massa). Pertanto il concetto di "verità" ri­

spetto a un ultrafiltro in J, che consente di trasferire una proprietà dalla stru!

tura di partenza a quella prodotto, viene sostituito da quello di proprietà valida

u-q. o. i n J (ci oè i n

mendo u(J) = 1, cioè

J - lo' con

u mi sura di

lo insieme u-nullo) o, se si preferisce(ass~

probabilità semplicemente additiva) da quello

di proprietà "quasi certa" (cioè valida con probabilità uguale ad l).

La trattazione classica mediante gli ultrafiltri si ottiene non appena si prenda,

in particolare, una massa atomica su J, con codominio {D,l}; tale massa può ess~

re concentrata in un solo punto oppure agglutinata su J, a seconda che il corrisp0D.

dente ultrafiltro sia principale o no.
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l. Il concet;o di ~-potenza

Dato un i Isieme di indici J, sia ~ una misura non negativa, semplicemente

(cioè "finit.lmente") additiva su ~(J) e tale che ~(J)

[8J, chiameremo massa

il codominio di ~ è

Secondo la terminologia adottata anche da R. Scozzafava

una ta le ~. Non è res tritti vo supporre ~ (J) = l, cos ì che

contenuto i n [O, lJ .

Sia,inoltre, ~ = (E,Q) una struttura costituita da un insieme E (sostegno)

e da un insi ~me Q di relazioni in E.

A partire da "t e dall 'insieme:

';f = {! c J : ~(1) = 1} (l),

si consideri la struttura:

1,~ = (F,'*Q) ,

J '* '*Q,dove F = E è l'insieme delle funzioni da J in E, e qn e

n-aria in F, è così definita:

relazione

se (fl ,f2,· .. f ) è una n-pIa ordinata di elementi di F e qn è una relazio-n

ne n-aria il E, allora:

(fl ,f2, ... fn) e
l
qn

se e solo se
e J (2)(fl (i),f2(i), ... f n(i)) e q q.o. per in

Esempio. Se q2 è la relazione di uguaglianza in E ed f,9 sono due elemen­

ti di F, si ha:

(l) Si noti che: l) ~ • 'iT; 2) se Il el' e 12 e ';t, allora 11n 12 e';1-; 3)se Ile 'J"
I].!<I 2!< J, allora 12 e1-. Pertanto ':T è un filtro in J.

(2) ci oè i n J - I , cono lO insieme ~-nullo; si osservi che J-1e'j-.
o
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f io g

se e solo se

f(i) = g(i) q.o. per i e J

Se una relazione binaria q2 in E è di equivalenza, ìo è anche la corri-

spondente relazione '* i n F, in quanto risulta, ovviamente, riflessivaq2 essa

e simmetrica ed è anche transitiva, perché se

io
(f,g) e q2

e

a 11 ora

e

qui ndi

e siccome si ha

ciò vuoI dire che:

,.,
(g,h) e q2'

(f(i ),g(i»)eQ
2 per i e J - l (con ;J ( Il) ~ O)-l

(g(i),h(i)) e q2' per i e J 1
2

(con u(!Z) = O) ;

(f(i),h(i)) e q2' per i e J I . U 1
2

)'. Il •

La struttura che si ottiene da G.:r sostituendo ad F l'insieme :tE, Quozie~

te di F rispetto alla relazione ~ , si dice una u-potenza di 1, , e sarà de­

notata col simbolo:

In particolare, se

remo con 'lA. (3))'"~

'J risulta essere un ultrafiltro (ìn tal caso lo

si dice "ultrapotenza dì 1: rispetto ad 'lA. ".

indiche-

Ciò si verifica se e solo se (cfr. ad es., [3J ' pago 357-58) la massa u €c

(3) 'lA, è ur filtro in J che soddisfa l'ulteriore condizione: se X c J, allo­

ra o ~ e U, oppure J - X e 1)., •
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atomica su J, con codominio {D,l} .

~ si dice principale se

H=nXt0.
Xe1k

E' facile vedere che, se 1k è principale, esiste x e J tale che

H = {x)

e
" =w {X c J x e X},

e quindi ~ è concentrata in x.

Se J è finito, tutti gli ultrafiltri in J sono di tipo principale, come

è facile verificare; è necessario allora supporre J infinito, se si vogliono

considerare ultrafiltri non principali in J.

Ad un ultrafiltro non principale corrisponde una massa atomica 'agglutinata

( cfr.[8]),u J, e viceversa.

2. La ~-p(,tenza '"i come estensione della struttura~ .

Un elemento di
cl

E sarA indicato con (f(i)); in particolare, si indicherA

con (f) una funzione che assume su J il valore costante f e E.

Sia

'"' E ~ *E\: ~

tale che i (e) = Ce] (4)

Essendo i iniettiva, E si può riguardare come sottoinsieme di "'E, identi

ficando l'elemento e e E con la classe delle funzioni che assumono q.o. il

valore costante e.

si CCDl,le

I e ':1-
= " Il ; ,{ ' \1 ,

o
in un unico puntoè concentrataSi osservi che se-'--"-------

la classe di equi-(4 ) Denotiamo, in generale, con ~f(i)1 invece. ..
'"valenza rispetto a =, rappresentata da

di [(fIi))]

(f(i)).
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,,(li j) = l, due elementi f e 9 di F sono equivalenti se e soio se
o

f(i)=g(i)o o

Pertanto, dato un qualunque elemento

[f (i )J ~

e E ,

si ha

e allora

[f(i}J=ifeF

Cf (i )J

f (i ) = e e Eì,o o

è necessari amen te i mmagi ne (secondo i ì

anche suriettiva. Ciò vuol dire che ~E

prja di E.

di e e E, cioè i è, in tal caso,
o

non costituisce un'estensione pro-

Cf (i)J e *E - 'f (E) ,

Viceversa, sia ora " una massa arbitraria, ma non concentrata in un pu~

to i € J (cioè ~ può essere, per esempio, concentrata in piO punti, aggl~
o

tinata, non atomica, continua: cfr., per questa terminologia, [8J).

A11 ora es i s te I c J, con ,,( I) = l e card I > 1.

Se card I < card E, possiamo definire una funzione iniettiva

f : I E

(ed ogni suo prolungamento a tutto J individua lo stesso elemento

~f(i)J di -E).

Ne segue che, per qualunque e e E, non può aversi f(i) = e q.o. in J,

e quindi

cioè ~E è un'estensione propria di E.

~ IN3. La struttura

Sia 1, = 1'1, struttura dei naturali; J sia l'insieme N dei naturali

come insieme di indici, e')J sia una massa su ~ (N), non concentrata, con
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~(N) = 1.

In particolare, possiamo prendere (come nella trattazione classica) una

~ avente codominio {O,l} e tale che ~(Y) = l se l'insieme N-Y è finito.

A11 ora il fil tro

{ X ~ N : )J (X) = l} ,

è necessariamente un ultrafiltro'U in N, non principale (essendo )J non con­

centrata). Detto Q l'insieme delle relazioni in N, si considera

..
1N'\j, = (F, Q),

dove F è l'insieme delle successioni in N (o "aritmetiche").

La struttura

che si ottiene da ~~ con il procedimento descritto al n. l, è una )l-PO­

tenza (in particolare, un'ultrapotenza) di IN, che è un'estensione propria
di 1N.(5)

Sia

"non proviene" (mediante 'f ) da alcunsi individua un elemento di
..
N che

con '1 (m) = rmJ .
I. '

elemento di N, definendo la funzione iniettiva (introdotta alla fine del n.2)

f : N + N mediante la f(i) = i.

Allora la classe [i] è un elemento di *N che risulta "star-maggiore"

di ogni elemento di N, cioè

infatti, la relazione (elemento di

Cm] ..
< [i] , per ogni m e N;

..
Q) sopra scritta significa che, per ogni

(5) • ~ si dice un modello elementare non-standard dell'aritmetica.
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(fissato) m e N. si ha:

m < q.o. per i e N,

e questa disuguaglianza non è soddisfatta solo per

~-nullo.

l = : l ,2 •... m:', i nsi eme

Ogni "numero" di " N che, come ~ij .risulta " . dmagglOre i un qualunque

"numero" Lmj di N, si dice un naturale infinito.

In
li!

N non è, quindi, vuoto il seguente insieme dei naturali infiniti:

N
l

= {[v(iJJe "N: [ml ~ ~v(i)J V m e ti}
(6 )

Ogni numero di *N che non appartenga ad N
l

si dice naturale finito.

Si può verificare che in li! ~ valgono le solite proprietà delle operazioni

aritmetiche. Una proprietà di IN che, invece, non si "trasferisce" in '" IN

è il buon ordinamento.

Per convincersene, basta considerare, per esempio, l'insieme

naturali infiniti: è chiaro che esso non può

dei

m e N , cioèper ogni

ti
l

contenere un elemento minimo

'J -l>m
o

perchè se V
o

e N
l

• a11 ora anche

4. La struttura iR.

Con procedimento del tutto analogo a quello del n. 3, si può costruire una

u-potenza "R a partire da m, struttura dei reali. sempre assumendo come

insieme degli indici J = N (e quindi considerando successioni reali (a(i))

in luogo di successioni aritmetiche).

Anche )R è un'estensione propria di m(7), e non è vuoto il seguente

(6) Più semplicemente si può scrivere:
• li!Nl = IV e N: m < v V m e N;, a patto di attribuire il corretto sign~

ficato ad ogni simbolo.

(7) "Il si dice un modello elementare non-standard dell 'analisi.



- 8 -

sottoinsieme dei numeri reali infiniti positivi:

(8)

come sucperché almeno vi appartiene l'elemento [i] (riguardando a(i)

cessione reale).

Si può dimostrare facilmente (cfr. ad es., lOj) che anche "'R (come P-)

é un campo ordinato.

Allora é chiaro, dato 8 e '" R, il significato del simbolo 18" e perta!1.

to possiamo definire in .. R il sottoinsieme dei numeri reali infiniti:

..
IB I V Il e R}R1 = ! B € R Il < ,

Ogni IInumero" di
..

R ad R1 si dice realeche non appartenga numero

finito; poniamo:

R
F

x
R R = '8 "'R - R+ tale che 18 i < Il}= - e J "- el

5i osservi che il s,='~uente sottoinsieme di R
F

, detto insieme dei numer';

rea l i i nfi ni tes imi, é non vuoto:

R = {8 € lOR
o IB! < 'l

Infatti, se consideriamo la classe
. l - •
l--.--I e R e se come massa ~

l -
su

J = N prendiamo la stessa del n. 3 (che, in particolare, é nulla su ogni sot
+toinsieme finito di N), si ha, per ogni Il e R ,

i
l

< --- q.O. per i € N.
Il

Quindi B -_~,_l.-l~R S' . l l"_ l notl che o zero é unlCO
.... 1.. o numero reale che

appartiene a R .
o

(8) o, più semplicemente, R; = ia e +R Il < B, V Il e R}; cfr. nota (6).

(9) Si verifica facilmente che RF é un anello e che R é un suo ideale.
o
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Concludiamo questo paragrafo osservando che

a) poichè • R è un campo orainato che contiene propriamente IR(più precisa-

mente.

essere

~~ contiene un sottocampo ordinato isomorfo ad ffij.
(10 \

archimedeo I e neanche completo (cfr. ad es. ~( e

~

IR non può

b) ogni numero 8 e RF si può rappresentare i n modo unico come s = r + e •

con r e R ed e e R
o

Infatti. se

A :a e R a < e},

posto

s i ha

r = sup A.

r e R :

basta allora verificare che

8-reR.o

f1a per ogn i

s i ha

e pertanto. se

s i ha

se invece

non può esistere

tale che

altrimenti

cioè

r + :). ;. e,

!8-rl=~-r.

t~-r:<a

:6 - ri = r - B

+
'l e R
o

" - r ~ ", c' o

r - b ~ a. o
):0

r - > ~2
(impossibi le)

(10) nel senso usuale di "N-archimedeo": non è ditfici le però provare

(cfr. ad. es [9J)che ~R è *N-archimedeo (ed è ovvio qual 'è il signif:

cato da attribuire a questo termine). Un'osservazione analoga vale per

la completezza.
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Il numero reale r si dice la parte standard di 8.

'"
5. I sottoinsiemi "interni" di i.

~Data la struttura ,,= (E,Q) introdotta al n. l, possiamo associarle la

struttura

i = ('?(E), Q),

dove Q è un insieme di relazioni in ~(E), cioè fra sottoinsiemi di E.

Costruiamo una * ~
"- potenza G , prendendo ancora J = N e ~ aggluti-

nata, con valore sui sottoinsiemi il cui complementare è finito.

Sia il sos tegno di
,. - ,.G: a 11 ora, se ~ e ~(E), un rappresen-

tante di tale classe è una successione (A(i)) di sottoinsiemi A(i) ~ E.

Possiamo "identificare"

cioè con un sottoinsieme

*~ e !S>(E),.
G c E, ne l

con un elemento del l 'insieme ~ ("E),

modo seguente:

gli elementi di G sono tutte e sole le classi

ta l i che

Pertanto:

e(i) e A(i) q.o.

re(i Jl di successioni in E. -

per i e N.

Quindi chiameremo sottoinsiemi di "E anche gli elementi di t1'(E) , a

patto di intendere ciò nel senso della suddetta identificazione, cioè definen

do una

tale che

<p([A(i)J) = ([e(i)J e tE : e(i) e A(i) q.o. per e N) = G.

Esistono tuttavia elementi di ~("E) che non appartengono a t~(E): per

esempio, E stesso (o, più precisamente, "f (E): cfr. n. 2); se fosse E e *f\;l(E)

(cioè se E fosse rappresentabile come l'insieme G) allora dovrebbe aversi

eeA(i)q.o.

ma la classe

per e N, per ogni e e E; ciò implicherebbe A(i)= E q.O.,

individua (tramite <P ) l'insieme

-E e '? (-E) , l ' .ù e non lnsieme E.
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Quei particolari sottoinsiemi di ~E, che sono anche elementi di ~~(E),

si dicono sottoinsiemi interni di *6'

[e( i)J e *E si possono evidentemente rigud.'::

dare come sottoinsiemi "interni", perché ognuno di essi si può ottenere cons i

derando la successione di singoletti A(i) = {e(i):-.

Esempio 1. Abbiamo visto, alla fine del n. 3, che ~IN non é bene ordina­

to.(ll)

E' interessante osservare che, se ci limitiamo

. '~lN, . l . ~(7)(N)m1 "interni' di cioé gll e ementi d1 ~

a considerare i sottoinsie-
.. ( l 2 \

ognuno di essi ha m1n1mo. '

*Sia infatti (e ')?(N) rappresentato dalla

A(i) c N; consideriamo [ali }Je ~N, elemento di

e sia poi [x(i J] un qualunque elemento di ( .

Si ha xli) ~ ali) q.O. per i e N,

cioé

- (')J ,., - (. ­LX l ~ la l) j

successione

( ta l e che

(A(i)), con

a( i) = mi n A( i j ,

Esempio 2. Il sottoinsieme degli infinitesimi

osserviamo infatti che, se

R c ~R non é "interno":
o

si ha anche

Ce (i )J e R ,
o

[n di)] e R
o

per ogni n e N

(in particolare, per di) ~ + si ha E~ J eRo); allora se

immagine secondo ~ di un elemento [A(i)] e "'~(R), si avrebbe,

R fosse
o

per ogni

n
neN, -i-eA(i)q.o. per i e N, e quindi ,in particolare (per n = i I,

l e A(i) q.o. per i e N, da cui l e R (contraddizioneì.
o

(11) l'insieme N] dei naturali infiniti non ha minimo.

(12) ciò non esclude, naturalmente, che possano esistere sottoinsiemi non

"interni" che abbIano minimo: per esempio, N.
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6. I sottoinsiemi "*finiti" di *E.

Data la struttura i = (E,Q), consideriamo

1~ F = (rrF(E), QF)'

dove 1>F(E) è l'insieme dei sottoinsiemi finiti di E, e QF un insieme

di relazioni in

Consideriamo una ~-potenza
••1F (fissando l'attenzione, in partico1a-

re, sul sostegno ~(E) ed assumendo, al solito, J = N e ~ agglutina-

ta su J) .

Ogni elemento di ;rF(E) può essere identificato (come si è fatto al n. 5)

con un elemento di ~(*E): questi particolari sottoinsiemi interni di ·E,

così ottenuti, si dicono * finiti. (Un insieme * finito è dunque un sottoin

s i eme di *E, i cui e l ementi Ca (i)J si pos sono ottenere "es traendo" 1a succes

sione (a(i)) da una successione (A(i)) di sottoinsiemi di E q.o. fini­

!!. per i € N).

Ogni sottoinsieme finito di E è anche • finito (ma non viceversa!).

Infatti se

e consideriamo la successione (D) , l'insieme
..

finito che essa individua

è proprio {e
1

,e
2

, ... e
p

}' perché ogni successione e(i) di elementi di E,

ottenuta tramite ~ da (D), ha codominio D, e quindi dà luogo ad una part~

zione finita di N in p insiemi

k=1,2, ... p;

uno solo, M
h

, di essi, ha misura 1, e pertanto

[e(i)J = eh;

d'altra parte è ovvio che ogni ek(k = 1,2, ... p) si può ottenere in questo
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modo.

Un semplice esempio di insieme ·finito che non è sottoinsieme finito di E

si può dare per E = N, considerando il "segmento iniziale"

S = {l,2, ... n, ... v}

di •N, dove v è un numeronaturale infinito (cfr. n. 3).

Per verificare che S è ·finito, basta osservare che S è immagine se-

condo ~ dell 'elemento [A(i)J € ·~F(N)

A(i) = {l,2, ... i) .

rappresentato da

Gli insiemi interni e gli insiemi *finiti hanno particolare importanza

in molte applicazioni dei metodi non standard dell 'analisi, per esempio, nel

la cosiddetta "teoria della misura non standard" ([lJ ' [2J).

In particolare, questa teoria permette un nuovo approccio alle misure sem­

plicemente additive: così il concetto di "massa", che interviene, nella no­

stra impostazione, a livello di costruzione della teoria non-standard, può

essere a sua volta approfondito mediante la teoria stessa: verrebbe spontaneo

dire ... "il cerchio si chiude", se non ci si trovasse, invece, di fronte ad

un vasto campo di ricerche che ... si apre!
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