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Summary - Given a set (1, a finitely additive probability
measure 4 on () is considered. Let M be "strongly" non-
~atomic: we prove that there exists a sequence (F ) of subsets
of N (mutually disjoint and with m (F_)>0) whose™ union has
measure equal to an arbitrarily given "o (with O<otg u ({Ll)=1)
and such that is countably additive on them. As a simple
corollary, the following property (well-known for countably
additive measures) is deduced: the range of u is the whole
interval [0,1]. In the last part of the paper, some aspects
of a decomposition theorem by B. de Finetti (for an arbitrary
/u-) are deepened.

l. Introduzione

Dato un insieme (infinito) {1, consideriamo una misura fi-

nita semplicemente (cio& "finitamente") additiva (in breve:

"massa")/u. non concentrata (°), definita su © () (o, pil in

generale, su una G -algebra < ({)(.0.)).
B. de Finetti ha introdotto in [2] un opportuno coefficien-
- 14 E)
(1) r(/"-!Eo)" sup[z'—’ 2 #_—

ECE, H(E, }

della massa M nell'insieme E,££); si ha Ofrf'é' .

te di suddivisibilita

Quando per un certo E, risulta r<{/2, la massa /u.(E) non
pud assumere, per ESE,, i valori dell'intervallo aperto di
estremi r/.L(Eo) e (4—1')/4 (E,), ed inoltre M si pud decom-

porre in

(°) A questa ipotesi ci si pud sempre ricondurpe (essendo

cardﬂ.;}{o) sostituendo 1l'insieme ] con .Qo=ﬂ-A, dove l1l'in-

sieme A={xeﬂ:/u({x})>0} &, cam'? noto, al pil numerabile.
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(2) M=y ’

essendo la massa (& "agglutinata" su E, (cioe (3 assume, sui
sottoinsiemi di E,, solo i due valori O e p(E°)>O).

Quando invece si ha r(/;.,E):i/? per ogni E»:-.O_,/u, non ha
componenti agglutinate e non si pud pil parlare di intervalli
«s. proibiti (r/.L(E),(J!-r)/u,(E)) per il codominio di /ﬂ Ma
si ha, di piu, che il codominio di/u— ¢ tutto l'intervallo
[0,/&(.0.)]. Tale risultato & ben mnoto per una /u "non atomica"
(ipotesi che corrisponde all'assenza non solo di masse concen-
trate, ma anche di quelle agglutinate), nel caso in cui e sia
una misura completamente (cio® "numersbilmente") additiva (cfr.
P.R. 'Halmos[3]) su una G-algebra (L (si noti che in tal caso (Q,
sotto opportune condizioni su card{l, non pud coincidere con
tutto @ (1), per il noto risultato di Ulam [6]).

Dopo aver dedicato il n.2 a premesse e richiami, nel n.3 de-
duciamo la suddetta proprietid del codominio di Vs (per una w

semplicemente additiva e "fortemente" non gtomica) come imme-

diato corollario del seguente risultato (che riteniamo il piu
significativo di questo lavoro): dato arbitrariemente o, con
Ozds/u(ﬂ), esiste sempre una successione (Fn) di sottoinsie-
mi di ) , a due a due disgiunti e con /L(Fn)>0, tali che
00 00

(3) o = /&(kii Fn) = 1é‘/u,(ﬁ‘n) .

Questo risultato & anche 1l'oggetto di una comunicazione
alla "8th Prague Conference"[B].

Nel n.4 prendiamo in esame il caso in cui vale la decompo-
sizione (2): se esiste anche Efgﬂ tale che r(/u{,E_{)<{/2,
si pud proseguire nella decomposizione, applicata questa volta
alla massa /A-" s, € cosl via. Si arriva in tal modo (cfr.[2]) a
scrivere /u. come somma di (al pit) un'infinitd numergbile di

masse agglutinate, pil (eventualmente) un'ultima componente
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"eontinua". Ma questo teorema di decomposizione di /u_ assume
un aspetto piu significativo se, ad ogni passo, determiniamo
la componente agglutinata (diciamo {‘:{) in modo che essa risul-
ti "massimgle" rispetto alla condizione h:/u.-p;,o. In tal
modo {11 risulta maggiore della corrispondente componente [3
congiderata in [2], e si pud provare che due qualunque compo-
nenti agglutinate pi e Pj risultano "separate" , nel senso che,

posto (per h=i,j)
uh={Ee@(ﬂ):[lh(E)>os :

si ha 'u,l# U,j .

2. Premesse e richiami

Ung funzione
/L : @ L) —m
si dird una massa su ©() quando
(i) M (E)>0 per ogni Ec(l, |
(ii)/u(E4UE2) =/&(E1)+/~(E2), per E,,E,c(], con E N E,=¢,
(iii) ()< +oo .
Una misura di probabilitd semplicemente additiva € una mas-

sg tale che /.L(Q )=1.
(2.1) Proposizione - Se M € una massa Su @(.Q.), per ogni

successione (En) di sottoinsiemi di (), a due a due disgiunti,

si ha
00 00
(4) (U E_)>» (E ) .
/“ n=4 2 nZ=4 /C o
Esempio - Sia (=@Qn(0,1]: se (a,b]gfl, definiamo /(L((a,b] )=

=b-a, e prolunghiamo /u« a tutto -(S—J(_()_). Posto Enz{qn} per ogni
qneﬂ, si ha /u.(En)=O e quindi

- 00 Q0
1= p(Ll) = /A(ll;i‘EnbO = é{ SLE)

In particolare, )u. si dice una misura (completamente additi-



va) se nella (4) vale sempre il segno di uguaglianza.

Una massa /u. su @(.Q)‘ ha una "componente" concentrata in

un punto xe ) quando risulta /u({x]) >0. Una massa M Priva
di componenti concentrate verra chiamata, in breve, una massa
"non concentrata®.

Se si ammette l'ipotesi del continuo, e se card{l= e, si ha
(2.2) Teorema (Ulam[ﬁ]) - Se una massa M su -(S)(_O.), non
concentrata, &, in particolare, una misura, allora /u. e iden-

ticamente nulla su (L1).

Si dice che una massa M ¢ agglutinata su un insieme E ¢}

quando A assume su ©(E,) solo i valori O e /a,(Eo)>0, senzsg
avere componenti concentrate in alcun punto x¢E,.

In tal caso rimane individuato 1'ultrafiltro W, in E, degli

insiemi E€E, tali che /u,(E)zju.(Eo); com'® noto, si ha

(a) #¢U, ,

(b) se E¢U, ed A2E, allora Aell, ,

(¢c) se A,BeWU,, allora ANBell,,

(d) se ESE,, allora E€U, oppure E,~Eell, .
Ovviamente, all'ultrafiltro W, su E, si pud associare un ul-
trafiltro U su ), cosl definito:

U ={EcQ: EnEoeuo} :

D'altra parte, se W e un qualunque ultrafiltro su E, ¢ (2,
e si definisce /4. su §°(E,) ponendo ./u.(E)=a>O se E<l, e
/u,(E)=O se Eéu, allora /.4. @ una massa agglutinata su E, oppu-
re concentrata in un punto x¢E,.

I sottoinsiemi su cui/u, e agglutinata o i punti nei quali
M ¢ concentrata rientrano nella seguente

(2.3) Definizione - Un sottoinsieme E<fl, tale che /L(E)}O,

si dice un atomo quando per ogni E_{QE si ha /u,(E{ )=0 oppure

/L(E-E4)=O.



3. Masse fortemente non atomiche

Una massa./&(in particolare, una misura) non atomica & una
massa che & nello stesso tempo non concentrata e non sggluti-
nata (°). Una misura non atomica & anche continua, cio& vale
la seguente proprietd: per ogni ¢ >0, esiste una partizione
finita di Ll in n insiemi E , tale che f&(Ek)<£l per ogni k=1,
2,...,n (efr. Saks[4]).

Esistono invece masse non atomiche che non sono-continue

(cfr.[ﬁ]). Chiameremo anche fortemente non atomics una massa

che sia continua nel sensc suddetto (°°).

I1 lemma seguente & il punto di partenza per stabilire i
risultati principali di questo lavoro, cioé il successivo Teo-
rema (3.2) ed il Corollario (3.3). Osserviamo che quest'ulti-
mo & stato stabilito, nel caso particolare di una misura, ri-
correndo al principio di induzione transfinita (cfr.[}]), men-
tre qui viene ottenuto con un procedimento del tutto elemen-
tare, e nel caso piu generale di una massa.

(3.1) Lemma - Sia Ac, sia > una masss fortemente non a-
tomica su @(A), e sia a arbitrario, con O<c‘iﬂ(A) Allora,
qualunque sia €>0, esiste F,CA tale che

- </u_(F4 )< o,
tale che /u(A,,)'iE e
M)+ u(a)) ya

Dim.- Per la continuita di.ﬁu, esiste una partizione di A

ed esiste AacA-F1

( ) Dire "non agglutinata" vuol dire che, per nessun E c(],
assume su §(E ) solo due valori. Naturalmente, cid pud
perd accadere per una componente di /p(cfr. il Teor.(4.4)).

(°°) Pertanto i due concetti "fortemente non atomica" e
"non atomica" coincidono nel caso particolare di una misura.
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in n insiemi E_, con /L(E}()(E- (k=1,2,...,n). Poiché acs/u(A),
possiamo considerare n,, il minimo intero positivo tale che

n,+1
(L Ek)'»ot; allora, posto
S

n
{
F =U y A =K ’
1 km{Ek { n+{

si ha /u.(F )< e
n+4

m(F,) ”/“”(k 1Ek) -/u(A ) > -£ .
(3.2) Teorema - Sia # una massa fortemente non atomica su
P (N), e sis o, arbitr‘ario, con 0(0{05_/4(.0_):1. Allora esiste

una successione (F, ) di sottoinsiemi di ) , a due a due disgiun-

k
ti, e con /...(Fkbo, tali che

0.0) Q0
(5) oLy = w(UF) =20 u(F)
k=4 k=1

Dim.- Sia 0<€,<0,. Applicando una prima volta il Lemma (3.1),
con A={), a=0,, £=¢,, costruiamo F1Cﬂ, con
Wo=€o < M(F) < o
ed £ cQ-F , con M)t e
M(F )+ w(L2) > 0.
Applichiamo ancora il lemma, con Azﬂ{,otzoc‘lzoro-/,(,(}?{), £ =
=81=min£d1,1/2}. Allora esiste F2C01C_Q-F1 , con
A, - &1</$L(F2) <o,
ed esiste QQCQ-F con /u.(f_l )<E e
M (F )+/u(ﬂ ) >
Cosl proseguendo, con A—ﬂz,q—a c( /L(F )=t~ Z /A(F ), si

arriva alla (n+1)-esima applicazione del lemms: si costruisco-

no due insiemi, prima

f Cﬂ CQ UF ,



con
n
(6) 0<at -¢ = “o-kzﬂ/u.(Fk)—En</,(Fnﬂ)f:otn ,
e poi r1n+f:f1n-Fn+1’ con
(7) /w(ﬂnﬂ)«i £,

e /A(Fn_+'_4)+/ﬁ(ﬂnﬂ)>,otn , essendo 8n= min{dn,*l/(n+’|)} .
Osserviamo che la successione (Fn) che cosl nasce verifica,
per ogni nelN, la
(o)
(8) O Fch

k=n+{

-

- 1 . . .
inoltre, essendo O<6ﬁ§527-, la successione numerica (&n) e in-
finitesima.

Cid premesso, proviamo che vale la (5). Dalla (6) si deduce
n+4

0< Xg=) M(F )< E

e quindi, passando gl limite per n—»o00, l'uguaglianza fra pri-

mo e terzo membro dellas (5). D'altra parte si ha, per la (8):

e o) n o0 n
/"(kU:4Fk) =%j4/mak> + p U Fk)skzﬂ P+ w2,

k=n-+{

da cui, passando al limite per n —> o, segue, per la (7),
Uroe>
(UF )< (7)) ,
/“'k=ik kz{/‘k

e quindi, tenendo presente la Prop. (2.1), la (5).

(3.3) Corollario - Il codominio @i una massa fortemente non

atomica i, con /¢(11)={, & 1l'intervallo [O’{]'cn

Dim.- Dato o,, con O<«,<{, basta prendere F=(J , dove

k={

gli F,_ sono quelli del Teor. (3.2), per avere /u(F)=do .

8"



4, I1 teorema di decomposizione di unsg /u. arbitraria

Sia p una massa su ©(Q). Per E,c0, con p#(E)>0, si
definisce (ecfr. la (1), Introduzione) il coefficiente di sud-

divisibilita r(/u yE,) della massa M in B

(4.1) Proposizione - Si hg I’(/A, ,E)=1/2 vper ogni E<{L (con
(E)>0) se e solo se M @ continua.
(4.2) Proposizione - Sia E,£{l, con u (E,)>0, tale che

I‘(/AL yE,)<1/2. Allora, per qualungue ESE,, /LL,(E) non appar-
tiene allfintervallo aperto di estremi r/u,(Eo) e ( -r)/{, (E,).
(4.3) Lemma (cfr.[2]) - Se esiste E (), con M A(EG)>0, ta-
le che r(/u,Eo)<4/2, allora,qualunque sia £>0,esiste F<E, tale

che r(/u. JF)<E.

(4.4) Teorema (cfr.[Z]) - Se /J. ¢ una massa Ssu (S)(f].), non
concentrata, ¢ se esiste E,c (), con /A.(Eo)>0, tale che r(/u. yE,)
<{/2, allora vale la decomposizione (2), con la massa/'; agglu-~
tinata su E,.

Nelle stesse ipotesi del Teor. (4.4), dato E-g- r(/u, yE,)<1/3,
sia F l'insieme di cui al Lemma (4.3): si ha r -r(/u JF)<1/3, e

quindi (4-r )/L(,(F)'> 3/A(F) La famiglia
(9) U = {BeQ: w(ENP)>U-r) 1 (F)]
¢ un ultrafiltro su {l: le (a) e (b) sono immediate; la (d) se-
gue dal fatto che, se /u(EﬂF)<(1 —rF)/u(F), gi ha, per (4.2),
/UL(EHF)SI‘F/A,(F), e quindi, posto E'=Q-E, /LL(E'nF)/)“-I‘F)/L(F),
ciod E'e 1l (ed analogamente si prova che E¢lU implica E'¢WU );
la (c¢) si dimostra osservando che da Aell segue /u,(A'f) F) <
F/u,(li‘), e quindi, se anehe BelU,, si ha /(A((AﬂB) NF) =
—/u((A UB')ﬂF)<2rF/u,(F)<3/u(F), cioe (ANB)!' ¢u

L'ultrafiltro (9) permette di definire la massa agglutinata
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( che figura nella (2), nella maniera che verri precisata nel

corso della dimostrazione del successivo Teor. (4.6).

(4.5) Definizione - Siano ]11 e (32 due masse agglutinate ri-
spettivamente sugli ultrafiltri 'U.1 ed uz in (). Diremo che
(’;1 e ﬂz sono separate se esistono E1e u1 ed Eeeuz tali che
E 1ﬂE2= g.

(4.6) Teorema - Sia M una massa su @ (1), non concentra-

ta. Allora vale la seguente decomposizione

- QD
(10) = + o ’
Pt f

dove le Fn non identicamente nulle sono masse agglutinate, a
due a due separate, e /.Lo & una messa continua (o identicamen-
te nulla).

Qi_m.- Se M e continua, il teorema € banalmente vero, con
tutte le Pn identicamente nulle e M o= .

Se/u non & continua, esiste E1QQ tale che r1=r(/u,,E1)<4/2;
dato & =2 r, , sia F,cE, tale che, per il Lemma (4.3),

31 171
=r(/u. ,F1)<E. L'ultrafiltro su ()

Tp

= . 2 — i
U, = {Be0: w(EnF,)2(4 Ty ) (@)
definisce una massa agglutinate ﬂ.1= costruiamola in modo che
essa risulti massimale rispetto alla condizione /uﬁ,o, essen-

do /u.{ =/u—{44. E' chiaro che cid si ottiene ponendo

F’(E)={O , Se Eéu{
1 (4—rF{)/u(F1) , Se Ee’u,1.
Si noti che (J-rF1 )ﬁ(F1)=P4(F{), percheé /u(F1 nF1)=/u(F1) >
(4-rF4 )/,L(F1).

Se’ um, ® continua, vale la (10) con (}nEO per n>{ e Mo= Mye
In caso contrario, esiste E,c(l tale che rgrzr(/ac1 ,E2)<4/2, e
quindi F '-E2 tale che ,1:'1;,2=r(/,&.4 ,F2)<£= % r2; introducendo

2
1'ultrafiltro
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’Ltz = {EQQ: #1(EHF2)%(4—TF2)/L1(F2)

e la massa agglutinata/@2 (definita in modo del tutto analogo
allg Fﬁ), e posto /42=/A1—/%2, si pud scrivere

(11) /’LZP{+/§+/"L2
Verifichiamo che [; P? sono separate. Per la definizione
(1) di r
tale che
A-r F ) m(G <4~ F)+4.
( F{)/u( 1) ‘/l( 4) ( F{)/L( 1) )

p » dato erbitrariamente d>0, esiste G4e 1& , con GiCE"
4

Sia 8¢ ({—er)/A4(F2); allora

m(em Fz)s/u‘(G,l) =/u.(<}1 )—/}1((}1) <
< (4-r_ ) M(F,)+E~(4-r_ ) u(F )SA-r_ I (F.),
Tr, AR rF2 Vo AF-

e gquindi G441l2. Si conclude che II-G1€1l2.
Proseguendo nella decomposizione (11l) finché esistono com-

ponenti agglutinate‘di/u,, si costruisce, dopo n passi,

Pn = foPifer s = sy >0

Osserviamo che, dato nel, si pud scrivere

oot = PP e Py = e e
R

per ogni i<n-4, e gquindi, con procedimento del tutto analogo
a quello seguito poco sopra (scegliendo opportunamente Giglii,
c <( C s
con GEF., e 6<(4 an)/Ln-J(Fn))’ si dimostra che F& e(%n
sono separsate.
Se, qualunque sia n, /& non & continua, si ottiene una

succe ssione (F ) di masse agglutinate, a due a due separate,

eonZ{&n(E) { per ogni Ee@(ﬂ) Pertanto ﬁn(E)—a 0, ed &

chiaro che le masse agglutinate sono al pil un'infinitid nu-~
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merabile. Non & difficile a guesto punto concludere che la

massa
Q0
o = M = Z :Fn

¢ continua.
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