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8 SECONOI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI DI UNA SOTTOVARIETA'

O Sia F una sottovarietà, di dimensione m~ n, di uno spazlo

affine E di dimensione n.

Vogliamo precisare ora i secondi spazi tangenti e cotangenti di F.

In modo analogo a quanto fatto per gli spazi affini, definiamo ta

li spazi come spazi tangenti e cotangenti delle sottovarietà TF e

•T F.

Osserviamo~ ancora una volta, che non esiste un modo canonico(di

•pendente dalla sola struttura affine di E) di vedere gli spazi T TF. .. .. ....
e T T F come sottovarietà di T TE e T T E, rispettivamente. Ciò

accade, invece, se assumiamo in E una struttura euclidea g .

•Diamo poi gli spazi verticale ed orizzontale di TTF e T TF,

rispettivamente, osservando che su TTF non c'è uno spazio orizzon

•tale canonico, come non esiste uno spazio verticale canonico su T TF.

1.8.1. PROPOSIZIONE

E'
nF -

"n F=

_ U
(p,v)eTE T( -)(TF)p,v

"T( )(T F)p,v

_ U
(p,v)eTF

"T ( -)(TF)p,v

" .T( )(T F)p,v •

Si vede che TTF e

4m, rispettivamente di nE e

sono delle

n"E.
sottovarietà, di dimensione
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Invece, se E e uno spazlo affine euclideo, allora anche T"'TF

e T*T*F sono delle sottovarietà, di dimensione 4m, rispettivamente

'" '" ~di T TE e T T~E .

Inoltre, se U e un aperto di p e F, di E e x=(Xl, ... ,xn):U-.Rn

un sistema di coordinate differenziabile(almeno due volte) di E,

adattato ad F, le applicazioni

\I. \/.

(
"l .1
X , X ; TTU

v • v •.
...1. A l

(x,x.;x
l

, x.) : TTU + ~4n
l

A • A' •

~4nlo/' l ., v ..
(x ,x • x.,x.) • TTU +, •l l

A • , • •

1R
4n(l • A "lX , x. ; x. , x ) • TTU +•l l

dei sistemi

adattati a

di coordinate, rispettivamente,

'" '" '" >I;TTF, TT F, T TF, T T F.

di TTE, TT>I;E,
>I;

T TE,

Pertanto, le applicazioni

" " •v • o; v • ." • 1R4m( o l o l Xl )X , X • X • TTU, , •

v v •, . • A • ..
IR

4m(x l • °1 o °,x. • x , x. ) • TTU, •l l
,

" •v • • • v ..
1R

4m(• l °1 ' o
v

X , X • x.,x.) • TTU, •l l
". ,.... .

1R
4mf' l . ro '., ?o o ~ r

(x ,X. ;x. ,x ) • TTU•
l l

dei si s temi di coordi na te di TTF, >I; '" >I; ,.sono TT F,T TF,T T F, indotti su TTU.

1.8.2. Definiamo il sottospazio verticale di TTF. Ricordiamo che se

E e uno spazio affine, il verticale vTTE e costituito dai punti che

hanno la terza componente nulla. Ora poi che TTF non e in generale un

prodotto, non possiamo dare per le sottovarietà la stessa definizione.
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Ne diamo allora un'altra, compatibile con quella data sugli spaz1

affini.

DEFINIZIONE

Dicesi SOTTOSPAZIO VERTICALE di TTF il sottinsieme

vTTF

di TTF i CUl punti sono costi tui ti dai vettori di TF, che sono

tangenti alle curve verticali ,ossia alle curve del tipo

c : IR -> TF

per cui è

PFoc;cost .

Si noti che non c'è uno spazio orizzontale canonico. Infatti, non

Sl possono definire curve orizzontali, curve,cioé che lasciano invariata la

"velocità", dato che

1n punti distinti.

1.8.3. DEFINIZIONE

TFiTF
P q

e non si possono confrontare velocità

Dicesi SOTTOSPAZIO ORIZZONTALE di T*TF il sottoinsieme

o T1'TF

di T*TF 1 cui punti sono costituiti dalle fonne di t"TF, che sono nulle

SUl vettori verti ca l i .

Anche ln questo caso non esiste uno spazlo verticale canonlCO di

T"'TF.

1.8.4. PROPOSIZIONE

Lo spaZlO verticale vTTF e lo spazlo orizzontale *oT TF sono carat
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terizzati, rispettivamente, da

• •
vl
X - o , x. - o

1
, con i - m+1, ... ,n.

Pertanto, le seguenti applicazioni

•- v
oi

.. . ,
1R

3m01 01 )(x , X ,x • vTTU ...•

,
~v • • • ..

oT*TU 1R
3m('1 01 •X , X ,x. ) • ...•

1

sono dei sistemi di coordinate su

1.8.5. PROPOSIZIONE

vTTF e su oT*TF, rispettivamente.

Esistono 1 seguenti isomorfismi canonici

'1fT ( -)(TF)p,v
T F

P

o T*( -) (TF);;; T*F .
p, v P

Questi isomorfismi saranno utili per 10 studio della "connessione

riemanniana".

1.3.6. Dunque, un'equazione differenziale del 2° ordine su F è un campo

'1°ttnri;,l e
?

X : 11'- ... TTF

le CUl curve integrali sono curve basiche, OSSla tale che X soddisfi

le cnndizione

(c : I ... TF , dc .. X O c)~ (c .. d(PF O c)) .

..
L'espressione ln cnordinòte rli X ò

c

X -
IO ."1 ,
>: (X :)x. +

i = 1 1

• •
1 ,

X ;)x.
l

m .'';
)

• 1 o
= E (x ax. +

. l l
1=

- l ,
X dX.)

l

La nOZlone di eouaZlone differenziale del 2° ordine geodetica su F

e rimandata al paragrafo 1.10 .•


