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o INTRODUZIONE

Una "sottovarietà It è un sottoinsieme F di uno spaZIO affine E, cara~

terizzato localmente dal fatto che certe funzioni coordinate di E sono co

stanti.

Ricordiamo che in uno spazio affine avevamo un insieme di punti E, un

insieme di vettori E ed un modo di operare con questi vettori che era la

traslazione. Ora In una sottovarietà abbiamo un InSIeme F ....-r E ma non ab

biamo uno spazio di vettori F. Con la nozione di spazio tangente alla sot-

tovarietà SI vuole ricostruire proprio l'idea di uno spazio di vettori su F.

Fissato p € F, lo "spazio tangente" in p ad F , T F,
P

è l'insieme dei vetto

rl tangenti alle curve differenziabili su E, a valori In F e passanti per p.

Definiamo pOI lo spazIo tangente TF di F osservando che esso è un sot-

toinsieme di TE ma non un prodotto, poiché T F f T F. Infatti la differen-
p q

za sostanziale con gli spazi affini consiste nel fatto che sulle sottovarietà

non esistono i vettori liberi.

Si vede, mediante l'inclusione canon~ca

varietà di TE.

TF -T TE, che TF è una sotto-

Definiamo lo "spazio co tangen te Il ,n p di F, T"F come il duale di T F,,
P P

• "osservando che s, ha la proiezione T E -T T F ma non l'inclusione
p p

'"T E.
P

Dunque, a pr~or~, non possiamo dire che "T F è munito di una

"sottovarietà di T F. Si vede, invece, che se E è munito di una metrica, a1-

Iora possiamo riguardare " "T F come sottovarietà di T F.

"In generale, T F non è un prodotto cartesiano, ma solo un sottoinsieme

*di T E.
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si osservi che la definizione di "T F non ha nulla a che fare con

l'esistenza di una metrica. Noi abbiamo considerato una metrica allo

scopo di poter considerate "T F come sottovarietà di "T E.

E' possibile estendere in modo natuale tali concetti. Abbiamo, così

l secondi spazi tangenti e cotangenti di una sottovarìetà.

"Diamo p01 gli spazi verticale ed orizzontale di TTF e T TF, 1n

modo diverso da come sono stati dati sugli spazi affini.

Per esempio lo spaZ10 verticale di TTF è quel sottoinsieme di TTF

1 cui punti sono costituiti dai vettori ~TF, che sono tangenti alle cur

ve verticali. Tale definizione è compatibile con quella data sugli spazi

affini.

Grazie alla inclusione canonica TF~ TE,possiamo munire F della

metrica indotta da ~(se (E,g) è uno spazio vettoriale euclideo).

Sugli spazi affini abbiamo definito la cònnessione r TTE -+ vTTE.

Ora si vuole traspqrtare questa nOZione sulle sottovarìetà: ossia,
o

51 vuole definire una connessione r: TTF ~ vTTF.

Intanto abbiamo la composizione

TTF TTE
r
-+ TTE

A priori, non esiste un modo canoniCO per avere la proiezione

vTTE -+ vTTF

però se E è uno spaz~o affine euclideo s~ vede che considerando la somma

diretta

E _ T F
P

.I.
(T F)

P
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si ottiene la proiezione cercata

p" : \ITTE -+ \ITTF

e quindi resta definita
o
r , detta "connessione riemanniana".

Inoltre, considerata la prOleZlone ortogonale

~ 1
p: \ITTE/ -+(~TTF)

TF

resta definita l'applicazione supplementare

k : TTF -+(.\ITTF)' ,

la quale) composta con il campo vettoriale geodetico/dà il campo vettoriale

N TF
l

-+ (\ITTF)

detto "seconda forma fondamentale".

Quindi N dipende dalla metrica e dalla struttura della sottovarietà.

Concludiamo questo capitolo con la nOZlone di "curvatura" su F

o o 2
A_fa dc

Considerata la curvatura su E

2
A_fodc

R -+ \ITTF

R -+ \ITTE

o

diamo un importante teorema che fornisce la relazione tra A, A ed N

e mostra che la parte ortogonale di A non dipende dalla derivata seconda

di c : R -+ F'-+ E, ma solo dalla derivata prima.
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l TEOREMI DI INVERSIONE LOCALE

o Siano M ed N due spazi vettoriali di dimensione m ed n,

rispettivamente. Sia h : M~ N un'applicazione lineare.

Dalla teoria delle applicazioni lineari è noto che sussistono 1 se-

guenti teoremi.

l) m = n. Se è rangon=m=n, allora, h è invertibile, oSS1a è

Od
1 N

-l h 1°dh o =
M

In termini matriciali vale la ben nota regola di Cramer.

2) m > n . Se è rango h = n, allora esiste un sottospazio U c M

(supplementare del nucleo di

Z10ne

h) di dimensione n tale che la restri

s1a invertibile.

U ~ N

3) m < Ò • Se è rango h = m , allora è dim ~mh = m, dunque l'applic~

Z10ne

è invertibile.

In termini matriciali, 1 caS1 2) e 3) sono noti come teorema di

Rouché-Capelli.

E' possibile estendere, in modo naturale, tali teoremi al caso di

applicazioni differenziabili, poiché le loro derivate, almeno in prima
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approssimazione, sono applicazioni lineari.

Questi teoremi verranno utilizzati nello studio delle sottovarietà.

Siano, dunque, E ed F due spazi affini di dimensioni r ed s,

rispettivamente. Sia f: E ~ F un'applicazione di classe ek, con

k ~1.

1.1.1. TEOREMA Sia dim E = dim F = r. Sia p e E, f(P)= q e F .

Se f è di rango r in p (ossia Df(p) è di rango r), allora esiste

- un aperto U c E di p,

- un aperto V c F di q

ta le che l a res tri zi one di f a U

U ~ V

sia un diffeomorfismo di classe ek

Dunque, vale il s~guente diagramma

t

U + V

(f fl
/U

1.1.2. TEOREMA Sia dim E - r > S - dim F. Sia p e E, f(p) - q e F .

Se f è di rango s in p, allora esiste

- un aperto U c E di p,

- un aperto V c F di q,

- e un diffeomorfismo h(di classe ek
)



- 7 -

tale che

f/ U
o h o j1 : U

1
+ V

sia un diffeomorfismo(di classe é) e tale che l'applicazione

f o h o jz U
z

+ V
/U

sia costante.

Le proprietà precedenti sono, dunque, espresse dal seguente diagramma

V

1.1.3. TEOREMA Sia dim E " r < S " dim F. Sia p e E,f(p)" q e F

Se f è di rango r in p, allora esiste

- un aperto U c E di p,

- un aperto V c F di q,

- e un diffeomorfismo k(di classe ek)

ta 1e che
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sia un diffeomorfismo (di classe ek) e tale che

2
11 o k o f /U

sia costante.

Le proprietà precedenti sono, dunque, espresse dal seguente diagramma

Vl<:.
U ....... V -.. Vl x V2 .,

" " --.;;
... V2

.-
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SOTTOVARIETA' DIFFERENZIABILI

o Sia E uno spazio affine di dimensione n.

Cominciamo questo capitolo con l'importante nOZ10ne di "sottovarietà

differenziabile" di dimensione o < m< n.

Sostanzialmente, una sottovarietà F è un sottoinsieme di E, cara!

terizzato localmente dal fatto che certe funzioni coordinate di E 80-

no costanti.

Diamo, poi, degli esempi notevoli di sottovarietà differenziabili, come

1 piani, le sfere, i cilindri, ecc ....

Concludiamo questo paragrafo con le 00Z1001 di funzioni e curve coordi-

nate sulle sottovarietà.

1.2. l. DEFINIZIONE

Dicesi SOTTOVARIETA' DIFFERENZIABILE (di classe ek
) di E

sieme F'-+ E, tale che, per ogni p e F esiste

l) un intorno aperto U di p in E,

un sottoin

2) un sistema di coordinate differenziabile (di classe

l n n
x = (x , •. ,X ) : U -+ V c IR

3) un intero m,

ke ) su U

4) ed una (n-m)-pla m+l n n-m
a_(a , ... ,a)elR per cui è

q e unF <,=;> xm+l (q) ; m+la , ... ,

Un tale sistema di coordinate si dice ADATTATO ad F.
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o
Posto U _ UnF, l'applicazione biiettiva

o 01 om l m o o
x - (x , .. ,x ) =(x/u , .. ,x/u) : U + V

dove
o o o
V _ x(U), si dice un SISTEMA DI COORDINATE O CARTA di F.

o o o
A volte indicheremo una carta di F con (U,x) al posto di x.

1.2.2. DEFINIZIONE Sia F un sottoinsieme di E.

Dicesi INCLUSIONE CANONICA l'applicazione

j : F + E

data da j:p""p

Sostanzialmente, cià vuol dire che ogni punto di F è anche punto

di E.

In seguito, indicheremo l'inclusione canonica con il simbolo '- al

posto di +

1.2.3. PROPOSIZIONE Sia m l'intero della definizione 1.2.1 ..

l) Se m = n, a11 ora F è un aperto di E.

2) Se m = o, allora F è unione di punti isolati di E.

D. l). Se m = n, le condizioni su F si riducono ad affermare che ogni

p e F è contenuto i n un i ntorno (,aperto) di E.

2). Se m = o, l'ultima condi zi one di 1. 2.1. affermare che se p e F

esiste un intorno U di p in F tale che UnF ={ p }

1.2.4. Diamo ora le nozioni di funzioni e curve coordinate di una sot

tovarietà, mediante un sistema di coordinate adattato ad F.
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l n_(x, ... ,x) U -lo IRn un sistema di coordinate

Si dicono FUNZIONI COORDINATE di F le m funzioni

o l l
x - x/U

o
U -lo IR om m

, . . . , x - x /U
o
U-+IR

Si dicono CURVE COORDINATE di F le m applicazioni

o
IR x U

o
-+ U, . . . )

o
x_x/lR

u
Um m x

o U

IRxU -+ U

1.2.5. PROPOSIZIONE Siano (U ,~)
a a

.,
e (Us' ~S) due carte di F

tali che " o
U iìU # ~

a S

Allora, le seguenti applicazioni di IRm in IRm

(" ,', ".I;;;

X (U n US) -lo x (U lì U )
aa Sa S

o v ) u ,)
X (U lìU ) -+ X (U lì U )
aaS aa ~

sono applicazioni biiettive differenziabili (di classe ek)

F •
v~

o
<~

• o-I

1<, o "'"

--._---



- 12 -

D. I seguenti diag 'ammi (Jove, per semplicità, abbiamo fatto varie omis­

sioni di simboli ed alusi ai linguaggio) sono commutativi

o o o m m (n-m)
x (U n U )c IR -+ IR xlR -+ E

). ~ 8 c'·,

0- l '\.
x
"

F

o o o m m (n-m)
x (U nU\c IR -+ IR xlR -+ E
a" a <,'I.... ~.I(~

IRmxR(n-m)

F

o f) o m
li (U n U )c IR
a" a

o
X

" o o o m
x (U n U )c IR
"" a

Inoltre, in ciascun diagramma i due 'cateti" sono applicazioni biiettive

differenziabili (di classe ~k). Allora, il risultato segue dalla regola della

catena

o o-l
Le applicazioni xa o x"

tra si dicono i CAMBIAMENTI DI

o
e x

"CARTA.

o-l
o x

B
, che sono l'una inversa dell 'al

Si osservi che, per semplicità di notazioni,abbiamo scritto
o o-lx o x
a "

e

o
X o

"
o-lx al posto delle rispettive restrizioni.
a

Si osservi anche che le applicazioni ri sulteranno

differenziabili, ma ancora non è stata introdotta la differenziabilità sulle

sottovari età.

Dunque, esiste un ricoprimento {U} di
"

F, cos ti tuito da aperti (ne11 a
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topologia indotta) ed una famiglia di carte
o
X

et

La famiglia
o

{U , x} è detta un ATLANTE di
et et

F.

1.2.6. Diamo ora alcuni esempi di sottovarietà.

l) SFERA.

o € E. Sia

Sia E
+R € IR •

uno spazio affine euclideo di dimensione 3. Si a

Consideriamo il sottoinsieme F di E costituito da una sfera di ra.9.

gio R e centro o, ossia

F= {p € E / IIp-ol:; R }

Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo

un punto P € F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.

Sia(r,e,~) un sistema di coordinate sferico su E, tale che il semipi~

no ~; o non contenga p. Come intorno di p € F, consideriamo tutto lo

spazio escluso il semipiano "'; o. Tutti e soli i punti che stanno sulla

superficie sferica (tranne quelli della semicirconferenza del semipiano

f; o) sono caratterizzati da r; R.

Allora, il sistema di coordinate indotto da (r,e,~) è (e,~) ristretto al

la superficie della sfera.

F

--- ~,",, ,

p

R

\" ,
(,,~~'..- ,
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2) CILINDRO. Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.
- +Sia o € E e u € E un versore. Sia R € ~ .

Consideriamo il settoinsieme F di E

dove
2 2 _ 2

P (p) ; (p-o) - [ (p-o) . u] .

Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo

un punto p € F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.

Sia(p,,\,, z) un sistema di coordinate sferico su E, tale che il semi­

piano 9 ; o non contenga p. Come intorno di p € F, consideriamo tutto

lo spazio escluso il semipiano ~; o. Tutti e soli i punti che stanno

sulla superficie cilindrica (tranne quelli della semi retta appartenente

,---
/ -

( ;.
·'-----1

~'t'" .. . I."
i

" --_ ..... r ~f'.C' ;, .~;:,,,.

~-. --,

-. ~--_/

.-----_1. ,
--- _ ...

al semipiano 'f; o) sono caratteriz­

zati da p; R.

Allora, il sistema di coordinate

indotto da (p''f' z) è ('\', z) ri­

stretto alla superficie cilindri-

ca.

3) CONO(SENZA VERTICE). Sia E uno spazio affine euclideo di dimensio

ne 3.

Sia o € E. Sia u un versore di E. Sia o < a < TI • Si consideri

l 'app l i cazi one

e E-o +~

data da e (p-o)' u
p >-> arcos Il p-o Il
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Consideriamo il sottoinsieme F di E

F _ (p e E / p ~ o , e(p) = ex} .

Facciamo vedere che F è una sottovarietà di E. Consideriamo

un punto p e F e dimostriamo l'esistenza di un sistema adattato.

Sia (r,e,f) un sistema di coordinate sferico su E, tale che il semi

pi ano '\' = o non contenga p. Come i ntorno di p e F cons ideri amo tut

to lo spazio èscluso il semipiano 'f = o. Tutti e soli i punti che sta!!.

no ;ulla superficie del cono (tranne quelli della semi retta appartenente

al semipiano f = o) sono caratterizzati da e = ex.

Allora, i l sistema di

/ .... ------- ... , .
"" p

\ - ~

_ _:lo' ,
o

coordinate indotto da (r e,,\,) è (r,'f) ristretto

alla superficie del cono.

Si può dimostrare che F'= UU (o)

(ossia il cono con il vertice)non è una

sottovarietà di E.

1.2.7. La seguente proposizione permette di vedere ogni sottospazio af

fine, come una sottovarietà.

PROPOSIZIONE. Sia F c E un sottospazio affine (di dimensione

o ~ m ~ n) di E.

Allora, F è una sottovarietà.

D. Sia F c E e sia
-
F una base di F e sia

o e F.

-
Sappiamo (0.1.12.) che ogni base di F può essere completata in modo
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-da ottenere una base di E

- - - -
B _ {v1, ... ,v,v l""'v l c E

m m+ n

Allora, considerato il sistema di coordinate cartesiano su E, gene-

rata da o e F e dalla base B, dato da

i i
x (p): (p-o)

i punti di F sono tutti e soli i punti tali che

n= x (p) = o

(l e m+ l na , ... , a sono tutte nulle e quindi costanti)

Dunque, un sistema di coordinate adattato ad F, indotto dal siste-

ma di coordi.nate su E, è quello generato da o e F e dalla base
- -

{ v
1

, ... ,-v
m

l c F.-
Dunque, se dimE=3, i piani e le rette di E sono sue sottovarietà.

, è
I

­"

'.

j
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3 SPAZIO TANGENTE

o In uno spazIo affine avevamo un lnSleme E, un insieme di vettori

E ed un modo di operare con questi vettori che era la traslazìone.

Ora, in una sottovarietà, abbiamo un insieme F~ E, ma non abbiamo uno

spazio di vettori F . Con la nozione di spazio tangente alla sottovarietà

si vuole ricostruire proprio l'idea di uno spazio di vettori sulla sottava

rietà.

Fissato p € F, lo lIspaz io tangente in p ad FII è l'insieme dei vet

tori tangenti alle curve differenziabili su E, a valori in F e passa~

ti per p.

Si osservi che non si è parlato di curve differenziabili sU F, perché

non è stata definita la differenziabilità sulle sottovarietà.

Definiamo, poi, lo spazio tangente TF di F osservando che è un

sottoinsieme di TE ma non un prodotto, ossia TF ~ F x F , in quanto

T F ;< T F.
P q

Infatti, la differenza sostanziale con gli spaZl affini consiste nel

fatto che sulle sottovarietà non esistono i vettori liberi.

Concludiamo facendo vedere che, mediante l'inclusione canonlca TF~ TE,

TF è una sottovarietà di TE. Inoltre, un sistema di coordinate adattato

ad F induce, naturalmente, un sistema di coordinate adattato a TF.

1.3.1 DEFINIZIONE Sia p € F.

Dicesi SPAZIO TANGENTE DI F IN P l'insieme

T F
P
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costiuito dai vettori tangenti alle curve differenziabili R ~ E a valo

ri in F e passanti per p _

il fatto che T F è il sottospa-
- p

T E =E, generato dai primi m
p

vettori della base indotta in p dal sistema di coordinate adattato ad

F.

TEOREMA Sia p € F.

-
L'insieme T F è ·un sottospazio vettori al e di dimensione m di E

P

Inoltre, (x l n
è un sistema di coordinate adattato inse x - , ... ,x )

un intorno U di p, allora, T F è il sottospazio generato dap

D. a). Le curve coordinate

xmp

sono differenziabili, a valori in F e passanti per p. Pertanto, è

T F
P

Inoltre, tali m vettori sono linearmente indipendenti.

b) Sia poi c: IR ~ E una curva differenziabile, a valori in F

e passante per p. Allora, è

m+l m+l m+l n n n
c -x oc=a ) ... ,e _xoc;;a
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e quindi

l m
dc = Dc (o)axl(p)+ ... +Dc (o)axm(p)

Dunque, i vettori generano T F
P

1.3.3. Dsserviamo che in un intorno U di P ~ F, in generale, esist~

no più carte adattate. Perciò, è importante il seguente corollario.

COROLLARIO

Il numero intero m non dipende dalla scelta del sistema di coordinate

adattato in p.

D. Infatti, m è la dimensione di T F, il quale
p

re riferimento alla scelta di un particolare sistema

1.3.4. COROLLARIO

è definito senza fa-

di coordinate

Se F è connesso, allora m non dipende dal punto p e F .

D. Si a
o

{U
a

o
, x} Aa ae

(1) U
aeA

un atlante adattato ad F. Si ha dunque

U n F = F .
a

Sia A e A il sottoinsieme costituito dagli indici a tali che
p

o
X

a

Per il corollario precedente, si vede subito che, se p i q, è

(2 )
. .,

( u U n F) n (U U n F) = ~ •
a a

A aeAae q
p
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Ma, essendo F connesso, non possono valere contemporaneamente

(1)e(2).

Dunque, non possono esistere due interi distinti p e q, tali

che

A ,,~

P

1.3.5. DEFINIZIONE

,A "'/Jq

Se F è connessa, l'intero m che compare nella definizione 1.2.1.,

il quele non dipende dalla carte e dai punti, è detto la DIMENSIONE di F.

1.3.6. Diamo ora la noz.ione di "spazio tangente" di F.

DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO TANGENTE di F il sottoinsieme

TF'-+ TE _ E x E

dato da

TF :{(p,v) e E x E / p e F, v e T F }
P

E' dunque

TF = U T FpeF p

Indichiamo con

PF : TF... F

l 'app l i cazi one PF : (p,v)~ p

Osserviamo che se dimF=n (F aperto di E), allora è
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, TF = F x E

In generale, TF non è un prodotto cartesiano, ma solo un sottoin­

sieme del prodotto cartesiano E x E . Ciò dipende dal fatto che, in

generale, non esiste uno spazio vettoria1e libero F associato ad F.

1.3.7. PROPOSIZIONE

TF è una sottovarietà di TE di dimensione 2m.

Inoltre, se 1 n
x =(x , ... ,x) U -+ IR

n
è un sistema di coordinate

di E adattato ad F,in peF,allora

~1 vm .1 .n .. TU +1R2n
(x , ... ,x ;x , ... ,x )

è un sistema di coordinate adattato a TF, in (p,v) e TF .

Pertanto
~ l ~m:' 1 '?m

(x , ... ,X; x , ... ,x)

è un sistema di coordinate di TF.

D. Infatti TU = U x E è un intorno di (p,v) e TF ed è

(q,w) € TU (ì TF <F1 vm+1 ( -) m+1 \In - n
x q,w = a , ... ,x (q,w) = a

.m+1( -) ·n -x q,w = o, ... ,x(q,w) = o
-

Si noti che
o

TU =' T(U (ì F) = TU n TF

1.3.8. DEFINIZIONE

Indichiamo con

Tj Tf <-+ TE

l'INCLUSIONE CANONICA -

Questa posizione sa~1 giustificata dopo la definizione si applicazione

tangente.
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4 APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI

O Si ano F4- E ed F' '-+ E' due sottovarietà.

In questo paragrafo dopo aver definito la differenziabilità di un'ap-

plicazione f: F +F', diamo una condizione necessaria e sufficiente af-

finché f sia differenziabile.

Consideriamo, infine, alcune applicazioni importanti differenziabili.

1.4.1. DEFINIZIONE Sia f: F -.- F' un 'applicazione.

f è DIFFERENZIABILE (di classe ek) se per ogni p e F,

esiste

un intorno U di p i n E,

- un'estensione differenziabile (di classe ek) f di f

'"f U-.-F',-, E' .-

Dunque, il seguente diagramma è commutativo

U lÌ F f/ UrìF F'-.-

j + '" +
/U rìF U c E f E'-.-

e la differenziabilità di f(da definire) è rimandata alla differenziabi

'"lità di f, se esiste (che è già stata definita nello studio degli spazi

affini)

1.4.2. Condizione necessaria e sufficiente affinchè

ziabile (di classe é), è che sia differenziabile (di

f sia differen­
kclasse t: ) la sua

espressione in un sistema di coordinate adattato. Più precisamente vale il

seguente teorema.
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TEOREMA Sia f: F + F' un'applicazione tra sottovarietà.

a) Se f è differenziabile (di classe ek
), allora, per ogni

p e F e per ogni sistema di coordinate adattato in un intorno U c E

di P

x

l 'app l i caz ione

f
o-l

o x
,
V +F''-+'E'

è differenziabile (di classe ek)

b) Se per ogni p e F, esiste un sistema di coordinate adattato

in un intorno U c E di P

x

tale che l'applicazione

U + V n
ciR

c-l
f o x V + F'

sia

(di

differenziabile
kclasse e ) .

k(di classe e ), allora f è differenziabile

D. a) =i> b). Il seguente diagramma è commutativo

',- l
" x
V + U

f/U
~ ~

"Z.
F I ,-+ E'

• 1 ,
x

V ...,. U
'C

f

Po l i chè l' app l i cazi one



o
V "-+ v

-lx
-+

N

f
U -+
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F' E'

è differenziabile (di classe ck) , allora l'applicazione

o .-1 f/Ux o
V -, LI + F'..... E'

è differenziabile (di classe C
k

) .

b)=l'a). Sia x . U -+V un sistema di coordina te come in b) ..

Allora, l'applicazione differenziabile (di classe ek)

U
X

-+ V-+

., - l, x
V -+

,
U

f oIU-+ F' - E'

è un 'estensione locale di f.

Dunque, f è differenziabile (di classe ek)

1.4.3. ESEMPI

Le applicazioni

j F '-+ E
o , Q

X U -+ V

PF: TF -+ F

sono differenziabili (di classe é) .

L'applicazione

'~l ~m'~l "~m o o
(x , •.. , x ; x , .•. x) TU -+ TV

k-l
è di classe e
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5 APPLICAZIONE TANGENTE

O Si ano F '-> E e F'~ E' due sottovarietà, rispettivamente

di dimensione m e m'. Sia f: F + F' un'applicazione differenziabile

(di classe ek
) •

'" ­In questo paragrafo, dopo aver fatto vedere che il vettore Df(p)(v)

appartiene allo spazio Tf(p)F', diamo la nozione (analoga a quella da­

ta sugli spazi affini) di "applicazione tangente" di f. Inoltre, consi.

derati due sistemi di coordinate adattati a F e a F', precisiamo

l'espressione locale di Tf.

Concludiamo con un breve studio di alcune applicazioni differenziabili.

1.5.1. LEMMA Sia v

Allora, il vettore

'.€ T F.
P

'" -
Of(p)(v) € Tf(p)F'

ed esso non dipende dalla scelta dell 'estensione differenziabile

'"f : U + F'.... E' •

O. Esiste una curva differenziabile c IR +F - E tale che

Allora, è

Pertanto

v = Oc(o)

'"foc=foc

,c(o)=p.

iR+F' .... E'

'" - '"Of (P)( v) = D(f 0 c) (o) = D(f o c )(~ € Tf (p) F'
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1.5.2. Possiamo dare, allora, la nozione di "applicazione tangente"

di f.

DEFINIZIONE

Di ces i APPLI CAZIONE TANGENTE di f l' app l i cazi one

H : TF .. TF'

data da H :(p,v)
'V _

..... (f(p) ,Df(p Xv))

1.5.3. La seguente proposizione dà l'espressione locale di H.

PROPOSIZIONE Siano x = (xl, ... ,x
n

)

stemi di coordinate adattati ad F e ad

di mE ~ n, di m E' ~ n').

l l n I

e y = (y , ... ,y ) due si-

F', rispettivamente(se

Allora, l'espressione locale di Tf è data da

o Tf
i

~ y o f

1.5.4. COROLLARIO

Se
k k-l

f è di classe ~ , allora Tf è di classe ~

1.5.5. Vediamo ora due casi interessanti di applicazioni differenzia

b i l i .

l) CASO f: IR .. F.

Sia f un'applicazione differenziabile. Allora poniamo

df : IR .. TF
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dove

df (À) "Tf (À, l )

2) CASO f: F ~ IR

,VÀelR.

Sia f un'applicazione differenziabile. Allora poniamo

f TF ~ IR

dove
. -
f(p,v)

2 - '" -
_ TI (Tf(p,v))= Df(p)(v) , V(p,v) e TF .

1.5.6. PROPOSIZIONE

adattato ad F.

Sia x l n
_(x, ... x) un sistema di coordinate

Allora, V l~ i ~ m, è

O·
()' . l
X = X

D. Per ogni (p,v) e TF, è

~:'i - i - .i_o; -
x (p,v) " Dx (p)(v) = x (p,v) = X (p,v)
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6 SPAZIO COTANGENTE

O Sia F una sottovarietà, di dimensione o ~ m ~ n, di uno spazio

affine E di dimensione n.

Definiamo lo "spazio cotangente in p di
,.

F"(T F) come il duale
p

di T F.
P

Osserviamo che SI ha la proIezIone

,. ,.
T F 4 T E.

P P

,.
T E

P

,.
-+ T F

P
ma non l'inclusione

Per avere un'inclusione canonIca, dovremmo sapere come opera una fo~

"ma di T F, non solo sui vettori di
p

T F, ma anche sui vettori del suppl~
p

rnentare di T F, il quale però non è dato canonicamente.
p

Si vede, invece, che se E è munito di una metrica, allora possiamo

scomporre T E
P

come somma diretta TE=TF €l
p p

.L
(T F)

P

Dunque, è possibile considerare la proiezione parallela p":T E ~ T F
P P

et mediante l'applicazione trasposta di pII abbiamo l ' inclusione
lO lO

TF'->TE.
P P

Definiamo

l'inclusione

Slane 2m.

"poi "lo spaZIO cotangente" T F: si vede che, tramite
,. ,. ,.

T F'-' T E, tale spazio è una sottovarietà di T E di dimen-

lO
Osserviamo che, in generale, T F non è un prodotto cartesiano, ma

-lO
solo un sottoinsieme di E x E .

lO
Si osservi che la definizione di T F non ha nulla a che fare con

l'esistenza di una metrica. Noi abbiamo considerato una metrica (che

pure è assegnata in molti dei casi di nostro interesse) allo scopo di
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~ ~

poter considerare T F come sottovarietà dello spazio affine T E.

Introducendo la nozione di varietà differenziabile, S~ potrebbe v~

"dere facilmente che T F è una varietà differenziabile; noi abbiamo

voluto evitare, a questo punto, tale concetto, perché è meno intuitivo

di quello di sottovarietà.

1.6.1. DEFINIZIONE Sia p e F.

Dicesi SPAZIO COTANGENTE di F in p lo spazio vettoriale

(T F)'''
P

D T"'Funque,
p

è uno. spazio vettoriale di dimensione m.

T.6.2. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO COTANGENTE di F l'insieme

T"'F -" T* F)- {( p,~) e ExE /p e F , v e .- p -

E' dunque

T"'F = U T"'F
peF p

In generale T"'F non è un prodotto cartesiano, ma solo un sottoinsie

de l prodotto -'"me E x E

Nel caso parti co l are in cui dimF = n (F aperto di E),allora è

1.6.3. DEFINIZIONE

-'"F x E •

Indichiamo con .'"J

.'"J

la proiezione
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data da

Indi chi amo con qF l' app 1i cazi one

data da

Si noti che è

1.6.4. PROPOSIZIONE Sia
l n n

X " (x , ... ,X ) : U .. IR un sistema di

coordinate differenziabile di E, adattato ad F, in p e F.

A11 ora l' app l i cazi one

data da

;:'i i
X (p,.::') _ X (p)

o,x, (p,v) _ <v ,ax. (p»
,- l

è biiettiva.

O. Infatti, fissata la base {axl (p), ... ,axn(p)} e T E, esiste un
p

T\
p

isomorfismo naturale (indotto da questa base) tra lo spazio T*F e il
p

1 n
generato da dx(p), ... ,dx (p),sottospazio, di dimensione m, di

dato da
l n

v .... < v, axl(p»dx (p) + ... + <.::' ,axn(p»dx (p) .

Si noti che l 'isomorfismo precedente dipende dalla scelta della base.
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Pertanto, non esiste un modo canonico (dipendente dalla sola struttu-

ra affine di E) di vedere T*E come una sottovarietà di *T E.

La precedente proposizione permetterebbe di vedere T*F come una

"vari età di fferenzi abi l e", ma noi vog"li amo evitare ques ta nozi one as tra tta

e ragionare solo in termini di sottovarietà di uno spazio affine.

Se però assumiamo in E una struttura euclidea ~, allora è possibile

vedere T*F come una sottovarietà di T*E.

1.6.5. Sia, dunque, (E,~) uno spazio affine euclideo, di dimensione n.

LEMMA. Sia U c E un intorno di peF,esia l n n
x = (x , ... ,x ):U -. ~

un sistema di coordinate differenziabile di E, adattato ad F.

Allora esiste un sistema di coordiante adattato

tale che

l n
y - {y , ... y }

nVcU-.iR

-L
'iJy l(P), ... , 'iJy (p) e (T F)m+ n p

Un tale sistema y V -. IR n si dice "ortogonale, adattato ad F".

1.6.6. TEOREMA

Lo spazio cotangente T*F è unasottovarietà di T*E, di dimensione 2m

mediante l'inclusione canonica
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data da

dove è

r _
~(v)

o

se v e T F
P

se v e (T F)
P

Inoltre, se x è un sistema di coordinate su U adattato ad F,

ed y è un sistema ortogonale adattato, da esso dedotto, allora

è un sistema adottato a T~F

e

è il sistema di coordinate su
*0

T U indotto da esso

Mediante l'identificazione di T~F ad un sottoinsieme di

ta da j, è

*T E, indot-

e T'\-~ v((T F)-L) = 00Y l(P,v) =
p - p m+-

Inoltre, è

o

y. = X.
l l

su
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Si osservi che la definizione di T*F non ha nulla a che fare con

l'esistenza di una metrica. Noi abbiamo considerato una metrica (che

pure è assegnata in molti dei casi di nostro interesse) allo scopo di

poter considerare T*F come una sottovarietà dello spazio affine T*E.

Introducendo la nozione di varietà differenziabile, si potrebbe ve­

dere facilmente che T*F è una varietà differenziabile; noi abbiamo vo

luto evitare, a questo punto, tale concetto perché è meno intuitivo di

quello di sottovarietà.

1.6.? DEFINIZIONE Sia f: F ~~ una funzione differenziabile.

Indichiamo con df l'applicazione

data da

< df (P) , (p, v) 7 _ f (P,v) v p e F (p,v)eTFp

1.6.8. Siano F ed F' due sottovarietà. Sia

fi smo.

f F ~ F' un diffeomor

Si può definire in modo del tutto analogo a quello del caso degli spazi af

fini l 'appl icazione

1.6.9. PROPOSIZIONE.

Sia F c E una sottovarietà. Sia x

adotta to. Allora

u ~ Rn un sitema di coordinate

è un sistema di coordiante indotto su
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7 SPAZI TENSORIALI

o Questo paragrafo può essere letto 1n un secondo momento in qUln

to è una generalizzazione dei paragrafi 1.3. e 1.6. di questo capitol~.

Sia, una sottovarietà, di dimensione ID, di uno spazio affi

ne E di dimensione u.

1.7.1. DEFINIZIONE

Dicesi SPAZIO DEI TENSORI di grado (r,s) di F l'insieme

rT F _
s

u (® r T F ® s TlOF)
peF P P

Dicesi SPAZIO DEI TENSORI ESTERNI di grado (r,s) di F l'insieme

u
p eF

Si vede facilmente che
r

T F e
r

A F sono sottovarietà di e
r.

A E..

Inoltre, se è data una metrica g su E, possiamo identificare

T F
s

e e A E.
s

Le considerazioni SUI sistemi di coordinate fatte per TF
lO

e T F SI

estendono facilmente

1.7.2. DEFINIZIONE

r
a T F e

s

Dicesi CAMPO TENSORIALE un'applicazione (di classe ek
)

tale che

,vpeF.
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Dicesi CAMPO TENSORIALE ESTERNO un'applicazione(di classe €k)

t

tale che t (p) e v p e F

Si noti che non S~ può parlare di campi tensoriali liberi, ma 5ù10 di cam

pl tensoriali applicati, In quanto non esiste una fibra svincolata dal punto

di applicazione p eF.

1.7.3. PROPOSIZIONE Sia V un intorno aperto di p e F e Sla

=(x
l n n

coordinatex , ... ,x ) V -+ iR un sistema di di E, adattato

ad F.

a~.
l

d~/ - o .
E' V -+ T V V -+ T V

l o l

inoltre

l
<dx dX. >

J

Allora, l'espressione locale di un campo tensoriale t

è data da

r
F -+ T F

S

. .
l ••• l

l r

t • =
/V

dove è

t . .
J ••• J

l S

. . . ti) ax .
l

r

J
® d" l ®

J
.0, • S

•• 'CI dx

. .
l ..• l

l r
t . .

J ..• J
l S

11
t/ .. (dx , .. ,dx

V

l
r . ,

;dX. , ••. ,dX.)
J l J S

V -+ R.
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Una formula analoga vale per t F
r

+/\ F. Ossia, è
s

t ,;, =
fU

dove

l~il<' .. <ir~rn

l<J' < ••• <J' <m
... l s'"

t

. .
l ••• l

l r

t
o
U

.. ..-. rIndichiamo con ·0 F
s

tensoriali e dei campi

e nrF gli spazi vettoriali dei camp1
s

tensoriali esterni di F, rispettivamente.

1.7.4. Dunque, un'equazione differenziale dello ordine su F

è un qualsiasi campo vettoriale

X F -> TF

La sua espressione in coordinate, è

o m
i o

m ~ i o- = L X ax.X = L X ax. 1

i = l l i = l
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8 SECONOI SPAZI TANGENTI E COTANGENTI DI UNA SOTTOVARIETA'

O Sia F una sottovarietà, di dimensione m~ n, di uno spazio

affine E di dimensione n.

Vogliamo precisare ora l secondi spazi tangenti e cotangenti di F.

In modo analogo a quanto fatto per gli spazi affini, definiamo ta

li spazi come spazi tangenti e cotangenti delle sottovarietà TF e

•T F.

Osserviamo~ ancora una volta, che non esiste un modo canonico(di

•pendente dalla sola struttura affine di E) di vedere gli spazi T TF... .. ....
e T T F come sottovarietà di T TE e T T E, rispettivamente. Ciò

accade, invece, se assumiamo in E una struttura euclidea g .

•Diamo poi gli spazi verticale ed orizzontale di TTF e T TF,

rispettivamente, osservando che su TTF non c'è uno spazio orizzon

•tale canonico, come non esiste uno spazio verticale canonico su T TF.

1.8.1. PROPOSIZIONE

E'
nF _ U

T( -)(TF)= (p,v)eTE p,v

" U " "n F= T( )(T F)
(p,~)eT F p,~

T"TF= "_ U T ( -)(TF)
(p,v)eTF p,v

" .T( )(T F)
p,~

Si vede che TTF e

4m, rispettivamente di nE e

sono delle

n*E.

sottovarietà, di dimensione
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Invece, se E è uno spazio affine euclideo, allora anche T*TF

e T*T*F sono delle sottovarietà, di dimensione 4m, rispettivamente
* * *di T TE e T T E .

Inoltre, se U è un aperto di p e F, di E e x=(Xl, ... ,xn):U-.Rn

un sistema di coordinate differenziabile(almeno due volte) di E,

adattato ad F, le applicazioni

v· v' ;i xi ) 4n
(l • l TTUx , x x , -* IR

v· v :"i
1R

4n~1 • x. ) TTU(x , x. x .
-*.

l l

, .
1R4nlo/' l ':'; v

(x ,X x. ,ii. ) TTU -*
l l

(~i
, , .. i

1R4n·x , x. ; x. , x ) . TTU -*
l l

sono

T*T*E

dei sistemi

adattati a

di coordinate, rispettivamente,
* * * *TTF, TT F, T TF, T T F.

di TTE, TT*E, *T TE,

Pertanto, le applicazioni

v v .
( ~ i o; v'

~i ) • 1R4m• lx , X x TTU -*

v y ..
(~ i

' .
IR

4m• °1 • °,x. , x , x. ) TTU -*
l l

,
~ . .v • v ..

1R4m( • l °1 ' . v

X , X x. ,x . ) TTU -*
l l

;'...... .
1R4m~ l ;" ~ r·, ?

(x ,x. ;x. ,x ) . TTU -*
l l

dei si stemi di coordi na te di TTF, * * * *sono TT F,T TF,T T F, indotti su TTU.

1.8.2. Definiamo il sottospazio verticale di TTF. Ricordiamo che se

E è uno spazio affine, il verticale vTTE è costituito dai punti che

hanno la terza componente nulla. Ora poiché TTF non è in generale un

prodotto, non possiamo dare per le sottovarietà la stessa definizione.
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Ne diamo allora un'altra, compatibile con quella data sugli spazi

affini.

DEFINIZIONE

Dicesi SOTTOSPAZIO VERTICALE di TTF il sottinsieme

vTTF

di TTF i cui punti sono costi tui ti dai vettori di TF, che sono

tangenti alle curve verticali ,ossia alle curve del tipo

c IR -> TF

per cui è

PFoc;cost .

Si noti che non c'è uno spazio orizzontale canonico. Infatti, non

si possono definire curve orizzontali, curve,cioé che lasciano invariata la

"velocità", dato che

in punti distinti.

1.8.3. DEFINIZIONE

TFiTF
P q

e non si possono confrontare velocità

Dicesi SOTTOSPAZIO ORIZZONTALE di T*TF il sottoinsieme

o T1'TF

di T*TF i cui punti sono costituiti dalle forme di T"'TF, che sono nulle

sui vettori verti ca l i .

Anche in questo caso non esiste uno spazio verticale canonico di

T"'TF.

1.8.4. PROPOSIZIONE

Lo spazio verticale vTTF e lo spazio orizzontale *oT TF sono carat
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terizzati, rispettivamente, da

~i
x = o x. = o

l
, con i = m+l, ... ,n.

Pertanto, le seguenti applicazioni

~ "o i òi .. i) vTTU 1R
3m

(x , x ,x ...
,

~" . òi oTlfTU 1R
3m('l ,X. )x , x ...

l

sono dei sistemi di coordinate su

1.8.5. PROPOSIZIONE

vTTF e su
lf

oT TF, rispettivamente ~

Esistono i seguenti isomorfismi canonici

'lYT( -)(TF)p,v

lf
o T( -)(TF)p,v

T F
P

Questi isomorfismi saranno utili per lo studio della "connessione

riemanniana".

1.8.6. Dunque, un'equazione differenziale del 20 ordine su F è un campo

'Iattori" l e
:
X : n' ... TTF

le cui curve integrali sono curve basiche, ossia tale che X soddisfi

le cnndizione

"(c : I ... TF , dc = X O c) ~ (c = d(PF O c) )

v

L'esprp.ssione 10 cnordioòtp. di X ò

"-
X =

IO . v
l ,

[ (X 'lx.
i = l 1

i ~
+ X ;)X.

l

m .,
)

~ 1 o
=[(X;)X.+

. l l
1=

. i .>
X ;)x.)

l

La nozione di equazione differenziale del 2° ordine geodetica su F

è rimandata al paragrafo 1.10 ..
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9 METRICA INDOTTA

O Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio

affine euclideo (E,~) di dimensione n.

Lo scopo del presente paragrafo è quello di definire su F una metrica.

Sappiamo che su E è definita la metrica ~

~(p)(u,v) _ u v , V li,V € E

Ora, in virtù dell'inclusione canonica TF~ TE, resta definita, ln

modo naturale, una metrica "indotta" su F.

Sostanzialmente, restringiamo ~ al punti di F e, ln ogni punto

p e F, applichiamo ~ solo a tutte le possibili copp.e di vettori di

E che sono anche vettori di T F.
P

Naturalmente, su F s. potrebbero definire altre metriche non pro-

venienti da metriche su E.

1.9.1. DEFINIZIONE

Dicesi METRICA INDOTTA su F il campo tensoriale

dato da
0--
~(p)(u,v) _ ~(p)(u,v)

ovvero la funzione

, Il P e F u,v e T F c E
P

,

o
9 TF + IR

data da
o -
g(p,u) _ g(p,u) Il P e F, u e T F c E

P
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(dove 9 TE +~ è la funzione metrica su TE data da

1
g(p,u) " -2- u u V(p,u) e TE)

1.9.2. E' quindi immediata l'espressione in coordinate di tali

applicazioni.

PROPOSIZIONE Sia x" (xl, ... ,xn) : U + ~n un sistema di coordi­

nate su un aperto U di p, adattato ad F.

Allora, è
o o d~ i oj
j:! = g .. ® d x

lJ

l
v ..

o D 01 DJ
9 = - g .. x x con l~i ,j~m

2
,

lJ -

1.9.3. PRO POS IZI ONE

La metrica indotta determina in modo naturale un isomorfismo

li'
v TTF + oT TF
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la CONNESSIONE RIEMANNIANA

O Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio

affine E, di dimensione n.

Sugli spazi affini abbiamo definito l'applicazione r :TTE + vTTE,

detta connessione affine.

Ora, si vuole trasportare questa noz~one sulle sottovarietà: ossia,
o

s, vuole definire una connessione r : TTF + vTTF.

l~tanto, abbiamo la composizione

TTF
TTOe-..,.J r

TTE +

/TF
vTTE.

/TF

A priori, non esiste un modo canonico per avere la proiezione

v TTE + vTTF,
/TF

però se E è uno spazio affine euclideo, è possibile determinare unu proi~

zione di questo tipo.
Infatti, considerando la somma diretta

.l.
E " T E = T F <±l (T F)

P P P

abbiamo la proiezione parallela p" : T E + T F
P P

e la proIezlone or-

togonale .l.P : T E
P

...
+ (T F) . Dunque, in virtù dell'isomorfismo canonico

p

T F
P

:i; VT( -) (TF) '-T VT( -) (TE) :i; T E
p,u p,u p

abbiamo la proiezione cercata (indicata ancora con lo stesso simbolo)

p" vTTE.+ vTTF.
1fT.

Sia, dunque, E uno spazio affine eu1ideo.

.l.
1.10.1. E' T E - T F 13) (T F)

P P P
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Allora, si considerino la proiezione parallela p" e la proiezi~

ne ortogonale p~

p" : T E .. T F
P P

J. .L
, P : T E .. ( T F)

P P

Ora, i n vi rtù dell' i somorfi smo canoni co

T F :;; vT( -)(TF)'-+ vT( -)(TE):: T EP p,u p,u v p

si possono considerare le proiezioni (indicate ancora con gli stessi

simboli)

vT( -)(TE)" vT( -)(TF)p,u p,u

J.
P :

J.

vT( -)(TE)" (v T( -)(TF)).p,u p,u

Diamo, allora, la seguente definizione.

DEFINIZIONE

Dicesi CONNESSIONE RIEMANNIANA l'applicazione

o

r TTF .. vTTF

data da

1.10.2. TEOREMA

o
r = p" o r o TTj

Valgono le seguenti proprietà:

o
a) r è un operatore di proiezione, ossia è lineare sulle fibre.

b) E'

quindi

o
r/ vTTF = idvTTF

o
c) r(TTF) = vTTF

d)



.
O. a). Ovvia, essendo r
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composizioni di applicazioni lineari.

b) Segue dal fatto che vTTF~ vTTE , r/ vTTE = id vTTE '

"P/vTTF = idvTTF .

c),d). Seguono immediatamente da b) con un ragionamento insie

mistico.

v
l.10.3. Possiamo esprimere la connessione r in un qualunque

sistema di coordinate adattato.

PROPOSIZIONE Sia l n
x=(x, ... ,x) m

U -+ V c IR un si stema di

coordinate di E, adattato ad F.

Allora, l'espressione di
o
r è del tipo

dove

ok
x

o
o r k m ,.ki'k

= x +.1:. l r .. x X
1,J= lJ

con k = 1, ... ,m ,

o k l o hJ- o o o o o o
r .. = -(9) (ax .. g ·h +ax··g· h - axh·g··)
lJ 2 l J J l lJ

In particolare se y
l m m+ l n

= (y , ... y , y , ... ,y ) -
l m m+ l n

(x , ... x,y ... ,y)

è un sistema di coordinate ortogonale, ossia tale che nei punti

allora, è

ax. l ay.
l J

= l, ... ,m , j = m+ l , ... ,n
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(c) ·ò k " .; k m ; k
x o f = X + E f ..

i ,j=l 1J /F

•
~ i ~ j
x x k = l, ... ,m

D. Se y è ortogonale,la (c) si ottiene da (5.7.5.) tenendo

presente la definizione di
c
f

Dimostriamo ora (a). E'
• ,

·ok il k ~; ~j " k) ~j
x = (ay.·ay.·x )y y + (ay .. x y

l J J

e quindi

•,
·~k o k·';j'
x of=(aY .. x)y of

. J .

= o
~. j c-

o fin quanto y

Dunque, tenendo presente (c) , è

ok
x o

,
f

, m, k .: j ..
"J= (ay .. x ) .Y + E f· hJ i , h= l l /F

';i ~h
x x =

m
+ E

i ,j =1

~ k ". '.:.1 ~Jr .. x x
l J I~

con k = l, ... ,m.

Si osservi che
; k

i soliti simboli di Christoffelr .. sono .
1 J / F

Dimostriamo ora ( b)
,

Esprimiamo f e f i n forma covariante. Poniamo dunque
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, r "~ o r

Dimostriamo che il seguente diagramma è commutativo

J

r
>

TTF (T1j TTE r
vTTE

/TF

p"
vTTF-+ -+

IIF , -l1)
4- ~

Il t (~)
~

r "' (lj) "' oT·TFoT TEr .
Il' --,

r

Il triangolo l) è commutativo per definizione di r

Il quadrato 2) è commutativo se lo è il seguente

p"vTTE
/
_._ -+

li'

4-

vTTF

4-

ossia, se lo è il seguente

~ l)

T E -+ T F ~
P P

'g 4- 4- 'g IT F

T "'E T "'F
P

2) p p
---_.»

Facciamo vedere che quest'ultimo diagramma è commutativo.

- -
Consideriamo un generico vettore v e E e facciamo vedere che si

ottiene la stessa forma di T"' F percorrendo uno qualsiasi dei tratti
p

l) e 2)
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Seguendo il

percorso l) - -" "E+E +T F
p

abbiamo:

V 1-+ V ,+ v
-/T F

P

':I.../ T F (x) = v . X =(Y"+Y"')· X= v"
p

- - ...
x+v . x ;; v" x, Il x e T F.

P

Seguendo i
percorso 2) E + T F + T "F

P P
- -
V Ho- v" ~ v"

':1..." (x)
-

_ VII. X ,lIxeTF.
p

Si noti che le forme ':I.../T F
p

vettore di T F.
P

e v" vanno valutate nello stesso

Dunque, il quadrato 2) è commutativo. Allora, è

o "i =(Tj) o r o TTj

ossia, in coordinate, è

,.
TTF + oT TF

Ora abbiamo
v c -l ~

r = (~) r

che in coordinate diventa

o h o hk o
r .. =(g) r

k
.. =

l J , l J

con l~i,j ,h,k~m.

o hk
(g) rk,ij/U
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Infine, ricordiamo che è (5.8.10)

Si osservi che è

o -l
(g .. )

1J

Invece, è

o o
---------=-1- (g .. )

1J

o o
dX .. g'h

l l
; dX .. 9 .h

l J
, con

Dunque, questo teorema molto importante esprime la connessione

riemanniana
,
r , in termini delle coordinate indotte su !', trami

te una formula del tutto analoga a quella valida per gli spazi af­

fi ni .

1.10.4. DEFINIZIONE

Dicesi EQUAZIONE DIFFERENZIALE DEL r ORDINE GEODETICA l'unico

campo vettoriale

tale che

1.10.5.

PROPOSIZIONE

o

X : TF -+ TTF
o

,,
r o X ; o

o

-
Possiamo dare l'espressione in coordinate di X

o
. l n n

Sia x = (x , .. ,x ):U -+ V c IR un sistema di coordi

nate differenziabile, adattato ad F.

Allora, è

o m
~ i t

m
~i ;j; k , )X ; l: (x dX. l: r x x dX.o . l l j,k;l
jk l

1=
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11 SECONDA FORMA FONDAMENTALE

O Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio

affine euclideo E, di dimensione n.

Nel precedente paragrafo, grazie alla struttura euclidea di E,
o

abbiamo definito, mediante p", la connessione riernanniana r :TTF~vTTF.

Ora, data la proiezione piO vTTE; 4Iu TTF[ possiamo considerare
TI- t ,

t'applicazione supplementare

...
k TTF ..("'TTF !

,
osservando che la conoscenza di r equivale alla conoscenza di k.

o

Allora, componendo k con il campo vettoriale geodetico X :TF4TTF,
o

definiamo il campo
L

TF -+{>lTTF)

detto "seconda forma fondamentale".

Quindi N dipende dalla metrica e dalla struttura della sottovarietà.

Vedremo, inoltre, che N non dipenderà dal campo vettoriale X
o

1.11.1. DEFINIZIONE

Dicesi SECONDA FORMA FONDAMENTALE l'applicazione

data da

N TF
• ì .L

4' . TTF<T /

dove
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•-
X TF -+ TTF
o

è il campo vettoriale geodetico dato da

o -
r o X

o
== o .

.J.
- k : TTF -+(vTTF) è l'applicazione, detta "la proiezione ortogonale",

data da
.J.

k _ P o r o TTj

Dunque, il seguente diagramma è commutativo

"TTF

o

r
TTF

t

TF

•- r _._._..._..._,

TTE
r

"TTE
~.

-+ -I TF I rF

~ "'" .J.
• (vTTF)

N

Si osservi che abbiamo scritto k invece di
•
k, poiché tale appl~

cazione non è intrinseca a TTF, ma ha valori in TTE.

l .11 .2. TEOREMA

N è quadrati ca sulle fibre di TF.

Ino ltre, se
l m m+ l n

x:::(x, ... ,x,x , ... ,x) è un sistema di coordinate

ortogonale, adattato ad F, è

'ò k
x o N

D. E'

m
= [

i ,J =l
<;; k oi ~jr .. x X

1 J
con K = m+ l , ... n.

. '

ok m .k dd
xok=Er.,xx

. . l 1 J, ,J =

e qui ndi

con k = m+ l , ... ,n ,



ax o N
ok ~

_ x o k o X
o
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m o k
= L r ..

. . l l J
l ,J=

ç i ~j
x x con k = m+1, ... ,n.

Dunque, N dipende in forma quadrati ca dalle x che sono le coor­

dinate sulla fibra di TF.

Si osservi che N è indipendente dalla scelta del campo poichè k

annulla la parte verticale dei punti di TTF.

,
Pertanto, nella definizione di N si potrebbe sostituire

-
Xo

con

un qualsiasi campo vettoriale TF ~ TTF.

Dunque, il seguente diagramma è commutativo

TTF
c --z-
X t
o

N -'-TF ~ (ifTTF)

o-
X

~TTF



- 53 -

12 CURVATURA

o Sia F una sottovarietà, di dimensione o~m~n, di uno spazio af

fine euclideo E, di dimensione n.

Sia c: IR -+ F4 E una curva di classe k
'e su E e a valori in

F. Dunque, c può essere vista come curva sia di E ,sia di F.

Indichiamo con A: ~ -+ vTTE l'applicazione, detta "curvatura", da

e con

"A : IR -+ VTTF

l'applicazione, detta "curvatura su F" data da

, • 2
A"rodc.

Ricordando che è
L

vTTF ;f:) (vTTF)

"possiamo scomporre A nel termine parallelo alla sottovarietà (A) e

nell 'altro termine ortogonale ad F (N o dc)

1.12.1. DEFINIZIONE

Dicesi CURVATURA relativa a c su F, l'applicazione

c Q 2
A _ r e dc: IR -+ vTTF

1.12.2. Considerata la curvatura 2
A " re d c fR -+ VTTE, i l seguente

•
importante teorema fornisce una relazione tra A, A ed N e mostra che

la parte ortogonale di A non dipende effettivamente dalla derivata

seconda di c, ma solo dalla derivata prima.
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TEOREMA

E'
o

A = A + N °dc

~

D. E' vTTE = vTTF (El (vTTF). Allora, vale la seguente relazione
/Tf

o 2
A = A + kod c.

Facciamo ora vedere che è

Sia

2k o d c = Nodc.

l m nx '" (x , ... ,x , ... ,x ) un sistema di coordinate ortogonale ad F.

Allora, è

2 i ';i 2 m o i
(kod c) '" x okod c =j:h=l(r jh

l;;i m oi j h
(Nodc) '" x oNodc = j:h=l(r jh o c) Dc Dc

Dunque, il seguente diagramma è commutativo

TTF

con i = m+ l , ... ,n _

dC"'-.
TF

/'
N

Dunque, la curvatura A si scompone in due termini.

Il primo termine (A) dipende dalle derivate seconde (ic); il secondo

termine (Nodc) dipende in modo quadratico dalle derivate prime (dc).

1.12.3. DEFINIZIONE

Di ces i GEODET ICAdi F una curva ek
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c IR~Fc...,.E

tale
, , 2
A_fodc=o -

1.12.4. Caratterizziamo ora una geodetica di F.

PROPOSIZIONE Sia c: IR ~ F... E una curva -e k su E a valori in F.

Le seguenti condizioni sono equivalenti.

a) c è una geodeti ca di F.

b) c è una soluzione di x , os s i a è
o

-
X
o

o dc 2::; dc.

D. a) => b). Segue immediatamente dall 'espressione in coordinate di

X e c.
o

b) =9 a). E'

= o
", -

(f o X )o dc
./'Ii', Q.o .

1.12.5. Il seguente corollario fornisce il significato geometrico di ~.

o 2 o
r o d c = f o (X o dc) =

o

COROLLARIO

Se c: IR ~ F4 E è una geodetica di F allora

A = r o
2

d c = N o dc

Dunque, N misura di quanto le geodetiche di F si discostano dal1 'es

sere geodetiche di E (rette).

1.12.6. COROLLARIO

Le seguenti condizioni sono equivalenti.

a)N=o.
b) F è un sottospazio affine


