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0  INTRODUZIONE

In questo capitolo facciamo uno studio dei pild importanti sistemi
di coordinate, applicati frequentemente in vari campi della Matemati

ca e della Fisica.

Possiamo, quindi, rivedere tutte quelle nozioni del capitolo pre

cedente espresse in un qualsiasi sistema di coordinate.

Il primo sistema, che andiamo ad introdurre, € un sistema di coor

dinate ''cartesiano ortonormale' definito su uno spazio affine eucli-

deo E di dimensione 3.

La facile estensione ad uno spazio di n dimensioni & lascilata

al lettore.

Tale sistema rispetta la struttura affine ed € senza dubbio il pid
semplice, percid € molto usato per studiare problemi che presentano o

meno, simmetrie particolari.

51 vede inoltre che le basi indotte da questo sistema sono costan
ti.

Dunque, 1 simboli di Christoffel sono tutti nulli.

Introduciamo poi un sistema di coordinate "sferico' su E 11 qua-

le, a differenza di quello cartesiano, non € definito in tutto lo spa

2i0: in caso contrario una delle sue funzionl coordinate non sarebbe continua.

Tale sistema rispetta la simmetria sferica, pertanto viene privile-
giato per lo studio di problemi a simmetria sferica; anche se esso @&

meno semplice di quello cartesiano.

Un altro sistema di coordinate interessante € quello "cilindrico",

11 quale non € definito in tutto lo spazio E: in caso contrario una delle sue

qu
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zionl coordinate non sarebbe continua.

Inoltre. tale sistema rispetta la simmetria cilindrica, pertanto viene
privilegiato per lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

A differenza di quello cartesiano, quest'ultimi due sistemi di coordi-

nate inducono delle basi non costanti.

Dunque 1 simboli di Christoffel (relativi al sistemi cilindrico-sfe

rico) non sono tutti nulli.
Un sistema di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al piano equa

toriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate detto ''polare'.

Diamo, 1nfine, una rappresentazione grafica dei tre sistemi di coordina
te (dim E = 3), individuati da un punto e da una base ortonormale assegna

ti, precisando cosi le relative funzioni e curve coordinate.

S1 tenga presente che esistono infiniti altri sisteml di coordinate.
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1 SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORMALE

0 Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.

La facile estensione dei seguenti risultati ad uno spazio di n di-

mensioni & lasciata al lettore.

Cominciamo questo paragrafo definendo su E un sistema di coor-
dinate cartesiano ortonormale che, senza dubbio, € quello piu frequen-
temente applicato nell'analisi classica. Tale sistema, che € anche

il piu semplice, rispetta la struttura affine.

Si osservi che su E & possibile definire infiniti altri siste-

mi di coordinate (cartesianl e non cartesiani).

Definito un sistema di coordinate cartesiano ortonormale

E+iR3

. possiamo precisare le basi, 1'una duale dell'altra, per 1
campli di vettori e di covettori su E, osservando che esse sono co-

stanti. Pertanto possiamo rivedere tutte quelle nozioni del preceden
te capitolo, espresse in un qualsiasi sistema di coordinate. Conseguen

temente, si vede che le matrici della metrica danno luogo ad un'unica

matrice che & quella unita (53).

Inoltre si vede che 1 simboli di Christoffel sono tutti nulli,

poiché le basi, indotte dal sistema cartesiano, sono costanti.

6.1.1. DEFINIZIONE Sia oe€E un punto di E e sia Bz{e,,e ,53}

1772

una base ortonormale di L

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CARTESIANO ORTONORMALE individuato

da (0,B), i1 sistema di coordinate

(X,y,z) : E - IR3
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Tale applicazione é biiettiva, poiché ogni vettore (p-0) ha

un'unica decomposizione secondo la base B.

In base a1 teoremi di esistenza delle basi ortonormali in uno
spazio vettoriale euclideo, si osserva che esistono infiniti siste

mi di coordinate cartesiani ortonormali in uno spazio affine euclideo.

In sequito, per semplicita, indicheremo con (X,y,Z) un sistema

di coordinate cartesiano.
0.1.2. PROPOSIZIONE

Le tre funzioni coordinate E - IR del sistema cartesiano sono da

te da
i x(p) = ‘-‘E] »(p-0)> = e, - (p-0)
¥(p) = <€* L(p-0)> = &, - (p-o)
\Z(p) = <_§3 ,(p-0)> = 53 +(p-0) , YpekbE ,

avendo posto

Le tre curve coorainate RxE - E su E sono date da

p+Aé
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Z(X,p) = p + e , ¥(r,p) €R x E

S1 osservi che, con abuso di linguaggio, S1 € indicato con la

stessa notazione le funzioni coordinate e le curve coordinate.

6.1.3. Dunque, possiamo determinare i tre campi di covettori e 1

tre campi di vettori su E, indotti da (X,y,z).

PROPOSIZIONE

EI
DX =_§] , Dy =_§2 , Dz :_§3
6?(:5 ,tsy=é ,62:;

D. Infatti, poiché (x,y,z) & differenziabile, &

X(p+ﬁ)=<§_],p-o >+< g],ﬁ::- = x(p) + <§],H >= DX = _g]
y(p+ﬁ)=<§2,p—o> +< _e_z,-ﬁ:; = y(p) + c_re_:_z,ﬁ> > Dy = 22
z(p+ﬁ)={ 63,p-0 >+ {E?, h >= z(p) + ﬂe3,ﬁ>:¢-Dz = 63

Inoltre, é
5x(p) = Dyx(0,p) = e
sy(p) = Dyy(0.p) = e,
sz(p) = D z(0,p) = e
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Dunque, i1 sistema di coordinate cartesiano (X,y,z) induce la base

2,53} per i vettori di E e la base costante

{ e]{§2153 } per 1 covettori di E* , 1'una duale dell'altra.

costante {é],é

6.1.3. COROLLARIO

- F.% = 0 , ¥ 1 <1,j,k ¢ 3.
1]
EI
1] 1 se 1 =]
g =g.. = o) =
1] 1] o se i# 3 . ¥ 1< 1,j< 3

D. I simboli di Christoffel sono nulli perché é

D&X = D8y = D8z = 0
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2 SISTEMA DI COORDINATE SFERICO

0 S1ia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 3.

Diamo in questo paragrafo un altro sistema di coordinate, pil indica
to a trattare problemi a simmetria sferica anche se meno semplice di
quello cartesiano. Tale sistema, detto sferico, non & definito in

tutto lo spazig,qurchE, 1n caso contrario una sua funzione coordinata

(# ) non sarebbe continua.

Osserviamo, poi, che le basi indotte dalle relative funzioni e cur
ve coordinate di E sono solo ortogonali e, inoltre, variano punto
per punto, sicché occorre specificare, di volta in volta, il punto di

applicazione.

Dunque,possiamo calcolare le matrici jacobiane deili cambiamenti di

coordinate, relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e

sferico.

Concludiamo, calcolando 1 simboli di Christoffel , i quali non so-

no tutti nulli poiché le basi, indotte da tale sistema, non sono ccstanti.

6.2.1. DEFINIZIONE Sia o € E un punto di E. Sia BE{E],é ,e.} una

- 2
base ortonormale ordinata di E. Sia S c¢c E 11 semipiano

S={pekE/ (p-o)e, =0 ,(p-0)-e

3

> 0}

2 1

Dices1 SISTEMA DI COORDINATE SFERICO individuato da (o0,B) 1'appli

cazione

(ry6y9) : E=-S > (0,o) x (0,7)x(0,271) ¢ R

dato da
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r(p) = |lp-of]
o(p) = arcos[ (p-0)-e,/||p-o|| ]
arcos [ (p-o).é1/ p-o|| ]
p(p) = arcos [ (p_o).éz/ p-0|| ] YpeE-S

6.2.2. Dare 1'espressione esplicita delle curve coordinate in que-
sto sistema & alquanto difficoltoso. Al riguardo i1 lettore pud legge
re 6.5.2. .

6.2.3. Diamo ora, le relazioni che legano le funzioni coordinate dei si

stemi cartesiano-sferico.

PROPOSIZIONE
EI
f 2 2 2
X =7r SEHBCDS':P f r = X +y +z
i //2 2 2
Y = r seneseny | b o= arcos(z/ X +y +2 )
: ,
| L ;arcsen(y/Jx2+y2 ) se X0
Z = r Cosé B I

larcsen(-y/%&2+y2 ) se XxX¢o0

6.2.4. Utilizzando le precedenti relazioni, esplicitiamo ora le ma

trici Jacobiane dei cambiamenti di coordinate relativamente alle basi

indotte da tali coordinate. Si fa osservare che, con abuso di linguag-

gi0o, sS1 & indicato le funzioni coordinate e le curve coordinate con la

stessa notazione.

Dunque, &



/97X 30.X  G@.X \  /Sendcoss y 0SEC0sy  -rosendseng ~\
(3. ) ;) r.y 36.Y  9de.¥ | | senesenpr Cosfsencg r Senocos i
\ ]‘:.ﬂ . — /
3r. 2 36z ez [ COS8  -r sens 0
3X.r oy . ¥ 3Z.T 1\ SENGCOSy  sendseng COoso “\
(3 1) 5x.8 3y.8  3z.6 | | €OSBCOSy/r cosBseny/r -send/r |
21) ‘/ )
) IX.® 3y 3Z. ¢ -seng/r sent cosg/r sens 0
. -] .
Conseguentemente, osservato che & (J21) = (J1?) , abbiamo
2
det(Jd,,) = r seno
12
2
dEt(J2T) = 1/r seneé

6.2.5. Siano {ér,s6, 6¢} e {Dr,D6,Dp } le basi, indotte da (r,6,¢)

di E e E', 1'una duale dell'altra.

Possiamo riscrivere le reiazioni, date in 5.9.1., neil siste-

mi di coordinate cartesiano-sferico.

Allora, €

+ senq52)+c0585

]

sr=(3r.x)e +(ar.y)é2+ﬁar.z)é =send (cosee 3

| 3

s6=(2 0.x)e, +(2 B.y)e, +(36.2)e, = " cos( cospe, tsenge,) - sens e, ]

2 3

5¢=(3y-x)eq+(35.y)e,+(39.2)e, = r sens(-senpe +cosee,)

1) L'indice 1 di J,.& riferito al sistema di coordinate cartesiano; in-

12
vece 1'indice 2 & riferito al sistema di coordinate sferico.
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2

§2=(3z.r)8r+(3z2.6)86+(3z.+ )6~

1

r sené

(ax.rlgj + (ay.rlgg + (3z.r)§3

3

+ (dy.r)e + (9z.7)€e

] 2 3
= Seno(cos<€ + senv€ )+COS6E

|

] 2
= (senr€ +cos+ € )/r sene

cosO 8r - send/r &6

Dz=(3r.z)Dr+(96.z)D6 + (92.z)Dx = cose Dr - r sene Ds.

con la relazione d'ortogonalita della base (ér,86, &)

Sr « &6

L
el

Sr + Sc= 86 * &= 0

3

(ax.e)gj + (By.e)E? + (32.9153 =1/r[ cos6(cos< € +senc E?)-sene € ]

§X=(9X.r)8r+(ax.0)86+(ox.7)8+ =cos«(send Sr+cose/r &§6)-senqe/r seno &

Sy=(3y.r)8r+(3y.6)86+(3y.p)8s=sen«(sendsr+cosd/r 86)+coses/rsend § -

Dx=(3r.x)Dr+(36.x)D6+(3+.Xx)Ds= cos»(sen6 Dr+r coseé D6)-r send sensD-

Dy=(3r.y)Dr+(36.y)D6+(3x.y)D+ = seng(sené Dr+r cos6D6)+ r sené cos«D
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In termini matriciali, é

1 0 0
2
(913)_ 0 r 0
2 2
0 0 rsen 6

0 0 ]/rzsenze

] 0 0 \\
1j) 0 1/re o f/

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

a) E'

v det(gij) = rzsene,

e e

/det(gij) = 1//det(g1.j) = 1/r25ene

6.2.7. Tenendo presente 1'uguaglianza di Christoffel

A 1“j(a + 9 -9 )
hk R A TS R TR R

diamo, dei 36, i 9 simboli di Christoffel non nulli. Il lettore fara

un utile esercizio verificandone 1 risultati.
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F] = - r F] = r se 26 F2 -r2 = 1/r

22~ > 133 ° " > 12 T2 ’

2 ] 3 .3 _ 3 3
T33 = -5 sen 26 F]B = F31 = 1/r . P23 = r32 = cose/sene

C oL _ i .
Dunque, poiché Fj,hk = gjirhk , € anche
227" 2 T3 = rseno D=l =F
2 2

r S sen 26 T =T = r senze r =T = r'—-senEH
2,33 2 > 73,13 3,31 > 73,23 3,32 2 |



3. SISTEMA DI COORDINATE CILINDRICO

0 Sia E uno spazio affine euclideo di dimensione 3.

b

I1 sistema di coordinate che andiamo a definire, detto cilindrico, €
un 'misto" di quello cartesiano e sferico. Si fa uso di tale sistema per

lo studio di problemi a simmetria cilindrica.

I1 sistema di coordinate cilindrico, come quello sferico, non € defi-
nito in tutto lo spazio, altrimenti una sua funzione coordinata (¢) non

sarebbe continua.

S1 osservi poi che le basi, indotte da questo sistema, non sono costan
ti.
Dunque, possiamo determinare tutti i1 simboli di Christoffel non nulli.

Inoltre, precisate le matrici jacoblane dei cambiamenti di coordinate,
relativamente ad un sistema di coordinate cartesiano e cilindrico, possia-
mo scrivere le relazioni che legano gli elementi delle basi, indotte da

questl sistemi.

6.3.1. DEFINIZIONE Sia o e E un punto di E. Sia B = {E],éz, e}

3

una base ortonormale ordinata di E. Sia S ¢ E il semipiano

S=z={pekE/ (p-0)e, =0 ,(p-0) e 3 o0}

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE CILINDRICO individuato da (o0,B), 1'appli-

cazione

(0s452) ¢ E =S >(0,0)X(0,271)X(=2,o)C R

— -

data da
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- 2 -
pi{p) E/[(p‘o)'e]] +[ (p"o)'eglz
o(p) = 2rcosl (p-o)-ey/lip-ol| ]
arcos [ (D"O)'éz/l‘P'O‘l ]
Z(p) = (p"O)‘é3 —

6.3.2. Dare 1'espressione esplicita delle curve coordinate in questo
sistema & alquanto difficoltoso. Al riguardo il Tettore pud leggere
6.5.3.

6.3.3. Diamo ora le relazioni che legano le funzioni coordinate dei

sistemi cartesiano-cilindrico e cilindrico-sferico.

PROPOSIZIONE
F!
X = QCUSG 0D = /§2+y2
2 2
y = psensé ?tarCSEdy//i ty ) se X >0
| arcsen('Y/rx2+y2) Se X <0
Z = 2 7 = 7
Inolttre, &

p= r Sené , e=¢ , Z = rcoso

6.3.4. Utilizzando le prime due relazioni precedenti, otteniamo le
matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate cilindriche-cartesiane
relativamente alle basi indotte da tali coordinate. Si osservi che, con

abuso di linguaggio, si & indicato le funzioni coordinate e le curve coor
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dinate del sistema (p,¢,2) con la stessa notazione.

di

det(d]?:) = p

det(J 1/p.

31
6.3.5. Siano {6p, 6¢,62 )

E e E*, 1'una duale dell'altra.

€ {DQ: D@:DZ}

11/ 304X 3% . X az.x‘\ / COST  -psSeny
| 9.y de.y 3z.y | = - seny  pCOsw 0 |
3p . Z 7.2 az.zf/ \\ 0 0 1
3X.p oV .p 3Z .0 S COSﬂ::.H‘: Sen x 0
l) aX. oy. 7V OdZ. ¥ = | -senx;/p COSg/p 0
5 X, 2 3y .Z 93Z2.Z 0 0 1/
X -] .
Consequentemente, osservato che E(JBI) = (J]3) , abbiamo

le basi, indotte da (p,¢,Z)

Possiamo riscrivere le relazioni, date in 5.9.1. , nei siste

mi di coordinate cartesiano-cilindrico.

Allora, &

1) L'indice 1 di J]z é riferito

siano; invece, l'indice 3 & riferito al sistema di coordinate cilindrico.

sempre al sistema di coordinate carte
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(ap.x)é +(ap.y)§2+(ap.z)é3 = cosqé

[ op 1

] + Sen? e2

% 6?=(a?.x)e]+(a¢.y)ez + (a?.z)e3 =g(-sen?e] + cos?ez)

|

\ 62=(3z.x)e + (3z.2)e, = e

+ (3z.y)e 3 3

] 2

] 2

f Dp=(BX.Q)§j +(ay.p)§? + (BZ.Q)E? = COSgp€ + Seng€

2
{ D?=(ax.9)§] + (ay.¢)§2 +(az.?1g3+=cos?e )

3
€

sz=(ax.z)§] +(ay.21§2 + (32.2)53

s
/

i 51;5x=(ax.p)dm+(ax.q)6?+(ax.z)az = C0Sg8p- Seng/p 87

D1

=8y=(3y.p)8p+ (3Y.9)8® +(3y.z)8z= sengdp+ COSp/p S¢

\

€3

e,=02=(32.0)6p+(32.¢)6q +(32.2)62 = 62

3

:.§]=Dx=(ag.x)Dp +(93.x)Dg +(3z2.x)Dz = coso Dp -psensDq

|
f §?=Dy=(ag.y)Dp+(3¢.y)D?+(az.y)Dz

'1

sen§>Dp + pCOSg Dy

{ €3=DZ=(BQ.Z)Dp+(3?.Z)D?+(BZ.Z)DZ = Dz =_§3

I‘:‘h‘llli—llnl

6.3.6. Dunque, &

- |lso]| = (8p = 8p)° = 1
- [1sel] = (57 53)F =
- | |sz]]| = (82 62)% = ]

con la relazione d'ortogonalita della base (6p, 69,62)
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Sp ¢ Og=6p « 8Z= S¢ +6Z = O

In termini matriciali, &

: // ] 0 0 “\

f

1913) ﬂ2 0 /
\x 0 0 T

] 0 o\
1] 0 1/ ’ 0 i
P |
(g 7) = /
0 0 |

Facciamo, allora, le seguenti osservazioni.

- E!

(97) = (9;,)"

_ E! /dEt(gij) = O

i — - ———r a2

/det(g1d)= 1/ /det(q, ) = 1/p

6.3.7. Nel sistema di coordinate cilindrico, 1 simboli di Christoffel

non nulli sono 3. Pid precisamente, €

Mo —
™
i
i
o
¥ |
)
~J
Je—

Dunque, anche

122 7 0 0 o gn T, 5y F
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4  SISTEMA DI COORDINATE POLARE ( dim E = 2)

0 Sia E wuno spazio affine euclideo di dimensione 2.

—

sisteml di coordinate sferico o cilindrico, ristretti al piano
equatoriale, danno luogo ad un unico sistema di coordinate, detto po

lare.

6.4.1. DEFINIZIONE Sia o € E un punto di E. Sia B s{é],éz; una

base ortonormale ordinata di E. Sia s ¢ E la semiretta

s ={p € E /(p-0)- e, = 0 ,(p-0)- €y 2 0}

Dicesi SISTEMA DI COORDINATE POLARE individuato da (0,B), 1'appli-

cazione
(cy-):r E = s =(0,») X (0,27) ¢ IR

data da

/T(p-0)-e K

+ {(pﬂo)'ezj

-
—
L=
M
P
[
—
©
—
i

1 2
.

arcos {(p-o)'é1/:§D“0 ]

arsen {(D-O)'ée ip-ol] |

6.4.2. Dungue, €

r/}(z + y2 |
/2 2
osSen o arcos (x / vx + vy

X = pCOS = p =

e

<
"

arcsen(y / ﬁﬁz + yz

6.4.3. Allora, Te matrici jacobiane dei cambiamenti di coordinate
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cartesiane-polari, relativamente alie basi indotte da tali coordinate,

SOono
790 . X 3 L. X N /COS -psen
(J ) =1 . ) ; =
127 1do.y 0Ly . Sen- pcos
/9X.0 3Y .0 \ /  COS sen \
('L.] ) E. . . 1 = !( |
2] 5X. Y. . =sen CoSs
\ /o /o

-

Conseguentemente, osservato che é (J21) = (J]Z)’ &

det(J

H

]2)

det(J 1/0

21)

6.4.4. Siano {Sp, & : e {Dp,D } 1le basi,indotte da (p, ) , di E

e dj E*, 1'una duale dell'altra.

1)

Allora, le relazioni 6.2.5. e 6.3.5. si riducono alle seguent

‘o = (sp.x)e, + (dp.y)e, = cosy e, + seny e

] 2
Yy = (Bg.x)é] + (ay,y)éz = 0 (-SEﬂfé] + cos%éz)
] 2
Do = (ax.0)e + (3y.p)€ = COS- Ej + seni-‘gz2
] 2
D.o= (ox. )e + (dy.v) € = 1fa{—sen;,§] + cosesgz)

-rn- ——

1) Si osservi che, con abuso di linguaggio, si e indicato le funzioni

coordinate e le curve coordinate su E con la stessa notazione.
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e, =8x = (3X.p)sp+ (3X.2)6»= COSp Sp - seny/p 6=

e, = oy = (BF-Q)5Q+(3H.Q)5? senwdp+Ccoszip §v -

i
O
[
11
——
Oy
LS.
O
L]
e
]
P |

|
On
=
HH
E
O
o
O
i
I
©

con la relazione d'ortogonalita della base (é&p, &)

:5.{}'6“?‘-'0

In termini matricialil, é

(9;5) = ( | o

1] ] 0 )
(97) = | ,
. 0 1/0
Dunque, e
13 -]
(97) = (9;5) >
- v det(g..) = o , frdet(gfjj = 1/p

1J

6.4.6. Concludiamo questo paragrafo ricordando che i simboli di
Christoffel sono quelli dati in 6.3.7.dove, appunto, manca la terza

coordinata.
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5 RAPPRESENTAZIONE DEI SISTEMI DI COORDINATE  (dim E = 3)

O Diamo ora una rappresentazione grafica del tre sistemi di coordi-
nate, individuati da (o,B), specificando cosi le relative funzioni e cur
ve coordinate. Concludiamo indicando le basi per 1 vettori di E,indotti

da tali sistemi.

e
J.F‘I: 1

X {p - , i

- Le funzioni coordinate x,y,z assumono valori costanti su dei piani.

- La funzione r assume valori costanti su delle sfere, 8 su dei coni
e & su dei semipiani.

- La funzione o assume valori costanti sulle superfici laterali dei ci

I1ndri.

Intersecando questesuperfici” otteniamo i "sostegni" delle curve coor

dinate.

6.5.1. Sistema di coordinate cartesiano

- La curva coordinata cip(v1f 1- 3) ha per sostegno la retta paralle

la ad é] e passante per p.

6.5 .2. Sistema di coordinate sferico

- CTD ha per sostegno la semiretta uscente da o0 e passante per p;
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- C ha per sostegno la semicirconferenza di raggio r(p),centro

oP
0 e passante per p,
- C3p ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

o(p), ortogonale ad e, e passante per p.

3

6.5.3. Sistema di coordinate cilindrico.

- c,p ha per sostegno la semiretta ortogonale ad e., uscente da un

] 3
punto della retta (0,63) e passante per p;

- Cop ha per sostegno la circonferenza (escluso un punto) di raggio

o(p), ortogonale ad e. e passante per p;

3

-c,p ha per sostegno la retta parallela ad e. e passante per p.

3

6.5.4. Diamo, infine, una rappresentazione grafica per le basi

{r,806,6»} e {8p,89,82}, indotte rispettivamente da (r,0,¢) e(p,r,2).




