CAPLTOLO [V

| TEOREMI DI CONFRONTO

4.1. IL TEOREMA _IJELL'INDICE ED 1 TEOREMI DI RAUCH.

Abbiamo visto come la forma F;; ci dia indicazioni sul comporta-

mento globale delle geodetiche e questo ci permetta, mediante 11 con
fronto con varieta "modello'" di trarre conclusioni sulla struttura del
le varieta. Ci proponiamo ora di approfondire questa "tecnica del con

fronto" dimostrando un Teorema dovuto a Rauch di estrema importanza

per questo genere di questioni.

4.1.1. DEFIHIZIONE.§E§ Y [ 0,1 ] + M una Eeudetica e V,Wer(y).
Definiamo indice di V e W 1la quantita

1

I(V,W) = [{(V',W') - (R(W,¥)V,¥)}dt
O

che scriveremo anche nella forma Eiﬁ familiare
1

I(V,W) = (V,W)(1) - (V,W")(0)-ftV,W" + R(Y,W)y)dt.
O

4.1.2. TEOREMA(Lemma fondamentale dell'indice). Supponiamo che non

esistgno in [ 0,1 ] punti coniugati a v(0) lungo Yy . Sia WeT(y)

con W) =0 e Jg '{y) un campo di Jacobi tale che J(0) = O

e J(1) = W(1). Allora I(J,J)f_I(W,W) e 1(J,J) = I(W,W) se e solo
S J = W.

Dimostrazione. Sia {V.}. una base ortonormale in T M.

Poiché non vi sono punti coniugati possiamo estendere {V,} a campi
i

di Jacobi lungo vy tali che Vi(O) =0 e {Vi(t)} siano indipendenti
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per t # O. Poiché V_ (0) = 0, wusando un'espressione locale per
i

Vi intorno a t = 0 e la formula di Taylor si vede facilmente

. C : -1 C el
che 1 campi di vettori A.(t) =t V., (t) sono ben definiti per
1 1

O<t<l e generano 1noltre per ogni t G-[ 0,1 ].

Yo

il

Si avra allora W(t) = Ziwi(t)ﬂi(t) Eiyi(t)vi(t) avendo posto

-1 . : .
yi(t) =t w.(t) (11 che ¢é ancora lecito come risulta da un con
1 —

trollo con la formula di Taylor per t = 0). Risulta allora:

' _ D _ ‘ '
W'(t) = e W(t) Eiyi(t) Vi(t) + Eiyi(t) Vi(t)
Se Xi(t) = Eiyi(t)vi(t) e .Xz(t) = Eiyi(t) Ui(t) s1 ha
, 2 2 2
W' (e)||" = |\x1(t)|\ + |\x2(t)[| + 2(Xl(t), Xz(t)).

Poiché ogni V, € un campo di Jacobi risulta

1
-RE,WY,W = - L.y, RE,V) ¥,W =
STy, (VW) = Dy ( —— (VW) - (V',W")) =
i 71 i’ i1 de i’ i’
- X W -y VLW - (XX - | x|
dt 2° i7i i’ 1’72 2
; 2
Ne segue IL(W,W) = é { ||w'|]" + (R(Y,W) y,W} dt =
1
v={{]|X ||2+(x X )+ —ém-(x W)- o.y'"(V!,W)} dt.
ﬂ 1 1’72 dt 2’ i7i 1’

X ,X) = L.y'(W', W) =3 yly ((v,,v!) = (v!,V,
Ma ( ) 2) iyl( : ) 1,3y1y3(( . J) ( : J))
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d » L o
e -Ef*((v.,V!) - (VI,V.))) = = (R (Y,V.) Y,VO)+(R(Y,V,) v,V,) =0
t 1 J 1 ] ) 1 L J

quindi per ogni t (V.,V )(t) - (V',V.)(t) = (V.,Vv)@-(V',V.)(0) = O.
1 ] 1 ] 1 ] 1 ]

In definitiva

1 1

: 2 2

t,W) = SO 7+ == x,,W e = &, W) # J X []7 ae.
o 'O

I(J';J) = (J',J)(€1).

Posto J(t) = Ei ciVi(t) con cie R ed essendo J(1) = W(1l)

quindi vy.(l1) = c.,
1 1
L 2
I(W,W) - 1(J,J) = | 1\x1|\ dt >0
0

e I(W,W) = I(J,J) se e solo se Xl(t) = 0 per ogni ¢ ossia

Vo= . g v _ :
y, = O e quindi yi(t; yi(l) c, per ognli t .g

Vediamo ora come il teorema dell'indice c¢ci dia informazioni sulla

"

"posizione" dei punti coniugati.

4.1.3. TEOREMA (di Rauch) Siano M,ﬁr varieta riemanniane, pe M

; ¢ M. Sia Y [G,a] + M una geodetica con ¥Y(0) = p e

Y [ 0,a ] + M una geodetica uscente da p entrambe parametrizza-
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te con la lunghezza d'arco nell'intervallo. [ O,a] .

Siano inoltre V €T(y) e -‘5.; € I‘(;) campi di Jacobi tali che

[V @] = V@[] e V', Y_= ' =0 e v(0) = V()= 0.
P

Supponiamo infine che per ogni t € [ 0,a J e per ogni 2-piano
[

PET M contenente Y(t) e P €T— M contenente y(t) si
: D . —_ % K— b ¥ L4 i—
abbia KH(P) KM( )(KM’ Y denotano le curvature sezionali rispetti

vamente in M ed M)

Allora se per n@i t € [O,a ] ;(t) non é coniugatn a :(-(0) lun-
go Yy , risulta || V(t)|]| 3 Ilﬁl(t)ll per ogni t.

4

Dimostrazione. Posto f(t) = HV(t)HZ e g(t) = H?J-(t)llz risulta

_ f(t _ £'(t
lim _—_Et—; = lim "Et; = 1. Bastera dunque provare che la
t-+0* 5 t->0* -

: f(t .. . . d f
funzione —-g%— , ove € definita, € non decrescente, ci0é — >

dt g

£1(8) | __g'(t)
£ (t) © g ()

0 equlivalentemente per ogni t.

Osserviamo che se g(tﬂ) = 0 la tesi & banale per t = t , mentre se
o

f(to) = 0 e se 1in un intorno sinistro di tn risulta £f(t) > g(t)

la continuitd di f e g assicura che f(tﬂ) > g(ta).

Fissato to € [ O,a] con f(to) # 0 e g(tﬂ) # O poniamo
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\' -— v —

X = * y X = —— y o X e X sono dunque campi di
f(t ) g(t )
o 0
Jacobi nulli in O e tali che \\X(tﬂ)l] = [Iiktﬂ)\\ = 1.
Ora
f'(tﬂ) (V,V')(tﬂ) t o
=2 = 2(XX")(t ) = 2] —(X x"dt =
f(tﬂ) (V,V)(tﬂ) o dt

t
=2 [ {(x", &) + (X", D}t =
O

‘o 2 , tn 2
=2 [ {Ix]]° - RG, DY, @}t = 2f (|]x* ||° - R, (1,0} de.
O 8]

Sia {Ei(t )} una base ortonormale parallela lungo Y tale che
Ei(tb) = X(to) e analogamente {E;} una base ortonormale parallela

lungo ;. tale che E.(t ) = Ekt ) .
1 o o

Esprimiamo X e X 1in queste basi: X = [ XE, X =1I XE, e po
111 111 -

1amo X = L 'E .
o TR T

Allora ||§§|| = ||X|]| e [IE;]I = ||X'||. Sia h dunque ricordando

l1'ipotesi e 11 teorema 4.1.2.
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—-—-—-——f o) t? o — 2 >
fc ) nf 1% ]1° - K—(Y , XMt = 2 £ (RS - Ro(v,X )} dt >
t

2 =2 ~ = g'(tﬂ)
Ezé{llx'tl “KM(Y-X)} dt —;—Et—')—'.'
o

4.1.4. COROLLARIO. I) Se KM < Ku € R allora per ogni geode-

tica Y 1la distanza tra un Euntﬂ ed il Erlmﬂ punto CDHlUEatﬂ ad esso
(%)

lungo Y € maggiore o uguale a 7—r—

II) Se KM >H € R la suddetta distanza €
0

. T
minore O uguale a v

O

Dimostrazione. Basta applicare il teorema di Rauch ad M e ad

= m +1 - C
M=S ove s’ & la sfera in .EFI di raggio K : (e quindi

K K o
o o

curvatura costante K ) ‘m
0

4.1.5. COROLLARIO. Sia & : T M > T-M un'isometria, X € TPM e
COROLLARIO. Sia - oM un isometria, e

(%) Se Ko < 0 tale distanza & infinita nel senso che non esiste alcuna

coppia di punti coniugati lungo una geodetica.
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Y €T (T M.
X p

Supponiamo che per ogni tﬂ € [ 0,1 ]‘ ’ expT(tﬂib(X)) non sia coniugato
P

a p lungo 1la geodetica t = exp (t ®(X)) e che le curvature sezio-
P

nali1 di M e b-:i si canfruntiy_u come in 4.1.3.. _Allora

[l@ exp ) (V)| [2]](d exp )
p X >

o cx) (4% || .

Dimostrazione. Segue dal teorema di Rauch tenendo presenti le proprie-

ta fondamentali dei campi di Jacobi viste in precedenza.g
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4.2. IL TEOREMA DELLE SFERE.

Vogliamo dare ora un'applicazione del Teorema di Rauch che, oltre
ad essere un 1mportante risultato per sé, illustra molto efficacemen
te la potenza delle tecniche di confronto. Seguiremo qui la dimostra
zione di Klingemberg [ 16 ] che mette particolarmente in evidenza la
relazione tra la struttura del luogo coniugato e la topologia della

varieta.

4.2.1. DEFINIZIONE. Diremo che M soddisfa 1'iRutesi (Z, k)

in p € M se lungo ogni raggio {tX|] t > 0} con X € TPM non Vi

sono punti coniugati nell'intervallo {tX| O < t < n} e vi sono
almeno k punti coniugati (contati con la E;opria'mﬂlteglicitﬁ)

nell'intervallo {tX|m < t < 2w}.

Almeno nel caso k = m - 1 1la condizione (I,k) pud essere inter-
pretata dicendo che il primo luogo coniugato & '"simile" a quello

di una sfera.

4.2.2. LEMMA. Supponiamo che e non abbia punti
=R == T x| | %] |<n)y T————=

criticl.
Sia q €M e cu’cl geodetiche in M congiungenti p e gq,

cﬂ # cl, e tali che esiste un'omotopia H : [ 0,1 ]-+ Q(p,q) tale

che H(O)=c , H(l)=c e L(H(t)) < L(c.).
— s 1 - 1

Allora
L(c ) + L(c.) > 2n
o 1



- 97 -

Dimostrazione. Si pud assumere L(s ) < W altrimenti il lemma é bana-
— - 0

le. Possiamo allora sollevare cﬂ 1n TPM ottenendo un segmento

H0) = {tYp 0<t < 1)

Per la continuitd di H possiamo sollevare H(t) per piccoli valori
di t. Ma questo non & possibile per tutti i t di [ 0,1 ] poiché
altrimenti per t = 1 otterremo un secondo segmento avente agli stes

si estremi di H (0) e questo &€ impossibile poiché c # c, -

Quindi per ogni € > 0 esiste tD € [ 0,1) tale che H(tﬂ) non

pué essere sollevato in { X| ||K||< T - €},

Per 11 Lemma di Gauss si ha dunque

L(C ) + L(H(t ))> 27 - 2¢
O O

e quindi la conclusione poiché

L(H(t )) 5 L(c)). g

4.2.3. LEMMA. Sia M una varieta segglicemente connessa e verifican-
te (Z,k) in p con k > 2. Allora M & compatta e

a) Y q €M _vicino a p e non coniugato a p lungo alcuna geodeti-
ca esiste un unica geodetica minimale gongiungente p e q e tutte

le altre geodetiche hanno lunghezza maggiore o uguale a 2 - d(p,q).

b) Ogni geodetica non costante da p a q ha lunghezza maggiore o
¥*
uguale a 2w (quindi indice( ) non inferiore a k) e la distanza da p

(#) Per indice di una geodetica Y:[O,i J + M 81 intende 1l numero di
punti coniugati a vY(0) lungo ¥ nell'intervallo fO,L ] (contati con la

propria molteplicitid).



- 98 -~

al suo luogo di taglio & maggiore o uguale a .

Dimostrazione. M & chiaramente compatta per il corollario 2.3.6. ed

inoltre esiste 6 > O tale che ogni geodetica di lunghezza > 2w- §

ha indice > k.

Sia d(p,q) < &, c_ la geodetica minimale congiungente p e (q

(certamente unica se 6 €& piccolo) e ¢, un'altra geodetica qualsia-

sida p a q. Poiché M ¢é semplicemente connessa esiste un'omotopia

H : [ 0,1 ] +Q(p,q) con H(1i) = c. . 1 =0,l1.

In [ 21 ] Milnor descrive la struttura di CW complesso di Q(p,q)

(%)

in terminl della funzione energia . Da quella discussione segue

che una curva H(t ) di 1lunghezza massimale tra le H(t) €& una geo-

O

detica ed ha indice 1 se H(t ) # cl.
o

D'altra parte se H(tﬂ) # c, per il lemma 4.2.2. si ha

F

L(H(to)) > 27 - L(cﬂ) > 2n - 6 per cui H(tﬂ) dovrebbe avere indice

(¥) ° Enunciamo i1l teorema di struttura per Q(p,q) che serviria anche

per dimostrare il teorema delle sfere.

Siano p,q € M non coniugati lungo alcuna geodetica. Allora Q(p,q)

ha una struttura di CW-complesso con una cella in dimensione K per

ogni geodetica in Q(p,q) di indice K.

Notiamo inoltre che Q(p,q) & omeomorfo a C°(p,q)(vedi ancora Milnor

[ 21 ] ) YP,q€M e che la fibrazione dei cammini puntata in p

Q(p,q) > PM >+ M
€ una fibrazione nel senso di Serre per cui tutte le fibre Q(p,q) hanno

lo stes= tipo di omotopia.(per questo e tutti gli altri argomenti di

topologia algebrica si veda Spanier [ 25 ]).
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k > 2. Quindi H(tn) =<, ed 11 lemma 4.2.2. applicato ancora

completa la dimostrazi one di a). Osserviamo che per la proposizione

2.2.7., la condizione (Z,k) assicura l'ipotesi del lemma 4.2.2..

La prima asserzione del punto b) segue non appena si noti

che se un cappio geodetico non banale ¢ € Q(p,gq) ha lunghezza

2n - 2d < 271 esiste q = c(t ) vicino a p, quanto basta percheé
o

P e q non siano coniugati e la geodetica ¢ tra essi abbia lun
ghezza pari alla loro distanza c10é Sia una geodetica non minimale
da p a q di lunghezza < 27 - d(p,q) che € 1n contraddizione

con a).

La seconda affermaz one si ha non appena si noti che in caso con
trario 11 punto del luogo di taglio a distanza minima da p non sa
rebbe coniugato a p per l'ipotes (IZ,)k) e quindi per 1l Teorema

2.3.1. esisterebbe un cappio geodetico non banale di lunghezza < 27.g

4.2.4., TEOREMA. SuEEuniamﬂ qhe M sia;pggplicemente connessa e

verifichi la (Z, k) in p per k > 2. Allora ni(M) = 0 per

1 £ 1 < k.

Dimpstraziane. Dal lemma 4.2.3. e dal teorema citato sulla struttura

di Q(p,q) segue che Q(p,q) € un CW-complesso con una O-cella e

celle di dimensione > k.

F

Ne segue dunque che ﬂi(ﬂ(p,q)) =0 O0g1¢gk -1,

Ma wi(ﬁ(p,q)) :rﬁi+1(H) come segue immediatamente dalla successione

esatta della fibrazione dei cammini (PM & contraibile !)

Q(p,q) -+ PM > M e quindi la teﬂ.i.E
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4.2,.5. COROLLARIO. Nelle stesse iPGFESi del teorema 4.2.4. se

m - 1 m

k > — e m # 3,4 & omeomorfa a S

m- 1

Dimostrazione. w,(M) = O per i ¢ per il teorema preceden-

- 1 2

te. In omologia si ha allora Hi(M,Z) =0 per 1 ¢ e quindi

per dualita ( M semplicemente connessa = M orientabile) Hi (M) =0
per 1 < m. Definiamo 1'applicazione "pizzico"

P: M - 8"

nel modo seguente

m m

Sia D un disco 1mmerso in M e q un punto di S

m m -
Definiamo P‘ﬁm come un diffeomorfismo di D su S - {q}

e P(M - Bm) =

Saly

E' facile vedere che P induce un isomorfismo in omologia e quin-
di per 1l teorema di Whitehead € un'equivalenza omotopica. La tesi se

(%)

gue dal teorema di Smale ‘B

4.2.6. COROLLARIO. (Teorema delle sfere). Sia M una varieta sem-

Elicemente connessa la cul curvatura sezionale prende valori solo nel-

L'intervallo ( i , 1 ].

m (*%

Allora se M # 3,4 M & omeomorfa ad S

(%) Congettura generalizzata di Poincaré (dimostrata per m #3,4 da
Smale): Se MM ha il tipo di omotopia di S® allora & omeomorfa a

S" (vedi Smale [ 24 7).

(%) La nostra dimostrazione richiede n #3,4 ma il teorema & valido

senza aquesta inotecl (vedi Rercer F 1 1y
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Dimostrazione. Segue dai corollari 4.1.4. e 4.1.5. che M soddisfa

(Z,m1) in ogni punto e quindi si ha la tesi per il corollario 4.2.5..

Vogliamo concludere questo paragrafo con una rapido cenno ad una

generalizzazione della condizione (ZI,k).

Siano a,b,c € R tali che 1l<a<b<c ag2,2b+1lg2a+c

4.2.7. DEFINIZIONE. Diremo che M soddisfa la condizione (w,k,a,b,c)

in pé€M se lungo ogni raggio {tX|t > O}, con X € TPM, non vi sono
punti coniugati in {tX|0 £ t < w}, ve ne sono k in {tX|w ¢ t < an}

(k > 1 dispari), nessuno in {tX|am <t < bw} e A > 2k + 1 in

{tX|bm < t < ew}.

. . m . . .
Indichiamo con P (k) 1lo spazio proiettivo complesso (k = 1), qua-

ternionale (k = 3) o il piano di Caley (k = 7). Allora & facile vede-

b b

re che Pm(k) soddisfa (w,k, —Z“', 2, -“E“')-

Cosi come (IZ,k) esprimeva una similarita della struttura del luo
. . . m . .
go coniugato di M con quello di S ,(w,k,a,b,c) esprime una simila

ritd con 11 luogo coniugato di Pm(k).

L'analogo del Teorema 4.2.4. per la condizione (w,k,a,b,c) si enun

cia nel modo seguente:

4.2.8. TEOREMA. Sia M semglicemente connessa e soddisfi la
(v,k,a,b,c) rispetto a p €M e se k = 1 supponiamo esista un punto

q €M con d(p,q) = w. Allora Q(p,q) ha il tipo di omotopia

. : . . . K
di un CW-complesso consistente di una sfera k-dimensionale S

e celle di dimensione non inferiore a k + ).




- 102 -

In E&rtiﬂﬂlqzi

wi(M) = Q 1 15k

k
m.(M) = w, _(S) k +1 <3<k + A
] J-1

Inoltre se k + A > b 1l'anello di coomologia intera & un anello po-

. : . k+1 . :
limoniale troncato generato da un elemento in H (M).(in particola

re ke{l,3,7,n-1}; vedi Adams [ 1 ]).
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4.3. VARIETA' CON LUOGO CONIUGATO SFERICO.

Vogliamo ora studiare varietda soddisfacenti un'ipotesi piu forte
della (Z,k) o (m,k,a,b,c) . I risultati che otterremo sono per la
maggior parte contenuti nel precedente paragrafo ma gli argomenti so

no particolarmente 1nteressanti.

Sia M una varietd riemanniana n-dimensionale e p €M. Ricor-

diamo (paragrafo 2.3) che Cl(p) € 11 luogo dei punti X EiTPM

tale che X € coniugato rispetto a p e tX non € coniugato rispet

toa p VYVt <l1.

4.3.1. DEFINIZIONE. Diremo che M & di tipo A(A,L) in p _se

e solo se Cl(p) = {X e TPM l ||X|]| = L} e ogni X di Cl(p) _ha

Eydine A .

Esempi 1) S° & di tipo A(m-1,m) Vpes
" on " A( -1 ) v RPm
2) BPpl m=-1,™ p €
m m
3) CP e oow A(l,m) Y pe €P
4) QPm "non " A(3,m) Vp éQPm
sy p2 v o A.m V pe #P?

Vogliamo dimostrare che in un certo senso queste sono tutte e so-

le le varieta di tipo A(A,L).

Sia allora M una varietada di tipo A(A,L) in p.
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1 ‘ 1

C (p) = {X| ||X]| =L} e dim Ker(d expp)xr= A ¥VX &€c(p) allora
1 - : : : :

C (p) €& una sfera di raggio L e per il lemma di Gauss

6. = Ker(d expp).xc_:_ T Cl(p) VX € Cl(p). n = {exlx = Cl(P)}

X X

. : : : . , 1
definisce allora una distribuzione A-dimensionale su C (p) che

(1]}

ovviamente integrabile in quanto per ogni g in F(M) é

"
o

(d exp ) ([ V,W ])(8) = V ((d exp )W) (g)) - W((d exp )3(V)(g))

se V,W & ex. Sia IK la varietd integrale massimale passante per X.

A

4.3.2. LEMMA. IX é diffeomorfa ad S .

Dimostrazione. Cominciamo col notare che I_ & un sottospazio topolo-

X

1
gico di C (p).

Infatti dato Y € IK scegliamo un sistema di coordinate {Xl""%m-l}

- 1 - - — . - - -
in C (p) 1intorno a Y tale che le varieta integrali di n siano le
»

costante. Sia T 1l snttni&

sottovarieta X = costante, ... X
1 ? > m=1-)

sieme del dominio coordinato scelto, U, dato dalle condizioni

0.

Xm_l = e = le

Poiché (d exp )Y é non singolare su T avremo che exPp € localmente

iniettiva su T; ne segue che IY ha la topologia relativa ed € dunque

.- , . g . 1
una sottovarieta chiusa e quindi compatta di C (p).
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X“L I"'rx'ﬂ"’i
| | Sia X € Cl(P) e q = exp X.
F P
U X 11!' Notiamo che se Y ¢ IX e ||X'YH <6

1 1
(d expp)x TKC (p) = (d expp)Y' TY.C (p).

Infatti usando le notazioni poste sopra
}gr")‘pb1e indicando con 7 : U -+ L 1la proiezio
ne naturale risulta exp = exp e T su
P P

X

1 l U e quindi (d EKPP)X (T CI(P)) =

1
(d expp)ﬂ(x). ﬂ(T_XC (p)) =

1
_ (TYC (p)).

d
( expp)?

Poiché inoltre I é connessa la relazione vale VY € I . Poniamo

X X
allora
1
S = (dexp ) (TC(pP))C T M
q P X X - q
e
r ={WweT M| wiLs, ||w|=11.
q q q
: 1 : :
Sia, per X € C (p), Fi 11 vettore uni-
tario in T (T M) tangente in X al ra
g X p 21
A gio {tX|t 2 0} e definiamo
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ponendo a(y) = d expp)Y (r ).Chiaramente a & una applicazione diffe
X

renziabile di I in I .
X q

Proviamo che a é un diffeomorfismo.

a € lniettiva. Infatti se u(Yl) = ﬁ(Yz) avremodgeodetiche,

t - expp((l - t) Yl) e t& exPp((l - t)Yz) uscenti da q con lo
stesso vettore tangente e quindi devono coincidere; pertanto Yl = T&.
\of

a € non singolare,

Sia W € TXTX e Yy una curva differen

X
/IX ziabile 1in IX tale che ¥(0) = X e
Y(0) =W
Definiamo B8 : R = TPM ponendo, se (u,v) sono le coordinate corren
2
ti in R
1
p(u,v) = T u(y(v)).
Sia w = exp e« B
| %
ow 3 Jw J
W. = — = (d —) 3 W, = = (d ——
1 u ( tIEJ)(u,,'u') ( u ) 2 Vv ( m)(u,,‘la")( oV )

Ora WZ é un campo di Jacobi lungo la geodetica w(u,0), t & expp tX,

e s1 annulla in q (poiché W2(1,0) = W ¢ Ker ( d expp%{ ) e quindi
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la sua derivata lungo il vettore velocita VW W. € non nulla in

2

q essendo Wz(t) # O per qualche t. Allora

doey

: - (-deey . -
(da)y (W) = (da)y (¥(0)) = ( 3¢ ) (0) ac (d epr(t)rY(t}(U)

= (v, W)(0) = (v, W,)(0) # O.

W
2

Poiché I
q

a(I ) €& un aperto. Ma 1
X

1

e Ix hanno la stessa dimensione A, oo € aperta e

€ un compatto per cui a(l ) € un compafto
X X

e quindi chiuso in I . Dall'ipotesi di connessione segue allora

r:(IX) = Eq.

Inoltre essendo

9

IX compatta e Zq di Hansdorff o« €& un diffeomor-

fismo ed infine poiché o € non singolare, quindi localmente invertii

bile in modo differenziabile, a~l & ben definita e differenziabile.,.

4.3.3. COROLLARIO. Ciascuna geodetica Yy uscente da p ritorna in

ey AT R R

L3 kT T

gr— g - A A N W ' R N TR T A e e T ey el T T e W TR T e e i e e Rl -

p al tempo 2L. Inoltre 1'intero luogo coniugato consiste di sfere com

— Heprper—re - el — el e ool - e i e -

il - A - T~ T i T W YR . 9 = EE - - w0 HE e =

centriche di raggio L, 2L, 3L ....... e ordine A, n -1, A, n - 1,

B . ¥ Ty

T LEEE TR S-S A -

i i

... rispettivamente.

Dimostrazione.

TR e . — G T T g P R e T SR

Infatti, con le stesse notazioni del lemma 4.3.2., essern

do o suriettiva se vY(L) € Im(a) anche -y(L) € Im(a) e quindi esd

d

ste un vettore Y di T M tale che |[|Y|] =L e -—— (exp tY) =
b,

= ~y(L).

1 dt P =1
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Ovviamente deve aversi y(L+t)=exp (L-t)Y
P

da cui1 Yy(2L) = exp (0) = p.
D o

4.3.4. LEMMA. Sia Iy # I, allora expp(IX) # expp(IY).

Dimostrazione. Poiché exp é localmente iniettiva sulle varietd trasver
i e e e — p —

se alle varietad integrali di n esiste al pili un numero finito di det

te varietda integrali massimali nell'immagine inversa di un punto q e

siano (g Yoy

: c e 1 :
Esistono allora sottovarieta Ul,...,ck su C (p), trasverse rispet
tivamente a I ,... I.,- ed abbastanza
X X
1 k

L piccole nel senso che per € > O abbastan

) & < za piccolo, gli insiemi

< wi={tY[Y&Ji,1-s{ts_1}

sono disgiunti, essendo J. l'unione di
i

tutte le varietd integrali massimali di n

che intersecano o..

i
K
Proviamo intanto che iszl exp (Ui) € un intorno di q.

Se non fosse vero esisterebbe una successione p. convergente a q con

p.§ .

k
ifi=1 expp(Wi)-
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Per ogni J troveremo allora Yi € B={XeT M| ||X|]gs L} tale che

P
exp (Y.) = p. ed essendo B compatto ci sarebbe una sottosuccessio-
P
ne convergente Y, convergente a Y € B.
1

Per continuitd exp (Y) = limexp (Y. ) = lim p, = q e quindi

P . ].

1 1

k
Y € ‘:J 1.3 ma dunque per jJ. abbastanza grande Y, € Wk

L
X4 . I

k
per qualche k quindi pj = exp (Y. )€, -

J. 1

exp (Wi), il che & assurdo.
1 i

1 P

k
Sia Ora V un intorno aperto di q, V& \UJ expp(wi).
i =1

1 - [ ' » ]
Localmente K = exp (C (p)) € una sottovarietd di dimensione
P

n - A-1 e quindi, a patto di prendere V piccolo, V - K € connesso.

. . : 1
D'altra parte V - K & ricoperto dagli aperti e.xpp(wi - Hin C (p))

e quindi uno al pii di detti aperti interseca V - K non banalmente,

1
# ™ - n .
diciamo expp( Wl Wl C (p))

Ora se Y € IX s J] # 1 risulta expp(tY) ‘ V=K Vte (1-e,1).
]

Ma Y= 1lim tY e supposto expp(Y) = q deve esistere una successio
t > 1

. 1 - . vy .
ne in expp(wj - Hj N C(p)) convergente a q. Questo & impossibile

perché in ogni intorno di q abbastanza piccolo cadono solo punti di
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K edi exp (W.) e nessun punto di exp (W.-W. N C'(p)) se 3} # 1..
p 1 P 1 3

4.3.5. LEMMA, Sia M seglicemente connessa e di tiEa A(L,A) ir_l

1 . : : . :
p. Allora C (p) _contiene 1l luogo dei punti di taglio.

1

Dimostrazione. Definiamo su C (p) 1la seguente relazione di equiva-

lenza X ~ Y<PX ¢ I - Sia B = {X e prllx| |< L} e definiamo in

B 1la relazione di equivalenza X XY X,Y € 9B e X~Y, Allora
B/~ ha un'unieca struttura di varietd differenziabile tale che la proie

zione P : B <+ B/¥ & differenziabile.
L'esponenziale induce un'applicazione E : B/% +M tale che 1l seguen-

te diagramma sia commutativo.

B'———-—-I-B{u

W\, £

Senza entrare in dettagli notiamo che E & un diffeomorfismo loca-
le e quindi, essendo B/X una varietd compatta, E & un rivestimento.
Ma M é semplicemente connessa e quindi E & globalmente biunivoca
e non ci possono essere punti di taglio in B - 3B altrimenti esiste-
rebbero due geodetiche minimali congiungenti p con il punto del luo-
go di taglio pit vicino a p e quindi due vettori distinti in B =3B
mandati nello stesso punto dall'applicazione esponenziale, il che & con
tro 1'invertibilitd di E. Dall'osservazione 1) del paragrafo 1.5 se

gue la tesl. o

4.3.6. TEOREMA. Se M ¢é semplicemente connessa e di tipo Afm-1,L)
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in p allora M & omeomorfa ad s .

: 1 :
Dimostrazione. Swpponiamo L =7 e sia q = expp(C (p)) 11 punto

"

"diametralmente opposto a p'. Allora M & di tipo A(n-1l,7) in q.

M=ecxp ({XeT M/||X||s 7/ 2}) exp ({Xe€T M/||X||sn/2}) ed &
P P q q
quindi unione di due dischi attaccati mediante un diffeomorfismo del

le frontiere ottenuto restringendo all'insieme {XIETqH/I[X!‘=ﬂf2}

, -1 . as s :
la fungione composta expp ® expp , quindl s1 ha la tesi. g

m
Nogiamo che in generale M non & diffeomorfa ad S . Warner ha

. . . s = m -
dimosgrato 1in [;30 ] che ogni varieta omeomorfa ad S puc essere
dotata di una metrica rispetto alla quale M é di tipo A(m1l,7)

in qualche punto.

Se M é di tipo A(m1l,7) 1in ogni punto allora é diffeomorfa ad
una sfera in quanto si pud dimostrare che il diffeomorfismo di attac
camento usato nella dimostrazione del teorema precedente si estende

ad un diffeomorfismo del disco (si veda Allamingeon [ 2 ]).
In quest'ultimo caso (M di tipo A(m-1l,7) in ogni punto) non & no

. . . m . '
to se M é addirittura isometrica ad S ; per il caso m=2 la ri-
sposta & affermativa (si veda Green [ 12 ]) ma in generale il proble-

ma presenta notevoli difficolta.

Un'altra risposta parziale, dovuta a Berger, &€ la seguente: se la

curvatura sezionale € minore o uguale a uno e se M & di tipo
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»
A(m—1,L ) per qualche p allora M & isometrica ad Sm( ).

Dimostriamo ora un teorema che classifica le varietd di tipo

A(\,L).

4.3.7. TEOREMA.‘gig M una varieta sggflicemente connessa di
tipo A(A\,L) in p € M. Allora X € {1,3,7,m1} ed inoltre

+1

a) se A =1 H+(M, z) =2z x]/(xk ) con xtHz(H,Z) ed wm=2k

b) se XA =3 H+(M, 2) =z x]/(xk+1) con erz'(M, Z) ed m=4k

c) se A= 7 H+(H, Z) 32[ x]/(xk+1) con X € HB(H, Z) m=16=2k

d) se A = m1 allora M & omeomorfa ad Sm.

: : . , 1 . :
Dimostrazione. Se poniamo ¢ = exp : C(p) > M, Y& una fi-

plcl(p)

. . : 1 . e :
brazione sull'immagine. Inoltre C (p) & una sfera di dimensione

. \ . A
m]l e le fibre, per i1l lemma 4.3.2., sono diffeomorfe a S .

Dal noto teorema di Adams sulle fibrazioni di sfere con sfere come

fibre (vedi Adams [ 1 ]) segue che A =1,3,7 o m - 1.

Nel caso A = m -1 vale il teorema precedente. Per gli altri casi

. ae g e 1 . . . . :
indichiamo con E (p) 1'immagine di ¢ . Mediante la successione esatta

. . . . ® w~nl
di Gysin s8i trova facilmente che H (C (p), ZJ= Z[ X ]/(xk) con

(%)Notiamo che quando si assume L = w si normalizza la metrica e quindi
non si1 pud assumere allo stesso tempo, senza perdere la generalitid, che

la curvatura sia minore o uguale ad uno.
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X € H%El(p). 2).

. 4 . . . 1 . .
Poiché M é unione di C (p) con una cella mdimensionale, usando

tecniche abbastanza consuete in topologia algebrica e tenendo conto
dell'orientabilitda di M si trova il risultato cercato(‘)..

Le varjetda di tipo A(A,L) si presentano come generalizzazionl na-
turali, almeno dal punto di vista del lavoro di Allamingeon, delle va-
rietd argoniche.

Rimandiamo ad Allamingeon [ 2 ] per i particolari.

A conclusione di questo paragrafo vogliamo descrivere per sommi ca
pi 11 lavoro di Warner [ 30 ] sulle varietd con luogo coniugato re

golare.

In realtd dall'analisi del teorema 4.3.7. si vede che nella dimo-
strazione non 81 & sfruttata completamente 1'ipotesi A(A,L) ma solo

quanto segue:

I il luogo di taglio & contenuto nel luogo coniugato;

. . : . . . 1
I1 Ker(dexp ) definisce una distribuzione A-dimensionale su C (p)

P

Warner dimostra in [ 30 | che se l'ordine A del primo punto coniuga
toa p 1in ogni direzione € non inferiore a 2 allora I & ancora

vera (M semplicemente connessa). Inoltre, se l'ordine A & costante,

1 : . :
C (p) € una varietd differenziabile immersa in TPH e diffeomorfa ad

1 1
una sfera. Ancora nell'ipotesi ) > 2 Ker(dexpp)?r_ TYC (p) YYe&C (p)

(%) Per ulteriori dettagli sulla dimostrazione si veda Warmer [ 30 ]

o Allamingeon [ 2 ].



- 114 -

e quindi anche la seconda condizione & verificata.(si veda Warner [ 29 ])

Si pud dunque provare il seguente teorema analogo a 4.3.7.

4.3.8. TEOREMA. Se M @& una varietd semplicemente connessa, p €M

»

1
e se Y € C (p) 1'ordine di Y & costante, A > 2, allora 1€ {3,7,m1}

ed inoltre

1
i) se A= ml C (p) = {X/||X||=L} ed M & omeomorfa ad una
sfera;
#t + 4
11) se A= 3 H(H,Z):Z[x]/(xkl) con x e¢eH (M, Z)
ed m= = 4k

i1i) se A =7 alloram= 16 e H*(H, z) = Z[ X ]/('3:3) con

xEHB(H, Z).

Infine si pud dimostrare facilmente che se m & dispari 1'ipotesi

A > 2 non & necessaria nel senso indicato dal seguente teorema (vedi

Mercuri [ 20 ]).

4.3.9. TEOREMA. Sia M semplicemente connessa e di dimensione di-
spari, p un suo punto e supponiamo che per ogni YcCl(p) l1'ordine

A d_1 Y sia costante.

Allora A =m-1 e guindi M & omeomorfa ad Sm.

Dimostrazione. Supposto A 3> 2 per il teorema 4.3.8 risulta

A= 3,7, m1.
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m . . - . . . . .
Se A #m-1 H(M, &) =0 (poiché m €& dispari) e quindli si
ha una contraddizione essendo M compatta ed orientabile. Baste-

rd dunque far vedere che X # 1.

Se fosse A =14 Ker(dexp ) sarebbe, per il lemma di Gauss, ortogo-

* & . * 1 -~ . - » w -
nale ai raggi per l'origine. Ma C (p) & una varietd differenziabi-
W1 . L " - . ol
le omeomorfa ad S e trasversa al1 raggl per 1l origine. Ne segul
1
C (p) e

rebbe che Ker(dexpp)Y ha una proiezione non banale su TY

1 .
quindi definisce una distribuzione 1-dimensionale su TYC (p), quin

v . 1
di un fibrato vettoriale di dimensione 1 su C (p).

Poiché ogni fibrato vettoriale di dimensione 1 su una sfera é

. 1 o a. m1
banale potremmo allora definire su C (p), che & diffeomorfa ad S ,

un campo di vettori ovunque diverso da zero il che € impossibile 1n

quanto m -1 @& dispari..



- 116 -

4.4. CENNI SUL TEOREMA DI TOPOGONOV.

In quest'ultimo paragrafo vogliamo enunciare un altro teorema fon-

damentale che pud considerarsi come una generalizzazione del teorema

di Rauch.

Sia al solito M una varietd riemanniana m—dimensionale ed indi-

chiamo con KH la curvatura sezionale.

4.4.1. DEFINIZIONE. Un triangnln geodetico in M & un'insieme di
tre geodetiche {v.}. Earametrizzate con la lunghezza d'arco
1 1=0,1,2

Y. ¢ [ 0’1i] + M e tali che (leggeando gli indici modulo tre)

a) v,(1) =y, (0

+
b) 1, + 1 .21,

Per un tale triangolo denotiamo con a., 1'angolo formato da
i

v. (1. da v. . (0).
'Yl( 1) e da T1+1( )

4.4.2. TEOREMA (di Topogonov, prima versione). Sia {Yi} un trian-
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golo geodetico su M e KM > HeR. Supponiamo che '*,'0 _e ﬂ’r2

. . C . . H
siano geodetiche minimali e che, se H > O, 115 H/Jﬁ. S1a M

la varieta 2-dimensionale semplicemente connessa a curvatura costan-

te H.

- I -
Esiste allora un triangolo geodetico {y,} in M con I.=1.,a 5«
i —— " — 1 s L L O O

Inoltre fatta eccezione per il caso H >0 e 1, = n/vH, tale trian-

— i i

golo € unicamente determinato ( a meno di isometrie).

-

Di questo teorema diamo anche una versione equivalente.

4.4.3. TEOREMA. (di Topogonov, seconda versione). Siano vy_,Y

1’2

due geodetiche in M con vl(O) £ YZ(O) ed a 1’an§nlp formato da

71(0) con YZ(U)-

Sia Y, minimale e, se H > O, 12 < w/VH. Siano Y, € Y, geodeti-
: H - - = - : : .
che in M con YI(O) = 72(0), 1i o li e o = 0o (con 1l'ovvio si-

gnificato dei simboli). Allora
d 1 y ¢ d H(y. (1 Y. (1) ).
M('fl( ) Y1500 8 MH(YI( 1) > ¥,(1,) )

Per una dimostrazione rimandiamo a Topogonov [ 26 J e Cheeger—-Ebin
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Diamo infine un brevissimo cenno di come si possa dimostrare il

teorema delle sfere 4.2.6. senza condizionl sulla dimensione usando

il teorema di Topogonov.

Supponiamo < § <K <1 e p,qeM tali che d(p,q) €

massimale. Il diametro della sfera a curvatura § & ﬂﬁ-l = 2(w - €)<27w

per ¢ = ﬂ/2(2-6-1) > 0.

Allora usando il teorema di Topogonov 81 vede che restringendo

expp ed exp rispettivamente agli insiemi {X¢ TPH/ ||X]|< m= ¢}
q

e {X e TqH/||X|| <7 - ¢} siottengono immersioni biunivoche e le

immagini ricoprono M.

M quindi é unione di due dischi aperti e per il teorema di M.

Brown [ 7 ] é omeomorfa ad Sm.



