
GAPITOLO III

VA RI[U' ACURYAI URADI SE G" O COSTlNTE

3.1. SOTTOVARIETA' E SOTTOIMMERSIONI.

3.1.1. DEFINIZONE. Se M,N sono varietà differenziabili e f:M + N-
è differenziabile, si dice che f è un'imme~sione se per ogni punto x

di M è iniettivo il differenziale-
3.1.2. DEFINIZIONE. Per sottovarietà M di una varietà N intende-

mc la c0ePia (f,M) essendo M una varietà differenziabile, f:M + N

. . l h f . f' 11' . . (w)una 1'" erS10ne ta e c e 81a un omeomor 18DlO su 1D1Deg1ne.

Se M è una sottpvarietà di N identificheremo (f,M) con f(M)GN

e scriveremo di conseguenza M5i N a meno che non possano sorgere dubbi.

Se M è una sottovarietà di N ed N ha una struttura riemanniana,

chiaramente questa induce una struttura riemanniana su

re allora un'applicazione (fibrata) P : T(N) + T(M)

M. Si può defini-
ponendo

P(X ) • P (X )
p p p

avendo indicato con P : T N + T Msa T N
P P P P

la proiezi~

ne ortogonale rispetto alla struttura riemanniana.

In B>do analogo la connessione V definita su N induce "na connes-

V. Siano infattisione che indichiamo con

ni di X,Y

-

a campi di vettori su

X,Y f r(M) e x,i estensi~

- ""N: poniamo (VxY)p.Pp(~Y). Se If è una

funzione reale su N e nuDa in un intorno di p in M e se Z, T • r (N)

(w) In altri contesti può essere utile definire in modo meno restrittivo le

sottovarietà, ad esempio richiedendo soltanto che l'i ersione sia bige!

tiva o addirittura limitandosi a supporre che f sia un'immersione.
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con Z ~ T N
p p

allora risulta (VZ{fT» • Z {f)T + !'(p)Vz T - O
P P P p

-
non dipende dalle estensioni scelte.

-
Ora, essendo P1T{M)-IT{K)' è facile verificare che V definisce una

connessione compatibile con la struttura riemanniana indotta su M da

N e quindi, a norma del teorema 1.1.4., l'unica connessione riemannia-

na su M.

Ora P è un'applicazione fibrata differenziabile di rango costante e

quindi (Ker P) - v{M) è un fibrato vettoriale di dimensione la codi-

mensione di H in N.

Ovviamente (Ker P) - v{H) - {X e T{N)/ ,,(X). H} e X è ortogonale

a avendo indicato con " : T{N) ... N la proiezione naturale.

Definiamo allora, per v{M)
p

ponendo

ad un campo di vet-Y

...

un'estensione di
..,
Y

p

essendo
...

- V Y 
X

Sp{X,Y)

tori su !I.

3.1.3. LEMMA. sP è ben definita, ~(H)-bilineare e si""etrica.

Dimostrazione. Sia f : H ... R differenziabile e f{p) - O; allora

.., - '"'
(V IIY) - (V /I Y) -

XI P Xl P

... N
x(II)Y + lI(p) (V Y) -P{X{f)Y+ f(p)(V Y) )-0

I T X P X P

e quindi sP è ben definita.

Inoltre se estendiamo X,Y a campi di vettori [ ... tali che X,Y] e
p

T H
P

risulta

- -.'"- (V~Y) -(V~Y) cCV ·X)
X p X P Y P

[
N ~] _ _ [~ _ ] p

- X,Y -(V-X) + X,Y - S (Y,X).
p Y p p



6'- ~

Essendo sP chiaramente lineare la tesi è completa ente dimostrata••

sP prende il nome di 2-forma fondamentale di (f,M) ed è proprio la

ben DOta 2-forma quadratica fondamentale nel caso in cui H è .ma su-

perficie bidimensionale iili eraa in 3(-). .
N - R • Ricord1.8 , che la pri8lll

forma fondameQta1e non è altro che la metrica riemsDDiana.

3.1.4. DEFINIZIONE. Diremo che H !-geodetica in p •se per Ogn1

xt T H
P

esiste C > O tale che exp (tX)C H
p

se- Itl < E.

H si dice totalmente geodetica se è geodetica in ogni punto.

ESEMPIO. Sia P un sottospazio di e

Per abbastanza piccolo

T N
P

H - {exp Y/Y ( B.}
p E:

B - {XfP/ Ilxll < d.
E:

è ,ma sottovarietà geo-

detica in p.

3.1.5. PROPOSIZIONE. Se H- è geodetica in p allora

Dimnstrazione. Sia Z' T H e y la geodetica in H uscente da p con
p

vettore velocità Z. Poiché y è una -geodetica, (VZZ)p - o, Ma per l'ip<)-
tesi fatta su H e per il fatto che y(t) - exp (tZ)

p
la curva y è

geodetica anche in N perché v Z - O; ne segue che
Z

per

ogni Z. T H, Ora se X,Y C T H, essendo
p p

i(x+y,x+y) - O e quindi si ha

•tr1e8,

l'asserto,.

Z è un campo di verSari normali a H risulta

Sp(X,Y)-hP(X,Y)Z e l'applicazione bilineare e sii etrica h:r(H)xf(H)+ I<H)

definita da h(X,Y)(p)-hP(X,Y) è, nel linguaggio classico, la 2-(orma

fondg c nta1e di H relativa a Z.
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Ovviamente M è tota111lE'nte geodetica se e solo se •per 0801

p in M(si può veder10 col ragionalllE'uto seguito sopra).

Diamo ora delle relazioni tra la curvatura in M e in N. Decom-

ponendo il tensore di curvatura R di N nelle •part1 tangenziale e

normale (rispetto a M) si ottengono le classiche equazioni di Gauss e

Codazzi-Mainardi :

(G)

(C-M)

P(R(X,Y)Z) - R(X,Y)Z - P(VxS(Y,Z) - VyS(X.Z»

dove X. Y,Z • f(M) e S(X,Y) - Sp(X ,Y ).
p p p

3.1.6. PROPOSIZIONE. Sia {S.}. 1 2 (d' -d:~)unaJ J- :t , ••• , 1mN ~
base ortonor-

male per v (M) in un aperto coordinato U; siano inoltre p , U e-
X,Y , T M'P , allora

-K(X,Y) - K(X,Y) +
2

E.«V S.,X)(VyS.,Y)- (V S.,Y) ).
l XJ l Xl

Dimostrazione. E' un semplice calcolo a partire da11'equszione di Gauss(G) ••

Sia y una geodetica in N contenuta in M(dimM ~~) e parametrizzata

con la lunghezza d'arco. Sia X un campo di vettori tangenti a M lungo

y, parallelo in M, unitario e ortogonale a y.

3.1.7. COROLLARIO. K(X(t),y(t»~ K(X(t),y(t» e l'uguaglianza vale se

e solo se X è parallelo in N lungo y.

O1mostrazione. Segue bana111lE'nte della considerazioni fatte in 3.1.6
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tenendo presente che

-
V X - V.X - O••
i' Y

- .V.y
Y

•V.y
Y

- O e, se X è parallelo in N,

Esaminiamo ora il concetto duale di sottovarietà. Siano H,N

tà differenziabili di dimensione n+k • n rispettivamente.

•var1e-

3.1.8. DEFINIZIONI. a) Diremo che un'aePlicazione differenziabile

1f:M-+N è una sottoimmersione{ o coimmersione) se (dw)
p

•vo per Ogn1 p •1n M. E' ben noto allor a che, !!. w ...!è~u!!n~a!...:s~o~t~t~o!!.!i!!!i1'!!'''!!!:r-

• •s10ne, per Ogn1 p di N-
-l

w (p) è una sottovarietà di M di dimensio-

ne- k.

b) Per q • M, v
q

-l
• T w (w(q» sarà per definizio

q

ne il sottospazio verticale di

tori verticali.

T M. V
q

sarà lo spazio dei campi di vet-

c) Se M ed N sono munite di una struttura rie-- -
•mann1ana, H - V~ si dirà sottospazio orizzontale di T-K•

q q •
H sarà il

sottofibrato dei vettori orizzontali.

d) Diremo che 11 è una sottoi • • •rr810ne r1emwn n1ana

: H
q

è un'isometria nel senso che (X,Y)-«dw) (X),
q

(d... ) (Y»
q

per X, Y f H •
q

DilllOstrere8lO ora un teorema che dA una relazione tra la curvatura se-

zionale in H e la "corrispondente"curvatura sezionale in N.

---Siano X,Y,Z. r(N) ed indichiamo con X,Y,Z ~ r(H) i" sollevamenti
---orizzontali", cioé gli unici campi di vettori tali che X, Y,Z t B e

- - -
dll(X) - X,d1l(Y) • Y,dll(Z) - Z.
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Indichiamo inoltre, se W. r(M) , con wY
e le componenti, rispet-

tivamente verticale e orizzontale, di W. Infine sia V (V) la connes-
-

sione riemenniana in M(N), K (K)
-

la corrispondente curvatura sezio-
naIe, R (R) il tensore di curvatura.

3.1.9. PROPOSIZIONE.
--[X, Y, ] ~ende solo da

p
- -
X e Y •

p - p

Dimostrazione.Se T è un campo di vettori verticali si ha

([ i,i ],T) - (Vxy,T) - (V-j.,T) -

- _. -- -- -- -- --
X(Y,T) - (Y'VXT) - Y(X,T) + (X,YyT) - (X,YyT) - (Y,VXT)'II

3.1.10. TEOREMA (formula di O'Neill). Con le notazioni gia fissate,

se T: M + N è una sottoimmersione risulta-
---K(X,Y) +

3
4

--v
II[x'Y) II- K(X,Y) •

Dimostrazione. Cominciamo con l'osservare che

~) ([ i,i ],Z) - ([ X,y] ,Z);

ii) se T tV allora «(X,T] ,i) - o; in effetti basta tenere conto

che ~IB è un'ho rtria e [dll(X),dT(Y)] - dll([ X,Y l);

•come Sl

verifica subito ricordando la 1.1.6. e la 1.1.7 ••

- -

una base ortonormale in T(K) tale ,.,,,' v f , li -dll(X.) • X.•
l
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- - - - - - - - - - -
--(V-V-X Y)+(V-V-X Y)+(V[- - X Y)-

X Y , Y X ' x, YJ '
- - - - - - - --X (V-X Y)+(V-X V-Y) +Y , Y , X

- -
di x, Y

- - - - - - - - - - -
+ Y(ViX,Y)-(ViX'ViY)+(Vri,i]X'Y)- usando i,ii),iii) e le espressioni

k --- ---
nelle basi suddette - (R(X,Y)X,Y) + .&l(Vy-X,Y.)(Vx-Y,Y.) +

J- J J

k

(vx-i,y.)(v-i,y.)+ .& ([ X,Y ]Y.)(V X,Y) - K(X,Y)- -4
3

11 [i,i ]V I1 2••
J Y J J-l J Y.

J

- - -3.1.11. COROLLARIO. Se K(X,Y) > O allora K(X,Y) > o.- - -
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3.2. VARIETA' A CURVATURA COSTANTE.

Ci proponiamo ora di classificare le varietà semplicemente connesse

a curvatura costante. Cominceremo col descrivere i "modelli" e dimostre

remo poi che ogni varietà semplicemente connessa (e come al solito com

pleta) è isometrica ad una di queste varietà modello.

3.2.1. SPAZIO REALE STANDARD. Consideriamo ~m con la struttura

standard di varietà differenziabile e la metrica "ellittica"

( • é ..
lJ

m
(Il. .6, ,) è allora una varietà completa semplicemente connessa. Inoltre,

lJ

per le proprietà di simmetria della derivazione seconda in

tJ V Z
Y X

,
per CUl R = O e quindi K s O.

3.2.2. SFERA STANDARD. Sia K > O una costante e
m m+l 2-..:,1_

SK s {XfR Illxll ~I<

ha una struttura canonica di sottovarietà differenziabile di
m+l

R •

quindi una metrica indotta dalla struttura riemanniana usuale in Rm+l.

Se N - il di
, , ,

normali "esterni" Sm ,
intor-e campo versar l unltarl a ln un

K
, a

coordinato risulta L,aX
l ,

Y.Z
,

no U N = • l. Se sono versor> tan-
l ax

•gentl a S
m. l m+l

ln (x •••••• x )
K

e ortogonali. risulta V N S L. fr{ yi
Y l

a ,
lax

essendo
,
l

L, Y
l

-
a ,

-1
ax e quindi dalla proposizione 2.1.6 e da 3.2.1

-si ottiene K(Y.Z) - K (abbiamo indicato con K la curvatura sezionale

rispetto alla metrica indotta in da ( Rm+l. 6 • ,» .
lJ
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3.2.3. SPAZIO DI POINCARE! Sia K < O una costante e consideriamo

l'insieme
m 2

• {XtR /lIxll < -
4

K
ha ovviamente una strut-

tura canonica di varietà differenziabile e in essa introduciamo la me-

•tn.ca

g ..
~J

. (
, 6 ..
a ~]

-aT ) . -(-:-1-+(-:-K-:'/4:..0.)o;l'I;-xo;l,""-2') 2

dove Il x Il è ancora la norma io
m

( R ,6 .. ) di
~J

Ricordando la

•
ott~ene

1.1.6. e derivando l'uguaglianza g .. ~(
q

--=a_.) .
axJ Sl

k
.. f ..

~J

ed ancora permutando gli indici e sommando

k
f ..
~J

a
•

axl

da • nel nostro caso, D (l (K/4) Ilx11 2
)2, • •

cu~ posto ~ + s~ ott~ene

••

Kx
l• Kx~• •

~
• •

f~
i '"

•

'" k f
• 1 ~ l

1S O se J ~ e r .. ~ r .. ~ r .. ~ r .. • • •jk 2D
,

2D~l J~ 11 Li

Ricordando allora la definizione di curvatura si ottiene K(X,Y) : K

per ogni coppia (X,Y) di vettori indipendenti in T M •
P K

3.2.4. LEMMA. Siano M,M' due v~!ietà ri~mannianc. connes~c e M c9~let8.

Se f : M .. M' è un' isometria (cioé se per ogni p l'l!'l--, .. (di)
P

: t li ..
P

è un'isometria) allora
---~



i)

ii)

f

f
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- . .e surlettlva
-' . (-)e rlvestllDento

iii) M' è completa.

Dimostrazione. Essendo f un'isometria----- (df) è non singolare per
p

ogni pt M e quindi f è un diffeomorfismo locale per il teorema del

le funzioni inverse; in particolare f è aperta. Sia p' ~ f(M) e V

un intorno normale di p' (cioé contenuto in un aperto immagine diffeo-

morfa • di aperto di T M' nel 1.2.10)traDl1te exp , un come teorema
p p'

e q' q; f(M)n v. Sia y , • [ 0,1 ] ... M' l'unica geodetica minima le con• -
giungente p' q' • Fissato qf rl(q') • la geodetica uscentee Sla y

da q con vettore velocità (df)-l(_y' (l~. Poiché f è un'isometria
q

f o y è una geodetica uscente da q' con vettore velocità -y'(l) e

quindi (f. y)(t) = y'(l-t). Poiché M è completa y(l) è ben defi-

nito e f' y(l) = p'. Essendo M' connessa ne segue che f(M) s M'e

quindi la i).

Con ragionamento analogo mediante la i) si prova la iii).

Per quanto riguarda la ii) sia P'E M'ed e > O tale che exp,
p

sia un diffeomorfismo di {x f T ,M'I Il xii < 2d su un aperto V'
P

contenente p'. Siano

V = exp ,{{X f T ,M'/IIxll
p p

< e}),{p.}
1

-l
z f (p') e

U.• exp UHT MII lil I < d).
l R. p

~

Vogliamo verificare che f-l(V) = U.U., U.n u.• '" se ijlj
1 l l J

e f
l

:u ....v
U. l

l

(Q) Ricordiamo che un'applicazione continua tra spazi topo logici

f:X ... Y si dice un rivestimento se pfY • •eSlste un lutorno V
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è biunivoca. Se q f f-\V) e q' = f(q) esiste un'unica geodetica

minima le y' da p' a q' di lunghezza minore di Poiché f -e
un diffeomorfismo locale con ragionamento analogo al precedente possi~

ma "sollevare" y' ad una geodetica T uscente da q. Se t=d(p',q')
o

essendo M completa y(t )
o

è ben definito ed f(y(t » = p'
o

quindi

y(t ) qualche • q E u. (y - parametrizzata la lun-E p. per l e e con
o l l

ghezza d'arco). Se U.flU. 1- '/J • 1- • allora d(p. ,P.)<2Eper l J e se
l J l J

- geodetica minimale tra f·y - geodetica diy e una p. e p. sara una
l J

lunghezza minore di 2E uscente da p' e confluente in p'. Per come

è stato scelto E si avrebbe allora (foy)(t) = p' •per Ognl t; ma qu~

sto è impossibile perché f è un diffeomorfismo locale e P. 1- p ..
l J

y.
J

è una geodetica minimale da

p.aq.,j=l,2, foy ed foy
l J l 2 sono due geodetiche di lun-

ghezza minore di E da p' a f(q.).
J

Per la definizione di E allora

Vedremo ora che in un certo senso i precedenti esempi esauriscono

tutte le varietà semplicemente connesse a curvatura sezionale costante.

Diremo che due varietà M
I

,M
2

sono isometriche se esiste un'isome-

tria f: MI + M
2

che sia anche un diffeomorfismo.

3.2.5. TEOREMA. Sia M una m-varietà riemanniana completa e sempli-

cemente connessa tale che per

stante. Allora

•ognl p +M, x,Y E: T M
P

e K(X Y) = K = co-, -

tale che f-I(V)_

un omeomorfismo su
u'"
V

U con U
(l (l

•per Ognl (l.

aperti disgiunti tali che •Sla



- 71 -

i) K > O M - isometrica alla sfera Smse e
K

ii) - • • m
6 .. )se K - O M e lsometrlca a (R ,
l)

iii) K O M - isometrica alla . - di Poincarè.se < e varleta

Dimostrazione. Cominciamo col ricordare (paragrafo 2.2.) che, nelle

nostre ipotesi, se y: [O,"") -> M è una geod"tica uscente da p 6 M

e (P.(t»)
l

una base ortonormale parallela in con

i campi di Jacobi nulli in t· O costituiscono il sottospazio vetto-

riale di r (y) generato dai campi di vettori

, cfR

b) X. = ~(t)p.(t)
l l

, t ;. l , ove è una soluzione del-

l'equazione differenziale ordinaria ~ .. (t) +KH t) - O con la condizione

iniziale ~(O) - O, ~'(O) = l. Inoltre indicato con Q.(t) il traspor
l

to parallelo di

Se K - O Ht)-t

P.(O) lungo (ty(O») in T M, (dexp) .( )tQ.(t)-~(t)P.(t).
l P P ty O l l

22 2
e quindi I kdexp ) • (O) Q. (t) Il - Cl / t )t (t) Il p . (t) II- l.

p ty l l

pertanto exp
p

: T M
P

->M è un I isometria
m

(T M- ( R ,6 .. ».
p l)

Inoltre per

è un rivestimento e quindi, essendoil ll'!!IIllI 3.2.4.

mente connessa,

exp
p

d ·ff f· (-)un l eomor lSmo.

M semplice-

(-) Infatti, valendo per un rivestimento f la proprietà di sollevamento

della omotopia si ha che se f(p)-f(q) e P;'q, un cammino da p a q

si proietta in un cammino chiuso di origine f(q). Se la base è sempli

cemente connessa, una omotopia di questo cappio al cappio costante si

solleva ad un' omotopia del cammino originario ad un cammino tutto con-
•tenuto in f-l(f(p» (omotopia che mantiene fissi gli estremi). Ma .-CiO

è assurdo perché la fibra di un rivestimento è discreta.
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Sia K < O. exp è un diffeomorfismo locale in quanto non vi sono
p

punti coniugati. Inoltre per una delle interpretazioni geometriche de!

la curvatura date nel capitolo l, le geodetiche uscenti da p"divergo

no" e quindi, salvo qualche noiosa verifica, possiamo concludere che

exp
p

è globalmente bigettiva. Sia MI lo spazio di Poincarè costrui

to precedentemente; ovviamente le stesse considerazioni valgono per

è un'isometria, consideriamo l'applicazione... T M
o l

f : M

sono i campi di-X.
l

f - exp. F •

dove

definita da

-(dO ( )X. (t) - X. (t)
y t 1 l

Risul ta allora

M.SeF:TM
1 P

differenziabi le

Jacobi costruiti su MI analogamente agli X. lungo la geodetica
l

t ... exp (tF(y(O»
o

sono definiti gli

(ricordiamo che y è la geodetica lungo la quale

X.). Ne segue allora che f è un'isometria e per
1

lo stesso argomento del caso precedente M ed MI sono iSQmetriche.

Se K> O, con le notazioni dell'ultimo paragrafo del capitolo Il

to sulla sfera standard

• •S1 ott1ene - {Xf T M/llxll-~t'K1,.(t)-senli t,e quindi, fissa
p -

m m
S un punto p ed UD'isometria F:T M+T~ S ,

K P p K

resta definita un'applicazione continua • exp_ •
p

-1
F.exp ,

p

che è differenziabile su exp ({X t T Millxll<ll/IK}).
p p

H

F



Consideriamo ora

data da a(X) a [
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l
q - exp (C (p» e l'applicazione

p

dexp (tX)
_p~-]

dt t-w/IK •

a:TM-+TM
p q

Se a: M -+ M è l'applicazione
l

a(p) - exp (C (p»
p

risulta

(da)
p

- a e quindi a è lineare. Analogamente sia

l'analoga applicazione per Sm . possiamo allora definire
K

-l m
expq : M -+ SK .

La differenziabilità di f
2

in q ed il fatto che f
l
-f

2
ci forni-

scono una applicazione differenziabile su tutta la varietà M. f:M-+
m

S .
K

Con ragionamenti simili a quelli già seguiti si prova poi che M ed

S~ sono isometriche ••

OSSERVAZIONI: l) Per concludere che (df) è un'isometria abbiamo
p

usato implicitamente il fatto che un'applicazione lineare che manda una

base ortonormale biunivocamente su una base ortonormale è un'isometria.

2) Notiamo che nel caso K > O la differenziabilità di

in q non è affatto scontata a priori. In effetti per poter definire

su tutta M e per provare la continuità ci siamo valsi solo del fat-
to che - {XfT M/llxlI

p
l

exp (G (p»-{q})
p

e del fatto che la restrizione di exp a {x f T M/ Il xii <K } è localmente
p p o

bigettiva.

Queste sole ipotesi però non implicano che f
l

sia differenziabile.
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3.3. VARIETA' A CURVATURA DI SEGNO COSTANTE.

Facciamo ora cadere l'ipotesi che la curvatura sezionale rimanga co-

stante per ogni 2-piano tangente e vediamo come alcune delle conclusio-

ni del paragrafo precedente rimangano vere sotto l'ipotesi più debole

che K abbia segno costante.

3.3.1. LEMMA. Sia- M una varietà completa, p f M e- exp : TM+M
p P

ovunque non singolare. Allora - . .exp e un r1vest1mento.
p

Dimostrazione. Definiamo una metrica in T M diversa dalla metrica
p

ellittica considerata in 3.2.1. ponendo per V,W'T T M
X P

(V,W) -.«dexp ) V
P X

, (dexp ) W).
P X

Il prodotto scalare così definito è non singolare per ogni

X fT M)
P

•IIUn1sce T M
P

«dex )
p X

di una struttura riemanniana rispetto alla quale

exp:TH"'H
p p

è un'isometria. Inoltre le geodetiche uscenti da 06 T M
P

rispetto alla nuova metrica non sono altro che i "sollevameuti" delle

geodetiche in H uscenti da p e quindi sono ancora i raggi

{tX/ t, R, X(T H}. Per il teorema di Bopf-Rinow enunciato nel capito
p

to l T H risulta completa rispetto a questa nuova metrica e, per il
p

, exp
p

risulta essere un • •r1vest1mento ••

3.3.2. TEOREMA. (di Cartan-Badamard). Sia M una varietà completa e
•

semplicemente connessa. Indicata con K la curvatura sezionale •
S1a

K(X,y)~ O

risulta diffeomorfa adquindi H

•per ogn1 x, Y. Allora exp : T M ... M è un diffeomorfismo,
p p

m
R.
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Dimostrazione Se proviamo che exp
p

risulta ovunque non singolare,

per il leDlDa 2..1.7. avremo che exp è un rivestimento e l'ipotesi di
p

semplice connessione assicurerà la tesi.

Ricordando dalla proposizione 2.2.7. che i punti coniugati a p so-
no tutte e solo le immagini di punti singolari di exp basterà dimo

p

strare che se y: [ O, ~) ~ M è una geodetica e J ~ r(y) è un campo di

Jacobi nullo in O e non identicamente nullo, allora J(t), O •per ognl

t , O

Ora dall'equazione di Jacobi risulta (

O, pertanto la funzione

J ,J)
2

dt

D 2

dt J Il ~J,J)+II
2

D
(dt:l

D
dt J,J) ae quindi

D
• (dtJ,J) è monotona non decrescente e f(O) • o. Se per qualche

t
o

risulta • O si ha dunque • O •per Ognl D,t ]
o

e quindi J(t) - O come segue· immediatamente ••

Per studiare il caso K' >0 introduciamo una "misura di curvatura" un

po' diversa.

Se PfM e T M
P

definiamo
-

T M ~ T M
P P

ponendo

-
essendo R al solito il tensore di curvatura.

3.3.3. DEFINIZIONE. Definiamo curvatura di Ricci in X
l

,X
2

e la indi----
-

chiamo con C(X
l

,X
2

) la traccia dell'a~licazione C(X
l

,X
2
). In particola-

•re ponlamo C(X) • C(X,X) •
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E' facile vedere che la curvatura di Ricci è un tensore doppio cova-

•rlante.

3.3.4. LEMMA. Sia- {X , .••• X } una base ortonorma1e in T M. Se indi-
l m p

chiamo come al solito con K la curvatura seziona1e risulta

C(X ) - C(X .X )
m m m

m-l

- t
i-l

K(X .X.).
m 1

Dimostrazione. C(X )
m

•- tracCia ( (R(X ,X.)X .X.» 
m 1 m J

m
- t (R(X ,X.)X .X.)

. 1 m 1 m 1
1-

m-l

- t K(X ,X.) ••
. m 1
1-1

3.3.5. TEOREMA (di Mayers-Bonnet). Se per • pt M X (OT Mogn1 e con- p

Il XIl - l risulta C(X)
m-1

r> 0, allora nessuna geodetica di> •- 2
r

lunghezza ma&aiore di wr è minima1e.

Dimostrazione. Sia y: [0.1 ] ~ M una geodetica di lunghezza L>O par!

metrizzata con la lunghezza d'arco. Sia {Xl(t), ••••••Xm(t») una base or-

tonorma1e in

lungo y e

Ty(t)M tale che i campi di vettori Xi(t) siano paralleli

X -(l/L)Y(t). Poniamo J. - (sen wt)X .. Risulta allora
m 1 1

l E (J .•J.)-
•• l 1

l

f (J.(t).
O 1

J.(t)+R(Y(t).J.(t)y(t» dt-
1 1

l

- f
O

2
(sen wt) {w

2
- Ll(X (t).X.(t»X (t). X.(t»}dt.

m l m l

Sonl"ando e tenendo conto del l ..DlDa 3.3.4. si ottiene
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l
2

m-l
E

i-l

1

E (J.,J .) - f
•• l l

O

(sen
222

rrt) {(m-l)rr -L C(X )}dt
m

Poiché C(X ) >
m -

m-l
2

r

• se L > rrr risulta
1

2

-m-l
.E E (J.,J.)< O .
l-l.. l l

La forma E•• non è quindi semidefinita positiva su r n
or

e quindi per

il corollario 2.1.13. or non è minimale .•

3.3.6. COROLLARIO. Nelle stesse ipotesi del teorema ~recedente risulta

l) M è compatta

2) rrl(M) è finito.

DilllOstrazione. Per la l) osserviaJJlO che M-exp ({x«r M/llxll< rrr}) e
p p -

quindi essendo immagine continua di un compatto è un compatto.

Per la 2) sia
N

n : M ~ M il rivestimento universale di M (si veda

Spanier [25] ).

-Sollevando la metrica di M su M mediante n cioé ponendo per defini-

zione (X,Y) - (dn(X),dn(Y». si ottiene ""su M una struttura riemanniana

..
con le stesse caratteristiche di curvatura e dunque per l) M è compatta.

Ma allora per ogni p f: M n-l (p) è un insieme finito di punti e quindi

rrl(M) è finito (si veda ancora Spanier) ••

3.3.7. COROLLARIO. ~ K(X,y),:~ O l'~er;....,;;,.ogn;.:;.i_X,Y allora C(X) >-
n-l
.ç=l

o

e guindi valgono le conclusioni del teorema di Myers-Bonnet.
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3.4. GRUPPI DI LIE E SPAZI SIMMETRICI.

Esaminiamo ora alcuni dei concetti e risultati fin qui esposti

su un tipo particolare di varietà: gli spazi simmetrici. Dette va

rietà sono importanti perché la struttura di cui sono ddate permette

calcoli "effettivi" ed inoltre esse costituiscono una classe abba-

stanza vasta da offrire una gamma di esempi interessanti e buoni te-

sts su cui controllare congetture.

Per le definizioni e prime proprietà rimandiamo a Helgason [ 131.

Se G è un gruppo di Lie,e l'elemento .neutro di G, ~ - TeG

l'algebra di Lie associata indichiamo con

stra per

la rappresentazione aggiunta. Un(Ad )
g e

g I: G e con R
g

- (d(R • L -l) : a .. 8
g g e ..

quella

L
g

destra e

la traslazione sini-

•S1a

prodotto scalare sull'algebra 1 induce una metrica riemanniana su

G invariante per traslazioni sinistre.

In generale non sarà possibile munire G di una metrica invarian-
te sia a sinistra che a destra salvo in casi particolari. Ad esempio

se G
. (-)

è un1modulare e < , > un prodotto scalare in $' ponendo

(u) Ricordiamo che una misura su un gruppo di Lie G è una famiglia co~

noto che se G è localmente comtinua {Il }
g ge G

patto, come nel

di misure su T G. E'
g

caso di gruppi di Lie lìneari reali t una misura Il
e

-
as-

-
G.

in modo continuo e si ottiene così una misuT G
g

• •S1n1stra su• •ra lnVar1.ante a

segnata su T G si può estendere tramite il differenziale delle trasla
e

• • •• •Z10n1 S1n1stre a Ogn1

Se ta~e misura, detta di Haar, è anche invariante a destra si dice che

G è unimodulare. Ciò si verifica sicuramente se G è compatto; più

in generale si prova che G è unimodulare se e solo se det(Ad ) = l
g

per ogni g E G.
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(V,W) - f «dL)' (dll ) (V), (dL ) • (dR) (W»dll(g)d\J(h)
GxG g ~ h g

si ottiene una metrica riemanniana invariante a destra e a sinistra.

Ricordiamo inoltre che le geodetiche uscenti da e, rispetto ad

una metrica invariante a sinistra, sono soluzioni dell'equazione di!

ferenziale

e quindi se x è un campo di vettori invariante a sinistra • O.

3.4.1. PROPOSIZIONE. Sia G una metrica
•

•
10-

variante a sinistra e a destra (biinvariante). Siano X,Y,Z,W ~

di vettori su G invarianti a sinistra. Allora

i) ([ X,y] ,Z) --(X,[y,z)

ii) R(X,Y)Z
l

([X,Y), Z]- 4

iii) (R(X,Y)Z,W) =
l

([ X,Y ],[ Z,W).
4

Dimostrazione. Se X,Y sono invarianti a sinistra, anche X+Y lo

è e dunque

O - V X+Y - V Y +
X+Y X

•per CUi
l

2
[ X, Y J.

Inoltre O· Y(X,Z) = (V~,Z) + (X,VYZ) e quindi ([ Y,X] ,Z) - -(X,[Y,Z).

Usando ancora l'uguaglianza V Y =
X

l
2

[ X, Y ] si ottiene la ii)

R(X,Y)Z - -V V Z
X Y

+ V V Z +
Y X ••• - l

4
[ [ X, Y ], Z) •
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Analogamente si verifica la iii) .•

3.4.2. COROLLARIO. Nelle ipotesi della • •proposiZione precedente si

verifica K(X.Y) ~ O

K(X.Y) • O se e so lo se [X. Y ] • O.

lndichiamo con ~ = {X ( ~ I [X. Y 1 - O • y Yf~} il centro di ~.

3.4.3. TEOREMA. Un grueP0 di Lie con metrica biinvariante e cen

tro nullo è cOmpatto ed ha gruRPo fondamentale wl(G) finito.

una base ortonormale. Poiché

g e {X.X •... X I}
l Dr

~. {O} esiste i. {l •...• m - Il

• • •un vettore unltarI0 InXDimostrazione. Sia

tale che [x.x.] I O.
l

Ne segue allora

n-l
C(X) -.tl(R(X.X.)x.x.) > O

1- 1 l

inoltre C(X) è una funzione continua sulla sfera unitaria

S • {Xf 'il / Il X Il • l} e quindi esiste K tale che C(X) ~ K > O
o o

per ogni X, S.

La conclusione segue allora dal teorema di Myvers-Bonnet 3.3.5 •.•

Ricordando il teorema di struttura dei gruppi di Lie coma.tativi

(un gruppo di Lie cOIDW.tativo G si può ottenere dal prodotto

G~
l

S x •••
l k

xSxll. dove Sl è il gruppo moltiplicativo dei numeri

complessi di modulo unitario ed R
k

il gruppo additivo sostegno di

uno spazio vettoriale di dimensione k) si ottiene la seguente carat-
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terizzazione dei gruppi con metrica biinvariante.

3.4.4. COROLLARIO. Un grupyo diLie G 90ssiede una metrica biin-

• I l l Rkvar1ante se e solo se G· G xS x ••• S x con GI cO1IIJ'at to.

Dimostrazione. Se G •
,l l k

G xS x... xS x R allora possiede una metri

ca biinvariante poiché G' è compatto (si ricordino le considerazio-

ni fatte all'inizio del paragrafo) e gli altri fattori sono abeliani.

Viceversa se G possiede una metrica biinvariante e é è il centro

di e ~J.. {XE g/(X,Y) • O e quindi

G è prodotto G· G'xG" di due gruppi di Lie le cui algebre sono ri

spettivamente e

Ne segue allora che G' è compatto per il teorema 3.4.3. e G" è

abeliano ••

Sia G un gruppo di Lie con una metrica biinvariante e H un sot-
togruppo chiuso. Introdotta nel gruppo G/H la topologia quoziente

modulo la relazione x'" y ~x-~ H, si può definire canonicamente su

G/H una struttura di varietà differenziabile rispetto alla quale la

proiezione w: G ~ G/H è differenziabile.

Siano ed le algebre di Lie di G ed H • •r1spett1vamente

allora ~. {, • "ll

Poiché la metrica su G è biinvariante esiste un "mica me" i"a su

G/H tale che dw I (dL ) ('IQ) :
x

(ci L ~) ~
x

è un' isometria.

G/H dotato di una tale metrica si dice uno spazio omogeneo normale e

• : G ~ G/H risulta una coimmersione riemanniana.
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3.4.5. DEFINIZIONE. Uno spazio omogeneo G/H si dice simmetrico se

G è connesso ed è dotato di un'involuzione o: G + G, cioé di un auto-

morfismo analitico o tale che 0 2 • I
G '

e se il sottogrueP0 chiuso

H è contenuto nello insieme G dei punti fissati di e contiene

la componente di

Posto

risulta

e in G.-

(da) x • - x}
e

c.'YY[- , ,

Tale decomposizione inoltre è invariante per traslazioni sinistre

per elementi di G e destre per elementi di H. Inoltre o induce

un automorfismo analitico involutivo su G/H.

Sia (G/H,o) uno spazio simmetrico e ( , ) una metrica in G •ln-
variante per traslazioni sinistre per elementi di G, per traslazioni

destre per elementi di H e per o.

Se X4 {. e Y4'll1 , (X, Y) ~ (o(X) ,o(~» • -(X, Y) e dunque I.. ed

""l sono ortogonali.

La metrica di G induce in modo naturale una metrica sU G/H (ov-

viamente invariante per o).

3.4.6. PROPOSIZIOHE. Se (G/H,o) è dotato della struttura rieman--
niana suddetta si ha

2

dove K è la curvatura sezionale in G/H e w: G + G/H la suriezio-
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•ne canon1ca.

ESEMPIO l). Come è noto Sm =
SO(m+l)

SO(m)
è un gruppo di Lie; consi-

deriamo in TISO(m+l) il prodotto scalare

(X,Y) traccia (X· Y)

e l'involuzione a •ln SO (m+ l) definita da

a (X) ."

-l

O

O

I
X

- l

O

O

I
•

Estendendo ( ,) per traslazioni sinistre si ottiene su SO(m+l) una

metrica invariante per o.

Indicando con Skew(m+l) l'insieme delle matrici antisimmetriche

si vede facilmente che
N

Skew(m+l) = TISO(m+l) (expA. O(m+l)«> A t Skew(m+l».

Se Cf Skew(m) , c =(c
l

e ... c )
2 m

t
e c è la matrice trasposta di

c è i_diato vedere che Skew(m+l) e 'rII sono formati rispettivame!!.

te dalle matrici del tipo

O

t
c

c

C

e

O

t
-c

c

O
•

O x O y

Se X -
t

x O
ed Y - t

yO
sono due matrici di ~ risulta
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e I Ix I I 2 i-(E.x.).
l l

Se inoltre X e Y sono ortonormali, in base alla 3.4.6. si ha

2 l • «E
k

(x
i Yk

-Y i xk )·tracC1a
K( (dlT) (X) (dlT ) (Y» = II[x,Y]II=- -,

2e e

(xkY ·-ykx.» .. )
l 2

= .Ek(x· y
k- Yixk ) - L

] ] l,] 2 l, l

ESEMPIO 2). Consideriamo lo spazio proiettivo
m U(m+l)

comp l es so (P - -:c.=':-=:-'---:_
U(l) xU (m)

con la metrica (X,Y) m - R traccia (X·Y). Si vede subito che l'algebra

di Lie di U(m+l) è l'algebra delle matrici antiermitiane; si verifi-

-1
ca facilmente inoltre che l'involuzione a(X) m

O

O

I

X
- l

O

O

l

•munlsce di una struttura di spazio simmetrico .

Procedendo analogamente a quanto fatto nel caso precedente si vede

O x

che ~ è lo spazio delle matrici del tipo X =
t

-x O

e quindi

se X, Y t 'l"I! sono ortonormali e se 'l' è l'angolo formato dai vettori di

lR,2m iunnagine di x ed Y
•tramlte l'identificazione canonica di Cm

con risulta

K«dlT) (X),(dlT) (Y»
e e

= II[x,Y]11
2

= 1+3
2

cos 'l'.
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l < K < 4., ,

Dai teoremi visti nei paragrafi precedenti si ottiene allora il se-

guente risultato.

3.4.7. PROPOSIZIONE. ~ p f C p
m

e- y è una geodetica uscente da

p allora il primo punto coniugato rispetto a p lungo y è a distanza

"
2

ed ha ordine l, il secondo si trova a distanza doppia ed ha ordi-

ne m-l, il terzo a distanza tripla ed ha ordine l e così via.-
Notiamo come un gruppo di Lie connesso G possa dotarsi di una stru~

tura canonica di spazio simmetrico.

Infatti consideriamo e l'involuzione a : definita

da a(x
l
,x

2
)· (x

2
,x

l
); ovviamente l'insieme dei punti fissi è la diag~

nale

G.

che è isomorfa a G ed è un sottogruppo chiuso ed inoltre

3.4.8. TEOREMA. Sia (G/H,a) uno spazio simmetrico e p E G/H.

Esiste allora un'isometria I :G/H + G/H
p

tale che I (p) = p e se
p

y è una geodetica tale che y(O) - p allora I (y(t» • y(-t).
P

Dimostrazione(cenno). a induce un'isometria di G/H in sé che gode

della proprietà suddetta per p ... (e). Se p'; e sia g E G tale che

L (p) ... (e).
g

Allora I - L • a • L -l fornisce l' isometria cercata••
p g g

OSSERVAZIONE. Si può dimostrare che una varietà M con una famiglia
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di isometrie come nell'enunciato del teorema precedente è uno spazio

siumetrico.

3.4.9. PROPOSIZIONE. Siano X,Y,Z campi di vettori lungo una geodeti-

di uno spazio simmetrico M - (G/R,o) e paralleli lun~ y. Allo

ra R(X,Y)Z- è parallelo lungo

Dimostrazione. Se W è un campo di vettori parallelo lungo e

q - y(c), T -

Risulta allora

I • I
y(cIZ) p

è un'isometria che porta p
•1n q.

(R(X , Y )Z ,W ) - (R( (dT) (X ), (dT) (Y » (dT) (Z ), (dT) (W » -
q q q q e p e p e p e p

- (R(X ,Y )Z ,W ) ,
p p p p

cioé (R(X,Y)Z,W) è costante per ogni campo parallelo W; le componenti,

rispetto a un riferimento parallelo lungo y, di R(X,Y)Z sono quindi

costanti e perciò R(X,y?Z è parallelo••

Cerchiamo, ora, nel caao di spazi (localmente) simmetrici, soluzioni

esplicite dell'equazione di Jacobi.

Sia y • R "'M una geodetica e K • T M'" T M la trasformazio• •y y(O) y(O) -

ne lineare data da K (X) - R(y(O),X)Y(O). Indichiamo con k , .•. k gli
y l m

autovalbri di K •y

(a) Le varietà che godono della proprietà che R(X,Y)Z è parallelo se

X,Y,Z sono paralleli si dicono spazi localmente simmetrici (le simme-

in tali spazi possono definirsi solo localmente). Un noto teotrie

rema

I
p

di Cartan ci assicura che se M è completa, semplicemente connessa

e localmente simmetrica allora M è uno spazio simmetrico.
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3.4.10. TEOREMA. I punti coniugati a p - y(O) lungo y sono i punti

(lTn/ ik. )
l

con n ( z - (O}) e- k. autovalore positivo di
l

K.
y

Dimostrazione(cenno). Innanzitutto notiamo che K è autoaggiunto
y

(K (X), Y) 
y

(X,K (Y»)
y

e quindi esiste una base ortonormale (X •.... ,X )
l m

con K (X.) - k.X .. Trasportando gli X. parallelamente lungo y
Y l l l l

•
S1 ot-

tiene un riferimento ortonormale parallelo rispetto al quale le compone~

ti W.
J

di un campo di Jacobi soddisfano l'equazione W"+e W - O• ••
J J J

•e qUI!!.

di si ha facilmente la tesi .•

In questo capitolo abbiamo cominciato a vedere come facendo delle

ipotesi sulla curvatura si possono ottenere proprietà topo logiche sulla

. -varleta.

E' naturale a questo punto domandarsi se, inversamente, data una va-

rietà con determinate proprietà topo logiche sia possibile dedurre propri~

tà delle metriche che si possono definire sulla varietà stessa.Probabilme~

te non esiste ancora nessun metodo per ottenere risultati di questo tipo

e pochissimi sono anche i risultati parziali.

Uno dei pochi risultati è che esistono varietà differenziabili omeomor

fe a sfere che non ammettono metriche a curvatura positiva.

Il seguente esempio è ripreso da Cheeger-Hebin L8 ] •

Sia Sp(m) il gruppo delle matrici mxm ad elementi nel corpo dei quate~

nioni e tali che A. - tA - L Sp(m) è un gruppo di Lie compatto ed è
•

qUl~

di dotabile di una metrica biinvariante. Consideriamo l'azione di Sp(l)

su Sp(2) data da -: Sp(l) x Sp(2) Sp(2) definita ponendo
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A

q

o

o

l

Questa azione è libera e lo spazio quoziente Sp(Z)/. risulta essere

omeomorfo a
7

S . Applicando i risultati precedenti è facile vedere che

la curvatura sezionale è non negativa. Si può vedere inoltre che detta

curvatura è strettamente positiva su un insieme denso ma non è noto se

è ovunque strettamente positiva né se Sp(Z)/.

metrica con curvatura strettamente positiva.

è dotabile di un'altra

La ricerca di esempi di questo tipo ha interesse anche per dare di-

rettive e suggerimenti in problemi di carattere generale. Infatti, ad

esempio, una delle difficoltà maggiori nell'affrontare il problema della

classificazione delle varietà a curvatura strettamente positiva è la ma~

canza di esempi, se si eccettuano le varietà classiche degli spazi proie~

tivi complessi e quaternionali e pochissime altre.


