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Pante 111 - Automi

17, Teorda deald automd

— i

LU prano Lavoro completo che s4 conosce su questo argomento e del 1961

V.M. Gluskov - The abstract theory o4 automata (testo in nusso).
Successivamente sono stati pubblicatli altrnd Lavorl:
L. Gdinsburna - An introduction to mathematical machine thery (1962)
U AAnbLE - Theory o4 abstract automata (1969)
Neusseu F - Halbgruppeu und awtomaten (1971)
Vi so0no pod Lavord pdi necentd,

In gerene, quando 4 parla di automa 84 intende parlare di un "sistema"
AN CulL 84 possono Lmmellerne Aniorumaziond, seanall, ecc. che modif.icano Lo
stato del sistema,da cul, Lintanto, vengono emesse injormazionte thasiormate,

seoncli, dati ecc.

Da un punte di vista assiomatico intendiamo pen automa (Automa “EALY)

una 5-pla

VL = (A, ¥, ¥, § ,1)

dove 5 & L'insdeme degldl stati del sistema, X L'insieme del seanall

di entrata ¢ Yy L'insieme di quelli di uscita; & e A 40n0 funziond:

0: AxX —> A , At Ax X — Y
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Ad esempdio, se a e b Andicano due stati di un sistema e X,y un se

gnale di entrhata ed uno di wscita,

(a,x) = b e A(a,x) =y, 84 ha }1 7@
/

Lo schema in 4iqura,

U automa Lo dinemo deginito perndettamente quando 6(a,x) & definito

per ogne  (a,x) e Lo diremo deterministico se & e X sono funziond

univoche. Parleremo pod di automa stocastico se & possibife dare una 4un

zaone di probabiliti condizionata P(a',y | a,x), che esprime La probabi
tita che L'automa assuma Lo stato a' dopo 4L seqnale y nell'ipotesd

che sia nello stato a dopo 4L seqnale x.

Un automa ¢ pod detto di MCOORE quando da 6(a,x) = 6(a',x') seque
A(a,x) = A(a',x"). 1In questo caso «L valore di X dipende sclo dallo
stato 4inale &(a,x), clol

A(a,x) = tu(ﬁ(a,x)) e, ad MME
ne cL0, &4 Acve:

UL = (A}XlY!Gi E")

Continudamo a dare alitre deginiziond.

Un automa Lo dicdlamo iniziale quando uno del suod stati, a, , € di-
stinto dagli altrhi: = (A,a, ,X,Y,8,)) ;quando UL =(A,X,8), Lo dicda
mo senza segnali di uscita: quando A & finito, Y[ 44 dice A-fincto;
quando sono 3inditi anche X e Y , U 44 dice finito.




dnautora Y, con steto indziale ag, fo diciamo di POBIN-SCOTT quandoe

ehaste Fec A, T ;J ap , 4 cul elementi sono privileniati nisvetto anfi

nVtnd Atatd Aol sisteme.,

Iy automa {andto puc essenre descrnitto con una tabella del tivo delle

tatelle di Cayler::
&L& ¥ e - -

x
4 ] |
Z - .(5(c13)Jl(c,a))

!
nel munto d'incentrho tha La niga z e La colonna ¢ 8 nipontato La
coppLa da valerd (6(c,z), l(c,z)) 50 L'awtoma ¢ senza seqnale d'uscita

ve ‘unontato solo L valore &8(c,z).

N
Nuando £'automa & di Moore A4 _/(_)_(/ vV b C .. -
mette 4n evidenza La funzione p, X I
come 54 vede nella tahella sequen d 11
te. & |- . . . (5(‘315,)
.

[l automa vud essene descrnitto anche mediante un grafo, come vedrere

in qualehke esemndo.,

Prima di dane altrne definiziond, ndlcliomiamo 4L concetfc 4 Semsinnuy

no Libeno.



fe X un Ansieme,indichdiamo con F(X) L'insdeme delle "narole"4on-

mall, 0 Lequenze {indite, costitucte Ja elowonti di Y. Se
DT NN Y, J v.e¥ (1g1 g k)
S D PR Ve, ,- y.e€V (1gig 4

sono due rnarole, deiiniamo L orodotto na core seque:

pq = }{132---:-}(1&}?1}72;...- y.&

12 prodotto ¢ associativo e quindd F(X) € un semigrupno (4semigrunno

Libero con base X). SL pub aggiungere La "parola vuota", e , e 44 ha al

Lorna L'elemento neuwtno.

Cra, se Ul= (A,%,Y,8, X)) & un automa, wossiamo considerare  F(A),
F(X), F(Y), insiemi delle murole di stati, parole di entrata e parole di
uscita, rispettivamente, Vogliamo profungare & e X a & , X 4n Mo
do che:

5 :Ax F(X) —» F(A) 9  &8(a,e) = a

)

XA i Ax F(X) — F(y) 3  Xa,e) = e
Se p = X1Xneeore Xy de4iniamo 8§(a,p) = Q18n00ee ey e
X(a,p) = Y Ypeeeee Yy dove :
a, = G(a,xl), a, G(al,xz), ceeve .y @) S G(ak-l’xk)

yy = l(a,xl), Yo= l(al,xz), TR A(ak_l,xk)
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Per brevita Andicheremo spesso con ap Lo stato 4inale.

Tale automa &4 dice sequenziale,

S4 dice che un automa  ha un sistema B di generatori per A (B < A)

quande pern ognd statoc a € A € : a=bp con b e p opportuni ele-

menti die B e F(X) rispettivamente,

VU 34 dice cickice quando esiste un sistema di generatorni costituito da

un 40f0 elemente. lin culoma iniziale 54 dice connesso inizialmenfe quande

Lo stato iniziale ag genera A, Un automa ciclico 5L dice connesso Joir-

terente quando ogni AXnte nenena A,

Ur outoma VL = (A,F,8), con F semiaruppo, &4 dice quasi-automa quan-

10 ;
5(a,fg) = & ( 8(af),s) per ogni aéA e £,z € F
1§, Esempd L automd
1Y Poniamo : A = {a,b,c,d} , X = {x,vy} , Y = {u,v]

§(b,x) = a

§(a,x) = 8(c,x) = ¢(d,y) =D
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5(a.v) = 8(b.y) = c

S(c,y) = 8(a,x) =4

A(a,y) = A(b,x) = A(b,y) = u

AMa,¥) = A(e,x) = A(c,y) = A(d,x) = A(d,y) =v

automa di 'oorne LL cud grajo @:

7]
/ Q
> (©
e La cul tabella 2:

u ' u v

,['}L a b c d

X b a b d

y c c d b

2) Sia A = {a,b,c,d,e,f} . X = {0,1,2,3,g} . F = {f}

UL, = (Aa,X,8:F), 4ncui § sard definita mediante b grafo,

5 un automa di Pobin-Scott. 1L suo arafo @:
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Ouesto grafo rappresenta Lo schema della serratura di sicurezza di una
cassafornte per La quale £ e L'unico stato in cud La cassaforte pud esse
ne aperia; La combinazione che sblocca La servatura & 2-1-0-3; g
nappresenta (L segnale "premerne (L pulsante”.

, .
3) Sia B {bl’bZ’ ‘oo bm} , X {xl,xz, - xn} ed A L'insdieme

detle espressioni formali del tipo:



D.X' Xue wense Xo = buX. X' venns X. &> b, =b., k=4 | -
171,74, R B B Jffr; 1 3 xll le, .....
Posto S(b.¥. X. , veees , X, , X.) = b.X, ..... X. X.
171,71, iy i I iy 1, ]
AL ha che
VL = (AX,8) & un automa (automa Libero)
Se B ={a,b} e X ={x,v} , 4L grafo dell'automa ¢ del tipo detto
ad albeno:

19. Sottoauwtomi, automi superiori, automd Ankeriors

Pen gli automi possono introdursi certdi concettli usuale delle sttty

ne alqgebriche.

} # #
Siano Ul= (A,X,Y.8, ) ) e 'UL = (A'",X',Y',8',)\") due awtome. S«
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)
dice che T & sottoautoma VL se A'e A, Y'< 1, Y'ey e
Yo sone Le nestriziond di & e X nispettivame te. Se almeno uno
denll insiemd A" X', Y ¢ ancluso vropriamente in  A,X,Y, diciamo

)
che Tt @ sottoautoma proprio AL UL . Se A€ A, ¥ =X, Y' =Y

) .
allora QY s4 dice A-so0ttoautoma AL UL

), . C ..
Un sottoautoma VU di UL s4 dice anczeale quando £'eventuale stato
anizdale di A & anche stato iniziale di A",

Sda orna B A: chiamiamo A' L'insdleme di tuttli ali stati del tipo

bp con b€B ¢ peF(X); allora ‘VLJ= (A',X,Y,8 ,A) ¢ un automa che

viene detto sottoautoma generato da B.

Séa VU = (A,X,8)un automa senza secnali di uscita; chiamiamo cen-

trho dell'automa L'automa ‘UL) = (A,X',8) dove:

X" = {x € X'! axy = ayx, pern 0qnL a e per ognl  y}

Introduciamo ora AL concetto di omomorfismo d'autfomd.,
: \ .
Siano VU =(A,X,Y,8 ,A) , U =(A',X'",Y'6",A") due automi.

Diclamo che Le applicaziond h, : A—>A", hz:x-—:-:{', hyt Y—> Y'

)
costituiscono un omomongismo da VU inUl se accade:

h, (8 (a,x)) = §'(h, (a) ,h,(x))
ha(X(a,x)) = A" (h,(a) ,h,(x)).

Eudidente & La definizione di isomorgismo di autord.



)
Se esdste un omomongismo da un automa UL su un awtora U , diciamo che

)
VU & {mmaadine omomonka 44 UL

. ) , : ,
Siaro UL ed VU due automi tall che X =X' e Y =Y'; una applica-

. .. , ) )
zi0ne h: A—> A’ AL dice A-omomorfismo da Ul 4in Il se accade che:

h(§(a,x)) = &§"'(h(a),x)

k(aax) = l’(h(a):x)
(in questo caso L ruolo di h, e h, ¢ svolto evdidentemente dalle

{ddentitd in X e Y nispettivamente).

Esemplo
Siano UL ed 'OL‘ due. automd Le cul tabelle sono:

)

VL] a b c d W 1 2 3
X (b,u) (a,u) (d,u) (a,u) x | (2,u) (1,u) (1,u)
y | (¢,v) (d,u) (a,u) (c,v) y | (2,v) (3,v) (2,v)
¢ 841 h: A=—P A’ cost definita:

h(a)=1], h(b)=h(c)=2, h(d) =3

)
S{ pud verificarne che h & un A-omomorfismo, TU & un'immagine omo-

)
monda di W ma, mentre VL 2 di Moore, b non Lo 2.

Come mostha L'esempio paecedente, un omomorfismo tra automd non “con-
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\
serva” La proprdiet di "essene di Moone", Co:r:, se "N ed UL sono 4L “oo-
he, per metltene 4in evdidenza questo 4atto, &4 ul {a vedere che wun omomon
jasr10 "conserva’ La proprietd di "esserne di Moore’ :e accade che:
h,(8(a,x)) = 6" (h,(a),h,(x))
h3(u(a” = u'(h,(a))
In maniera abbastanza ovvia 44 pul parlare di endomornfismi di un aute-

ma in 4¢, di automorfismi, ecc.,

SL pud anche damostrhane che gli endomordismi di un automa 4in 5& Aorma-

no semigruppo con La usuale operaziore di prodoitto.
Passiamo ona ad introdwwre L concetto di automa Aattorniale.

Diciamo che una relazione di equivalenza  R(4n A) @€ una conghuenza

se:
aRb =p 6&(a,x) R 8(b,x) . A(a,x) = A(b,x) per ognL x € X,
Se R ¢ una confruenza, indicato con Ag L' insieme delle classd dd

equivalenza di elementdL di A, dediniamo:

~,

VU = (A

L e,

2 X,Y,6 ,2)

dove $(ra ,x =[8(a,0)]

3( [ a] , X) A(a,x)
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~
SL puc provare che La dedinizione & ben posta e che UL ¢ un automa,

che definiame automa kattoniale o Lindichiamo con “JL /R.

A questo provesdto A4 pulb wrovare un Lrmorntante Feoremc.

TEO}L_E_{ma '1_9 o1

Siéa U un automa ed R una congruenza su A. AlLLora TUL/R & {imma
gine omomornfa di U ; vdiceversa se L'automa “YUl' & L{mmagine omomor4a
di UU , esdiste una congruenza R tale che UL' = YL/R.

(Omettiamo La dimostrazione) .,

Vogliamo ora introdumre L concetto di applicazione d'automa e dd

automa Ainperiore e superione.,

€ F(X): dielamo che xlxz...”xi(i < k) @

PyqpP,, q Non vuoto e # p, dieda-

£Lia  p o= XyXgeeassXy

una parte iniziale di p; 4se 1

If

mo che q @€ una sotloparte propria di p.

Sia ona  ae A: depindiamo una applicazione ua:F(K) ——> F(Y) 4n
modo che: aa(p) = A(a,p).

Se a ¢ Lo stato indiziale di V[, 84 serdve o invece di a,

e 84 dice che & applicazione indotta da UL,

Una applicazione o:F(X) —> F(Y) 84 chiama awplicazione d'awtoma

se esiste un automa iniziale UI che induce alclo? tale che @& = uﬂ}.

Le applicaziond d'automa sono caratterizzate dal seaquente feorem::
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Teornema 19.2

ina applicazione a' ‘F(X) — T(Y) ¢ una applicazione d'awtoma se

e s0lo se:

L) a conserva La Lunghezza di ogqni parolo;

) 2L'ammanine AL ognd narnte indizicle € ancora una parte indiziale.
Omettiamo La dimostrazione del teorema, ma internessa nilevare che
nella dimostnazione 34 usa una applicazione . F(X) =—> F(Y) tale

che a(pq) = a(p)ap(q) . Applicaziond di questo tipo, dette stati del-
L'applicazione o, ci portano ad introdwre L concetto di automa 4in-

{ertorne nel modo seouente.

S4a A, L' insieme degldi stats a Al una applicazione o, al varia

re di p 4in F(X). S pud provare allora che U =(4 , o , %,Y,8,, A,

dove 6&(up,x) = q . Au(ap,x) = ap(x) , ¢ un automa, detto

PX

automa inferiore die «a.

Arche U = (R(X), e X,Y,8%1%), dove 6%(p,x) = px, A" (p,x) =

w # ’
= uipx;, 2 un autora, detto autome suneriore di alecon ao(n x) intendia

mo 2'ultima Lettera di a(p x).
A questo punto & possibile erunciare LF

Teonema 19.3

S o 3 una avolicazione d'automa e UL 2 connesso indizintmente, al-
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Lona V| , ¢ Ammagine omomonga di UL che, a sua volta, 2 immagine

omemorda di ULS.

20, Eéemgip

Sia X

{x,v} , Y = {u,v,w} ¢ a:FX) —> F(Y) con Le

condLzLonAd

&
2
et
(D
T
1
D

d) alx) = uf (k 2 1)
) aly®y = V" (k 2 1)
. k k m+1 .« 5 .
AV P = X vyq —— a(p) = uw dove m 0 L Lunahezza di q;
k k m+l o :
v) P =V X q . a(p) = v w dove m @2 fa Lunghezza 4L q.

Determiniamo alA statdl di o ; 84 ha:

a(x*k+l) = uk+1 = a(x)ax(xk) = uux(xk)
k k
u(xyk) = uwk = u(x)ux(y ) ==uux(y )
lk _ k
a(xxkyq) _ SEtlomtl = a(x)a_(xyq) = ua (x yq)
k. .k
u(xykxq) = uvk+m+1 = u(x)ax(y xq) = uax{y xq)

OuindL o ¢ def wta come segue:



( e > e
xk —0 uk
K k
% v — W
k k. m+l

k

Pertanto o # o in quanto, ad esempio, a(y’) = v mentre

¥ k
ux(y ) w .

Facendo ded conti analoghi per a_, , 44 vede che a, = a,.
Continuando a 4{are contl 84 prova che:

}

A, = {a , o ay, mxy

s.{ﬂue.l
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Possiamo quindi considerare L'autorma in4erionre ’Ul , che nisulta
| o
essene wn automa do Moone,

|~ sua tabella o

X (o ,u) (o, u) ( - , W) (c:t}:y W)
y *(ay,v) (uXF,W) (uy,V) (uxv,v)

Osserviamo che L ahako dA 'U-(/ﬂ ¢ un grako ad albero.



