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17. Tr.or.Ùt de.I1U autom-<--

v.!i. G.euo "'ov - TI: e. abotMa the.oJty 0'1 aHtomata Ituto Ùt Jtu.060) .

S. GlnobuJti) - AI1 ù,-tJtodu~11 to mathe.maUca1 mac.Ml1e theJt/! (19621

" • 'Jt"·t.,.r,.h ll.{." - The.oJtlj 06 abotMc.t ~tomata (1969)

- Ha'-bgJtUppeu. ul1d automate.11 (1911)

V-<- 00110 po-<- tavoJt-<- p-<-ù Jtec.e/1U.

111 geneJte. quando 0-<- paJr1.a cl-<- automa oi.. i..ntende. pMtaJte d-<- un "o-<-ote.ma"

Va un punto cl-<- v-<-OtA. a<lh-<-omaUc.o -<-ntend.iamo peJt ~Ma (Automa ',(EALV)

una 5-pta

tJt, • (A. 11,. Y. 6 , À )

dove A è.e ' -<-noi..eme degU otaU del 6-<-Ote.ma.

t I i..nh-<-eme cl-<- oueUi.. cU. M UtA.:. '

.f.'-<-nh-<-eme dei.. 6eg~

e À oono 6unzi..on-<-:

6:AXX ,A •
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Ad u emp.w, 6e a e b -ind-ic.ano due 6.tati. cl-<. un 6.<..otema e x, y un 6e

!J nai.e d-i entltata ed uno d-i lU> c.w,

oCa,x) = b e ~(a,x) = y, 6-i lut

o I ., .
-<..-0 .6 C. Il enlG ..(.J1 :';-<.g U/la •

UJ1 automa io d.Utemo de6-inUo peJt~e.ttllmente quando o(a,x) è de~-in-i.ta

peJt ogni (a,x) e io d.Utemo de.teJtm-i.n-i.6tic.o H o e ~ oono 6unz.wn-i.

univoc.he. PaJLteJtemo po-i d-i itl.Ltama <ltoC.Mtic.a H è poM-ibile dMe una 6u!!

z.wne d-i pitobabilili c.ond-iz.wnata P(a' ,y' a,x), c.he up1Wne ta pJtabllb~

i.aa. c.he i' itlLtoma M<luma io <ltato a' do pa il 6 eq nate y nete. ' .i.potu.i.

c.he 6.i.a netto M.M.o a dopo il <leql1ai.e x.

Un automa è pa.i. detta d-i f.I(10RE quando da o(a,x) = OCa' ,x') 6e,)ue

~ (a ,x) = ~ (a ',x '). In quuto C.Mo il vai.OJl.e d-i ~ cl-<.pende ooio daUo

6tato 6.i.llate o(a,x), e..w~

~(a,x) - t'COCa,x»)

.- . .
~e ~, 6~ <I~ve:

vt. - (A,X,Y,O,p.)

e, ad uOlUme-

- (A,a o ,X,Y,o,~>';ql.Lll.ndo tIl,-(A,X,o), io cl-<.~

mo <lenza <llZfJnaU d-i l.L<Ic..i.ta.: quando A è 6.i.tUto, V(, <I.i. d-ic.e A-).i.n-i.ta;

quando <lona Mniti al1Che X e Y , 1IL <l.i. d-ic.e Mn-i.ta·
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taf:-el.C e d~. Crw!e,l:- - .. - .

- .. -

nel :7«(I'l.ta c!' .{.nca n:Cita bt(t la JU.lja z

capr-ta d;' vataJU. (o(c,z), À(c,z)) :<Ie

VI'. ·-u.P0lr.:ta.ta Mla ~ vILeaJte o(c, z) .

(1uanda R. I automa è cii MooJte ~.{.

r.1Ute Ùl evdeYlZll ia6uYlz.{.OYle t< '

come -!>,( vede netta t:a.hetta <!> etj«en

te.

e la cala YlYlfl c ~. JU.pafttrtJ::a -tll

R. I rudoma è ~ enza ~ e(] nate r~' ll~ ~A:a

b ,-. . _ .

•,
I

. - --
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'"l've.-<. , o ,~r.Q"cr.:c ~ <,V'vi.. te-; co '!:I.ti tlL-CtC. .In e,e C."'~,n;tl (U, v .Se.. .... '". .
., (l ~

,
k)~ - Xl x 2 · v v E ), "• • • • • . '!r --. .. -,-

,. (J •
t)n - Yl Y? .•..• " Y·E ~ l ~)t ,- l

~ono due. !"(I/wl e, I " • -<.t 'vw do .tJ:o ~enue:,]. e \"('Y'.AJJ_Y1!Q T'q caneo "

ubeJto con baJ.le xl. Si può a,ggiungeJte la "paJr.o.ta vuo:ta" , e , -

é'Jta, ~e iJl., = (A,X, Y, lì, À) è un iULtoma, pOll~iamo coM-<'deJtaJte F(A) ,

F (X), F (Y) , -<'Mùmi delle )'xvw.te d-<. ll.ta.ti, pMo.te d-<. entJuWt e paMle di

ullc.i:ta, w pe.t.tivamente. Voguamo pJtolungaJte

do clte:

e À
- -a lì, À

•-<.n ma-

-
lì : A X F(X)

-
À : A x F(X)

-~~ F(A)

-~~ F(y)

Iì(a,e) c a

-À(a,e) a e

Se de6-<.niamo -
Iì(a,p) - alaZ"" •.. "k e

dove:

a =
l

y -l

•••••. J ak I:

•. , •. , Yk =
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• . - - _.

TaJ.e au-toma ~.<. cUce ~equenzW.e,

Si.. d'<'ce. che un au-toma /;11. un ~~.tema B cU geneJta..toM. pVl A (B C A)

quando pVl og n.<. ~.ta.to a E A 11 : a ~ hp con h e p oppolttun.<. e1e-

menU cU B e F(X) wpe..tti...vamen.te,

1J[, &i.. d.<.ce cill..<.c.o quando u~.te. un ~~.tema cU geneJr1t.toJU CO&ti.tu.<.to da

un ~olo e1emen.to. Un C'JLWma .<.n.<.z.<.aJ.e &i.. cUce connuéO .<.n.<.z.<.aJ.men.te ouando
•

lo &.ta.to -i.n.<.z.<.aJ.e ao geneJta A. Un au-toma ud.<.ca -!>.<. cUce connU~a 60.'1.-

terren.te qua.ndo ogn.<. }..tIl!:O gel'!eM ~,

Cfr automa 1Jl,. (ft.,F,6), con F &em'<'gJtLtppo,~.<. cUcegUMi..-au.toma quan-

do :

Ha,fg) ·6 (Haf),g)

18, E~ empi.. Iv<. automi.._.

•pVt ogru a t A e. fJg é F

1) Po ni..amo : A ~ {a,h,c,d} , x • {x,y} • y • {u,v}

6(h,x) ~ a

6(a,x) ~ 6(c,x) • 6(d,y) • h
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o(a,v) - o(h,y) - co

6(c,y) = ii(,:,x) - d

À(a,y) = l,Ch,x) = À(Io,y) - u

À(a,y.) = À(c,x) = À(c,y) - À(d,x) - À(d ,y) v-

1.JL = (A,X,Y,o, À)

e. to. clLi tabella 2:

u v

©

u

,v)

v

x

y

a

lo

c

lo

a

c

c

lo

d

d

d

lo

1) S~ A - {a,b.c.d.e,f} , x = {O,l,2,3,g} • F • {fl

= (A,a,X,o ;F), .Ùt c.u,{. o 6Mà deMrUttt meeU.a.nte ìb gJt.ll.6o,

è UI'! a.u.-toma eLi. no b.{.1'! - ScQtt.. U 6UO gJt.ll. ~o è:
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,--------'~~--------------,

QUehto gJUl60 JUlpp1l.ehenta lo .lJchema dilla .lJeNUttu!'-Il. tU .IJ.i.CWlezza tU una

cM.lJa6oJt-te peJL la quale f è l' UIU.CO .lJtato in cu.i. ia CM.lJanOJt-te può eh.IJ~

ILe apeJLta; la comb.i.naz.i.one che .lJblocca la .lJeJL/!.O.tuIta. è 2-1-0-3; g

ILapp1l.ehenta il .lJegnale "plLemeJLe il puf..lJante".

31 Sia , ••• x }
n

b.x. x.
l '1 ' 2

• • • • • x .
'k • x. ""') x .• X

'1 'lt
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b.x. x .
l ' 1 ' 2

X. =
1

k
b.x. x .

J J l J 2
b. ­

l
b . ,

J
k =.e. , x. =

' 1 •••••

PO-6to °(b . Y.. X. •

l ' 1 ' 2
..... , x. ,

' k
x.) = b.x .

.1 J ' 1
x. x.

' k J

.ilA.. ha che :

= (A, X, °I è un au..toma I(w.torna ubeJtO)

Se B· {a,b} e x = {x,y} , od gJut60 dell'automa. è del tipo det:t:o

ad a.lbeJtO:

\ /
\".......

b

I .-.;/

Pell gu au..tom-i. poMO110 A..nbtoduMA.. ceJtU concetti MUaU delle !>:tJr.utt:u.

/te a.lg ebJtA..che.

SA..ano ~= (A,X,Y,o, À )
)

e 1JlI = (A'. x' •y' •<5 I • À I ) dlle iUU1Jm-i.. SA..
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,
d'<'ce. che. a è ooUoau;toma <U~ <le. !\ 'c. A, X' ~ :, y' ~ Y e.

15 f À'• <IO no te. ItUbUz'<'o n.<. rU f. e À W pdt<.vamv .te.. Se. alMe.no lL/10

deJ].t.<. '<'M'<'eJ>l'<' A', X' •Y, è '<'nc./'.llJ.>o ,'J/W pJÙame.n;te.'<'n A•X, Y, d'<'ciamo
l

c.f!e. 1Jl, è ~oUoau;toma pltO!JlÙO <u 1J[. ~e. A'e A, ~:' = X. Y' = Y

aUOIta '0(,) /:,.<. <Uc.e. A-<IOUoau:toma di 1Jl..-.

Un /:'oUoau:toma -or, I <u -(J'L /:,.<. <Uc.e. ~n.<.z.<.a.te. quando .e.' e.ve.n.tuai.e. /:'.ta.to

.<.n.<.z.<.a-l'.e. <U A è al1Che. /:'.tato .<.n.<.z.<.a-l'.e. é..<. A'.

s.<.a Olta B!i A' ch.<.am.<.amo A' .e. I '<'M-<-eme. <U .tu.t.:t<. g.e..<. /:,.tat.<. de../'. tipo

bp con bE B e. pE F(X); aUOIta i/t). (A' ,X,Y,5 .À) è un au:toma che.

v'<'e.ne. detto /:,oUoau;toma ge.ne./tato da B.

s.<.a 1./(., = (A , X, 5) un au:toma

tJto de.U 'au:toma .e.' au:toma "(J(,) = (A,X',5) dove.:

x' • (x ~ X I axy = ayx, a e. pe.!t og n.<. y}

InOlOduc..<.amo olta il COl1Ce.Uo rU omom0!t6.<.1:>mo d'au:t.om.<. •

s.<.ano 1/t =(A,X,y,5 ,À) .... \ (' , " ') A ... +. ., "" • A ,X ,Y 5 ,À "ue. «LlA.VM.<..

v.<.c..<.amo che..te. appU.c.az.<.on.<. \: A->A', h 2:X->X·. h3 : y- y'

,
c.o/:,:t<.tu-i..6co no un omom0!t6.<.1:>mo da 1Jl '<'nit /:, e. acc.ade.:

- 57 -

,
d'<'ce. che. a è ooUoau;toma <U~ <le. !\ 'c. A, X' ~ :, y' ~ Y e.

15 f À'• <IO no te. ItUbUz'<'o n.<. rU f. e À W pdt<.vamv .te.. Se. alMe.no lL/10

deJ].t.<. '<'M'<'eJ>l'<' A', X' •Y, è '<'nc./'.llJ.>o ,'J/W pJÙame.n;te.'<'n A•X, Y, d'<'ciamo
l

c.f!e. 1Jl, è ~oUoau;toma pltO!JlÙO <u 1J[. ~e. A'e A, ~:' = X. Y' = Y

aUOIta '0(,) /:,.<. <Uc.e. A-<IOUoau:toma di 1Jl..-.

Un /:'oUoau:toma -or, I <u -(J'L /:,.<. <Uc.e. ~n.<.z.<.a.te. quando .e.' e.ve.n.tuai.e. /:'.ta.to

.<.n.<.z.<.a-l'.e. <U A è al1Che. /:'.tato .<.n.<.z.<.a-l'.e. é..<. A'.

s.<.a Olta B!i A' ch.<.am.<.amo A' .e. I '<'M-<-eme. <U .tu.t.:t<. g.e..<. /:,.tat.<. de../'. tipo

bp con bE B e. pE F(X); aUOIta i/t). (A' ,X,Y,5 .À) è un au:toma che.

v'<'e.ne. detto /:,oUoau;toma ge.ne./tato da B.

s.<.a 1./(., = (A , X, 5) un au:toma

tJto de.U 'au:toma .e.' au:toma "(J(,) = (A,X',5) dove.:

x' • (x ~ X I axy = ayx, a e. pe.!t og n.<. y}

InOlOduc..<.amo olta il COl1Ce.Uo rU omom0!t6.<.1:>mo d'au:t.om.<. •

s.<.ano 1/t =(A,X,y,5 ,À) .... \ (' , " ') A ... +. ., "" • A ,X ,Y 5 ,À "ue. «LlA.VM.<..

v.<.c..<.amo che..te. appU.c.az.<.on.<. \: A->A', h 2:X->X·. h3 : y- y'

,
c.o/:,:t<.tu-i..6co no un omom0!t6.<.1:>mo da 1Jl '<'nit /:, e. acc.ade.:



Se u.u-te UrI omotn0Jt6.umo da. (LI1

l-or.- è -v~mag-trIe otllOlP0Jt6a dJ. 1Jl- .

- 58 -

automa Dl.- 611 UrI
)

au-tor,a -ve I (U,C,Ù1.mO che

ed irLJ
due autOt1l-t J:r..U che x = x' e Y = Y'; una appUca-

\
z-torIe h: A --'>~ A' 6-t cUce A-omonorfismo da -ot -trI ill .le accade cl:e:

h(~(a,x» = o'(h(a),x)

À(a,x) = À'(h(a).x)

E.lemp{.o

S{.a.no 1.t ed LItI due autom-t ie c~ -tabelle .lana:

a h c d
\

il(, l Z 3

x

y

(b,u)

(c,v)

(a,u)

(d, u)

(d,u)

(a, u)

(a,u)

(c,v)

x (Z,u)

y (Z,v)

(l,u) (l,u)

(3 ,v) (Z,v)

e.l{.a. h: A ~ A'

h(a)=l, h(b)-h(c)-Z, h(d) - 3

S.l /XlÒ vvU.o.lcMe che

moJt6a cU tJt ma, men-tJte 1ll

\
h è UrI A-omomoJto.umo, \Jl, è UrI I {.mmag.lrIe omo-

\
è cU :.fooJte, 1)1, narI io è.

Come mo.l-tJta. i' e.lemp{.o plLeceden-te, UrI omomoJt6.umo -tJta. au-tom.l non "COrI-

Se u.u-te UrI omotn0Jt6.umo da. (LI1

l-or.- è -v~mag-trIe otllOlP0Jt6a dJ. 1Jl- .

- 58 -

automa Dl.- 611 UrI
)

au-tor,a -ve I (U,C,Ù1.mO che

ed irLJ
due autOt1l-t J:r..U che x = x' e Y = Y'; una appUca-

\
z-torIe h: A --'>~ A' 6-t cUce A-omonorfismo da -ot -trI ill .le accade cl:e:

h(~(a,x» = o'(h(a),x)

À(a,x) = À'(h(a).x)

E.lemp{.o

S{.a.no 1.t ed LItI due autom-t ie c~ -tabelle .lana:

a h c d
\

il(, l Z 3

x

y

(b,u)

(c,v)

(a,u)

(d, u)

(d,u)

(a, u)

(a,u)

(c,v)

x (Z,u)

y (Z,v)

(l,u) (l,u)

(3 ,v) (Z,v)

e.l{.a. h: A ~ A'

h(a)=l, h(b)-h(c)-Z, h(d) - 3

S.l /XlÒ vvU.o.lcMe che

moJt6a cU tJt ma, men-tJte 1ll

\
h è UrI A-omomoJto.umo, \Jl, è UrI I {.mmag.lrIe omo-

\
è cU :.fooJte, 1)1, narI io è.

Come mo.l-tJta. i' e.lemp{.o plLeceden-te, UrI omomoJt6.umo -tJta. au-tom.l non "COrI-



- 59 -

\

-beJtva" ta p!topJUua d)' "e,MeJte d). nOOlte", CO':, -be ']L, eri 1./1., M~o d).'·ioo-

In maMeJta abbMtanza. ovv).a -b). può pMlCVte cl,), endomoJt6~m;' d)' u~ rotto-

ma. ).n -bi'., d). automoJt6~m)., ec.c. ••

S). può anc.he d).mo-btJtaJte c.he gU endomoJt5~m). d). Wl automa ÙI -bè 50Jtma­

110 Um).gJtuppo c.on ta MUI1te opeJtaz).one d). pItOdotto.

PM-b).amo alta ad ).t1tJtoduJtJte il c.onc.etto d). automa ~aftoJU.M.e.

V).c.).amo c.he [ma Jtetazwne d)' equ).v/1tenza

-b e:

-e una c.o~gJtuenza

aRb -';> 6(a,x) R 6(b,x) /\ :I(a,x) = :I(b,x) peJt ogM x! x ,

dove t«(a] ,x) = [6(a,x)]

":I( [aJ ,x) = :I(a,x)
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"-
S/. può pJLovaJte. che la de.6/.ni.z/.one. è be.11 pO-6ta e. lèhe. a è un aLLtoma,

elle. de6ùuamo cmtoma 6a.:t:toJrJ..oJ:e. e. /.nd.<.duamo con ~X /R.

Te.DJte.ma 19. 1

S/.a U UI1 automa e.d R urta cOl1gJtUe.nza M A. i\UOIta 1J[/R è ,(mm~

g/.ne. omom0Jt6a d/. "Q ; v/.ce.ve.Jt-6a -6e. l 'rtU-toma 'Ot' è ~mmag/.ne. omomoJt6a

d/. Vt , u~te. urta cOl1gJtUe.nza R tale. che. Vl.! ~ -(/t/R.

(C1m~mo la d/.mo-6:tJtaz/.one.) •

lIogt/.amo olta ùwwduJtJte. il c.onc.e.-tto d/. appUc.az/.one. d'automa e. cU

.P/.a p = Xlx Z.... ,xk ~ F(X),

urta paM:e. /.yt.{.~ e cU p ; -6 e. n = q

XIXZ •••••xi(i' 1<) è

non vuoto e. "p. cUw-

S/.a olta de.MrUamo una appUcaz/.one Cl ,F(X) F(Y) •
a~ A: !> .ut

a

moda c.he.: Cl (p) • À(a,p).
a

Se. è to -6ta:to /.yt.{.z~e. d/. VL . • • /.nvec.e. d/.a -6.{. -6 C!t.{.V e
ClO(.

Cl
a

e. -6/. d/.ce. c.he. è ~tÙaz/.one. /.ndotto. da VL .

Una app~az/.one. Cl:F(X)---:> F(Y)

-6e utite. un automa /.yt.{.z~e. ve che /.nduce. Cl(uoé ;fAle. c.he. a = "tt)'
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TeOlleJna J9•2-
Una appUeaz-ione ,,' 'F(X) -> f(Y) è urta app-Ueaz-i.one d'ataoma <le

-i. i " eo M e!lva ta lung h.ezza d.{. ogn<. paJt.Ol".;

Ul .e.' .unman-i.ne ,lA. 09M r'itJl.te Ù!ù-i.a.te è aneoltit Urta pitJl-te -i.Mz-i.a.te.

nella d-tmoobtaz.wne o-i. uoa [trta app-UC'.itz-i.one " : F(X) -., F(Y) :ta1.e
p

che ,,(pq). "(p),, (q). AppUC'.itz-i.oM d.{. queoto t.i.po, dette o.ta.:ti. del-
p

l'app-UC'.itz-i.one ", u poll.ta.no ad blbwdwvr.e )J eoncetto d.{. a.trtoma -i.n-

5Vl.<.oILe nel modo oeguertte.

s.<.a. A l' -i.no-i.eJne deq-U o.ta.:ti." cii. una app-UC'.itz.wne ", al vM-i.a_
Cl - P

ILe d.{. p -i.rt F (X). S-i. può P'tot/alte aUOItit che 1JZ •(A , " , x, Y, ~d' ~ ~) ,
Cl Cl '.lo

:love ~. (" ,x) • ""p px
, ~ (" ,x) • " (x)

"p p • è un a.trtoma, detto

Artehe 1)l" • (F(X), " "e X,Y,a ,~ ), ({"ve " "~ (p,x) • px, ~ (p,x) •

• 'c,(px~, è un auto~o., detto Illltoml'. oll~Vl.<.olle cU. ,,(c.on
f ,

,,(n x) -
,,(o x).,

TeolLema J9.3
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.to!ta. ve a è .{mma.gùle omomOltna. cL<. ~ che, a. Ma. voUa, è .{mma.gùte

omomoJtna. cL<. Vla.

x = {x,v} , y = {u,v,w} e a: F :X) -) F (Y) con .te

.<:) a (e) = e

dl k k
(k;;-I);a (x ) - u

ili) k k
(k 7/ 1) ;a (y ) = v

.<:v) k a(p) k 1'\+1 dove è f( .lw!f)hezza. cL<.p - x yq = tI W 1'1 q;

vI k
-/ a(p) k m+l dove è .la. .tu.nghe.zzo. u q.p = y x q = v w m

(
k+l)

a x'

k
a (xy )

ka(xx yq)

ka(xy xq)

=

=

=

=

k+l
il

ku"
k+l m+l

u w

k+m+l
m'

= a(x)a el)
x

k
= aex)a (x yq)

x

- aex)a elitq)
x

k
= 'ila (y )

x
k

= ua (x yq)
x

k
= uax(y xq)

è de6. Uta. come ~ e1jue:
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e

k
u

k
'>

k
'l • Y w•x

k k .,,+1
x Y'l > u w

k k+M+1
y X'l :> w

PM.tanto Cl ,. Cl
X

. .t d . N (yk) • Vk
.(.11 quan o, lt e6 emp.w , ~

Facendo dei conti analoghi pM ClX~ , 6.i. vede che Cl
X

• Cl"...

A • (Cl , Cl ,Cl ,Cl )
Cl X Y xy

Juove:

e '> e

k ';> k
x W

'l • k k•
Y Y • '> v

k k+r1+1
x yq -) w

k k m+1
y xq -') vw

e

k
x
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k
> k

y w
Cl o

v',
o ••

k k+m+lxyq w

k. k+m+l
':>y x, w

a a a a
____.~a4__------.::xc...-----"i..' ...:x""-__

x

y

(a ,u)
x

(a •v)
y

(a ,w)
xy

(a ,v)
y

(a ..,)
xv'
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