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73. Algebre con due operaziond.

Vogliamo ora esamenare aleund problemdi connessd con Lo studio di una

particolare stwuttura con due opernziond.

Sia S un {nsceme su cul sono definite due operazioni: L'operazione
"x " dedinisce su S una stwttura di semigruppd (Sz) e £'operazio
ne " « " definisce su S una strwttura di gruppo (51) (nel seguito
invece di aeb scruveremo ab), Queste due operazioni sono collegate

dalla sequente Legge distrnibutiva:

(axb)e = (ac)x (be)

(ca) x (cb) (13.1)

c(axb)

Supponiamo inoltre che S sda ginito,

In queste Lpotesi esiste in S, un elemento idempotente (Le poten

ze di un fis8ato elemento non sono tutte distinte e tha essde 84 pud quin
di individuare un gruppe ciclico La cul unditd &, evdidentemente, Ldempo-

tente); quindi esiste a € S, axa=a da cul, mltiplicando pen

a—l} 83 nieava 1x1l =1 e, ancora:

bxb =51 , per ogni bes,.

Pertanto S, 2 un semiaruppo Ldempotente.

2

Osserviamo che s8¢ S & indinito non possiamo dire nulla sella esd-
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stenza o eventuald elementd Ldempotentd., Se perd supponiamo che ne ¢.84-

ste almeno uno, La situazdione ¢ analoaa a quellfa 27 casc 4inito.

AMLora 54 pud pensare di nisoluvene 4P wroblema: 'Carattersizzale + semd

ar wopd cne non hanno elLementd Ldemvotenti”,

Pruma di procedere ad un esame pdil dettagfiato di S ossenviame che,

de avessumo posito:
(axb)e = (apc) x(bpc) (13.2)

al rosto delle (13.1), contrariamente a quanto 4 pud pensare, nop avrer

me avuto un caso ol genernale, ma un caso particolanre di sthuttura con
due operaziont. Infatti, sempre nel caso 4in cud S € 44nito, avrermo avu

to | con a Aidempotente d S,)

a = (1x1)a=a = 1x1=1 ¢ quirdi,anconra,

(4]
»
81 ]

i
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b per ogne beée S, Da ci0 seque, pern ogni a€S,:

a=a.l=(axa)le=aPxal = aP =) a=ap=;vapm1=l

Perntanto ogni elemento del aqrupwo ha ondine divisonre di p - 1; 4Lnve-

ce di aP, in (13.2), possiamo allona scrivere solo a; otteniamo quin

Al La (13.1) ma con una condizione 4n pAll.
Torniamo alla nostra strwtturna (supponendo sempre S Linifo).
Consideriamo ali elementd ¢ Zall che:

c X1 =oc¢ (13.3)

(eLementi s4f4atti esis8tono penche, fissato a€S e posto b = axl,
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54 ha che b x 1 =1b), Vale

c X 1l =c¢ . c'X 1 = ¢ -:.;> cc' = c:c')( 1 (13.4)
Ti*‘*fﬂfttir

ce'x ¢ = cc (datle {potesd (13.4)

ce'x e'X1 =ce'x 1

ce'x ¢' = ce'X 1 Biruttando La (13.4)

(ex1)e' = ce'x 1

ce' = ce'x 1

S4 puC ancora verLiLcane che:

-1 -1
cxl=c = ¢ x1=c¢c (13.5)
Sia se S, - se c verdiaca La (13.3) anche s le s fa verLkica;

]

analoqamente vern ognd coniugato dié ¢ An Sy ALLonra <:c51>- (s0tto-

auppo qenerato da AL L conwaatd 4L ¢  4n El) 2 nowmale 4in Sy

0 anche:

G, = <{c§1> : f-‘cg‘l} : .....>¢‘.Z] Sl )

dove < c.(i =1, 2, ..... ) 4000 tutti ali elementli pen cud vale (13.3).

ALLo stesso modo, consdiderati afll elementd b  per cul:

1xb =b (13.6)

A4 pul provare che:



dove 4 bi(i = 1,2, voeod) sono Luttl qld elementi pern cudl vale (13.6).

L ha G]_r'\ G, =1

nfattd da ecx1 =c¢  seaque 1xc =1 e, se deve esserne anche 1x c

H
0

54 ottiene c = 1.

=
o

Segue che gli elementl di G, e C, permutano tha Lonro:

2189

Voaliamo provare che Sy = Glcg)02 (dove @ .ndica € nrodotto dinetto

d. G, e G.).

1 2

Popo quanto visto prima, bastend wrovanre che S; = G46,.

L

Sia a_eSﬁ vale :

G, D a—l)c 1 = (1xa) a—l e, osto ¢ = (1x a)a_l, AL ha:

1

lxa=1c¢c acé¢ Gla dove inolthe c a = 1X a ¢ G, .

Allona  a € c"162 < 6,6, come volevamo,

SL prova 1noltre che 1x 818, = 2, (glg,)x 1 = gl).

Infatti:

-1

-1
8182(8) 87 X 1) = 1Xg8) €6y

-1 -1 -1
1 8y x 1 € 8 &

. -1 -1 -1 -1
/ -
ma ¢ ancne %1 89 X 1l e G1 e, essendo %1 GZ(\ G1 81 .

sdegue:
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-1 -1 . -]
gl ) X - Ul
1 :r — L] 1 1
e anche f18y % 1 = oy analcoarente Ix g8, = 8,

Abbdamo cosl dimostrato L seauente

Teonema 13,1

L'algebra findita ~SU{X ,+ ) con La Legge (13.1), ha La sequente strut-

tura .

14, Caservaziond,

Cosa s4 pud dire della struttura di S quando 5 e un semLquuppo
undione di aqruppl? O nel caso speciale in cud S, & un gruopo con zero?

Nuestl problLemd non hanno ancora sofuzdione, come non & ancora risolrto
AL caso An cud S 2 Anpinito.

Se 5 =0V G [(gmuppo con zero) ed S finito, &4 pud provare che G
2 abeliano, analogamente a quanto accade per un corpo 4inito? (cér. Teo

nema di Wedderburn., )

Risolvene questo problema sarnebbe wtilissimo nello siudio a4 questa



feorda,

Vedaamo un altho problema; 4dissate p Antero wositivo, A4 puc deid-

nire: (axb)e = acPx beP . So N ha ondine k e de axa = a, ablora:

kp+1 kp+l k+1] : : :
a " x a"Pt = aT = a4, Fissato o 84 ha allona che AL quuUppPo non con-

Lene aleun elemento di crdine p e quindi, ad esemnio, se p = 2 oqnd

L

elemento ha ordine disward.

Co accade che 1x1 =a allora ae 2(51); 50 Sl non na centrho 44

ha a =1 e 84 vud provare in fal case che 1 2 L'unico Lidemmotente
i S,. Le struttuna di S, 44 pud descrivere: S, = Gus' dove S' pon
¢ Aemicrupne e non contiene semiarulyns,

Cu qurste sthuttune von s4 conosece ndiente dL vdl; SL Anfudlsce che esd

Ate una connessione tha SemdLnaunpd ¢ aruppd AAndltL ma ancora non AL A

qual’ e,

15, Stuttuna dd s4slenmd.

— i

Passiomo orna a consdderare un altrho tipo di stwttunra, scatwnito dal-

L'esdgenza di descriverne cernid Aenomend chimded.
SLano 15855 seeees A ded s4mboli con L quali dediniamce delle

. o 9/ a .
notenze Lormaldi: al“, 8,5 vevee al con uieIR , a, >0 . Supponic-

mo cne queste votenze AdLano nexmutahilfi e, consideratl tutti £ orodottd
del tiyo:

a. a - con 1$ir5T1’ (15.1)



sumnopdame ene conune L questli elermenti sda esvnimibile in un unico ro-

do. S ottiene cosl una strutturna AL seminrunwo commutative Linkinito.

P » — - » + F - " -
Intheducdamo un elemento undts & e Jelindamo F  2'insdieme costitud-

to dal serdgruppo will & . Con T Anddicheremo voi £'.insieme deqfl ele-

mentd del tipo [15.1) ad esponentc neaative (con & unita).

+ - - . .
F=TuUF ¢ allora urn aruppe aheliano (imponende La Leage cormuta-
tiva)

. ‘ ’ . + + . -~
Consicderiame ora, tha Le coppie (a,b) di T x F, wuna operazione cosi
dedinita:

(a,5) @ (c,d) = (ac ¢ (a,b,c,d) , bd ¢ (a,b,c,d))
doeve supneniamo che ac?ﬁ?(a,b,c,d) c F' & ancona:

L) (f(a,b,c,d) € F

AA) Lf(aa’,ba',c,d) = c\_(a')(f)(a,b,c,d) ,(F(a,b,cc',dc') =F9(c')c’a(a,b,c,d)

AAA) ﬁo (a,b,c,d) = (f?(c:,d,a,b)

AV) LP (a,bb' cb',d) = \O’(b')((?(a,b,c,d) (15.2)
con A (a'), ?’(c'), ¥y & T
C{ chiediamo quando una tale struttura € un Aemigruppo.

SL pud dane una econdizione necessaria, e precisamente:

- . :
Se FxXxF (@) ¢ un semiqruppo, allora:

cf:»(a,b,c:,d) u“éa,b,c,d))tf (ac,bd,e,f =cf’(c,d,e,f)ﬁ((ﬁ(c,d,e,f)}({ (a,b,ce,d

lon 4 A ancora se questa condizione & anche sufdiciente.
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Veddiame ona i nicavarne altrne condiziond #afle {unziond PR, By s

: , + _+ . .
nelso apclesd che F x F o osda up semianano,

Imnopende

[ @m0, ]O (e,9) = tap) O (e, O (e,f) ]

'

AL ottlene, con ovuld caleold

Lf(aa',ba',c,d) = (f?(c,d,aa'ba')

d(a')({(a,‘b,c,d) = F’(a')(ﬁ(c,d,a,h) =f5(a')(.f/“(:1,h,c,d)

da cud A4 nleava:

Ala') = ﬁ‘(a') nor oond  a'é F+ué

Dlla £) delle (15,2) s4 oftdlene pod:

A(a'a'") = A(a")YKA(a'")

Sompre nelle Lpotesd che valga La proprietd associativa, wosto
£, = @ (EEEE) e se a=b,c=d=e=f=¢& , A4 nLcava:
(_F(a,aja,&) Lr[acf’(a,a,é_,f.) ’ aCf(a,a,é,E) , E,E,J =

= (&,6658)P[a,a, @ (GELL), PEEED)]

aa cud ;Yo &) q[&“fﬂf)%)mdm Doy €€ = o(m,)cracf(é,ejcro,xfo)
d'('bd-f“»’)‘{((foj({’i)él_,{) ~ (F({"EJ?O-"F“)

C:{(&(ci(ﬂd)) = é
se a questo punto supponiamo che Ala) =€« a = <&

{ %

(15.3)

) (2" amplicazio

ne vernso Asinistra @ vera nelle Aipotesd in cud Lavoriamo), Ad ottiene
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ancona:

£ (ad(a)) K (¢) =do ()
A (ae(a))= &
add(a) = &  codo? A (a) = a *

(%)

Con La condizione ¢ evddente come sdo pdll semplice descrivere £a

. * s
stuwlttuna del gruppo. Senza La condizione ( ), A4 pul comunque csserva-

e quanto Asenue:
a(a) =&, a(b) =& = a(ab) = &

e quindL ol elementi a Ztali che a(a) =& Xdnmmano semigruppc.
C40 pud aiutane nello studco del gruppo.

Continudiamo ancora a rdcaverne dalle condeauenze sulle funziond o e X .

SL ha-

2 2

o (3)12 = Lf(a.,,a,a,a) = y (a) ¢,

2 2
o (a) = y (a)
e, dall'ipotesi che oand potenza sia esprimibile in unico modo, seque:
’ +
aa) = Y (a) perogni aé& Ful

In conclusione s4i ¢ provato che, 4in nenexrale, vale:

1) ao=z=2 , a=zyY
2) a(aa') = a(a) a(a')

3)  a(a) alala)) =& (ciof ala(a)) = afa)



g . + 4+ L . N\
cesancamo ora, an F x F o, Cle overaziond -unanie i} e M nef modo

cauerte

N

Ma.t) = @) 0 (£,6) , T (@D = (a,)0 (fe )

S4 oud allora vrovare che:

A\
/N + o+ - . . ,
‘Tr(a,h) = (a.b) e 1 (Fr7, ™) & un qruvpo commutativo in cud

LUtz 2 (Po, 9 ) .
Inthoduciamo ancora un'altra operazione, cosl desinita:
(a,b) ® (c,d) = (ac ¢ (b,c), bhd ¢ (h,e))

con Le condizioni:

) T>(hfc) € T
) @ (b.e) = Y(c,b)
AAL) (f? (bb' cb'") = a(b") ¢ (b,c)

Ll @ (a.e) =¢

12 semdaruppo non 2 pald commutativo nispetto a quest'ultima operazicne,

ma accade ancora che

a(ba(b)) = £ .

14, Probleml vard.

R T T ==

Parnlenemo ona A aleund prorfemi connessd con La teoria ded serdarudnd.

1) Sda < un semdaruppo, M un suo sottoinsieme ed m,n ntere dustants,
Con M7 od ™ indichiamo ali insiemi costituiliti da "parole" di Lun-

ahezza n ed m  rispettivamente, costituite da elementi di M,
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CL chiediamo come determinare M aféinché sia un (n,m)-mutante, ciod:
MiAM" = @ 0 anche A= SN,

E' chiaro intanto che M non wuld essere un semiaruwwo, ma non @ facs

Le nicavane altre informaziond.
Per accostarnss all'argomento & utile La seauente biblioarafia:

J.R.Kan, - MMutants in the sumetrnic seminrouns - Chechosl. 'ath. J. 21

(1971), 355 - 343,

J.B.Kim, - No semigroup 48 a §inite union 04 mutants - Semiaroup 4o-
um 6 (1973), 350 - 3417

¥, TseRL - Oy [m,n)-mutants in semiarour - Proc. Japan Ac. 38 (1962),

269 - 2701

2) Un altho problema & Leaato allo studic ded qrasd su un gruppo.

S G un gruppo ¢ X un suo sottolnsdeme, Diclamo allora che

%V = (G, EK) ¢ un arafo dirnetto, dove :

Lo studio dedl qraddl dinettsi ha dato buond riswltatli quande ¥ & un
sottogruppo -+ 84 conosce molto vwoco se manca questa condizione, lin Lavoro

interessante, sull'anqomento é:

‘. Harao - 8. Maqukdl - Toult Tdirent Celluwlarn Automata - Journal o4 Com-

puter and sustems Science 1T (710725), 171 - 185,



