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PaAte II - Atgeb~e

13. 4eqebke con rlue op~zioni.-- --"- - ----
(·ogt.i.amo oM eMnU.naJte a1.euni pMblenù conneM-<. con lo MucU.o cU. una

$.{o, s un irtéùme 6U cu.i. 601'10 deMn-i..te due op~zioni: l' op~z-ione

e Il l'" . deMni6ce 6U 5 UI'UI 6:tJu.U::twta. cU. g~ppo

mvece cU a • b 6~v~emo ab). ~ue6te due op~z-ioni 60no c.ollegate

daUa Hguente legge furubutiva:

(a.xb)c = (ac)x (bc)

da)C b) = (ca) x (eh)

SuppotUamo inoU!t.e c.he 5 6,(,a Mn-i..to.

(13.1)

cU blcUv.uiuaJte un g~ppo Uc.Uc.o la c.u.i. unita ~, evidentemente, -idempo-

a "a • a da c.u.i., moltipU.eando pel!

-1
a ,

• •6-<' .uc.ava 1)( 1 • 1 e, anc.oM:

bl< b • b ,

PeJt.tanto 52 ~ un 6 em.{,g~ppo .i.dempotente.
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6.tenza (U. evenJ:wtl.<. elementi '<'dv"potenu. Se peJtò IUPpO'Ul!J!1() c./ie ne e,H­

6-t:e almeno uno, la 6.d::uaz'<'one è ani1l.ooll Il qlLelfll ri'J' c.aor. ~-i.n.d::o.

[jJt ,pp-i. dle non hanno elemenu. -i.de"''1otenu''.

03.2)

al po6to deUe 03.1), c.ontJuvr...iamenete a quanto !>.<. può l'eMMe, no., av~e~

ma avu.W un C.Mo Y.J.w geneJti1le, ma un C.MO rxvr-tJ.come rU !>:tJtut.tuM c.on

due opeJtaz.<.on.<.. InfJa.tU, 6empJte nel CMO -<-n CIU 5 è ~ù.a:o, aVJtemmo avt!

- -axa=a =';> Oxl)a=a ~ 1><1=1 e qu.i.r!rU,anc.oJta,

•
b" b - b peJt oglU b" 52' Va c..<.ò 6eljue, reJt ogn.<.

a = a =

PeJttanto ogn.<. elemeneto del ilJULpY.JO ha oJUUne rUv.<.ooJte d'<' •

p - l; .{.Ylve-

ce rU aP, '<'n (13.2), po!>!>.i.amo aUoJta !>cJt.i.veJte Mio

rLi. la (13.11 ma COYl una cOYldù'<'oYle'<'YI l'ili.

a', otten.<.amo qlun

ToJtMamo atta no!>tJta!>~ (!>upponendo !>empJte s <'<'n.d::ol.

COYl!>.<.deJt-i.amo qu elementi c taLi. che:

cxl=c 03.3)

Ielementi 6'<'6 ~a.tU u.i.!>wrw peJtché, ~.i.!>6ato a ~ s e po!>to b = a I( l,
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~" ha che b x l = b). Vaf. e :

, c'l<l=c'-> cc' - CCiX l 03.4)

CC rJ< c' = cc I

CCIX c'x l = CCiX 1

(d~tLe ~pote~~ (13.4)

cc IX Cl - cc')( l

(cx Oc' - cc')< l

CC I = cc 1)(. l

(13.4)

l -'> -l l -lci< =c '7' c,e.. =c 03.5)

Sù 5<OSl' ~e veJt·dù~11 ta (73.3i,<Zl'lche
-l

fa veJU\~ca;c s c s

a~al!'qamen te • c.on.W.gato rU. • AP..1.o!W <cSl> (MUC-lJeA oglU c -<.n SI'

e anche:

)

dove.i. c.(i = l, 2, ..... ) 6Ono tu:U.i.. qU elementi peA c.tù vaf.e (13.3).
l

l)<b = b

~~ può ~ovaAe che:

•peA cu-<-:

(13.6)
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dove ~ h.(i - 1,Z, .•... ) ~ono ~ q~ elementi p~ cui vale (13.6).
l

~. I
.~. Ul:

])< c - l e, ~e deve eM~e (U1clte 1)( c = c,

~~ o~ene c = l.

L ~ •
a ~ "l' vale:

-l la x = (Ix a)
-l

a e, po~:to c
-l

= (l x a) a , ~~ ha:

•
l >( a = c a ~ Cl a dove ùloit:JLe c a = Ix a " Gz'

AUolta aE come volevamo.

S~ ~ova ~noit:JLe che

ma è anche

$egue:

e, eMendo ,
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-l
a-l

TeoJtema. 73• 7

tuJut:

g a X ('1'("1" =
1"2 "1"'2

Se Si = O V G (gJtuppo eon zeJU) I ed S finito, .6i può pJtOvalte ehe G

è a.be.l.i.ano, a.na.foga.mente a. qua.nto a.eea.de pe.Jt un eoJtpo 6in.i.to? (e6Jt. Teo

Jtema. di We.dde.JtbUJtn. )
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teo!U.a •

ha otld'<'ne k e <le a x a = a, rtUo'ta:

kp+l
" x.

k+l
" = a. <1'<' ',a eLUOIla che u. <]JW.ppo non eOr!-

uene. a.twn d.emento d-<- otld-<-ne p e I(tUnd'<', a.d e<I eJl1p.<.o, <I e p = 2

e1.eme.nto ha. a!ld-<-l1e w,mJU..

•
0'11'1-<'.'

Se. acceLde. ehe. l)'. l = a

ha a = l l

$? ~i 1''1(((0 duc/U.veJte.=- dove. S' non

_0'-
Ql.l(..V!... c..

de.<. <I.ùnboU con .<. queLU de.f,.<.n.<.amo de..Ue

ootenze ~o!l!l1eLU:, •••••
a(ln

n
con (l.~lR

1
, (l. > O, . SllpPO n.<.r. -

,Id. upo:

1\ ~L
a . a . • .•••

1 1 '2
a.~'V,

r
con l~r~n J 05.1)



- 44 -

F =

uva)

+
fU F è a..UOM un g!U.LppO aheL<.G.Ylo !-irtpoYleYldo ta tegge COl?'I'!ltJ"..a-

COn6.ideM.a.mo OM, VLa. te coppù (a,h) r'.i

de<.iYl.aa.:-

+ +r y- r, .. -UYla. opeJr.az~oYle CO~~

(a,b) 0 (c,d)

dove ~UPPOYl.<.aPl0 che

= (ae Cf' (a, b , c, et)

aef(a,b,c,d) "

, hd r (a,b,c,d»

r + ,e aYlcOM:

.il cr(a,b,c,d) é F

«l '(aa',ha',c,d) = c1(a')Cf(a,h,c,d) 'f(a,b,cc',dc') = ~(c')'f(a,b,c,rl)

ili) Cf (a,b,e,d) = Cf (e,d,a,b)

.iv I <f (a,bb',cb' ,d) = o(b')Cf(a,b,c,d)

COYl C\(a'), ~(c'), «(b') é. F

C.i crvi.ecU.a.mo quaruio una. ta.i.e ~.tJutJ"...tHJl.ll è UYl ~ em.ig!U.Lppo •

(15.2)

Se + +
Fx.F(0)

Cf (a,b,c,d) 1 a ,b,C,d»)<f (ac,brl,e,O = 'f (c,d,e,O ~ ('('(c,d,e,O)'f (a,b,ce,d



+ +
F " F

•
.'~'U( W., !l er;t-<"IUVt"1~O.

[ (",r)0 (c,,') ] 0 (e,:) - (a.h) O [ (c,~.) (;) (e,n]

J.J'<' o.UJ.ene, c.on ovvu c.a1.c.oli

<f (aa t ,ba' ,c,d) = r(c,d,aatb::!!)

d,(a') <r(a,c,c,d) = ~(a')<f(c,d,a,,,) =~(a')'f(".h,c,d)

cUa') = ~(a') pVI. onr'<'
+

~'E rVG (15.3)

Dnfta .<.) dette (15.2) J.J'<' ott.:ene po.<.:

d.- (a'a' ') = oI,(a')o(a")

, <1'<' JUc.ava:'fo = Cf (E,E,E,t) e <le a = b, c = d = e = f = E..

q'(a,a,t,l) lf[a'f (a,a,<oO, a'f(a,a,<,é), Cl] =

= <r (L,ti:) l ) Cf' [a ,a, <f (t,E,{,t ) , <f «E,c,t )J
i.o((e.) lfe/l,O((Q,)'f.) Q.,Q&,)'fO} é... E.J: o{(ll.)ro~(é.,E~roJf.)

oI,(l\"ot(~) 'f( Cfo/fo)é)() =- 'fCé,E)foJf.)

q (a, (p.(QJ) ) = é

d .,a C.UA;

<le a quuto punto <lUPparUamo c.he ol. la) =[~ a = G (*) l.t' .<.mplic.az.<.o

ne VeMO <lÙU.<ItM è veJta nette .<.patu.<. Ùl ClU .tavoJWtmo), <1'<' o.tUene



- 46 -

o< (a '" (a») o( (Yo) = o{ (q. )

0\ (ao«a»)= é

ao\(a) = [. . -c-<.O() O«a) -l
= a

·'te qlLanto ~ eillLe:

ara) =é. , a(b) = f. =l> a(ah) = [

C-<:'ò ptLÒ a-W..tMe neJ'..to ~.tu.cUo deJ. gJtlLprO.

Contùuuamo anc.oJta a JÙc.avevte dille c.oMeOlLeY!ze ~uU.e (,lLY!z-<:'orV<: a•

~. ,... -<. na·

2 ?
a (a)'fo = 'f(a,a,a,a) = t-Ca) <fa

2 2
ol.- (a) = 'O (a)

e, dill' -<:'potel>-<:' c.lte ogn.{. potenza ~.Ut up~b.ue -<:'n t!n.{.c.o modo. ~e(]tte:

ara) = Y (a)
+altl'ué-

In c.one.t~-<:'one ~-<:. è ~Jtovato c.lte, -<:'n ~eneJtale. vale:

1) - Qa = ._ ,

2) a(aa') - ara) ara')

3) ara) a(a(a» = ~ (uoii a(a(a»
-l

= ara)
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11 l' . •, e I-iJl-<.an'o olta. -<.n + +
F X F , neP modo

/,'>,
"(a,b) = (a.b) 0 CE. , Cl ,

A
1)- (a,l') = (a,l,) O ('fo,'f. )

/:>

1'ì (a,b) = 'lì' (a,b)

e'UfÙ-t~ è ('fO) 'fo ),

/' + +
e il' (F , l' ) il un lJltU!Jpo c.ommu.talivo Ùl C.lU

TnlJtodu~o anc.o/ta un'altJtn opeltaz;one, c.ooZ det;'~:

(a,b) ~ (c,d) = (ac 'f (b,c), hd 'f(h,c))

C.OI1 le c.ondù-ÙJ~:

il r (b. c) ~ "•
u) Cf Cb ,c) = 'f(c,b)

fu) Cf' (hb' ,cb') = a(b') Cf(h,c)

-i.vl 'f Ca. €o ) = E

U oem-i.altllppO non il p-i.il c.ommlLtauvo Jt-i.opUlo a quut.' ul:Ur:~a oPeJ'.1tZ-i.OM,

ma ac.c.ade anc.olta c.he :

a(ba(h») = f.,

-._--"--

l) S-i.a

C 'In,c Y!

un oem-i.(j/tUppo, H LUI .6UO oott.o-i.n.6-i.eme ed m, n -i.nt.w d-i..6til1u.

ed ,,m -i.ncUc.h-i.amo 1f.-i. ;M-i.e~A. C.O.6tit.u-i.ti da. "paltof.e" d-i. R.lLl1-

'! •
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CJ.. ch.).edJ..amo come de:teJul!A..r!Me H af, ~J..Ylch~ ~J..a. UYl (n ,ro) -t'lu.,tart-te, . -CAoe:

f' cl0ulO ,(YlJ:il.vr.to che 110 YI Y.JllÒ e.M Vte W'l ~ et>tJ..Q/turmo, ma YlO Yl è ~acJ..

J ~ K;~ -.' • ."1,..111.

J. r, . K.<.m . -

',/utaYlt.\ A..Yl the ~Umebt.(c ~et>t-i.MOll,"~ - Checll.o~.e.. /{a..tll, J. 21-
{19111, 355 - 363.

No ~emJ..g/toup ~ a 6J..I".-iJ:e UMOYl of, mutaI".U - S~mA..Il!tOup (,0-

/tW116 (1913},3M'-361-
~. r~e/U - OYl {m,nl-mutaI".U A..Yl ~e."1J..I1!tOllP - !'/toc. Japal". Ac.. 38 {19621.-

269 - 210.

SJ..a. G UYl gltUppo e K llYl ~uo M tto.tMJ..eme. '[lJ..c.J..amo aUo/ta d!e

e.- • (C, 1') è UYl C1:!:EJO dUtetto, dove:ÒY 'J(

( ~. ,~.) E c
K
~

'1 "J ~

-1
";. g. e: K,

1 J
C.OYl

Lo ~.tudJ..o de.<. 1Jta.6J.. dJ..tr.e;tti ha da..to I1tr.oM WIcJ.,ta..U qW1Yldo 'J' l' 1U1

~o.tto!JltUppo· ~J.. c.OYlo~ce moLto ~oco ~e maYlc.a quut.a co ncUzA..o Yle. Un l'.avOlto

". Ha.Jta.o - S.l[a!lu/U - Tou.U 1rlJ..tr.ert-t (' e11'.u..tM .\u.t.oma..tt! - J ou.tr.1'I.ILt o6 Com-
•

putVt Md .~!I~.tem~ ~cJ..eYlce 11 (1°15), 111 - 185.


