
PiVUe I

··"!otltz.{.o rU.- -

PVt te appl.{.caz.{.orU tMVtemo ta nota.z.{.one dutJr.a, ~cJUvVtemo uoii a r
'f' ~ pVt /nd.{.caJte JtL!petUvamente r(al e t'o", Con EA -in<uche

1. Reta.z-iorU.

PVt Jtetaz-ione b.{.1!aJt-ia. ~u un .{.M.{.eme M '{'nteneUamo un Mtto.{.M.{.eme

R d'{' M x M.

PVt .{.nd.{.caJte che (a, b) E R ~cJUvVtemo a.nche a R b (e l eqg-0.

amo .. è. .{.n Jtetaz-ion~ R con b U
),

ha Jtetaz.{.orU b.&uvUe ~u uno ~tu~o .{.Mùme MUlinato ~.{. de~.{.n~co-
no te opeJta.z.{.orU d.{. urUone e .{.nt~ez.{.one (.{.M.{.em~tichel, t'opeJta.-

z.{.one d.{. complemento e il con6Mnto pVt .{.nc1u.6.{.one:

R U R' , -
RfìR', R

-( a R b Me (a,b)1 R) R co R'- ,

Se R S Mno Jteta.z-iorU ~u

nel modo ~eguente:

c S b.

a R S b ~~e u~te c é M tale che a R c e

E' ch-iaJto che, ~e R,S,T ~OI!O Jteta.z.{.orU ~u M, a.tf.oJUt:

(R S) T = R(S T) (1.1)

mentite. geneJta.lmente, R S S R
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lolta, peJt ogrU. Itelaz,wne S 6lL !-l, valgono:

CUR.) S
. 'l 1
l~cJ

R. S
1

0,2)

R. )
1

=u S R.
i.ii 1

0.3)

a [ (U R.) S ] h, aUoJta u.ùJte c :tale C'.he
• Jf 1
ltd

a CU R.) c
i'~ l

e c S h , C'.À..o é u.ùJte R. , tale C'.he
l

c S h a(l.h. S) b.
""'d l

I n marU.eJta analoga .6À.. pltova i' af..:tJta À..nctU.6,w ne e q!UncU 6À.. ha la

(1.2\ •

~llo .6tU.60 modo .6À.. ,~ova la (1.3), 06.6eJtvÀ..amO C'.he oeJt l'À..nteJt6ezÀ..o­

ne. nol1 è detto C'.he valgano le. .6tU.6e. IUlu.a,awnze.

Se R, R', S .601'10 ltelazÀ..orU..6u. M, aUoJta .6À.. ha,

R c. R I _) R S c. R' S e S R S S R' (1.4 )

L ' .ll1V eJt.6a---
-l

R della Itef.az,wne R è de~À..rU.:ta da:

b R a

SÀ.. vede ~acLtmen:te C'.he:

•, (l. 5)
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(n R.)-l
• l
l

= n•
l

u
•
l

-1
R.

l

-1R.
l

(1.6)

(l.7)

(5 T)-l =
-1

or -1
5 (1.8)

La ~elaz~one uguag~nza E è de~~nLta come:

a E b a = h.

E' ch~o che e RE=ER=R peJl ogru. ~eta:zi.Dne

R ~u M, mentite, ~e () ùd~ca ta ~etdz~ne V1Wto, ~~ ha:

o ~ R • R o = O R = () peJl ogM ~p..eaz~one R ~u M.

Una ~etaz~ne R ~~ Mce che gode detf.1t ~op~etiì:

l . ~6tu~~va ~~e a R a \I a E M (wé E So R)

? ~Miliva ~~e a R b e b Re =7'aRc luoé RR!: R)..
3. ~.<mm~ca ~~e a R b ~ h R a (uoé R-1=R)

4. art:t:.U~ebU.ea .6~e a R b hRa=7'a=b (wé Rf1 R-1
S, E)

1J~Uamo che R è una ~elaz~ne M eq~vatenza 6e UM gode delJ.e

z~ne dette et~~~ M eq~vatenza modulo R) e, v~cev~a, data una~

z~one ~g~nta y dett'~M~eme M, ~~ può de~~~e una ~etaz~one ~

eq~vatenza R (te ~ ~~~ M eq~vatenzlt Mno pMptio gU eeemenu

detta pMtiz~one 'Ir l.
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•

puòd-UtepeA U R••
• tt l
l~d

An~oka, ~e R ed S ~ono ~e.fazio~ di equivalenza, ~i ha:

R S ~e.laz. d'equ.za R S = S I(

(e ~i può anche pMvMe che R S = RVS). (c6~. F. Sik, ~P~lf vlfd. p~-

Mdovade 6akuLt. MCt6Mlfkovy u~v. (19541, n. 3 , 91 - IMI •

. f).un.

(R S)(R S) = R(S R) S = R(R S)

E'i.8=ESSR8

8 = (R R) (8 8) .s R S-

Se R è una ~e.lazione di equivalenza 6l.l M imuch..iamo COl'! [o.J
ta ~Moe. degU e.lemellti. di M equivalellti. ad amoMo R (~M~e

di equivalenza) e con M/R t· in~ieme de.Ue ~M~,( di equivalenza di e.le-

M ~u

M. PeA appUcazwne na:tuJutle Cf il!te.ncLiamo t'appUcazione da

M/R .tale che af = [a.] peA OI1~ elemento a di M.
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S-ia S un .<.M.ieJIIe ~u c.u..i è de6ùt,ua un' opeJtitz.ione b.iltCVt..ia, che '<'n-

d.ic.lUamo con • ( e clUam-iamo pJWdot.:to l ; S è alto~ un gkUppo.ide. r~-

61VlV.iamo che un I opeJtitz.ione b.i1tCVt..ia ~u S Pl/.Ò U~ v!~ Jr..igua.Juiata. come u-

lUt lteJ.a.z.ione tv!1tCVt..ia R nel modo ~l!1luente: ~e a. b = c a11.o~,

d.ic..<.amo che (a, b, c) € R.

Un gkUppowe .e.a c.u..i opeJtitz.ione bùtM-ia goda. della pltopiUetà MM~

va ~.<. c/Uama. 5l'm.{.gkUppo. Un Mt.:to.<.M.ieJIIe A d.i un Um.i.'!kUI')PO S lo

d.ici.a.",o ~ot.:to~eor.i.J!kUr'!'O u è clUu1>o JrJApet.:to al pJWdot.:to.<.n s. Se As. s,

e .<.ndi.clUamo con < A >.che clUam-iamo Mt.:to~em.igkUppo genVta.to da. A

1.t Mtto~ eJII-<-gJr.u.ppo 9 enVta.to da. un ~o.e.o eleJllento a di. S, c.ioé. < a >,

Se < a > = S pe!t qualche a E: s, d.<.fteJIIO che S è un ~em.<.akUp-,-

(l~~e!tv-iamo che, ~e H. ,
l

S
•.{.n-

H. :> < A >
l -

e anz.i, po.iché anche < A >

c1.u.denti A,~.<. ha. t I egu.a.gllinza.

Con UÒ ~.i è pJWva.to il

TeMeJlla 2. 1
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gkUp~ d~ S conte~enf~ A.

S{.a oJta a é S; il. oot:to.IJern.<.gkUppo ucUco < a- > è CO.IJ~.o rla

tuUe l.e potenze cU a. PO.IJoono p!tue.ntaM~ c'.ue ca6~:

Il Tu.:tte te potenze d~ oono dUtinte;

21 E6~tono due ~nteJU , n ed n, con m < n, ~ che '" na ca .

Nel. ~o ca60 < a > ha okcUne ~n5~~, mentke nel. 6econdo Ca60,CO-

me vedkemo tM poco, < a > ha okcUne ·(bu.to.

F~6~O il. p~ p~coto n tale che am=an

AuOM gU el.e-'1Ienti futinti d~ < a > 60no

pek qualche '"

2 m
a, a , ..... a t

< n.

. .• a
n-l ,

e ~nollie { am, •••••••
n-la } è un gkUppo ucUco cU okcUne n - n

e m + k o =O(n - m).

6e accade S t So T (tSSoT) pekOgM t~T. Se T èun-i.-dea-

~ . pItOva 6ac.il.me-nte che, 6e T ~ S, valgono:,.t

T oot:to6em.<L!kUppo T • T c: T-
T ~eal.e 6~n-i..6tM ~) S T~T

T -i.-deal.e dutM T S~T

T ffieal.e ~ S T!: T, T S~T

fWkema 2.2

Se T

•

e v 6Ono -i.-d~ 6-i.-n-i..6W IduWI cU s, anche T n v
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Un teoJtemQ. al'!alogo vale anc.he peJt au .i..rfea.-U.

t).iQ.mo olta alc.une de~.i.uz.io.u. S.iQ. A •s. po l'ULWIO

L(A) = nL. c.o n L. .ideal e .!>.iriM:Oto, L. ? A
l l l. -

R(A) = lì tt. C.OYl R. .idea.le du:Ot.a R. ::> A
l l

,
l -

J(A) n J. c.on J. •,JeJt!. J. ? A- ,L. _e.
l 1

,
l -

Ch.<.am.<.amo L(A) ( R(A) ) .idea.le o.iriM:Ot.a (du.tJr..o ) tleneJta.to da A- •

e J(A) .i..rIea.le aeneJta.to da. A.
----~

S.i può pltova.lte c.he : L(a) z a V S a

R(a) = a vaS

J(a) = a U a S USa uSa S

PltOv.<.amo, ad uemp.io . .e.a. pJtJ.ma uquaaUanza. rhe a v S a .!>.ia. un .idea-

a ò ovv.io: .iYlOUlte a v S a è c.o ntenu.to

S.i d.ic.e c.he un oem.i.qJtu.ppo S

Si vede .!>ub.ito c.he:

OooeJtv.<.amo c.he, oe S è oe.'?1Puc.e Q. .!>-i.tUotJta, l'equaz.ionp. x a = b ha

oemplte ooluz.io.u l YlOn è detto c.he la ootuz.ione .!>.ia. u.uc.al. Cono-i.deJta.z.io.u

analoghe o.i poooOYlO 6a.1te anc.he peJt -i. oeM-i.!lJtu.pp.i oemi'JUc.-i. Q. dutJta.

S ~
• •
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Ev-<-den-temente .iJ'.. nucleo è .iJ'.. mùwno deaU ù{eJJV.. a ~ s, lIale anc.he:

TeOltema 2. 3

Se è -<-dme <I empUce cU s

S) , a1.l01ta. :J è.iJ'.. nucleo d.-<. s,

Un elemento

e a = a (a e = a), v;'ene dUto <I emr.JUcemente ulLUà pelt a <le-
<\;.a urU.tà du-tM che urU.tò. ).,'-<'~-tM pelt a,

c~a-to

Un elemento e é S ~emeJ".to urU.tà ).,;'~j'tCl. (du-tM! O <lempUce--

a E. S,

E' chhvto che, <I e S ha urU.til.. quu-ta è UMCll,

Po;'ché a voLte convùne tl1.voJlaJr.e con)., em;.olUlpp;' wenU urU.til. , . -<lo{. mD

cUzwrti :. e a = a e = a

è anco1ta. un )., em;'glUlppo ,

S

l'M OgM a E

S l = S u{~, con .te con­

~. ev;'dente che sl

Se, COn<l-<-d~ a E. S , u~te z € S tote che az- z (za-z)

<Ii.. cUce che z è uno ZeJto a dU.fJut ().,;'~-tMJ E! .:;,'t_..::a,.:.., Se za-az-z l'M

un.i..c.o I ,

a E: S, <1'-<' cUce che z è uno zno cU S (ed è a1.l01ta.-

Se z è .to ZMO cU S ed u~tono a, b t S (non ZeJto elementi)

a b = z, a1.l01ta. a e b ).,;. c~ano d;'v~o •

JU. dello zeJto,

Se S ha lo Zelto. quuto <I;' ;'ncUca con n, ~,nalogamente a qnanto
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s .b>!meJtgendolo i.n s·· S u[Oj eon

peJt ogrU a € s·.

VJ.u.amo ehe s

Ca b = b) peJt ogrU a,b € S. Se O€S e ~e ab· O peJt ogni. a,b E S,

aUOltll cUUamo ehe s è un unu.aJtu.ppo zeJto •
•

I ~emJ.gJtu.ppJ. zeJto eo~:t<.tu.U,eono uno dù "pou" del pJf.ohtema delta c.lM~J.-

Mc.azJ.one dù ~enU.gJtu.ppJ., J.n quanto 6enU.qJtu.ppJ. aventi. una 6tJr.uftuJLa moLt.o

~empliee ~'a.UJto "poto" è eM~o, .i.nveee, da). qJtu.r.Jt:JJ., ehe po~Mno u~e-

AU!te det,J.rUzVJrU u;tili. Mno:

cCs) = { a €. S I a s = sa} (een.tJutUzzILtOlte cU s},

C={aESlas=sa
•peJt oglU S <ii S} (eVtbto cU s) .

SJ. vede 6ac..<.lmente ehe CCs) e C

è un ~emJ.gJtu.ppo eorrmutmvo H e Mto ~e eoJ.nude cot ~uo eentlto.

s ,

qualehe gJtu.ppo? Il teoJtema Z.4 dMà una wpo~ta <t quuta domanda.

Un elemento a s •aa-a; u.n ~0n-<..-

gltUppo s to cUUamo .<.dempotente H ogrU ~uo elemento è .i.dempotente.

sUn ~ emJ.aJtu.pt:Jo
> .'

TeoJtema Z. 4
S.<.a e un elemento J.dempotente cU S. PonJ.amo:

~ emJ. Jtllieoto.

G • { a
e

AUoltll G
e

s I a = ea = ae

è un gltUppo.

e s aa I • a' a, reJt qualehe a' E S},
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e E: G
e

e che G
e

pe!l cornp.tetaJte til cWno~tJr.az-<'ot!e b~:ta ~M veaeJte c.I e, '~~a.to

a' E C~ UMCO.
e

a(ea')=(ae)a'= aa'= e = ee = e(a'a)= (ea')a

a é G
e

e(eà) = (ee)a' = ea' E e(ea') = ,(a'a)a' a (ea')e

e qu-l.t!eU ea' E G, inoltne ea' = ate = b
e

b E G ).
e

ab = ab' = e, mottipt-l.cilt!do a ~-<'~tJr.a peJt a'

ilvJtebbe eb = eb' ~ bab' e peJLtantc t I btv~o di. a bt G
e

C
e

e c.orne urfill.

e ~-<.a ut! eternentc -<'dern

C'={a ~ si a"esnSe, ef aSnSal.
e

,TeOJterna 2. 5

S-<' ha: G' = G
e e

V-<.rn. s-<. vwf,-<.c.a -<.rnmecUatameJtte che C , '"'_ c .
-' "e e

•
~,(llOJta a E C' •

e '

a=ex=ye co t!
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e a = e(ex) = (ee)x = ex = a = ye = y(ee) = (ye)e = a e

e = aCe z e) = (e w e)a

e z e = e(e z e) = e (w a) z e = e w(a z) e = e w e

e z e = e w e = a' e all.OM a é G.
e

G'
e

G
e

(fil et eJIlel1-to

qualche x t S.

a s lo ~c~no ~eqolaAe oe a a a x a
~""-':.:..;...;;.=

UII oeln-ifllw.ppO lo ~ci.tlJrc-!!:..eqol!'~e.. ~ e. l' ~pf)o'!'Jte ogll'<' ottO p~emel1-to.

~. ti· "he,.( .A.ce ~

TeMeJIla Z. 6

x è UII '<'IlV~O cl..<. ~ oe accane: a = axa, x = xax.

~ .•. .«t a é S, a = a x a" x a x è UII '<'IlV~O cl..<. a.

V-i!1l. xax = x(axa)x = xaxax = (xax)a (xax)

a(xax)a = (axa)xa = axa = a

qu.<.l1~ xax. v~6.<.cal!do le dl(e pMplUw. è UII .(.I!V~O d.<. a.

!1.ueoto teo~ema c.<. Mo.<.CuM che OgM etemel1-to ltegoiaAe lUI. UI! .<.nv~o.

Ul! etemento a E. S

deotlta) oe accade a S' = S (S'a = S) I COli s'es.

3. Eo emp.<. d.<. oem.<.gltUpp'<'.

1) S.<.a. S
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x ~ x = y

x . y =
o ""x#y

•peJt ogn.<. xI Y E S

n X li, è U/l <ll'mig!UJ.ppo <I-ia. wpetto

alt'Ope4az~o/le di <lomma ehe a quella d~ ~odotto.

31 Sono <lem.<.g!UJ.p~ gU ~1l<I~enu: 6~rU.ti di ~ cUa.mo q~ di <leguUo .te OP!

!Ul.Z~O~ de6~rU.te eO/l .te :tavo.te cU Cay.tey (eO/l .te e(lnVenz.wM u.<IuaU).

a b c d

a a a a a

b a a a a

c a a b b

d a a b a

4. O<l<leJtvaz~oM.

a

b

c

d

a b c d

a b a a

a b a b

a b a c

a b a d

a b d--+-=--=--=--=--
" abbb

h a b b b

<: abcb

.{ a b b d

I due "paU", ~/l Me e.e.a<l<l~6~az.w/le, <10110 ~ <I ?Jn<.g!UJ.p~ zeJU) ed ~

g!UJ.p~ •

Quando .to <I.tu.d.w di U/l <lem.{.g!UJ.ppo è JUc.ondotto ,[ quello di eeJtti <lUO~

<lo.ttog!UJ.pp~, il ~b.tema è wo.uo:.tz tvunùa la t wJWt du <lenu:g!UJ.pp~
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ed ha bùz,w .ea teolUa deA. gJtupp'<'.

C.<. p'tOporUamo oM. d.<. c06:tJu.Lùte tU'W. pa;r..Uz'<'Orte et·. 6em.i.gJtupp'<' '<'rt 60Uo6e­

m-<-gJtupp.<. fug.wnti. PIUma peJtò rU. a~6Jtort.tlvte qUUtl PMb.tema u 6eJl.ve urta

rtoz'<'orte med.<.artte la quale potJteP10 "et.<.m'<'rtaJte" dal J'.06tJtO 6Wd.<.0 compt.<.ca-

Se ~ è Urt .<.deate del 6em'<'gJtuppo s, la Jtelaz'<'''rte R de6.<.rtda da:

x R Y x, Y6/1 () x - y

è urta Jtelaz,wrte d.<. equ..<.valertza. Le ctaM'<' d.<. equ..<.valertza d.<. S moduto

R 60rtO date da J e da ogrt.<. 6Otio'<'rt6.<.eme fa} '~Ort a ~ S • Ve6'<'-

rtertdo, '<'rt mart.<.eM. rtatu.M.te, l I opeM.z'<'o rte

x o y =

x y

o

x,y t/J

6'<' ottierte Urt 6em-<-gJtuppo '<'rt cu.<. ~ lJ.<.oca il Jtu.Olo d.<. elemento zeJtO, mert

e pJtertde il rtOme di. 6em.l.gJtuppo quozÙrtte

tJte gU attJt.<. elementi l I ~ )
6em'<'gJtuppo 6'<' '<'ndica COrt S/~

(d.<. Reu) .

S. ()uuto'-

Se il 6em.<.gJtuppo S ha artnutlatoJt.<. ( c'<'oé elementi a E: S / aX"'xa-O

peJt ogrt.<. X E. S), 6'<' vede che U6'<' C06~C.OrtO !rt .<.deate ('<'deate de-

gU anrtutlatoJt.<.) e du.rtque, ptl.Martdo al 6em-<-gJtuppo ?uoz.<.ertte , 6'<' può

otierteJte un 6em-<-gJtuppo con elemento ZeJtO ma 6ertza .1nrtutlatoJt.<..
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SJ.a quA.ncU S un.6 em-<'gJtuppo .6enza am!uUatoJU. VeMlU.a:mo:

So ~ ( a e S I a x = O ) peJt quatc.he x ~ O}

Sl = { a .. s'\.so 1 a x = a Y; x,y~ s, x~d

S2 { a," S \(So U Sl) I a se S }
(5.1)=

S3 = { ac. S \ (SoU Sl) I a S = S}

.Oi>.6eJtvJ.amo c.he So, Sl' S2' S3 MnO Mt.to6e-" i-gJtupp-<', c.ome anc.he

S \ So ed S \ (SoU Sl)' e -<.noUJte:

S = SoUS
1
US 2 U S3

A 6ua voLta So ed Sl p0.660nO dec.ompo)[.6-<, -<'n ~Ot.to6em.i.gJtupp,{. nel

modo 6 eguente:

So = SooU Sal ed

c.on

SOO= {a6 So I a se S}

Sl1= {a,"slla SeS}

, SOl = {a ~ So a S • S }

S12-{a,"Sl aS-S}
(5.3)

Se a lO So l ed x è un elemento I O tMe c.he a x - O, aUOItO.

a(S\ x) - S.

aT = S c.on T c S) •

E anc.oltO.,.6e AE S11 e x,y 6ono elrment,{. d,{.,Unt,{.:taLi. c.he aX"'ay,

a.UOItO. a(S\ y) = S. Qu-<.ncU :tutti. gL<. elem'~nt,{. cU ;OlU S12 6Ono ac.CJte6U

Uv-<.. V-<.c.eveJt6a ogn-<. elemento ac.CJte6u.u.vc' cU S 6:ta -<'n SOl U S12'
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a S Vr.ov~amo gu elementi cii. S uru:

Mta. volli), né può ~taJte Ù! 500 o

Mno tuU.,i. e ~ou IJU eleMenti IlC- -

TilIl ~ Mtto~enu:.gJuJ.pp~ Oilll v~ti u~tono a.lCUM teg~; p-W. pltewa­

mente:

P,tov~o, come uemp~o. ta pIUma ~nc:t~~ne. Intanto è ovv~o é.he

Ic:on 53 E 53 ' 52 E; 52) ~ta ~n

52 SCS) e q~nrU 5
3

52 E: 52.

6. O~~eJtvaz~oM.

tanza. ha quello cii. Vr.oviVte un<t deco"'po~ù~ne fug.i.unta cii. un ~emùlJuJ.ppo

5 peJt la. qua.le il pltOdotto cii. OgM copp.i.<t cii. componenti ~.i.<t ~ncMo

~n un' a.tVr.a componente delta decom>:JO~ù~one.
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$zep ha dueJUttc compleumer..te c.iò che a.ccade ne ~ ~o 6htil.o COIl'ML-
ta.U.vo.

1. Sem-0lUlpp.(. compteument:e JteqottVU e compte.ta.llent:e ~empUu.

SempJte .in Jt.i.~e.Jt.i.ment:o a.Ua Jt.i.ce.Jtca M ClU al. pa., :agJta~o pJtecedent:e. i!

.i.nt:eJtUMnt:e la. po~~.ibu.aèt M dl'.compoMl'. un ~em.ig.Ulppo .in ~Ot.to~e.m.igIUlE.

p.(. con una. ~tItu.ttwta "motte v.iUna." a. quella. dd g. !Upp.(.. ! nt:Jtoduc..i.a.mc,

a quuto ~copo• .i ~em.igJtupp.i compteuml'.nt:e JtegotlJJt.:.

(In e1ement:o a € S ~.i Mcl'. corrp?eument:e Jte.9ota..~ ~e a· a x a.

a x • x a. pe.Jt qua.tche x ES.

e1eme.nt:o .

S.i ha. una. c/lJli1.tteJt.i.zza.z.i.one de.qU eiement:.i. comp. :eume.nt:e Jtegota.Jt.i.:

TeoJtema 1. 1

PeJt ogn.i. a E- S ~ono e.qu.i.val.ent:.i.:

.il a i! compleument:e JtegotMl'..:

Ul a ha. un .inv~o commu.ta..U.vo ;

wl a2S a2
a" •,

.iv l 2 2
a E- a S n S a •

•

•

vI a Ù~ ~ot.togJtuppo M S.
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V.iJn. .il => «l :

a = axa = a(xax)a

xax·· x(axa)x = (xax)a(xax)

a(xax) = (axa)x • ax • xa • x(axa) = xax)a

quincii xax è un .inve!t6o cii a ed è peJ!JnlLtabile con a.

Ul -? .i«l: 2 2 2a • aya = ayaya • ayayaya • a yyya f:- a S a .
J

.i«I .iv J :
2 2 2 2

=Ì' a • a za t: a Sn S a •
)

.iv) vl: 2 2 2 2
=ì a • xa • a y =Ì' xa • x(a y) • (x., )y .. ay'

)

•
poMamO e • xa s: ay :

2 2ae • a y • a .. xa = ea

~i ha. a.UOIta:

2e • (xa)(ay) = (xa2)y • ay • e ed e é San a S

quincii a .. G che è un gJtuppo;
e

vi ~ .il: •ovv-w •

Le equivalenze olta pJlova.t.e u peJtmettcno cii a.66 :J!r.'Me che ~e il ~~

S è completamen.te ltego.taJle, a..t.e.olta S • UG
e

con e

.uiempoten.te, tnche tJta .toltO cLiAg.iunU•

colo cii ~em:i.gItUPp.i ~e u~te una. congltUenza. le cui clM~.i cii equ.ivalenza.

Mno tutte .in '6 .
TWIlema. 1.2
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s ~ compte-tamente ltegoiaJte <le e Mio ~ e Sai compte-tamente Iteg~

we. peJt OgM a E ~ •

Se S è un ~e.m<.gltUppO ed J un ~uo .i.deale. cUc.<.amo che ~

.uieale pJUmo ~e accade che: a S b Sg} =i> aé:J O bE J .
S.i cWtil che ~ ~ un .ideale ~em.ipJUmo ~e a S a <;;g ,:) a E:J .
~: .J:.' "he rr > ~p .. x2L ~ =" x' tr .
.;>.(. u-vu, ~ d" com)-'<-etamente ~ eJlU.pJu.Jl10 ~e: c d·/ ~ d

Teollema 1.3

-e un

2
a ~ a Sa; (.u'l V a E: S:

ili) S ~ uMone di M:ttogltU,"P.i d.uçj.i.unt.i.;

.iv) OgM .ideale ~.&t.U,tJw (o dutJw I di S è com11ietamente ~em.i.pIl.i.mo.

V.{m. .il =ì.i..i.)

~eJt .ipotu.i

2
a E: a S a;

2 2 ?
a é a S a ~ a(aS)a- S; a S 2a .•

.i..i. ) ='7 ili)

po.i.ché ia ;",) c.i. cUce che 2 2
a ESa. b<u>tet pIlCva-le che a E a S e

~61tUttet1le po.i.i..e. Teall. 1.1 peli. a66e1lmaJte che OgM .Il< S ~tet .in un l>O:tto­

gltUppo di S .

Abb.i.etmo .intanto:

2 . t
a~a S a -7 U-<.<l e xé S /

2a :o:: axa
2

e ancolta (xa)y(xa) • xa

peli. qualche y é S; quindi:
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2 2 2a· axa • a(xa)a • a(xa)y(xa) a • (axayx)(axa ) •

2 )
• axayxa • axay(xa) = (axay)(xa)y(xa) = ay(xa)- =

• (ayx)a(xa) • (ayx)(axa2)(xa) = (ay)(xa)2(axa) =

2• a(axa) = a xa

ili) => ~v)

. -c.we 2 2
a E- a S a S. a S:

e 4-<a c uno du gJw.pp~ la c.u.<.
e

u~ne co~e S tale che •e q(.Uf!-

~ C a ~C ~ Il C
2

• C g" G <; 8nC ~ ge e e e e e
da c.u.<. .•

~ ~ aUo1U1 uMone fug~nta. ~ gJw.pp~ e dunque:

2
x E< C le

peJt quaiche

2
4e a f S. S a ~ un .uleaie 4~~tJt.o ~ S e q~nM

4 2? 2
a • a a- E: S a => => a~ S

2
a :

S~ Es .t'wùme degU elementi .<.dempotenti ~ un 4~gJw.Ppo S.

e ~ f édef~ e = e f = f e

(La v~~~ca. ~ banale).

E :
s
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Un ete;nento -t.dempotente l>;' d,{.c.e pJÙmilivo !>e è mbw"a.le (wpet­

:te alla iLetaz~ne d'OiLd,{.ne OM. riefbl.aa).

TeOiLe;na 1.4

no p!t-i.;m.i..Uv-t., aUOM. s è c.om~P etamente iLeqoiMe e G = a Sa,f~ . e

c.o n eéE, aE;G.
s e

a6 S =ì a = axa peiL qua.lc.he x E; S =;?
2 2 2a = il ya peiL qua.lc.he yr= S;

•poruamo e = ax •
2f = a yax; e ed f !>ono etenenti -t.dempotenti;

e2
= (ax)2 = (axa)x = ax = e

2 ?
(a yax)- = 2 2 2 () (2 2.a yaxa yax = a y axa ayax = a ya :yax =

2
= a yax = f

-t.nollie:

2ef= (ax)(a yax) = (axa)(ayax) = 2a yax = f

2 2 2fe = (a yax) (ax) = a y(axa)x = a yax = f

qu-t.nd,{. f = ef = fe e, peiL.f.' -t.potU-t., e = f. l~é:

2 2ax = a yax _/ axa = a yaxa

S è aUOM. c.omptetamente iLe.go.f.aiLe (e uMone d,{. gMpp-t. fug-t.u.nti!.

s-t.a1'lO olLa e é E •s
a é
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-1 -1
exe a a (a x a ) a =;:> x é a Sa,

x E, a S a =) x = aya pVt qua.tche y =) x E Cf pet qua.tc.he f E E .
s'

-1
ef = e(x x )

-1
= e(aya)x = (aya)x-1 = -1x x = f

(ci.oé r.U.JUma.te.<.n E).
s

S ~-L cWtà po-L ca.Ylcell.a.b-Ue debo.l'.mente u da. lX- .l' ox e xa =xb

TeoJr.ema. 1. 5

-LI S è c.omptetamente ~empUc.e;

«I S è ~empUc.e e completamente Jr.e,clOlMe;

'ilil S è Jr.ego.f.a.lte e ogrt-i. ~IW -Ldempotente è pMmUi..vo;

-Lvi S è Jr.egolMe e c.a.Ylcell.a.b-Ue debo.l'.mente;

v I S è Jr.egolMe e, pVt og rt-i. a, x ES, ~-L lu" a = axa =) x = xax
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S~ e un ~dempotente (p~~vo) ed a ~ s; )o~c.hé SeS = S

(~n quanto S è 6 empuc.e), 6~ ha. a = u e v ed 3e = x(ea e)y c.o 11

oppoJt..tu~ U,v,x,Y.é s.

PorU.amo f = e v a e y e x e a U e; 6~ ha:

f2 = evaeyexea(ueev)aeyexeaue' = evaeye(xea3ey).exea'le _

.- evaeyexeaue = f '.J

ef • fe = f e o~n~
•

f = e .

PVtto.nto· a = uev = ufv = (uev)aeyexea(uev) =

2 2 2 2= a (eyexe)a é a S a

e qtU.~ S è c.omple.tamente JtegolMe.

6~no e, f E E , e ~ f; e66endo
s

c.on oppoJt..tu~ x,yéS; •
poJULtmO a = fxf , f ~.,.__ ••b = ilf. ..,,( 'u< «-u-oJto.:

aeb • (fxf)e(fyf) = fx(fef)yf = f(xey)f = f f f = f

a = aata aa' = a'a. S~ ha:,

f = aeb ~ aa'a eb = aa'f = alaf - a'a = aa t

f = a'a = (a'a)(a'a) = a'(aa')a ~ a'fa = a'(aebla =

= (a'a)(eba) = feba = eba

pVtto.nto: e = ef = e(eba) = eha = f
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e CIloL o.t è pJWvaJ:o 'ehe ogI'Ù .wempotente è pMmilivo.

ili) -Ì' .tv l

Peli. -il TwJtemo- 7.4, S è compte-tamente Jtego.taJLe; ouppol'Ù/tmO che

ax • bx • xa : xb. S.tltM e. f due .tdempote.nu ta.U. che

illoJtlt axa 6 G
e e bxb 6 ~;

axa : bxa : bxb =ì Ge : G
f

=:) e : f ;

y : exe o.t ha: y € G e qu.<.nd.<... uoendo
e

ay • aexe : (ae)xe : axe : bxe - bexe : by )

ge d.<. co-nce.t.to-z.tone .tn un gJtuppo, o.t fU! a: b .

.tv l =ì v)

a • axa -1 ax : a(xax) , xa - (xax)a =ì x : xax

V) =ì.t)

s.w.no e. f E E • e ~ f; illoJtlt e: e f e
5

e qu.<.nd.<., dillo- v),

f = f e f : e f : f e do- CLl•.t e = f

Suppo n.io.mo oJtlt che

piÙO d.<. s. Se aeJ

S no n o.tlt oemp(.,(.ce e o.tlt rJ
u.<.ote G We che a é ifn Ge e

un .tdeA..te PJtO-

e é.unque:

oe oJtlt f Ig, o.t M: G
f

- fSf 2 f [J f 2 {f : - contJtltdd.<.z,l.one!

AUoJtlt S è oempUce.
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Teoitema 1.6

Se. s e.d e,f li E , aU.o­
s

Jta valgono te. ~e.gue.n:U p!topo~ù.i.orU.:

.i. l a,bEO S, abf G =) a S ., ""- G •- -'e e

.(il f • => f fe = e e - •
.J

wl f e = e ....) e f = f.

V.<m. PitOv.<.amo la .i.).

a E: G ,
g

a b ~ G ;
e

aU.Oita a b a E G ,
g

a = (aba)u , b = v(bab) c.on oppoJWJ.n.i. u e v

axb = (aba) :uxv(bab) = (ab) (auxvb) (ab) f G
e

e. dunque. aSbSG.
e

e f = f =ì f e t Es e. po.<.c.hé f e = f e f li: Gf' ~.i. ha: f = f e.

Ana1ogame.n,te. ~.i. pitOva anc.he. ta ili)

Abb.<.amo v~:to c.ome. un 6e.nu.gitLlppo S ~.i. /XI-Ò de.c.ompoitite. .i.n M:t:to~ e.m.i.-

•
gitLl.pp.<. :

(8.1)
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M.i.-Uvi.. di.. 8(6ac.e.i..amo notMe· 1èhe wpe.t.to al paJt. 5, J.>i.. è 1èambi..a.to

La de1èompoJ.>i..zi..one (8.1) è vali..da i..n gen~e, a paJt.te.i..l 6a.t.to 1èhe

i?UgJw.ppo quozi..ente (di.. Ree!.> l.

Ci.. ch.i..ed.i..amo Mme J.>i.. plte!.>enta :taJ'.e de1èomp0J.>i..z.i..one quando 8 è

Mmple.tamente ltego.tMe. 1n qUe!.>to CMO J.>i.. ha:

VedJtemo IId J.>egu.i...to ehe 85 ha una J.>:tJuL:t:twr.a "mo.u:o vi..e.i..na" a

quella di.. gJw.ppo (ed è un.i..o ne di.. gltUppi.. mMJ.>-imali.. i..n s, come anehe

Avendo 8 una 1>:tJuL:t:twr.a "J.>-Un.i..le" ad 8. J.>i.. eonge-ttUlta di.. poteJt
2

oMe una deeompoJ.>.i..z.i..one di.. 8
2

:

= 8 (.) 8 l.)
2 U 5

e poi.. di.. J.>eompoMe an1èOM - .e 1èOJ.>A. VA.a.

Si.. poMono aUoM plte!.>en.tCVte due eMi..:

i..) le de1èomp01>.i..z.i..oni.. non hanno teJtmi..ne; aUOM:

5=( ... ( ..... 8 (~\.J
2

8 ,.)
5
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«) lo. decompo"ù.wne ha teJUrt,[ne dopo un numeJw 6;'nilo n M

U
S - ( ... (S2 U . . . .. ) u

Comunque ,,;. può "empite pltO valte che :

• •
S' . sJ !i
5 5

• • •

e SJ 1 sJ
5 . S5 ~ 5 M. • •

1 :r J )

merttlte nel caoo «) ,,;. ha.:
•

S S' S5' 2 ç; 5

ma non ~ 6ac-<.le. S;. può a66eJtmalte che:

SU = U G alOB
2 eS •

dove, n • ha: sn SU"e a é S2 , ,,-<. a C •2 2

9. Ma.tM.u M Ree!>.

VogUamo olta. occupa.!tu dilla lta.pplte!>entaz;'one M "em;'gJtttpp;' meMan

te le ma.tM.u M Re.e!>.

Sw. G un gJtttppo con O ed I ,~~ ù,,;'em;' ;. cu-<. elvnenU ;'ndùlua

mo con . . k
l t J, ••••• wpe.tUvamente. Se p -e una ap-

plicaz;'one M M x I
•

Hl G, i' elemento M G

O"Hltv-<-a.mO che, "e è data 'tino. appucaz;'one. P: '1 x I -) G, aUoJu:!
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•z.uJne:

(i,a,/:,,) (j ,b,.,l ) = (i,a Pt""~b, " ) (9.1)

CfW:lm.<.amo ma.t!Uce cU. Pee1>.6u G l'd J.nri.J.cJ. M x I urta ma.t!Uce
•

COrt al p.w. urt elemento cU.VeJL60 da O;.6J.a s t' J.r!.6J.vne deUe ma-

Se p è urta 6J.AMl.ta ma.t!Uce <lU G, pOMJ.amO de6J.rUAe urta ope-

k(lzJ.one bJ.~ <lU S rtel modo 4eauertte:

COrt A, BIOS

dove il pMdotio al <lecortdo membJW è t' oltcU.na.Jr.J.o pJWdotio "JtJ..ghe

peJt cotonne" 6Jta ma.t!UcJ..

E' 6acile veJtJ.6J.cMe che S(_) è un .6emJ.gJtuppo: to chJ.amJ.amo ~­

m.{gJtuppo dette ma.t!UcJ. cU. Ree1> <I/d gJtuopo G COrt matJU.ce "MndwJ.ch"

P. OMeJtV.<.amO che qUe1>ta CO.6bw.zJ.ol1e poltta agU M.e.6.6J. wuV:.CLti vJ.

<IlA. pltJ.ma ed J.t pltOriotio è tUlcoM quelf.o de~J.lÙto rteUa (9. l) .

Teollema 9. 1

SJ.a S un <lemJ.gJtuppo compte.X:amertte <lempUce e G (in MO <lotio-

aJtuppo con ulÙtà g(g t
•

E ).
s

I rtcU.duamo

I = { e 6 E I e r: = e }
s

H = { f t E I g f - f }
s

e deoJ.n.(amo urta apptJ.cazJ.orte p da H x I •
G portendo f-trt P~t,

- e.
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I x G x M c.o n .e. I o peJta.z.w ne (9. 7) ;

aUOM. .e.'a.pp.t'<'c.a.z.wne X : S -) T de~.<.rthta da:

a ---') (e,g a g, f), dove a g é G ,
e

n ao

~ un .u.om0Jl6.u.mo:tJr.a S e T •

.<., V.<.moJ>~o c.he p ~ fe
- fe

è un e.e.eme~o eLi. G e c.he g.e..<.

.wempotenti. e, f eLi. (e,g a g,f) Mno dete!UlU.na:ti. wUvoc.ame~e;

<\-Ul (f,e) € M x I • Pfe = fe = (g f)(e g) = g(f e) g C. g S g ~ G'
/

,

,
•

S' J>e G aU.OM. eo.iAte ~ u(ag) -<\-Ul OM. a E a g € u = e' c.o<\-<., e
,

e g = u(ag)g = u(ag) = e e qu-<.rteLi. e é L

Ana.togam~e <1'<' p1!.Ova c.he f ~ :1.

u, PltOv.<.amo c.he X è un omom01t6.iAmo;-
•<\-Ulno

aUOM.

a,a' E S :ta.U c.he ag lO G ,
e G "ga'Ee

aa'g E G ,
e

gaa'E G
f
,.

(aì( )(a'i( ) = (e,gag,f)(~,ga'g,f') = (e,(gag)(fe')(ga'g),f')=

= (e,(ga)(gf)(e'g)(a'g),f') = (e,(ga)fe'(a'g),f') =

= (e,(gaf)(e'a'g),f') = (e,(ga)(a'g),f') ~ (e,g(aa')g,f') =

-(aa'),t .
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P~ov~o che)é è ~ni~va;

aX - a'X ; a.U.OM:

(e,gag, f) - (e' ,ga' g,f ') -'-/ e = e ' , f = f', gag = ga'g ~>

==> ga = (ga)f - (ga)(gf) = (gag)f = (ga'g)f = (ga')(gf) =

• (ga')(gf') = (ga')f' = ga')

analogamente a~ = a' g e po~hé

hr:

a • a'.

S il ca.nceUa.b-Ue debo.eme.nte 6~•

~. P~ov~o che;( è 6U~~va.;

6,{a (e,x,f) é T (x E- G); 6e eR = e, gf = f a.U.OM (Teo~ema. 7.61

6-<' ha 3e - Il - fg. PonJ.amo a = e x f; 6-<' o:tUene:

e(ag)e - e(exf)ge - (exf)gf - (exf)g = ag

a.l'tIlf.ogamente 6-<' pItOva. e dunque

gag· g(exf)g • (ge)x(fg) = gxg = x;

a é S ~' a;(. (e,x,f).

a.bb.ia.mo peJt:ta.nto dueJtmùJa.Xo

S-<. è C06.{. pltova.-to che X è un -i6omM6-i6mo.

lO. OM~Va.u.oni.

Se s è un 6em-ig~ppo 6U w-<' non 6-<' 6anno -<.potu-<. d-i "compieta.

6empt.<.c..Ua", .te 6-<' può "Mpp~uentMe" mecU.a.nte un 6em.i.g~ppo d-i ~u?
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OMeJtV-U:lmO ,ùttan:to ehe. <le. S è un <lem.{,g!tU.ppo det tipo IxC"

COYl1J.<.deJtaU i.. M:t.toi..M.i..e.rni..:

H' ={(i,a,LL)
• /;" L

LI:" - { (i,a t')

R':' = { (i,a, 1:')

a E G },

i~I,a(,G},

a E G, t" ~ M}

é'<' ha che. H~t è un g!tU.ppo V~t, L t- è un i..dea.e.e. ~i..nJ..ébto Vt:- '

R ' è un .<.dea.e.e. dubto V~ e. i..noUJl.e.:<

Vogt.<.arno o~ po~e. !'a.:t:te.nzi..one. <lu!!a~~ det <lo:t.toi..I1<Ii..e.-

me Es de.gli eterne.nU i..dernpote.nti. Se. s è un 6e.rni..ll!tU.ppo Jte.gola-

Jte nulla po~~J..arno dJ..Jte. di.. Es me.nbte. qualcO<la ~i.. <la quando s è

comp!etame.nte. Jte.go!aJte.. Anco~ di.. pJ..ù. <Ii.. conO<lce. éu!!a~~ di..

E ne.! caM ehe. s ~J..a <I ernplice..
s

E' .inteJtUM.nte. ve.deJte anche CO<la accade quando E ha la ~btu:t
s -

Te.oJterna 11. 1

Le <legue.rvU pJtOP0<lJ..zi..onJ.. Mno equJ..vale.nU:

.<.) E è ~o.t.to<lernJ..g!tU.ppo di.. s;
s

M 110 i..nv eJté i.. di.. a e b a!!oJta b'a'I
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eLi. a b:

.<.U} a = axa I b = byb ~ ab = abyxab.

s è ~egolaAe te pteeede~ ~poo~z~oni oono equival~ a:

.iv) eE E -)
s

è un ~dempotente.

V.im. .i) -> ul

a'a I bb' E, E
s

e quiru:L<. anehe (a'a)(bb') E E I
S

. -uoe

(a'a)(bb')(a'a)(bb') = (a'a)(bb')

a(a'a)(bb')(a'a)(bb')b = a(a'a)(bb')b

da eui:

(aa')(ab)(b'a')(ab)b'h = (aa')(ab)(b'h)

ah (b' a ') ab = ab

e, 6.imij.mente ,

w =) .<.UI

b'a'(ab)b'a' - b'a'

xax e yby oono ~nveM~ eLi. a e b ITeMema 2.61

e quind.i lyhy)(xax) è un ~nveMO eLi. ab; p~uò:

ab = ab(yhy) (xax)ab = a(byb)yx(axa)b = abyxab

•Mano E E .
s'

po~ehé

6e~ue, appt,(eando ta ~}, ehe:

e q((~neLi. E •
s
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ivl =7 -tI ineU'-tpotu-t c.he s è JtegolaJtel

6-ta11.0 e, f E: E
s

x un -tnve.!t6o d-t e f,

fxe = f(xefx)e = (fxe)(fxe)

(ef)(fxe)(ef) = e(ff)x(ee)f

(fxe)(ef)(fxe) = fx(ee)(ff)

- (fxe) " QuncU (fxe) E: E
s

- (eOx(ef) - ef

- e = (fxe) (ixe) = fxe

e peJt la -tv I. uHndo

ili) =7 -tv)

fxe -tnve.!t6o d.<. ef, ~-t c.onc.lude ef tE E •
s

Ha e E: E e x -tnve.!t6o cU e: u~endo a.te.OM e = exe, x - xexs

6efjue peJt la ili) c.he ex = ex(xe)ex;

x = xex = (xe)(ex) =

= xee(xex) (xex)eex

Qu-tl1.cU x E: E •
s

[(xe) (exD ' l (ex) (xe)J ' [(xe) (exil

2 2
= (x e x) (x e x) = (xex) = x )

IntltoduUamo oM la. noz-tone cU gJtuP,l?o a. dutJta. (e a. ~-twtMl C.OI1.

c.u-t U "a.vv-tc.ùuamo" a.nc.oM cU p.w a.te.a. ~:tJtu;UHJUt cU gltUppo.

UI1. 6eJ1J-tgJtuppo S è detto gltUppO a. dutM H è ~empUc.e a dutJta.

e 6e da ax = ay Hgue x = y. 111. a.ttJt-t te.JtJn,{.M ~-t ha. aS = s,

V a t S, ed .<. pltOdoili ax "Jt-tpJtoduc.ono "una. oola. volta. gU eleme.ili

tU S,

066eJtv-tamO che la. den-tMz-tone OM data. equva.le a. dl.Jte c.he: peJt

og n.<. a •bes , e6~te un UMCO x tale c.he ax = b.
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TeDllema. Il. 2

.il S è un gllUppa a. duVr.a.;

a E S u-wcCe un uYl-i.c.a
,

x €o S 3 2
a x = a'•

ili) S è llega.f.a.Jte ed E è una zeJta 6eJ~ùlllUppa duetJta.
s

v.tm . .i) ~).(.i) :
•avv-Ul.

= a •
,

MI1

.(.il 'l iliI

2
a x

a = a2x = a(ax) = a(a
2
x)x = a2(ax2) ~/

<I e po.i x = x
2

y 6.(m.(1mencCe 6i.. c.andude c.he

x =
2ax •

}

da. cui.. 6egue ehe ax =
2ax y = xy .

)

2 2
y = xy = (xy)y = (ax)y = a(ax) = a x = a .

PeIltdn;Ca ax = xy = xa; a..t.e.aJtl1 a· axa ed s è c.amp.teta.m.llega-

Si..a.no oJtl1 e. t E E ; peJt .e.o. «I u-wcCe z € S
s

2
ta.ie c.he fe = (fe) z

flu.-tndi.. f e =
"

2
(te) e z e. peJt.f. I uYl-i.c.J...ta : e z = z

2 2 2
z = (fe)z • f(fe)z = fz '=9 fe = (fe) z = z

z • e z =;;o fe = e fe

7 2
fe = (fe)-(fe) = (fe) e e = f e
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~.ut a~S ed X,Y ~u.o-i.. Ù1V eA6-i.. , uoé: axa - a"' aya, xax"' x,

yay = y.

AUo!U1 (ax) (xa) "' xa (Ùl qu.anto vaJ.e .ta ili1 e aX,xa Mno -i..dem-
+ _+:1 . - 2

po~e,~ ~oe xa"' ax a 2 2
axa=axa=a

. 2
pVt Cu..<. a t a S;

~,ùn.ilmettte ~-i.. piLova: a E Sa2 e qu.-i..nd,(. S è comp.tetamente lte,go.tMe

ed è u.~ne d,(. qJtu.pp-i.. -i..n ognu.no de-<. quaU c' è ~o.to u.n -i..dempotente:

eS", S
(l

•
a CaMa deUa tU). PVttanto

a G
e

Cl

a eS"'
Cl

aS = s (aS::>aa'S "' e S
a "' S )

to d-i..Jtetto d,(. Wl ~u.o ~oUo,gJtu.ppo "G

12. "Lateit11U" -i..n u.n ~em,(.IJJtu.ppo.

e J:
UA... E :

s
S "' GxE s

Se G è u.n qJtu.ppo id H u.n 0611.0 MUogJtu.ppo, 06-i.. può decompoMe G

.in .tateit11U: G = H + Hg
1

+ Hg
2

+ ••••• • C.i du.e.d.<.amo <le u.na decom-

PDI;ùùne d,(. qUe06to tipo può tltoVaM.i anche pVt -i.. I;em.igJtu.pp.i. re. plto­

b.tema è il 4el1u.ente:
"



- 35 -

ehe CnA = !il e S\A = A C ?

Vedkemo tka poeo ehe è pOoo~ le e~~tt~zz~e ~ o~gnupp~ ehe

godono d~ queM:a pMpM.Ui't.

a ~ 5 geneJul un gJr.Uppo (quan

do lo geneM) uMvoeamen-te dueJU:1ùto.;(;o (f.ll cWnoMJLa.z~one noI'! plteoel'!­

tLt eeeMo~va ~~MeoUà). ,"lei oeqM;to ~n~eheJtemo eol'! <a> il gnup­

po 9eneJta;(;o daa r elemen;to a E 5 (qual'!do eo~te) e eo l'! [ a ] il

6o.ttMem~gJtuppo geneJtato da a (evaen-temen-te

POI'!-Utmo oM:

[a] =
, 3

fa,a-,a )}.

<a> H eo~te e oe la peJlmuto. eol'! t' elemen;to l'!WblO d~ <a>

s ­
a [a] 112.11

Teoltema 12, 1-- --

S •a

We c.he s\s =5Ca a'
aUoM 5 (5 =UG.)

l

P.<m,

-el(e.~G.).
, l l

5 wuUo. q~l'!d~ eooeJte un gnuppo a deo;(;M.

,

B e VotJt~o oM pJtovMe

6UPPO .wuno ehe S 2
a

e G: S 2, (tUO'W
a

2r
a = a
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2 2r-1
S = {a,a , ••• , a }
a

f un gJu.lppO (2r

p-i.c.c.oto lU>ponente peJt e.ld. 6i ahb-i.a. t I uguagUa.nza) •

Se ù1Vec.e a..UOIt.a 2r
a = a c, peJt un oppowwo

v.i.amo c.he c "S .a' c l: se. aUolta.
a

~-i aVILebbe :

2r
a ~ a S C ~ se: cwwILdo poic.hé.

a a
a ~ S .

a

Qu-i.nd-i. è C" S ,a
. -uoe tc = a , da. e.ld.

2r t 2r+t
a=aa=a

e ~-i c.one.tude d-i l'ltLOVO e.he s è un gJu.lppo. In entILarnhi i e.a.6~ Sa a

d-izione e quind-i. S l. è un <J'tUPpo.a

a ta..ee e.h e. 2- - 2
a a = aa = e 2 .

a

Se .il. gJLuppO è 6-i.nd:o ed U 6uO OILe'J ne è o, 6~ ha. - 2(0-1)a ~ a

•eaUA. S
a

è un gJLuppo. Se. -invee.e S ~ è Ù!~ùu.to ;?'We.e.C:;'!lJ10 c.ome 6 "-flue'a

ae ~ • etr a lpeJt fu 12. I)
a

2 - (a2 alaa(a a) •

2 - 2 -
a (a a) • a (a a)

-
a a • a a

da. C1U ~egue:

- -
e ~ = (a a) a = (a a) a

a
-a(a a).
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PeJt-tanto a è.i.n un gltUppo che, ow.wmen-te, contiene :tutte te potenze

rU alcioé contiene S ). S
a a è o.llolUl un gltUppo, I-'c

•
~nrU ogni el-eJIIento eLi.. s è.i.n un gltUppo; coru..utvUamo quelLi. ma.cl6.bna-

U, che balUlnno anche fugmnti peJt ovv.i.e coru..i.deJl.tU:.<.orI.i., ,7 ùtcUchiamoU

con G. (te wpettive urUta 6.{a;W e.), S.i. ha coù
l l

S =UG.
l

, (12.2)

Suppo IÙ.amO olUl che valgo no te ( 12, 2) ; è ev.i.dente o.llolUl che va­

le eiGk = ~k; ~v.wmo che è anche Gi~ = Gk ,

Ma 6-<- 1m anche:

G. = C.e.· G.eke. So Gke. So G.
l 11 1. 1. 1. 1

Gke. = G. •
1 1

S=G(e
1
ve2 v ..... )

con ovv.i.o 6.i.gn.i.6.i.cato de.i. 6hnboU (G è uno de.i. gltUp,u. Gi )·

(12.3)

In conciu6.i.one 6.i. è p!lOvato che :tutt.i. e MU .i. UJn.igltUp,u. peJt cu.i.

vale una decompo6ù.i.one del-.tipo (12,3) 60no .i. gltUp,u. a dutlUl.


