Parte 1 -  Semighuppd

.

~yot&zioni.

Per Le applicazioni useremo La notazione destra, scrniveremo cioé a¥f

3 ¢v  per indicare nispettivamente f(a) e Yof, Con & ,  Andiche
rnemo L' identitd di . A.

1. Refazioni.

Pen nelazione binaria su un insieme M intendiamo un sottoinsieme

R di M x M,

Pen indicare che (a,b) € R scniveremo anche a Rb (e Leggda

Y

mo "a ¢ in nelazdione R con b"),

Tha nelaziond binanie su uno Atesso insieme asseqnato AL definisco

no Le operazioni di undione e 4intersezione (insiemistiche), L'openra-

zione di complemento e «L congronto per inclusdione:

RUR' , RANR', R ( aRD . y.Y’3 (a,b)ﬁ R) e R< R',

Se R ed S sono relaziond su M definiamo <L prodotto RS

nel modo Aseguente:

aRS b 280 esiste ce M taleche aRec e

¢c S b,

E' chiano che, se¢ R,S,T sono nelaziond su M, allonra:

(RS)T R(S T) (1.1)

mentre, generalmente, RS # SR



™

Inoltre, se R, , i € F ., ¢ una famialia di relaziond su M, al

Lora, pen ogni relazione S  su M, valgono:

(UR,) S =) R, S (1.2)
ie] ie]
sclLJ r,y =UJsR, (1.3)
. 1 . 1
ieq ie)
Indatts, se a[ (L) Ri) S]b, allona esiste ¢  tale che
iell
a (L-J R.) ¢ e c Sb, c40l esiste R tafe che a R,c e

c Sb e quindi a(R,S)b , da cul seaue a(.L_g{Ri S) b,
1€

In mancera analoga A4 prova L'altha inclusione e quindi 54 ha La

(1.2},

ALLo stesso modo A4 vrova La (1,3): osserviamo che per F'internsezio-

ne non & detto che valgano Le stesse wquaalianze,

fe R, R', S sono nelaziond su M, allora 54 ha:

RS R' = RS & R'S e SR & SR’ (1.4)
L'(nvernsa Rl detla nelazione R ¢ dedfinita da:
-1
a R b Abe b R a

S4 vede dacifmente che:

(R"l)"1 =R , RE S & Rle g7t (1.5)



-1 -1

(/\R,) = ()R, (1.6)
L 1

(Ury™t = U R (1.7)
3 1 5 1

(s 1)L = ot (1.8)

La nelazione uguaalianza E 2 dedinita come

a Eb Ase a=bh,

E' chiano che g1

It
=3
>

RE=ER=R per ogni relazione

R su M, mentre, ¢ 0 indica La nelazione vuoto, 44 ha:
0 € R , RO=0R=0 per ogni relazione R su M,

Una nelazione R &4 dice che aode della proprietd:

1. niflessiva  sse aRa Yae¥M (c{l0? E < R]

2. Duansitiva s8¢ aRb ¢ bRe =aRe [(cio? RRER]

3. sdmetrica s4e aRb = hRa (c{08 R "=R]

4. _antasammelrnica S4e aRb o, bRapa=>b (cioéd RAR

Diccamo che R 2 una nrelazione di equivalenza se essa qode delle
propriield niflessiva, simmetrica e thansitiva, Una nelazione R di equi
valenza determina nell'insieme M Euna partizione disasunta (La parnti-
zione delle classi di equivalenza modufo R) e, viceversa, data una partsi
zione disgaunta w dell'insdieme M, AL pul definine una relazione di
equivalenza R (Le cul classd di equivalenza sono proprio gli elementd
della partizione =« ).



Sia date una famigbia R, , iel], di relazioni di equivalenza

1

AL M,

Anche [ R, ¢ una nelazione di equivalenza (su M): Lo sfess0 non A4
ie)

oud dire per \_J R.,

ie] .
Ancora, ¢ R ed S  sono refazioni di equivalenza, AL ha:

RS relaz., d'equ,za 540 RS =SSR
(e 84 pud anche provare che R S = RuS), (cfr, F. Sik, Spisy vud, pri-

nodovade fakult. Masarykovy univ, (1954), n, 3 , 97 - 102),

-Dam,

— sR=SRT=@®H T =RrS

& (RS)(RS) =R(SR) S=R(RS) S=(RR)(SS)E RS (ransLtivital

e S N

SR =RS (s {mmetruia)

R

E€S=ES g RS (nidlessivita)

A e =

Se R ¢ una relazione di equivalenza su M Lndichiamo con [nJg
La classe degli elementi di M equivalenti ad 2 modulo R (classe

di equivalenza) e con M/R  L'insdieme delle classs di equivalenza di ele-

mentl di M, Per applicazione naiunafe;?ﬁ intendiamo £'applicazione da

M su  M/R  tale che ap = [a] per oani elemento a di M.



2. Semigruppi e ideald.

Sia S un insdieme su cul ¢ definita un'operazione binarnia, che An-
dichiamo con .« [ e chiamiamo prodotto); S ¢ allora un gruppodide, 04-
senviamo che un'operazione binaria su S pud essere riauardata come u-
na relazione ternania R nef modo sequente: s¢ a « b = ¢ allona

dicsamo che (a,b,c) € R,

Un gruppoide La cudl operazione binaria goda della proprietd associats
va 4 chiama semigruppo. Un sotfoinsieme A di un semichurpo S Lo
diciamo sotiosemicrupmo se & chiuso nispetto al orodotto <in S, Se As S,
L' insieme del prodotti f4ndtl di elementi di A & un soltosemigruppo

che chiamiamo sottosemigrhuppo generato da A e Andichiamo con < A >,

12 sottosemigruppo generato da un s0fo elemento a di S, c408 < a >,

Lo chiamiamo sotlosemigruppo ciclico generato da  a,

Se <a> = S pern qualehe a € S, diremo che S 2 un semiarup-

P0_cickico.

0ssenviamo che, e H., ieJ sono £ sottosemiaruppd di S 4An-
cludenti A (con A sottodinsieme di S ), allora centamente

[-\J H, 2 <A> e anzdi, podich? anche < A > ¢ tha L sottosemiqruppd Ain-
1€

cludenti A, 84 ha 2'eguaglianza,
Con ci0 44 & provato L

Temema_ 2.1

Sia AS S allona < A > ¢ L'intensezione di tutti < sottosemd -



gruppL 4L S contenontl A,

Sta ona a e S; A sottosemigruppo ciclico < a~> ¢ costituito Ada
tutfe Le potenze di a. Possono presentansd due casd:

1) Tutte fe potenze di a  sono distinte;

7)Y Esistono due interi , m ed n, con m < n, tali che a =a".

Nel primo caso < a > ha ordine infinito, mentre nel secondo caso,co-

me vedremo tha poco, < a > ha ordine ‘inito.

Fissiomo {8 pdill piccolo n tale che a"=a' per qualche m < n.
A2ora gli elementi distinti di < a > 80M0 a, 8%y veeee @0y +vv a

n-l}

’ m - . . . .
e «noltre { a ,....04. a ¢ un aruppo clclico di ondine n - m

: s = + _
La cud unita e amk" con ko0 e m+ k, = 0(n-m,

S{ia TeS: diciamo che T ¢ un <ideale sinistro (destrno) di S
se accade St<T (t S=T) pern ognd teT. Se T ¢ un «dea-

Lo sinistho e destrno a4 dice che T ¢ un ideale.

SL prova facifmente che, se T< S, valgono:
T sottosemiguppo & T - TET
T Adeale sinistho & S T<T
T Aideale destro <& TS<T

T {deale & ST T, T ScT

Teorema A ;__g_

S T e V  sono ideali sinistrni (destnd) di S, anche TNV

o L{deale sinistno (destro ) di S.



Un teorema analogo vale anche per ali Ldealdl,

Diamo ora alecune definizicni, Sia A S, poniamo

L(A) = ﬂ Li con Li Ldeale sinistno, Li 2 A
R(A) = () Rs con R, ddeale destro , R, 2 A
JAy = () 3, con 3. ideale J. 2 A

Chiamiamo L(A) ( R(A) ) ddeafe sinistro (destro) aenerato da A

e J(A) 4ideale aenerato da A,

S4 wud provare che L(a) =a v S a
R(a) = a U a S
J(a) =ayasSusSausas

Proviamo, ad esempio, La prima uquaalianza, Che aw S a 440 un Ldea-
Le sinistro e che contenaa a ¢ owdo: Anoktre aJS a ¢ contenutfo

in oand altrno Ldeale sinistro che contiemy a, “a cul L'uquaalianza,

S4 dice che un semigruppo S @ semplice a  sdnistra (a  destral se

non contiene Ldeali sinistrni (destni) oropni. S 84 dice semplice se non

contiene Ldeali proprd.
SL vede subito che:
S semplice a sdnistha & Sa=9S, peroand a € S,

0sserviamo che, se S @ semplice a sinistra, L'equazione x a =b  ha
sempre soluziond (non 2 detto che La so0luzione sia unica), Consideraziond

analoahe A4 possono fare anche per L semiaruppl semolici a destra,

['intersezione di tuttil albi idea? L di S a4 chiama nucleo di €,



Evidentemente AL nucleo ¢ L minimo deali ideali c¢i S, Vale anche:

Teorema 2.3

Se @ ideake semplice di S [ciod ron cintiene ideali propri di
Sy, allora | & i yucleo di  S.

Un elemento e € S 484 chiama undita sinistrha (destra) rer a e

ea=a (ae=a), e viene detto semolicemente unitd per a se 8

40 unitd destrha che undid sinistrha per  a,
cniamato

Un elemento e e S &V elemento unitd sinistna (destrna) o semplice-

mente unitd di S  4e ¢ una unitd sinistrha (destra) o una undtd per ognd

a € 8§,
E' chiarno che, s8¢ S  ha unitl, questa 2 undca,

Poich? a volte convdiene Lavorare con semiaruppd wentd unitd , 54 oud
"ampliane’ AL semigruppo S 4mmenrgendolo in S Lo s u{aj, con Le con-
dizionl{ :, e a=ae=a perogni a € s! ., E' evidente che s!

¢ ancora un AemLanuppo .

Se, conmssdernato a € S, esiste =z € S tole che a z = z (za=2z)

84 dice che z 2 uno zero a destra (sinistrha) pet a. Se za=az=z pex

oani elemento a € S, 84 dice che z ¢ uno zew di S (ed 2 allona

unieo) .,

Se z & Lo zero di S ed esdistono a, b € S (non zero efementd)

tali che 44 abbia ab=12z, allora a e b &4 chiamano dLvis0 -

rd dello zeho.

Se S ha Lo zero, questo 84 indica con 0, Analoaamente a quanto



fatto prima, s4 pud "ampliare” S Airmenaendofo (n  S°® = S uio} con

Le condiziond 0Oa=a0=0 per oand a € S°.

Diciamo che S ¢ un aemia)tugm Zeno a aimm;_:_ (a destrna) s8¢ a b = a

(ab="b) rer ogni a,be S, Se 0eS e se ab=0 perognl a,bé S,

allona diciamo che S & un semiaruppo zero,

I semigruppd zero costituiscono uno ded "poli" del problema della classi-
ficazione dedl semigruppd, in quanto semiaruppid aventl una struttura molto
semplice. &'altrno "polo" ¥ costituito, invece, dai qrupoi, che possono esse-

rne riquandatls come semiaruppd dalla struttura molto sofisticata,

Alitne definizilond wtili s0no:

|

C(s) = { a ¢ S|a1s s a} (ce.nﬂl.a,uzza,toftedi sk

C={ae S| as=sa peroani s € S}(ce.nf/‘wdi S) .

SL vede facilmente che C(s) e C sono semigruppd ; inoltre S

e un semigruppo commutativo se e s0Lo se coincide col suo centro,

C4 chiediamo ona: tha L sottosemiaruppd di un semigruppo S, c¢'@

qualcehe gruppo? 1L teorema 2.4 dand una risposta a questa domanda,

Un elemento a di S Lo diciamo idempolente se  aa=a; un semd-
qRULPPO S Lo diclamo Ldempotente se ogni suo elemento & idempotlente,

Un semiaruppo S  Adempotente e commutativo Lo diciamo semi neticolo,
Teonema 2.4
Sia e un elemento Ldempotente di S. Pondiamo:

'

a per qualche a'e S},

GE ={a € S| a=ea=ae,e=aa"=a

AlLora GE ¢ un agruppo.
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Dim, ' facile verificare che e € G, e che G, & un semiqruppo

per completarne La dimestrazione basta fan vedere cle, 4issato a € G,
a'€ Ge ¢ unico.,
Intanto &4 ha:

a(ea')=(ae)a'= aa'= e = ee = e(a'a)= (ea')a

e(ed) = (ee)a' = ea' = e(ea') = e(a'a)a' = (ea')e
e quindL ea' € G, inokine ea' = a'e=>b (guindd b € G) .

Se ona valesse ab = ab' = e, moltiplicando a sinistra per a' a4

T

avhebbe eb = eb' = b=b' e pertanto L'inverso di a 4An G,

determinato univocamente.,

Turgue G, ¢ un axuvrnvo (La cud unitd ¢, evddentemente, e) ed @

inolthe massimale rispetto alla proprietd di avere e  come uniita,

Consideriamo onra, sempre nelle Aipotesi che e  s4a un elemento Lidem

votente di S, L& sotLoinsieme:
G;={a& S| ageSNSe, e € aSnS§sa}l.
Teonema 7,5

S{ ha: G' = G
e e

Dim. SL vernifdica immediatamente che Gé 2 G,
ALa ona a € Gé : AL ha:

a=ex=ve con e =32z =Wwa



e a=ce(ex) = (ee)x = ex = a = ye = y(ee) = (ye)e = a e
e = a(e z e) = (e w e)a
eze=¢cl(eze)=e (wa) ze=cew(az)e=cecwe
quind< eze=ewe-=a' e allonra a € G_.
Pentanto G' = G
e e

Diamo ancora alecune definlziond,

n elemento a € S Lo diciamo regolare 4e a = a x a pex

qualehe x € S,

Un semiaruppo Lo diciame nregolere se @ nenofore ognd suo efemento.

Q4 dice che  x 2 un inverso dd a  se accade: a = axa, X = Xax.

Teornema 2.6
Sia a € S, a=awxa: aflona x a x @ un Anverso d4  a.
Dam. xax = x(axa)x = xaxax = (xax)a (xax)

a(xax)a = (axa)xa = axa = a
quindi xax, verndifdcando Le due proprietd, & un Linverso di  a.
Ouesto teonema cd assicura che ogni elemento regofare ha un Lnverso.

Un elemento a € S Lo diciamo elemento accrescifivo a simstrha (a

destrna) se accade a S' =S (S'a=15) , con s'< S,

3. Esempd dd semdigiuppd.

1) Sia S un Ainsdeme non vuoto: A4 definisca
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X M X =Y

X+ y = per ogni x,y € S
0 mw x#y

S ¢ allora un semigruppo (_semigruppo di Kronceker)

2) L'4insieme delle matricd (realli) n xw & un semigruppo s4ia nispetto
all'operazione di somma che a quella di prodotto,
3) Sono semigruppd gL insieml findtd dd eud diamo qud di seguito Le ope

raziond deginite con Le tavole di Cayley (con Le convenziond usualdl).

1 a b ¢ d a b ¢ d _ a b ¢ d
ala a a a a a b a a i | a b b b
bja a a a b a b a b bl a b b b
cla a b b c a b a c ¢ ] a b ¢ b
dla a b a d | a b a d d{a b b d

4. 0ss8envaziond.

Uno ded problemd di ricenca nella teorda deld semigruppd consiste nel
"cLassificane” L semLgruppAd,

I due "poll", in tale classificazione, s0no 4L A2migruppd zerno ed 4
qruppd

Ouando Lo studio di un semigruppo & ricondotto 1 quello di certs suod

sottogruppd, <L problema & nisolto:21 termina La trondia dedl Semigruppi
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ed ha 4nizio La Leoria ded gruppd,

5. Parntiziond di A emAGAUPPA .

CL proponcamo orna di costruine una partizione d. semigruppd in so0ttose-
migruppd disgiunti, Prima pend di adfrontarne questc problema ol serve una
nozione mediante fLa quale potrnemo "eliminane" dal rostrno studio complica-
ziond portate da certi elementd particolarndi (gli arnullatonrd).

Se J ¢ un Ldeale del semigruppo S, La nelazione R  definita da:

X Ry se e A0lo se x,yecg 0O X =Y
2 una rnelazdione di equivalenza. Le classd di equivalenza dié S  modulo
R sono date da 67 e da ogni sottoinsieme {a} con ae S . Defd-

nendo, 4in maniena natuale, L'operazione
Xy o xy dd
0 alruiments

84 ottiene un semigruppo in cud J gioca L ruolo di elemento zero,men
the gli altni elementi (¢4 ) operano tra Loro come in S. Questo

semignuppo 84 indica con Sff e prende if nome di semigruppo quoziente

(di Rees).

Se & semigruuppo S ha annuwllatordi | cioé elementi aeS ) ax=xa=0

per ogne x € S), &4 vede che essd costitudiscono n {deale (L{deale de-
gLl annullatord) e dunque, passando al semigruppo juoziente , 44 pud

otfenene un semigruppo con elemento zero ma senza nnullatond.
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Sia quandd S un semigruppo senza annullators . Dediniamo:

So ={ a€¢ S| ax=0, perqualche x # 0}

S1 = { aeS\So| a x=ay; x,y€ 8, x #v}

(5.1)
S, = { ae S\(SoU S,)| as< s}
S, = { aes\(S,uU §))| a5 =75}

08serviamo che So , S,, S., S, 4ono sottosen (guppd, come anche

1° 72 73
S\ S, ed 5\(sﬂusl), e inoltre :

S = SUS US, U S, (5.2)

A sua volta So ed S, possono decomporsd 4in sottosemigruppl nel

modo Aequente:

= rjf =
So Seo Y 801 ed S1 Suu 812
con
SOO= {aé SOI H.S"-':S} ; 501 = '[HE,SQ a S =328 }
- _ (5.3)
511 {a&Slfa Sc S} S,, = {aes; | as =5}

Se ae S01 ed x ¢ un elemento # 0 fale che a x = 0, allora

a(S\x) = S,

ELementl ALf4alll 84 chiamano accrescdtivd (cdo ' elementi tali che

aTl = S con Tc?S).

E ancona, se ae S e x,y 4ono elementi di tinti tall che ax=ay,

12
allora a(S\ y) = S. Quandi tuttl ali elementi di 01V S1, 40n0 accrescs

tvd. Viceversa ogni elemento accrescitive di S sta 4n So1" Sy,



Indatti, 4e a ¢ un elemento accrescltivo, ron wuld stare 4in 52

it

ne An S, (verche se a €8, o a S trhovdamo gli elementl di S una

sola voltal), né pud stare 4n Sy, 0 Sy7

Dunque glo elementd di U S sono tutte e s0lc qli elementd ac

01~ ®12

crescltive do 8.

Tha L soXtosemdgruppd ora visti esistono aleund Legamd; pld precisa-

mente:
8352 < 82 5283 < 82
5,5, S s, (ma niente AL pud dine do 5, 5,)
So0S S Spo
53500 S Seo

Proviamo, come esempio, La puima inclusione. Intanto & ovvio che

S, Sy & S,V S, (essendo S,U S, un sottosemiqruppo) e quindi un prodof

N n S.: 84 ha nod s,s, S&S
to s,s, flcon s,eS, , s,€85,) 4sfan S, o 4N S, | 359
(essendo s, SC S) e quindd SaS, €S,

b, Css0rvazLond.

Tha 4 vrobLemi ancoro apernti in teordia del semigruppl, nofevole LMK~
tanza ha quello di thovare una decomposizdione disgiunia di un Aemigrunpo
s wen La quale il prodotto di oand coppia di componenti sda Ancluso

in un'altra componente della decomwosizione,

Lo scopo & sempre quello di classificane £ semigruppd.
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Szep ha descnitto completamerte cid che accade ne’ caso finito commu
tatavo.

In genenale, nel caso 4inito, & stato provato c e

S = SogJ Sy VS,

7. Semiqruppd comoletamente neqolard e completaiente semplicd.

Sempre in nifenimento alla nicerca di cudl al wva-.agrajo precedente, @
intenessante La possibilitd di decomporre un semig.wppo 4in s0ttosemigrup
nd con una stwttuna "molto vicina" a quella del a.wuppL, Introduciamo,

a questo scopo, 4L semdigruppd completamente reqolar .,

n elemento aeS 44 dice completamente regolate e a = a x a,

ax=1xa, per quaiché X€S,

Un semigruppo S Lo diciamo completamente rego-’are se tale 2 ognd suo
elLemento.

S{ ha una caratterizzazione degli elementli comp'etamente regolard:
Teorema 7,1

Per ognd a ¢ S 4s0no equivalentds:
L) a ¢ completamente neqolanre:

) a ha un invernso commutativo;

L) a e aZS 32:

V) ae azsns azf

v) a éﬁ; sottogruppo di S,
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Dim, L) =p &L

a = axa = a(xax)a

xax-= x(axa)x = (xax)a(xax)

a(xax) = (axa)x = ax = xa = x(axa) = xax)a

quindi xax ¢ un Lnvernso di a ed ¢ permutabile con  a.

AL) == {L)! a = aya = ayaya = ayayaya = azyyya & az S azj
UL => 4v): a = 32232 € a SNn>S 32
Liv) = v): a = x32 = azy =) Xa = x(azy) = (xdz)y = ay,
pontamo e = xa = ay 84 ha allonra:
2 2
ae = ay=a=3xXa = ea

ez = (xa)(ay) = (xaz)y = ay = e ed ee&Sana S

quind{ a ¢ G, che & un gaupro;

v) = L) ovvdio.

Le equivalenze orna provate ci permettono di ajf nmare che se 4L se
miaruppo S ¢ completamente negqolare, allora S - w GE con e

{dempotente, dove, essendo 4 G, massimali, sono tnche tra Lono disgiunti.

Sia [ una classe di semigruppi. Un semigruppo S 84 dice semi netd-
colo di semigruppdl se esdiste una congruenza Le cud classd di equivalenza

sono tutte in G .

Teonema 7.2

S s4a un seminelicolo di semiqruppd, S =Usu ,ueg.
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S 2 completamente regolare se e s0fo se S ¢ completamente rego

Lane, per ogni ueg .

Se S ¢ un semigruppo ed j un suo Ldeafe, dicLamo che 9 ¢ un

{deale primo se accade che: a S b 59 => aeg 0 be Q :

SL dind che g ¢ un Ldeale semiprimo se a S a QJ-:) aeg :
S4 dind che g ¢ completamente semiprimo &e: xzeJ = xeg .

Teorema 7.3

el p—r

Sia S un semighuppo: Le sequenti wrOPOSLzZLO0IA sono equivalentd:
L) S ¢ completfamente neqolare:
M)Vq,es: a & a Sazg (L{’.’) Y a ¢ S: aeaZSa)
UL) S ¢ undone di sottogrupnpd disaiuntd;
) Ognd {deale sinistrno (o destro) di S & completamente semiprimo.
Dim. &) =p L]
2 2 2

ygm ApolesL  a¢ a2 S a° = a(aS)a~ € a S a“: s milmente 84 prova che

aeazs a:

ML) = L)
poiché La «w)ed dice che ae€s az, basta provate che aé¢ azs e
qfnuttane poi AL Teor, 7.1 pern affernmare che ogni 1€ S sta in un so0tlo-

ghuppo di S,

Abbiamo intanto:

. 2
aga S 32 =) es48te x €S -}] a = axaz e ancona (xa)y(xa) = Xa

per qualehe y e S; quandd:
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a = axaz = a(xa)a = a(xa)y(xa)za = (axayx) (axaz) =

= agxayxa = axay(xa) = (axay) (}::.;:-1)3'(7c.a=:.):2 = ay(xa) =

= (ayx)a(xa) = (ayx) (axaz) (xa) = (ay) (xa)z(axa) =

= a(axa) = azxa cl08 a €& 325 a < azs:

L) =D 4v)
sia § ideake sinistro di s (ciod SPs§) e sia G, uno ded guppi La cud

unione copre S itale che Ge#ﬂ. Esiste allora aegnce e quAn-

2

di G,asG JnG, = c4n G < Joc e § dacui:

GE*--GEa:Q.

9 ¢ allona unlone disgiunta di gruppd e dunque:

2

xzég = X €& Ge’ pern qualche Gea.-,-)xeGE = X € 9 .

W) = L)
de a ¢ S,,...‘ha2 2 un {deale sinistho di S e quindc

2 2 2
a&=aza"€:Sa2 =) azef;a => aésS a;

similmente 84 prova che ae 32 S e quindi S @ completamente regolare.
Sia E_ L' insieme degli elementd idempotenti di un semiqruppo S.

La sequente nelazione nisulta essere L'oadine (parziale} 4in E:

e f &&==> e=ef=f~fe

(La verifica & banate).
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Un elemento Ldempotente s4L dice primitivo se & minimale (rnispet-

to alla rnelazione d'ordine ona desinita).

Teornema 7.4

Se S 2 un semigruppo reaolare in cud twttl oL Ldempotenti so0

no prumitive, allora S ¢ completamente reqolanre e GIE =a S a,

con e &ES, a € Ge'

Dam,

a¢S =) a = axa per qualche xe¢S = az = uzyaz pern qualche vye S;

noniamo e = ax , f = azyax; e ed f sono elenentl Ldempotentd;

ingatti:

e2 = (.':un{)2 = (axa)x = ax = e

2 .
f- = (azyax)"’ = azyaxazyax = azy(axa)ayax = (azyazgyax =

azyax = f

Ltnoltne:

ef= (ax)(azyax) = (axa) (ayax) = azyax = f

fe = (azyax) (ax) = azy(axa)x = azyax = f
quAndL f =ef = fe e, pen L'Aipotesi, e =f, ocLol:
2
ax = azyax = axa = azyaxa =) a = azya € a S a

S ¢ allora completamente hegolane (e unione di gruppd disgaunti).

Siano onra e e E_, ac¢ Ce;
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X € GE=.> X = exe = a(a_lx 3_1)a => X¢€&€a s a,

UACoUeNAQ:

xea Sa= x=aya per qualche y = x € G per qualehe £ ¢ E

f s’
ne seque

(::lya)z-:m1 = X x_l = f

ef = e(x x-l) e(aya)xnl

samilmente 84 prova fe = £ e quindi e = f; allora x & G, ed an-
che La seconda inclusione ¢ provata,

Diciamo che «& semighuppo S € completamente semplice se € sempli

ce ed ogni suo elemento Ldempotente & primitivo (cio? minimale Ln E).

S 44 dind pod cancellabile debofmente se da ax #'bx e xa =xb

deque a = b,

Possiamo carnatterizzane £ semigruppl completamerte semulicd con L

seguente Leorema.,

Teorema 7.5

Le proposiziond seguenis Aono equivalentd:

L) S ¢ completamente semplice;
L) S 2 semplice e completamente neqolane;

L) S & neaolarne e ogni suo Ldempotente & primifivo;
v) S 2 negolare e cancellabile debofmente;

v)] S @ negolare e, per ogni a,x€S, 44 ha: a = axa =) x = xax
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Dim, L) = 4L)

Sia e un Ldempotente (primitivo) ed aeS; w0dich? SeS = §

(in quanto S ¢ semplice), 84 ha a=uev ed e = x(233e)y con

opportuni u,v,x,y & S.

Po niame f=evaeyvexeaue:: AL ha:

2 . 3
f° = evaeyexea(ueev)aeyexeaue = evaeye(xea ey)exeaue =

.= evaeyexeaue = f‘j

il
(D

inoltre ef = fe = £ o quindi £

Pertanto a = uev = ufv = (uev)aeyexea(uev) =
‘.
= az(eyexe)az & a S 32

e quindd S @& completamente negolare,

L) =D AL

siano e, f ¢ E., e £ f; essendo S semplice 8L ha f = xey

con opportuni x,y&S: poniamo a = fxf , b = fiyf. SL ha allonra:

|
’—r‘

aeb = (fxf)e(fyf) = fx(fef)yf = f(xey)f = £ £ £

a'a. S{ ha:

il

Sia a' un elemento tale che a = aa'a , aa'

aeb aa'a eb = aa'f = a'af = a'a = aa

]
(}

'

i
n

f = a'a= (a'a)(a'a) = a'(aa')a = a'fa = a'(aebjla =

!

(a'a)(eba) = feba = eba

pertanto: e = ef = e(eba) = eba = £
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e cosl 84 ¢ provato che oani Lidempotente & primitivo.
UA) = 4v)

Pen AL Teorema 7.4 , S ¢ completamente regolfare; supponiamo che

ax = bx , xa = xb, Sdiano e,f due Ldempotenti tali che

aetG , beG, ; allora axaeG ¢ bxb ¢ Gﬁ
e f e 3
axa=bxa=bxb=>Ge=Gf:)e=f;

e ona pondamo y = exe AL ha: y € G, ¢ quindi, essendo

ay = aexe = (ae)xe = axe = bxe = bexe = by , per La Leg

ge di cancellazione in un gruppo, A4 ha a = b.

W) =y v)
a = axa = ax = a(xax) , xa = (xax)a=)x = xax
vl =) 4}

Siano e, fe¢E , esf; allorna e =¢e f e e quindi, dalla v},

54 ha:
f=fef=ef=fe da cud e = f
Supponiamo ora che S non sdia semplice e »54',51(; un Ldedle pho-

prio di S. Se ael] esdste G tale che aelfnG_ e dunque:

GgﬁGgGa=G;
e e e e

se ona f#J , &84 ha: G, = fSf 2 £ f20 : = contraddizione!

Allorna S @& semplice.,
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Ig._omma _?___e_ﬁ_

Se S @ un semigruppe completamente semwlice ed e,f€E_, allo-

na valgono Le sequentl PROPOSALZLONL:

. . | _
L) a,be S, abé G_ > asSh = G
M) ef="e =y fe=f ;

i
~h

a{.-b{.] f e=¢e -_:){Ef
Dim, Proviamo La L),

Sia aeG_, beG

O

h,abece; allorna abaeGg, babe Gh:

a = (aba)u , b = v(bab) con opportund Uev <t

Gg e G nispettivamente; quindd:

axb = (aba) .uxv(bab) = (ab) (auxvb) (ab) & Ge

e dunque a$bsG,,

Proviamo La AL)

ef=f = feckE e podch? fe=fefeG, 54 ha £ = f e.

Analogamente 54 prova anche La Lid)
§, 0sservaziond.

Abbiamo visto come un semigruppo S a4 pud decomporre in sottosemd-

qrUpPPA !

S = SoU S, US,USUS,US, (8.1)

in mandierna che An S,V S, el sono tutti e s0lL gfl elements accre-
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seltivd di S{faccdiamo nofare- che nispetto al par. 5, 8L & cambilato
L modo di 4ndicare Le componentl della partizione; Ain varticolare

S S

AL indicano qui con S, Sy Sy

30 Sus Sg ques s01L0semigruppL

S

indicats prama rispettivamente con S, , S012 S11° S1p0 Sy Sa).

La decomposizione (8.1) ¢ valida in aenerale, a parte L 4atto che
sono stats "eliminalil"” gli eventuall annullatorni col passaggio al se

mighuppo quoziente (di Rees).

C4 chiediamo come &4 presenta tale decomposizione quando S @

complefamente negolare, In questo casc 84 ha:

S=82U 55

Vedremo nel seguifo che S¢ ha una sthwttura "molio viedina” a

quella di gruppo (ed & unione di aruppd massimali in S , come anche

Sy) s

Avendo S, una stwttuna "samile"” ad S , 84 congettura di pofern

fare una decomposdzione di S,

. ’ (A - .
e pod di{ scomporre ancora 32)_., e cosl v4a,

S4 possono allora presentare due casd:

L) Le decomposizioni non hanno termine; allonra:

- () Q) €% u (e)
S=(uee Covevn 8P0 8% LU sSPo ss’)... ) U S,
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W) La decomposizione ha termine dopo un numero fLnito n d{

PASSAL

_ n n n-1 f)
S = (.....(S2 U Sg )L_)SS W eeese DU Sc”:

Comunque 44 pud Asempire provare che

1 d e J .ol oJ -
S5 S5 “ 85 e S5 ‘35 < S5 Ae 12 ] y
mentne nel caso L) 84 ha: S S; < S

Sarebbe interessante conoscere La strwtiurna do 5121 , ma L& proble-

ma non ¢ gacile. SL pud affermare che:

n
s, = UGEB, 8 ¢ B

dove, 4¢ aeS;, 54 ha: asgc:s;.

9. Matnicd di Rees.,

Vogliamo ona occuparcl della rappresentazione di semigruppd median
te Le matrnicd di Rees,

Sia G un guppo con O ed I M insdemi L cul elementd ndichia
mo con  i,j,Kevee. @ @)-{,E}..... nispettivamente, Se P ¢ una ap-

plicazione di M x I 4in G, 4ndicheremo con Pus Plofemento di G
g ﬁ:, W'MJ du (qu*-:')*

0sserviamo che, se ¢ data una applicazione P: M x 1 —> G, allora
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L'4nsieme 1 x G x M assume La stwlituwa di semigruppo con L'opera

zZA0ne.

(i,a,p) (3,b,¥V) = (1,a pt"j.’b’ Y ) (9.1)

Chiamiamo matrice di Pees su € ad indied M x T una matrnice

con al vili un elemento diverrso da 0: sia S L'insdeme delle ma-

tuiel di Rees su G,

Se P ¢ una f48sata matrnice su G, possdiamo definire una ope-

razione binaria su S nef modo seauente:
A% B=APB con A, BeS

dove L prodotto al secondo membro ¢ L'ordinarnio prodotto "nighe

ver colonne” fra matricd.

E' 4acile verigdicare che S(x) 2 un semigruppo: Lo chiamiamo se-

mighuppo defle matricd di Rees sul ghuppo G con matrice "sandwich"

e

P. Osserviamo che questa costrwuzione pornta aalil stessd nisultati vi

AL pruima ed L0 prodotto & ancona quello dedinito nella (9.1).

Teorema 9.1

Sia S un semigruppo completamente semplice ¢ G un suo so0tfo-

aruppo con unitd g(g € ES). Indiehiamo

e }

I={eeES’eg

M

{féES|gf=f}

¢ definiamo una applicazione P da M x I 4n G ponendo Po, = f e.
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Con T 4Andichiamo &€ semigruppo 1 x G x M con L'operazione (9.1);

allora L'applicazione X : S — T dekinita da:

a —> (e,g a g,f), dove ageﬂe, g a ¢ G

f!
¢ un Lsomonfismo tha S e T,

Dimostriamo «L Leorema in quattro "passi,

4y Damostriamo che P fe ¢ un elemento di G e che  gl4

e

idempotenti e, £ di (e,g a g,f) sono determinati univocamente:;

44 (f,&) € Mx I ; pf

o = fe= (g f)(eg) =g(fe)Jgcg S g=G;
, ) )
A0 0na a € S; 4e a g ¢ Ge allona esiste u 3 u(ag) = e; 0041
e g = u(ag)g = u(ag) = e e quindd e € 1.

Analogamente 44 prova che fe M.

A, Proviamo che X @& un OMoMoLALEMO ;

—
siano a,a'e S taldi che ag ¢ G,» 82€6., a'ge G 1,82'€ Gpyj
allora
aa'g € G , gaa'€ G

(a) )(a'X ) = (e,gag,£)(e,ga'g,£') = (e,(gag)(fe')(ga'g),f")=

(e,(ga) (gf)(e'g)(a'g),f') = (e,(ga)fe'(a'g),f') =
= (e,(gaf)(e'a'g) ,£') = (e,(ga)(a'g),f') = (e,g(aa')g,f') =

(aa") X .

It



- 29 -

k. Proviamo che X & iniettiva;
840 aX = a'X : allona:
(e,gag,f) = (e',ga'g,f') = e=c¢e', f =1f', gag = ga'g =

=) ga = (ga)f = (ga)(gf) = (gag)f = (ga'g)f = (ga')(gf) =

(ga') (gf') = (ga')f' = ga'

analogamente ag = a'g e poicheé S @ cancellabile debolmente 54

he +

L. Proviamo che Z ¢ swuwetiiva:

da  (e,x,f) € T (x € G); se eg=-=¢e, gf = f allora (Teorema ?7.6)

54 ha oce=g=fg, Pondamo a = e x £;: AL ottiene:

e(ag)e = e(exf)ge = (exf)gf = (exf)g = ag

e quinds ac € Ge; analoaamente AL prova ga € G. e dunque

gag = g(exf)g = (ge)x(fg) = gxg = x; abblamo pertanto determinato
aé€ S 9' aX = (e,x,f).

SL 2 cosl provato che ,‘( e un LsomorgLsmo.

10. 0ssevaziond.

——

Se S 2 un semigmuppo su cul non A4 ganno Lpotesd di "complela

semplicita", Lo &4 puld "nappresentare” mediante un semigruppo dl matricd?
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Osserviamo antanto che se S 2 un semigruppo del tipvo IxG.

consdidernats L sottoinsiemd:

Hop ={ (i,a,r) | ae¢ G},

L = { (i,a ) | i e I, acG} ,

RJ!:: { (i,ﬂ,t&.) ‘ a € G, F&M}

54 ha che Hew ¢ un gruppo V‘;L‘ ,  Lu Zun ideale sinistno Vi ,
R, ¢ un {deale destro V. e inoltne:

ut'

S =UH¢'& - UL =UR,.

1T, Guuppdi a destra (e a sinistra).

Vogliamo ora porntare L'attenzione sulla struttura del sottodinsie-
me E_ deall elementl «<dempofenti. Se S ¢ un semiqruppo heqola-

re nulla possiamo dire da E. mentre qualeosa 44 sa quando S 2

completamente regolare. Ancora di pdil 54 conosce sulla strwtturna di

E nel caso che S sdia semplice.
E' interessante vedenre anche cosa accade quando E_ ha La strut
tura di semigruppo.

Teme_rngr 171.1

Le seguenti proposLzLond sono equivalentd:

L) E ¢ sottosemigruppo di  S;

WU se a'ﬁb' sono inversd di a e b, allora b'a' & Lnvernso
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di ab:
{A4] a = axa, b = byb =) ab = abyxab,

Se pod S ¢ negolane Le precedenti proposdzioni sono equivalentdi a:

)

V] eé¢ E =) L'Anverso di e @ un Ldempotente.

Dam. 4] = )
a'a, bb'e Es e quindd anche  (a'a)(bb') £ E CLOB
(a'a)(bb")(a'a)(bb'") = (a'a)(bb') da cul:

a(a'a)(bb')(a'a)(bb')b = a(a'a)(bb')b

il

(aa')(ab)(b'a')(ab)b'b (aa') (ab)(b'b)
ab(b'a')ab = ab
e, similfmente, b;a'(ab)b'a' = h'a’
G = )
xax e yby sono Linversd di a e b (Teorema 7.6)

e quind< (yby)(xax) € un Lnverso di ab: percdd:

ab = ab(yby) (xax)ab = a(byb)yx(axa)b = abyxab

siano e , e, € E_: poLche e, e, €, = e, ,‘ez e, e, = e,

seque, applicando La L), che:

e.)e

e, &4 = eye,(eje))ese, = e,(e e ) (eyey)ey

ciol  ene, = (ezel)(ezel) e quindd e,y & ES.
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v =p 4] (nell'ipotesi che S & regolare)

siano e, f ¢ P @ d4a x  un Anvernso di e £, AMLora

fxe = f(xefx)e = (fxe) (fxe) = (f:-:e)2 quinde  (fxe) & Fs

(ef) (fxe) (ef) = e(ff)x(ee)f (ef)x(ef) =
(fxe) (ef) (fxe) = fx(ee) (ff) = e = (fxe) (fxe) = fxe

e per La av), essendo fxe Anvernso di  ef, 34 conclude ef € E.

544 e€¢l ¢ x anvernso doe e: essendo allona e = exe, X = xex

seque per La LLL) che ex = ex(xe)ex; pentanto:

(xe) (ex) = [(xe)(ex)} [(ex) (xe)J [(xe)(exﬂ

i
il

X = Xex
= xee(xex) (xex)eex = (x e x)(x e x) = (xex) = x‘)
quinds x € E. -
Inthoduciamo ora La nozione di grupno a destrha (e a sinistra) con

cud L Tavviednlamo” ancora diL pild alla sthuwttura dL gruppo.

Un semighuppo S ¢ detto gruppo a destra se ¢ semplice a destra
¢ se da ax = ay 4eque x =y, In altrnl tewuind 84 ha aS = S,
Y ae S, ed 4 prodotti ax “niproducono "una sola volta gle elements
di S,

Osserviamo che La deginizione ona data equivale a dire che:pen

ognd a,b € S, esdste un undico x Zale che ax = b.

Dualmente a4 definiscono L gruppi a siniszra.
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Teorema 11.2

Le sequenti wroposdiziond sono equivalentd:

LS 2 un gruppo a destra;

i) Pern oand a € S esdste un unico x € S ) azx = aj;

L) S @ negolane ed E_ e uno zero semigrupno destro.

Dim. &)= id) : ovvia

U = L)

; 2
540 a' x = a, allora:

a = azx = a(ax) = a(azx)x = az(axz) =) X = axz'

)
2
)

80 004 X xzy similmente s4 conclude che y = xy

2
ax y = Xy ;

da cudl Aseque che ax
2 2
y =xy = (xy)y = (ax)y = a(ax) = a'x = a .

Perntanto ax = xy = xa; allora a = axa ed S ¢ completam.nego-

Lare.
, . . 2
Siano oha e,f € E_; per La L) esiste z¢S tale che fe = (fe)'z

Nuindd fe = (fe)ze z e, per Llunielld: e z = z

z = (fue)z2 = f(fva)z2 = fz = fe = (fe)zz = Z
z=ez =) fe=e fe
fe = (fe)z(fe) = (fe)ze # e =fe
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L) = A
s4a a €S ed x,y SUOL Anversd, cAol: axa = a = aya, xXax = X,
yay =Y.

AlLora  (ax) (xa) = xa (in quanto vale La iiL) e ax,xa 40no Ldem

. C . D _
potenti) ci0é xa = axza e quindl a xza = gxa = a per cul aeazs;

samilmente 54 prova: a € Sa’ e quindi S ¢ completamente regolare

ed 2 uplone AL qruppd in ognuno dedl quali c'2 s0lo un Ldempotente:

S = UGE , eon e eg = ep a causa della tii). Pentanto
o
e Gq = G, per ogni Gy ed 4in manlera undivoca, per cul
e S = 8§
o
Se 2 CE AL ha: aeaS=aS=s (aSQaa'S=euS=S)

o

S{ pud provare ancora che e S 2 un chupwo a destra, S & prodot

to dinetto di un suo sotogruppo G e dL E: S = GXE_

12, "Latenaldl" Ain un semiaruppo.

Se G & un quuppo ed H un suo sottogruppo, 44 pud decomporre G

in Laterald: G = H + Hg, + Hg, + o000 CL chiediamo se una decom-

nosdzione di questo ipo pud thovarnsd anche per 4 semiqruuppi. 1€ pro-

blema ¢ «L sequente:

se S 2 un semigauppo ed A un suo sottosemiqruppo, & possibile
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Dwvane un insieme C& S AL« che CaAA =0 ¢ S\A=AC?

Vednemo tha poco che € posss Le caratterdizzare 4L semiqruopl che

godono di questa propriefa.

Ricondiame intanto che un elemento a € S genera un ghuppo(quan
do Lo genera) univocamente determinato (fLa dimostrazione non presen-
ta eccessiva difficoltd), Nel sequito indicheremo con <a> L ghup-

no generato dall'elemento aeS (quando esiste) e con [a] &L

. _ .
sottosemighuppo generato da a (evidentemente [ a ] = ta,a ,33 ...... .
Poniamo ona:

<a> 4e esdste e se Va pewmuta con L'elemento newtre AL <a>
— ' I,
3, = [a] negli alini casd 7z.1)
Teorema 17,1

Sia ¢ un sem{gruppo; Ae 4 s, (a € S), esiste ¢, disgiunte da S,

tale che S\Sa =S¢, allora S & unlone di gruppd disqiunti (S =UGi)

con e,

e = e, (e € Gi)‘ S nisulta quindd essene un gruppo a destra.

Pam,

Dalle Apotesd A4 ha: S\Sa= S.® s\saz = sa,_'c_ con opportund

B ¢ C sottoinsdemi di S. Voqliamo ora provare che S, ¢ un aruwno;

D
. S g
Aupvoniamo che 8,2 non sLa un qaumpo ; se c.;-SaZ, allora a = a
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2 2r*1}

e CuL S, = {a,a”, ..., a ¢ un gruppo  (2r s L pdd

niccolo esponente per cul s4 abbia 2'uguaglianzal.
Se «nvece ace Sﬂzc, allorna a = azrc, per un opporlunc c €C; pro
vLamoe che ceS ; 4e non fosse veno, cLol se f0s8e eSaC, allona
44 avhrebbe

2r

a¢a” SC =S5C: assundo poLche ae S, -

C . _ t :
Quind< ¢ ceS, €0 ¢ =a , dacu

e 84 conclude d4 nuovo che S, ¢ un gruppo. In entrambd 4L casd S,
¢ un gruppo (e quind4 ¢ Ztale anche Sa;_l: sdame giuntl ad una contrad-

dizione e quindL S 2 e ur gruvpc.

Esiste pentanto  a tale che a’a = aa’ =e_j .
. L. . , . - 2(n-1)
Se L0 gqruppo ¢ findito ed L& suc ondire € n, AL ha a = a
sL vede sutite che €,2 & elemento neuthe crche pen a e qud S

¢ uin gruppo. Se dnvece S 2 e An{inito vroceddamo come seque:

ae; = e,a (ver £a 12.7)
a(a2 a) = (a2 a)a

222 3) = a’(a a)

!

(a a)a a(a a).

g
M~
W
~
o
0
S
A
i
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Perntanto a @€ 4n un ghuppo che, ovviamente, contiene ftutte £e potenze
di alcio? contiene S)). S ¢ allora un ghuppo, 1 1l elemento aeS.
Ouindi ogni elemento di S 2 4in un qruppo 3 condidesiamo quelll massima-
Li, che saranno anche disgiunti pen ovvie comsdiderazioni, : Andichiamols
con G, (Le nispettive unita s4icio ei). SL ha cost

s =0UeG., e.e, = e (12.2)

Supponiamo ora che valgono Le ( 12,2) ; 2 evidente allora che va-

le e.G =G : proviamo che ¢ anche G.e, = G,.

e un gruppo con unild e, @ in

k
-1 Y - g
ona e iek’ cL0e

E' facile verigicare che e, G.e

cud  L'inverso di e 88 ¢ e

Giek L Gk .

Ma A4 ha anche:

G. = G.e. = G.P
1

e. & G.e. &= G.
1 1 1 1

k

da cud G, e. =G, .
k1 1
Ouesto significa che A4 pud porre:
S =G(e, U e, U eonse) (12.3)
1 2
con ovvio signifdeato dedl simboli (G & uno del gruppi Gi)'
Tn conclusione 84 & provato che tuttl e s0LL 4 semicruppd per cul

vale una decomposizione del tifpo (12.3) sono L gruppi a desira,



