Abstrnact - This report presents the topics of the Seminar held in
Lecce by prof. J. Szép. The purpose of the Seminar was to introduce
the participants to the study of Semigroup Theory, and at the same
time to provide some hints for research. In part I, after some de-
finitions, the prblems of partitions and classification of semigroup
are examined. The subject of part.Il is a theorem on structure of
algebras with twb operations; moreover some research problems are
suggested. Fiﬁa]]y part III cives an introduction to the Theory of

automata, with various examples.
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Parte 1 - Semiguuppd

-Notaziond,

Pen Le applicazioni useremo La notazione destra, scriveremo cio?é a¥

e fv  per indicare nispettivamente fla) e Yof, Con &, dindiche

remo L' identitd di . A,

1. Relazioni.

Pern nelazione binania su un insdieme M Antendiamo un Asottoilnsieme

R di Mx M,

Per indicare che (a,b) € R  scrniveremo anche a Rb (e Leggia

mo "a & in nelazione R con b"),

Trha relazioni binarde su uno stesso insieme asseqnato 84 defdinisco

no Le operazioni di unione e internsezione |insiemistiche), L'opera-

zione di comolemento e {L confronto per inclusione:
RUR' , RAR', R (aRhb sse (a,b)f R) e ReR',

Se R ed S sono relaziond su M defdindiamo L prodotto RS
nel modo seguente:
aRS b s8¢ esiste ce M taleche aRc e

¢ S b.
E' ehiano che, se R,S,T 4sono relaziond su M, allora:

(RS) T R(S T) (1.1)

mentrne, generalmente, RS # SR



o )

Inoltre, s R, , i€ F , 2 una damiglia di relaziond su M, af

Lora, pern ogni helazione S  su M, valgono:

((UJR.) S = R, S (1.2)
ie] ieg
scJ ry =WUsr, (1.3)
. 1 . 1
ied ie
Tndatti, se a[ W, Ri) S]b, allora esiste ¢ tale che
ief
a (k.J R.) ¢ e c Sb, cdol esiste R, tale che a Ryc e
1€

¢c Sb e quindi a(R.S)b , da cul seaue a(\_UR. S) b.
1 "eg 1
In maniena analoga 54 prova L'altra inclusione e quindi 3L ha fa
(1.2},

AlLo stesso modo s4L wrova La (1.3): osserviamo che pern 2'intensezio-

ne non & detto che valgano Le stesse uquaalianze.,

S R, R', S sono nelazioni su M, allora 54 ha:

RER' = RS < R'S e SR<E SR (1.4)
L' inversa RL defla nefazione R @ dedinita da:
-1
a R b Ade b R a

S4{ vede dacifmente che:

_..1=

[

i

92 |
p—

(R—l) R ;, RE&E S & R (1.5)



(N AR 0.
1 1

(k__)aifl - U R;l (1.7)
1 1

(s Tyt = 71 g7l (1.R)

La nefazione uguagfianza E 2 dedinita come;

aEDb Ade a=h,

-1

E' chiarno che E E e RE=FER-=R per ogni relazione

R su M, mentre, ¢ 0 indica La relazione vuofo, &4 ha:
0 R , RO =0R-=0 perogni relazione R su M,

Una nelazione R 84 dice che aode dellfa proprietd

1. ndiflessiva  sse aRa VYaeM (ci08 E & R)
2. Luansdtiva s8¢ aRb ¢ bRe =aRc (cioZ RRER)
3., sdmetrica s4¢ aRb = hRa (cioé R "=R)

1

4., _antisimmetrica 482 aRb o bRazpa=b (ciof RAR ¢ E)

Diciamo che R & una nelazdione di equivalenza se essa qode defle
proprietd niflessiva, simmetrica e transitiva, Una nefazione R di equi
valenza determina nell'insieme M 'una partizione disalunta (La parti-
zione defle classi di equivalenza modufo R} e, viceversa, data una parti
zione disgiunta w dell'insieme M, 5L pul definire una relazione di
equivalenza R (Le cud classi di equivalenza sono proprio gfi efementd
della partizione w ),



Sia date una famiglia R, , iell, di nelazioni di equivalenza

AU M,

Anche M Rs 2 una relazione di equivalenza (su ™M): Lo stesso non 44
ie]

pud dire per \_J R, .
ief

Ancora, se R ed S  sono refazdioni di equivalenza, A4 ha:
RS relaz, d'equ.za s8¢ RS=S8R

(e 84 pud anche provare che R S = RuS), (cdr. F. Sik, Spilsy vud, pri-

nodovade fakult. Masarykovy univ, (1954), n, 3, 97 - 102),

= SR=5'R = T=rs

& (RS)(RS) =R(SR) S=R(RS) S=(RRI(SS)ES_RE (Trans Ltivita)

(R S)”1 = s'lR"l = SR =TRS (s4mmethia)

E€S=ES¢C RS (niklessavita)

e

Se R 2 una relazione di equivalenza su M indichiamo con [a}-
La classe deqli elementi di M  equivalenti ad & modufo R (classe
di equivalenza) e con M/R  £'insieme delle classs di equivalenza di ele-

mentl di M. Pen applicazione naturale ?7 Antendiamo £'applicazione da

M su M/R  tale che  ap = [a] pex oani elemento a AL M,



2. Semigruppd e idealdl,

Sia S un insdieme su cui & definita un'operazione binarnia, che in-
dichiamo con .« [ e chiamiamo prodotte); S & allora un ghuppodde, Ns-
servdamo che un'operazione binania su S pud essere riauardata come u-
na relazione fernania R nel modo seauente: s¢ a « b = ¢ allona

diciamo che (a,b,c) € R,

Un gruppodde La cul cperazdione binaria goda della proprield associats
va 84 chiama semighuppo. Un sottoinsieme A di un semicrunpo S Lo

diciamo sottoseminruymo se ¢ chiwso nispetto al wrodotto in S, Se As S,

L' insieme del prodotii finiti di elementl di A & un soltosemighuppo

che chiamiamo sottosemigruppo generato da A e indichiamo con < A >,

12 sottosemigruppo generato da un solo elemento a di S, c4i0f < a >,
Lo chiamiamo sottosemigruppo ciclico generato da  a,

Se <a> = S per qualeche a € S, diremo che S 2 un semiarup-

o cielico,

Ossenviamo che, se H,, ieJ sono L sottosemigruppd di S  4n-
cludentdi A (con A sottoinsieme di S ), allora centamente
[\ H. 2 <A> e anzi, podich? anche < A > ¢ trha L sottosemiqruppd An-
iej ! *
cludenti A, 84 ha L'eguaglianza.
Con ci0 84 & provato L

Teorema 2.1

Sia AS S allora < A > ¢ L'internsezione di tutti 4 sottosemi-



grupps 44 S conterenti A,

Sia ona a e S; AL sottosemighuppo ciclico < a~> @ costituito da

tutte Le potenze di a, Possono presentansd due casd:

1} Tutte Le potenze di a  sono distinte;

2) Esistono due interd , n ed n, con m < n, tali che a =a".

Nel primo caso < a > ha ordine infinito, mentre nel secondo caso,co-

me vedremo tha poco, < a > ha ordine {inito.

Fissiamo il pill piccolo n tale che a"=a" per qualche m < n.
Allona gli elementi distinti di < a > 4oro a, a2, ceeee @, . a“_l,

n~1}

: m - . . . .
e ancltre { a ,.iivee. a ¢ un gruppo cielico di orndine n - m

La cud undta @ e cop ke D e m+k, = 0(n-m.

Sia TeS: diediamo che T @ un ideale sinistno (destrno) di S

se accade St&T (t S=T) perogni teT. Se T ¢ un idea-

Po sinistho e destrno a4 dice che T & un {deale.

i prova 4acifmente che, se T < S, valgono:
T softosemiqruppo & T - TeT
T JAdeale sinistho & ST T
T Aideale destro & TS<T

T ideale & ST T, TSeT
Teorema 2.2

@ T e VU sono ideali sinistni (destni) di S, anche TNV

? ideale sinistro (destro ) di S.



Un teonrema aralogo vale anche per ali ideali.

2]

Ddamo oha aleune definizicni. S{a A S, poniamo

L(A) = ﬂLi con L, ideale sinistrho, L, 2 A
R(A) = () R con R, Jideale destro , R, 2 A
JA) = M) 3, con I, ideale J.2 A

Chiamiamo L(a) ( R(A) ) Adeale sinistro (destrno) aenerato da A

e J(A) 4ideafe aenerato da A,

S{ pud provare che : L(a) =a S a
R(a) = a U a $
J(a) =ayasSusSauJsas

Proviamo, ad esempio, La prima uquaclianza, Che aw S a 44a un Ldea-
Le sinistno e che contenaa a 7 ovwvio: Anolthe aJS a ¢ contenuto

in oand altro ideale sinistrno che contiemg a, Aa cudl £'uquaalianza,

4 dice che un semighuppo S & semplice a Adnistra (a destra) se

non contiene Ldeali sinistni (destnl) wnopni. S s4 dice sempfice Ae non

contiene Lideali prophdi.
S4 vede subito che:
S  semplice a Ainistha & Sa=9S, peroani a € S.

0ssenviamo che, e S ¢ semplice a sinistra, L'eguazione x a =b ha
sempre sofuziond (non 2 detto che La soluzione sia unica), Considerazioni

analoghe 54 possono fare anche per 4 semiqruppd semplicd a destra,

L'intersezione di tutti ald idea?i di 8 a4 chiama nucleo di  ©,



Evidentemente «L nucleo ¢ iL minimo deali ideali ¢’ S, Vale anche:
Teonema 2.3

Se [ & ideate semplice di S (cioé non cntiene ideali propi di
S), allora é7 ¢ AL nucleo di S,

Un elemento e € S 44 chiama unitd sindstha (destra) per a  se

ea=a (ae=a), e viene detto semplicemente gn,{',tﬁ pex a se @

sda unitd destrna che unitd sinistra per  a,
chiamato
Un elemento e e S 2V elemento unitd sénisina (destra) o semplice-

mente unita di S  se & una unitd sinistra (destr1) o una unitld per ogni

a € 8§,
E' chiano che, se¢ S  ha uniti, questa & undca,

Poich? a volte conviene fLavorare con semiaruppi twventi uniti , &4 oud

"ampliane”’ L€ semigruppo S immengendolo in S L.g LJ{%, con Le con-

dizioni ., ea=ae=a perogni a € s' . £ evidente che s

g ancora un semiqruppo.

Se, considerato a € S, esdiste =z € S tole che az = z (za=z)

44 dice che z 2 uno zero a destra (sinistra) petr  a. Se za=az=z per

oani elemento a ¢ S, &4 dice che z 2 uno zeno di S (ed 2 allora

undeo),

Se 2z 3 Lo zero di S ed esdstono a, b e S (non zero elementd)

tali che 54 abbia ab=2z, allora a e b 4L chiamano d{vis0-

ni dello zero.

Se S ha Lo zerno, questo 8L indica con 0, Analoaamente a quanto



fatto prima, s4 pud "ampliare” S irmengendoLo (n S* = S uio} con

Le condiziond Oa=a0=0 per oand a e S°,

Diciamo che S 2 un semigruppo zero a sinistra (a destrna) se ab = a

(ab="b) rexr ogni a,be S, Se 0eS ese ab=0 peroani a,bée S,

allora diciamo che S & un semlaruppo zero,

1 semigruppd zero costituiscono uno ded "poll" del problLema della classdi-
gicazione dedl semigruppd, in quanto semiqruppd aventl una struttura molito
semplice. &'altro "polLo" & costituito, invece, dai qruopi, che possono esse-
re riguandati  come semlaruppd dalla strutturna mofto sofisticata,

Altrne definiziond utili sono:

C(s) = { a ¢ S|a‘s=sa} ( centralizzatore di sk

C={ae S|as=sa peroani s € S}(ce.nb‘todi s).

Si vede facilmente che C(s) e C sono semigruppd ; inoltre S

¢ un semigruppo commutativo se e s0Lo se coincide cof suo centro,

CL chiediamo ona: tha 4 sottosemiaruppd di un semigruppo S, c¢'2

qualehe gruppo? 1L teonema 2.4 dard una risposta a questa domanda,

Un elemento a di S Lo diciamo idempofente se  aa=a; un semi-
qruLppo S Lo diciamo idempotente se ogni suo elemento & idempotente,

Un semianuppo S  ddempotente e commutative Lo diciamo semi neticolo,

Teonema 2.4
Sia e un elemento Lidempotente di S. Pondamo:

‘a per qualehe a'e S},

Ge={a € S| a=ea=2ae,e=aa" =a

AlLona G, ¢ un gruppo.
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Dim, E' 4dacile verificare che e € G, e che G, g un semigrupwo:

per completare La dimostrazione basta farn vedenre cle, 4issato a & G,
a'e G, ¢ undico,
Intanto 54 ha:

a(ea')=(ae)a'= aa'= e = ee = e(a'a)= (ea')a

e(ed) = (ee)a' = ea' = e(ea') = e¢(a'a)a' = (ea')e
e quindd ea' € G, inoftrhe ea' = a'e=b (qindl b€ G,).

Se ona valesse ab = ab' = e, moltiplicando a sinistha per a' &

-1

aviebbe eb = eb' = b=b' e pertanto L'inverso di a 4in G,

determinato undvoecamente,

Dunguie G, 2 un arurno (La ol unitd 2, evidentemente, e) ed @

inoltrhe massimale nispetto alla proprietd di avere e  come uniia,

Consideniamo ora, sempre nelle ipotesi che e  s4a un elemento Lidem

potente di S, 4L sottoLnsieme:
Go={ace S| aceSNSe, e € aSns al.

-Teonema 2.5

S{ ha: G' = G
e e

Dim, Si vernifdica immediatamente che G; 2 Ge;
sda ona a&G;; A4 ha:

a=eXx=YVYe con e =32 =WwWa



e(ex) = (ee)x = ex = a ye = y(ee) = (ye)e = a e

®
]
H

a(e z e) = (e w e)a

m
n

eze=celeze) e(wa)ze=cewlaz)e=ewe

[»]

quindi eze=ewe-=a' e allora a €

Pentanto Gé = G

Diamo ancora aleune definlziond,

Un elemento a e S Lo dicsamo neqolare 4e a =axa pen

qualehe x € S,

Un semiaruppo Lo diciame neaolore Ae & nenofone ognd suo efemento.

&f dice che x & un 4invernso di a  se accade: a = axa, X = Xax.

Teorema 2.6
Séa a € S, a=a%xa: allora x a x @€ un {invernso di  a.
Uﬂﬂz xax = x{axa)x = xaxax = (xax)a (xax)

a(xax)a = (axa)xa = axa = a
quind{ xax, verifdicando Le due proprietd, & un Lnvenso di  a.
Ouesto teonema cd assdicura che oqni elemento regofare ha un inverso.

Un elemento a € S Lo diciamo elemento acerescitivo a sinistra (a

destrna) se accade a S' =S (S'a =8) , con s'c s,

3. Esempd di semdgruppd.

1) Sia S un {nsdeme non vuoto; 44 definisca
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Xe+y= per ogni x,y € S
0 » x+#vy

S 2 allora un semigruppo | semiqruppo di Kroncchken)

) L'insieme delle matrnicd (reall) n xwn & un sdemigruppo sia rnispetio
all'operazione di somma che a quefla di prodoito.
3) Sono semigruppd gL insiemi fAnitd di eud diamo qui di seguito Le ope

raziond definite con Le tavole di Cayley (con Le convenziond usuald).

a b c d a b ¢ d _ a b c d
ala a a a a a b a a ala b b b
bja a a a b a b a b bla b b b
cja a b b c a b a c { a b c b
dla a b a d a b a d d1a b b d

4, 0sservaziond.,

lino del problemi di nicerca nella teoria del semigruppl consdiste nel
"classdficane” L semigruppd,

T due "polil", in tale classificazione, sono 4L swmigruppd zero ed 4
qruppd

Ouando Lo studio di un semigruppo & nicondotto a1 quello di certi suoL

sottogruppd, L problema 2 nisolto:21 termina fa tronia ded semigruppd
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ed ha inizio La teornia dei gruppd.

5. Partiziond di Aemdgruppd.

CL proponiamo ora di costrwine una partizione d' semigruppd in soitose-
migruppd disgiunti, Prima pernd di affrontare questc problema ci serve una
nozione mediante La quale potremo "eliminane" dal rostno studio complica-
ziond porntate da centi elementi particolari (gl arnullatonrd).

Se g & un ideale del semigruppo S, La refazione R definita da:
xRy se e s0lo se x,yeg 0 X =y
¢ una relazione di equivalenza. Le classi di equivilenza di S  modulo
R 4ono date da J e da oani sottoinsieme {a} con ae€ S . Defdi-
nendo, 4in maniera naturale, L'operazione

x y n xy dd

X o y=
0 altrimenti
84 ottiene un semighuppo Ln cud g gioca AL nuolo di elemento zero,men
the gli altni elementd (%Q' ) operano tha Loro come in S. Questo

semignuppo 84 indica con S e prende il nome di semighuppo quoziente

(d{ Rees).

Se i semigruppo S ha annullatorni ( cio? elementi ae$ ) ax=xa=0
per ogni x € S}, 54 vede che essd costitudiscono n ideale (ideafe de-

gli annullatoni) e dunque, passando al semigruppo juoziente , 44 pud

ottenene un semigruppo con elemento zero ma senza mnullatoni.
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Sia quindd S un semigruppo senza annullatons . Dediniamo:

"

So ={ a€ S| ax=0, perqualche x # 0}

S1 ={ aeS\S,| ax=ay; x,y€8, x #v}

(5.1)
s, ={ aes\(SeL )] as< s}
Sy, = { aes\(SoU §)) | a s =5}

08serviame che So , S1» Sys S5 40NO s0ttosen (ghuppi, come anche

S\ So ed S\(Sousl), e {noftne ;

S = S,USUS,U S, (5.2)

A sua volta S, ed S, possono decomporsd in sottosemigruppl nel

modo seguente:

= d =
So = SeU Sy, ed S =S.U S,
con
Soo= {2€ So| a S S} , So; = {aeSo | as=5)
) ) (5.3)
511 {aeslfa Sc S} S, =faes; | as=5}

Se ae S01 ed x ¢ un elemento # 0 fale che a x =0, allora

a(S\x) = S,

Elementi sif4attl 84 chiamano accrescitdivd (cio’ elementi tali che

aT = 8§ con Tc8).

E ancora, 4e ae Sl?. e x,y 4ono elementi di tintd tall che ax=ay,
atlora a(S\y) = S. Quindi tutti gli elementé di i) ,US,, 40no accresed

tivi. Viceversa ognd elemento accrescitive di S ata in SOIU SPL



Infatti, se a 2 un elemento accrescitivo, non ould stare in S,

ne in S (perche se a€8,, An a S trovdamo gfi elementi di S una

sola volta), né pud stare Ln Sy, 0 S11°

Dunque gl elementd di Us sono tutti e s0li ald elementd ac

SOI 12

chescdtive di 8.

Tha 4 sottosemighuppd ora visti esistono aleund Legamd; pdil precisa-

mente:
<
8382 < 52 5283 < 82
- ) Coud di s g
stl < S1 (ma niente 84 pud dine di %1 2)
SOOS < SOO
53800 g‘ SOO

Proviamo, come esempio, La prnima inclusione. Intanto & ovvio che

S, 5, 85V S, (essendo 5,08, un sottosemiqnuppo) e quindi un prodot

to S48, [eon S, € S3 » S,€ Sz) sta 4n S, o 4n Syt 84 ha vod S48,

(essendo s, SCS) e quindd 45, €S,

2

6. Caservaziond.

scs

Tha 4 oroblemi ancoro aperti in teonia ded sermdigruppi, notevole Lmooh-

tanza ha quello di trovare una decomposizione disgiunta di un semigruppo
s per La quale il prodotto di oani coppia di componenti sia incluso

in un'altha componente della decomwosdizione,

Lo scopo & sempre quello di classificare L semighuppd.
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Szep ha descrnitto completamerte ci0 che accade nel caso finito commu
tativo,
In genenale, nel case 4inito, ¢ stato provato cie
S = Sggu Sy VS,

7. Semigruppd comoletamente neaolari e completarente semplicd.

Sempre in rifenimento alla ricerca di cul al va-agrajo precedente, 2
intenessante La possibilita di decomporre un semig.wppo 4in sottosemigrup
pd con una stwtturna "molto vicina" a quella del a.wppl, Introduciamo,

a questo scopo, 4L semigruppd completamente regolar ..

Un elemento aeS &4 dice completamente reqolate 4¢ a = a x a,

ax=xa, per qualche xe€S8.

Un semignuppo S Lo diciamo completamente nego-are se tale & ogni suo

eLemento .
S{ ha una caratterizzazione degli elementi comp.'etamente regolardi:
Teorema 7,1

Per ogni a ¢ S 4sono equivalenti:
i) a & completamente reqolanre:
i) a ha un invernso commutativo;
L) ae as azg

4v) aeazsnSazj

v] a o¥an sottogruppo di .
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Dim, L) = L)
a = axa = a(xax)a
¥ax-= x(axa)x = (xax)a(xax)

a(xax) = (axa)x = ax = xa = x(axa) = xax)a

quindi xax 2 un {nverso di  a ed ¢ penmutabile con  a.

-

L) =P L) a = aya = ayaya = ayayaya = azyyya & a2 S azJ'
2

L) => 4v); a=a"za" ¢ a%sns a’;
@) = vk a=xa’ =a’y = xa=x@y) = (xy = ay;

pontamo e = xa = ay ; 84 ha allora:

2 2
ae = a'y =a=1xa = ea

n

82 = (xa)(ay) (xaz)y = ay = e ed eeSana S

quind{ a e G, che & un gruppo;

v] = L) ovvdo.

Le equivalenze ora provete ci permettono di a4f nmare che se 4L se
minnuppo S & completamente regolare, allora S - U G, con e

idempotente, dove, essendo 4 G_ massimali, sono tnche tra Lono disgiunti.

Sin G una classe di semigruppi. Un semiqruppo S 84 dice semi heti-

colo di semignuppi se esdiste una congruenza Le cud classdi di equivalenza

sono tutte in G .

Teorema 7,2

S sda un semineticolo di semiqruuppd, S =USG ,a egr.
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S ¢ completamente negolane se e s0Lo se Sy ¢ completamente rego

Lare, per ognd aeg.

Se S ¢ un semigruppo edj un suo Ldeafe, dicLamo che 9 ¢ un

{deale wnimo se accade che: a S b 55 = aeg 0 be Q .

S& dindt che g ¢ un Lideale semiprimo se a S a gg-;) aeg .
S{ dina che g 2 completamente semiprimo Ae: xzeg = xeg .

Teorema 7.3

Sia S un semighuppo; Le sequenti proposizdioird sono equivalenti:
4) 8 & completamente regolane:
L) ¥acs: aeca Saz; (Li’) Vaes: aeaZSa)

L) S & undone di sottogruppd disaiunti;

) Oand ideale sinistno (o destno) di S & completamente semiprimo.

Dim. &) =il

2

. . 2 2 2 " .
;56!1 {potesi aea” S a” =a(aS)a” € a S a": smilmente s4 prova che

a € azs a;
U) = L)
poiché La «)el dice che aé€s az, basta provate che ae¢ a’s e

4fnuttane poi iL Teon. 7.1 per affermare che ogni 1€ S sta in un so0iflo-

gruppo di  S.
Abbiamo intanto:

aga s a2 = esdiste xeS ;' a-= axa2 e ancora (:r.a)y(z«:a)2 = xa

per qualehe yeS; quindd:
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axa2 = a(xa)a = a(xa)y(xa)?'a = (axayx) (axaz)

st}
]

axayxa = axay(xa) = (axay) (xa)y(:»:a)2 = aqsr()n:a)2 =

(ayx)a(xa) = (ayx) (axaz) (xa) = (ay) (xa)z(axa) =

a(axa) = a’xa cloé ae aZS a < azs:

Ld) =D iv)
sia § ideate sinistro di s (ciod sfs§) e sia G, uno ded gruppi La ewd
unione copre S Zale che Ge#ﬂ. Esiste allora aegnce e quin-

. 2 .
di Geas_cegnce-cegnse;gncegg da cud

G, =Gasg.
8 b allona unione d&giumta di ghuppd e dunque:
x2€ 9 - xze Ge’ per qualche Ge==> x€G, => x € g .
W) = i)
se a € S, Sa’ 2unideake sinistro di S e quindi
al' = azaze S az = 326 S a2 => ae¢es az;
similmente 84 prova che ae a’s e quindi S © completamente regolare.
Sia E, L' insieme degli elementi {demwotenti di un semigruppo S.

La sequente relazione nisulita essere L'ondine (purziale} 4in Eg:

egf @12) e=ef =fe

(La verifica & banale).
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Un elemento idempotente s4 dice primiiivo 4se & minimale (nispet-

to alla nelazione d'ondine ora definita).

Teorema 7.4

Se S 2 un semigruppo heaolane in eud tuttli oLL idempotenti s0

no primitive, allorna S 2 completamente renolfare e G,=asa,

con e€E, a€cG,,

D,
2 2.2

a¢S =) a = axa per qualche x¢S = a“ = a"ya  per qualche yeS;
poniamo e = ax , f = azyax; e ed £ sono elerentd {dempotentd;
ingatti:
e2 = (ax)2 = (axa)x = ax = e

2 .

f2 = (azyax)“ = azyaxazyax = azy(axa)ayax = (azyazgyax =

= azyax = f
inoltre:

2 2

ef= (ax)(a"yax) = (axa)(ayax) = a"yax = f

fe = (azyax)(ax) = azy(axa)x = azyax = f

quAndL f=ef =fe e, per £'ipotesd, e =f, uvdlod:

2
ax azyax = axa = azyaxa = a = azya € asSa

S ¢ allora completamente negolare (e unione di gruppd disgiunti).

Siano ocha ecE , ac¢ Ge;
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exe = a(aﬂlx a_l)a = x¢as a,

X eGe=.> X

vdcevensa:

xéta Sa =) x = aya per qualche y =5 x € G, pet qualehe £ € E;

ne segue

(aya):it”1 = ¥ x-1 = f

ef = e(x x-l) e.(ayr:;):v:"1
similmente s4 prova fe = £ e quindi e = £f; allora x & G, ed an-
che La seconda inclusione & provata,

Diciamo che 4 semighuppo S & completamente semplice se & sempli

ce ed ogni suo elemento {dempotente & nrimitivo (ciloé minimale 4in E).

S &4 dina pod cancellabile debolmente se da  ax #' bx e xa =xb

seque a = b,

Possiamo carnatternizzare L semigruppdl completamerte semplici con L

seguente teorema.
Teorema 7.5
Le proposiziond seguenti sono equivalenti:

4) S & completamente semplice;
L) S & semplice e completamente reqolanre;
{AL) S ¢ negolare e ognd suo {dempotente & primi{tivo;

negolare e cancellabile debofmente;

~r

V) S

v)] S ¢ negolare e, per ognd a,x€S, 44 ha: a = axa =) x = xax
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Dim. L) = L)

Sia e un Ldempoente (primitive) ed aeS; w0dichd SeS = S

(in quanto S & semplice), 44 ha a=uev ed e = x(eaBe)y

opportuni u,v,x,y & S.
Poniamo f=evaevexeaue: 4{ha:

2 . 3
f° = evaeyexea(ueev)aeyexeaue = evaeye(xea ey)lexeaune =

.= evaeyexeaue = f)'

inoltne ef = fe = £ e quindd £ = e,

Pertanto a = uev

ufv = (uev)aeyexea(uev) =

2
az(eye:‘ce)a2 &€ a” s a2

e quindi S 2 completamente regolare.,

A) = L)

sdano e, £ & Es , e £ f; essende S semplice 8L ha f =

con opportuni x,y€S:; pondlamo a = fxf , b = ff. S{ ha allo
aeb = (fxf)e(fyf) = fx(fef)yf = f(xey)f = f £ = f
S{a a' un elemento tale che a = aa'a , aa' = a'a. S& ha:
f = aeb = aa'a eb = aa'f = a'af = a'a = aa'
f=a'a= (a'a)(a'a) = a'(aa')a = a'fa = a'(aebjla =
= (a'a)(eba) = feba = eba
pertanto: e = ef = e(eba) = eba = ¢

xey

Aa:

con
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e cosl 84 & provato che ogni Ldempotente & prnimitivo.
Per 4L Teorema 7.4 , S @& completamente reqolare; supponiamo che

ax = bx , xa = xb, Siano e,f due idempotenti Tali che

aeG , beG

. £ allora axae(}e e bxb & Gﬁ

axa=bxa=bxb=>Ge=Gf:)e=f'

y

se ora poniamo y = exe 44 ha: vy € G, ¢ quindi, essendo

ay = aexe = (ae)xe = axe = bxe = bhexe = by , per La Leg
ge di cancellazione in un gruppo, AL ha a = b.

) =y v)

a = axa =Y ax = a(xax) , xa = (xax)a=)x = xax

vl =) 4

Siano e,feES , e<f; allora e =-e f e e quindi, dalla v],
44 ha:

f=fef=ef=1fe da cud e = f

Suppondamo ora che S non sda semplice e A/Laéf un Ldedle pro-

prio di S, Se aeg esdiste G, tale che ae ffn G, ¢ dunque:

¢ inc 2ca=c;
e e e e

seona  £4J , sihai G = £SE2€£J £2f = contraddizione!

Allorna S & semplice,
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Teonrema 7.6

Se S ¢ un semigruppo completamente semplice ed e,f€E_, allo-

na valgono Le seguentl proposLiziond:

{) a,bes, abeG(’3 => alSh = Ge)'

i
Fh

M) ef="e =y fe 5

]
t+h

L) fe=e =y ef
Dim, Proviamo La L) .

Sia aeG_, beG abéGe; allora abaéGg, babecsG
o

h ? h’

a = (aba)u , b = v(bab) con opportunt uev et

Gg e 6 rnispettivamente; quindi:

axb = (aba) .uxv(bab) (ab) (auxvb) (ab) & Ge

In

G .

e dunque asSh .

Proviamo La AL)

ef=f = feek e podlché fe=fefeG, s34 ha £ =f e.

Analogamente 54 prova anche La LiL)

§. Osservaziond.

Abbiamo visto come un semigruppo S a4 pud decomporre in sotlosemd-

ghuppd

uUsS. uUsS,US,US (8.1)

§ = SoUS,US,USUS,USg

in maniera che 4n S,V S, el sono tuttd e s0fi gli elementl accre-
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sedltivd di  S(faceiamo notare. che nispetto al par., 5, s4 & cambiato
AL modo di 4indicare Le componentd della pantizione; in particolare

S S

44 dndicano qui con S, S1» Sos

X Sa, S¢ qued Ao0ttosemigruppl

indicati prima rispettivamente con Sy, , S S

01> S11° Spar Sp» S3)-

La decomposizione (8.1) & valida in aenerale, a parte LL 4atto che
sono stats "eliminatl" gli eventuali anmullatori col passaagic al se

migruppo quozdiente (di Rees).

C4 chiediamo come &84 presenta tale decomposizione quando S @

completamente negolarne. In questo caso 84 ha:

S==32LJS5

Vedremo nel seguito che  S;  ha una strutiura "molto vieina” a

quella di gruppo (ed & unione di aruppd massimali in S , come anche

SZ) '

Avendo 5, una struwttura "simile" ad S , 44 congettuna di potex

fare una decomposdizione di Syt

_ () ()
82 = 52 v S5

. . A - .
e pod di scomporie ancora S;), e cosl vda,

Si possono allora presentare due casd:
L) Le decomposizioni non hanno tenmine; allora !

te)

S=( vee (veeee SPUSYYU ..HUS®U sg})... ) U S,

2 2 5
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) La decomposizione ha fermine dopo un numero fdnito n dd
passi:

_ n n n-1 fo)
S = (...(S2 W) S5 )L_)'S:5 U oereee DU 8.

Comunque 44 pud semphe provare che :

mentre nel caso AL) 84 ha: S_- S

Sanebbe interessante conoscere fa stwuttura di St , ma &L proble-

2 3

ma non & facile. SL pud affermare che:

s‘2’= \J 6 , BeB
‘B

dove, se aesg, 84 ha: asgcsg.

9, Matnicd di Rees,

Vogliamo oha occuparci della happresentazione di semighuppd median
te Le matrniced di Rees,

Sia G un gruppe con 0 ed IM insdemd 4 cul elementi indichdia
mo con  i,j,kei.e. € gﬂ)ﬁj..... rnispettivamente. Se P € una ap-

plicazione di M x I 4n G, dAndicheremo con Ppi L'elemento di G

0ssenviamo che, se & data una applicazione P: M x I —> G, allora
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L'insdeme T x G x M asdsume La sthultura di semigruppo con L'opera

zione:

(1,a,p0) (G,b,Y) = (G2 puyby 7)) (9.1)

Chiamiamo matrnice di Pees su 6 ad indied M x T una mathice

con al il un elemento diverso da 0: sia S  L'insdieme delle ma-

tried di Rees su G,

Se P ¢ una fdissata matrice su G, possiamo definire una ope-

razione binania su S nel modo seauente:
A*B=APB con A, Be€S

dove AL prodotto al secondo membro & L'oadinario prodotto "nighe

per colonne” fra matrnicd.

E' facile verigdcare che S(x) 2 un semigruppo: Lo chiamiamo se-

migruppo delle matricd di Rees sul gruppo G con matrice "sandwich"

P. Osserviamo che questa costruzione porta agli stessd risultati vi

sl puima ed iL prodotto & ancona quello dedinito nefla (9.1).
Teonema 9.1

Sia S un semigruppo completamente semplice ¢ G wun suo s0tfo-

aruppo con unita g(g € ES). Indiehiamo

e }

—
L]

i

{EGES|€£’-

£}

M

{feE | gf
s

¢ definiamo una applicazione P da M x I 4n G ponendo =f e.
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Con T 4ndichiamo iL semigruppo I x G x M con £'operazione (9.1);

allora L'applicazione Y : $ — T definita da:

a —> (e,g a g,f), dove a geg Gy g ae G,

¢ un Lsomonfismo tha S e T,
Dimostriamo i€ teorema in quattro "passi".

4y Dimosirniamo che = fe ¢ un elemento di G e che  gld

Pfe
idempotenti e, £ di (e,g a g,f) sono determinati univocamente;

s4a (f.e)GHXI,‘ pfe=fe=(gf)(eg)=g(fe)gcg$g=(};
)
440 0ra a € S; 4e a g g Ge allora esiste u ) u(ag) = e: o041
e g =u(ag)g = u(ag) = e e quindi e € 1.

Analogamente s4 prova che fe M.

i, Proviamo che X & un omomorfismo;

)
sdano a,a' e S tall che ag ¢ G,» saeGg, a'g e Ge,,ga'e Gery
allona

aa'g € Ge’ gaa'€ Gf,.

(aX )(@'X ) = (e,gag,f)(e,ga's,£') = (e,(gag)(fe')(ga'g),£')=
= (e,(ga)(gf)(e'g)(a'g),f') = (e,(ga)fe'(a'g),f') =
(e,(gaf)(e'a'g) ,f') = (e,(ga)(a’'g),f') = (e,g(aa')g,f') =

(aa") ¥ .

i}
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. Proviamo che X & indettiva;
s4a aX = a'X ; allona:

(e,gag,f) = (e',ga'g,f') =) e=e', f =f", gag = ga'g =>

= ga = (ga)f = (ga)(gf) = (gag)f = (ga'g)f = (ga')(gf) =

(ga')(gf') = (ga')f' = ga'

analogamente ag = a'g e podiché S @ cancellabile debofmente, &4

he s

a=a',

iy, Proviamo che X 2 suriettiva:

s4a  (e,x,f) € T (x &€ G); 4e eg=-¢e, gf = f allora (Teorema 7.6)

si ha se =g =fg, Pondamo a = e x £: &4 ottiene:
e(ag)e = e(exf)ge = (exf)gf = (exf)g = ag

e quindd ag € Ge; analoaamente s4L prova ga € G, e dunque

gag = g(exf)g = (ge)x(fg) = gxg = x; abblamo pertanto determinato

a€ s ) aX = (e,x,f).

Si 2 cosl provato che X & un isomongismo.

10. 0sservaziond,

Se S 2 un semigruppo su cul non s4 fanno {potesd di "completa

semplicita", Lo 84 pud "nappresentare” mediante un semigruppo di matricd?
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Osserviamo intanto che se S & un semiguppo del tipo IxG.

consideratl £ sottoinsiemd:

R ={ (G,a,n) | aec}l,

Lp ={ (G,apn) | ieT,act,

R¢ { (i,a,pn) | ae G, t‘.eM}

84 ha che Hew & un gruppo Vg& »  Lu Tun {deale sinistro Vi,
R, ¢ un {deale destrno Ve e Lnoltre:

s =UH¢,8 =ULu =URr;.

11, Gruppd a destra (e a sinistna).

Vogliamo ora portare L'attenzione sulla struttura del sottoinsie-
me E_ deqld elementli Ldempofentli. Se S & un semiqruppo regola-

re nulla possiamo dirne di E, mentre qualeosa 44 sa quando S @

completamente regolare. Ancora di pdill 34 conosce sulla stwtturna di

E nel caso che S sdia semplice.

E' interessante vedere anche cosa accade quando E, ha La stnut
tura di semigruppo.

Teorema 11,1

Le seguenti proposizioni sono equivalentd:
L) E 2 sottosemigruppo di S;

U] se aﬁ%' sono Anversd di a e b, allora b'a' T Linverso
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di ab:
AAL] a = axa, b = byb =) ab = abyxab.
Se pod S ¢ negolarne Le precedenti proposiziond sono equivalenti a:
iv) eg ES =) L'invernso di e ¢ un Ldempotente.
Oim. &) = id)
a'a, bb'e Es e quind{ anche (a'a)(bb') € Eg elod
(a'a)(bb')(a'a)(bb') = (a'a)(bb') da cui:

a(a'a)(bb'")(a'a)(bb')b

a(a'a)(bb'")b

fl

(aa')(ab)(b'a")(ab)b'b = (aa')(ab)(b'b)
ab(b'a')ab = ab
e, sdmilmente, b;a'(ab)b'a' = bh'a'
U) = L)
xax e yby sono Lnversd di a e b (Teorema 7.6)

e quindd (yby)(xax) @& un Lnverso di ab: percdd:

ab = ab(yby) (xax)ab = a(byb)yx(axa)b = abyxab

) = 4)

s4ano e;» e, € E; podche e, e, € = e , ey e,e, = e
seque, applicando La LiL), che:

e, ey = ezel(elez)eze1 = ez(elel)(ezez)e1

ciol  e,e, = (ezel)(eze1 e quinddL e,e; € E_.
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iv] = L] (nell'ipotesd chke S 2 regolare)

s4ano e,f ¢ P s4a  x  un Lnvenso di e £. Allona

fxe = f(xefx)e = (fxe)(fxe) = (fxe)2 quindi (fxe) & F
(ef) (fxe) (ef) = e(ff)x(ee)f = (ef)x(ef) =
(fxe) (ef) (fxe) = fx(ee) (ff) = e = (fxe)(fxe) = fxe

e per La dv), essendo fxe Anvernso di ef, 84 conclude ef € E .
S

L) = )

s4a e€l e x Anverso di e: essendo allora e = exe, x = xex

seque pen La LLL) che ex = ex(xe)ex; pertanto:

xex = (xe)(ex) = [(xe)(ex)} [(ex) (xe)J [(xe)(exi}

X

xee(xex) (xex)eex = (x e x){(x e x) = (xey) x 5
quindi x € B
Inthoduciamo ora La nozione di grupnoe a destrha (e a sinistra) con

cud el Tavvdedndamo” ancora di pdi alla stwttura dd gruppo.

Un semigruppo S ¢ detto gruppo a destra se e semplice a destra

e de da ax = ay deque x =y, In altri tewind 84 ha aS = S,
Yoae S, ed 4 prodottli ax "niproducono "una sola volta gli elements
di s,

Osserviamo che La deginizione ora data equivale a dire che:pen

ognd a,b € S, esdiste un unico x Ztale che ax = b,

Dualmente 84 deginiscono L gruppi a sinisira.
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Teorema 11,2
Le sequentl proposdizioni sono equivalentd:

L) S 2 un gruppo a destra;
i) Pern oqnd a € S esdste un unico x € S ) azx = a;

L) S & rnegolane ed Eg ¢ uno zero serdgrupno destnro.

Dim, 4] = L) : ovvdia
) =y Ud)
s4a 32:: = a, allora:

as= a2x = a(ax) = a(azx)x = az(axz) =y X = axz;

se pod x = xzy similmente 44 conclude che y = xyz,

. 2
da cul segue che ax = ax'y = xy ;

y = xy- = (xy)y = (ax)y = aax) = a’x = a .

Pentanto ax = xy = xa; allora a = axa ed S ¢ completam.nrego-

S{ano ora e,f € Es per La iL) esiste z¢S tale che fe = (fe)2

Nuindi fe = (fe)ze z e, per L'undelld: e z = 2

z=(fe)z?'=f(fe)zz=fz = fe = (fe)zz=z
z=ez =y fe = e fe

2 2
fe = (fe) " (fe) = (fe)’e = e=fe



- 34 -

dA) = 4)

sia a €S ed x,y suod {nversd, cicd: axa = a = aya, xax = x,
yay = y.

Allora  (ax)(xa) = xa (4n quanto vale La {iiL) e ax,xa 40n0 <dem

. . Y 2 s
potenti) ciof =xa = axza e quindd a‘xza = axa = a per el aeazs;

samifmente A4 prova: a € Sa’ e quindd S 2 completamente regolare

ed ¢ uplone di qruppd in ognuno ded qualil c'é solo un Lidempotente:

s = Ug
e

con e e, = ep a causa da&ﬂaﬂ). Pestanto
a

) a B

e,Gq = G, per ogni Gy ed in maniera undivoca, per cul

Se a G 83 ha: ae S=aS=3s (aS2aa'S=e S=8§8)
e a a

S{ pud provare ancora che se S 2 un orupwo a destra, S @ prodot

to dinetto di un suo sottogruppe "G e di Eg: S = GxE_

12, "Latenaldl" Ain un semiaruppo.

Se G & un guppo éd H un suo sottogruppo, s4 pud decomporre G

in Laterali: G =H + Hg, + Hg, + e s C4{ chiediamo se una decom-

posizione di questo ipo pud thovarsd anche per L semiqruppi. 1L pro-

blema & L sequente:

se S @& un semighuppo ed A un suo sottosemiqruppo, & possibile
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trovane un insieme C¢& S ¢ che CAA=0¢ e S\NA=AC?

Vedremo tha poco che 2 poss+ Le caratterdizzare 4L semiaruppi che

godono di questa propriefd.

Ricondiame Antanto che un elemento a € S genera un gruppo(quan
do Lo genera) undivocamente determinato (Pa dimostrazione non presen-
ta eccessiva diffdicolta). Nel seguito indicheremo con <a> L grup-

po generato dall'elemento aeS (quando esiste) e con [a] AL

sottosemignuppo generato da a (evidentemente Ea] = {a,az,ag’......}).
Poniamo ona:
<a>  4e esdste e se Va permuta con L'elemento newtre di <a>
52 ™ [a] negli althi casi 12.1]
Teorena 12.1

Sia s un semigruppo; se ¥V s (a € S), esiste c, disgiunto da S,
tale che s\s_=sS._C, allora s 2 unione di gruppl disaiuntl (s =U¢)

con e.e = ek(eié Gi)' s nlsulta quindi essere un gruppo a destra.

pan,

Dalle ipotesd AL ha: S\Sa= 5,7 » s\saz = sal'c con opportuni

B ¢ C sottoinsiemi di 8. Vogliamo ora provare che S, ¢ un aruppo;

n
. . &
supvondamo che saz non s4a wn qruPO de A esaz, allora a = a
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2 2r-1

per cud 5, = {a,a”, vy a b€ oun gruppe (2r sda AL pdi

piccolo esponente per cud 44 abbia £'uguaglianza).
Se dnvece zaESazC, allora a = azrc, per un opportunc c €C; pro

viamo che ceS;; de non fosse vero, cdLol se fosse ¢ eSaC, allora

54 avhebbe :

aca’l 5.C €5,C: assurdo poiche aes,.

U . t .
Quindi & ce §;» o0& c=a, da cul

2r t 2r+t
a=a a = a

e 44 concfude di nuovo che S, ¢ un gruppo. In entrambi L casd S,
3 un gruppo (e quind£ & tale anche sad: sdame giunti ad una contrad-

dizione e quind4 S,2 g un gruppo.

Esiste pontanto a tale che a’a = aa’ = e,2
. . . - 2(n~
Se il gruppo ¥ finito ed AL suo ondire & n, &4 ha a = a P
sL vede sutito che e, ? elemento neutne crche pen a e qud S

¢ un gqruppo. Se Lnvece S,2 ¢ Anfindito procecdame come segue:

ae, = eja (wer La 12.7)
a(a2 a) = (a2 a)a
a2(a 3) = a’@a a)

da cud segue:

(a a)a = a(a a).

e = aaa
2= (@a)
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Pentanto a & 4in un ghuppo che, ovviamente, contiene futte Le potenze
di alcio? contiene S,)). S, ¢ allora un gruppo, 1. 1l elemento aeS.
Muindi ogni elemento di S & 4in un qruppo; condidesioamo quelli massima-
L, che saranno anche disgiunti pen ovvie consdiderazioni, » indichiamofi

con G, (Le nispettive unitd sicio ei). S{ ha cost

(12.2)
Supponiamo ona che valgono Le ( 12,2) ; & evidente allora che va-
Le e.G =G : proviamo che & anche Giep = Gp.

E' facile verificare che e G.e 2 un gruppo con uniid e, e 4n

k ik
G
. 8" inverso di 2 “lo . Alfona e G.e’ ciod
et Lan €81 % kBi Sy 71 %k
Giek = Gk'
Ma 54 ha anche:
= iz . = . . & . 9 ¥
Gl G el GlBk(—'::L erl (‘1
da cul G e, =G, ,
k71 i
Ouesto significa che A4 pud ponre:
= 12.3
S=G(e;,Ue,U «iiid) ( )

con ovvio significato del simboli (G & uno del gruppi G,).

Tn conclusione 84 & provato che tutti e sofi 4 semicruppd per cul

vale una decomposizione del Zipo (12,3) sono i gruppd a destra.
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Parte 11 - Afgebre

73. Algebre con due operaziond,

Vogluamo ona esaminare aleuni problemi connessd con Lo studio di una

particolare struttura con due opernziond,

Sia S un insieme su cul sono definite due operazioni: L'operazione

‘X" dedindisce su S una stuttura di semignuppi  (S,) e £'operazio

ne " o " definisce su S una strwuttura di gruppo (51) (nel seguito

invece di asb scriveremo ab). Oueste due operazioni sono collegate

dalla sequente fegge distrnibutiva:

(ac) x (be)

"

(axb)c
(13.1)

c(axb) (ca) x (cb)

Supponiame inoltre che S sda finito.
In queste ipotesi esiste in S, un elemento idempoZente (Le poten

ze di un fissato elemento non sono tutte distinte e tra esse 44 pud quin
di indivdiduarne un gruppe ciclico La cul unita &, evidentemente, Ldempo-
tente); quindi esiste a € S, axa=a da cul, mltiplicando pen

a—l, 4L nieava 1x1 =1 e, ancora:

bxb=b , per ogni be€S,.

Pertanto s, 2 un semigruppo {dempotente.

Osserviamo che se¢ S & inginito non possiamo dire nulla sella esi-
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stenza ddi eventuald elementi idempotenti, Se pend supponiame che ne esi-
ste almeno uno, fLa situazione ¢ analoaa a quella i casc 4inito.

Allora 84 pud pensare di nisolvene iF nroblema: 'Carattenizzare + semd
arwpd che non hanno elementd Lidemnotenti”,

Pruima di procedere ad un esame pil dettagliato di S osserviamc che,

se avessimo posto:
(axb)e = (aPe) x (bPe) (13.2)

al rosto delle (13.1), contrariamente a quanto 84 pud pensare, nor avres
me avufo un caso ol generale, ma un caso particolare di stwttura con
due operazioni. Tnfatti, sempre nel caso in cul S & 4inito, avkermo avu

to | con a ddempotente di 5,1

= (Ix1)a=a = 1x1=1 ¢ quindi,anconra,

[+
»®
[+

[
[sH]

o
X
o
n
o

per ognd be S, Da cid seque, per ogni ags,:
a=a-1=(axa) l=alxa® =ar = a=ap=7 ap—1=1
Pentanto ogni elemento del arupwo ha ondine divisorne di p - 1; 4nve-
ce di aP, in [13.2), possiamo allona scrivere so0lo a; otteniamo quin
A{ La (13.1) ma con una condizione in p4il.
Toaniamo alla nostra struttuna (supponendo sempre S {indifo).
Consideniamo ali elementi c Zaldi che:
cX1l=c¢c (13.3)

(elementi ALf4atti esistono perché, fissato ae€S e posto b= axl,
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84 ha ehe b x 1 =1), Vale

cxl=¢ , e'x 1=¢" = ce' = cc'x 1 (13.4)
Ir'{ﬂft{':
ce'x ¢’ = ce' (datle {potesd (13.4)

ce'xe'X1l =ce'x 1

ce'x ¢' = ce'X 1 Wruttando La  (13.4)
(exDe' =ce'x 1
ce' = ce'x 1

&4 pul ancora verddlcane che:

-1 -1
cxl=c = ¢ x1=¢ (13.5)
Sia seS, - e ¢ verdhica La (13,3) anche sﬁlc s {fa verdifdica;

analoqamente ver ognd coniugato di c  An S+ Alona (csl> (s0tto-

anuppo qenerate da twdtd L coniuacti A{ c 4An Sl) 2 nonmale in 54

e anche:

- S Sq
G.i- <<c11>.<c2>, ><:] S1 )
dove < c.(i=1,2, .....) 40no twttd ali elementl per cul vale (13.3).
Allo stesso modo, consdiderati als elementi b per cul:
1xb =5 (13.6)

4 pué provare che:

G, = <<b11>, by >, ... S )
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dove 4 bi(i = 1,2, ...0) s0no futtl gl elementdi pern cud vale (13.6).
L ha- G]V(“. GQ =1-

fattl da cx1 =c¢ seaue 1xc =1 e, se deve essene anche 1x c = c,

AL ottlene ¢ = 1.

Segue che gl elementi di G, e €, vermutano tha Loho: 2189 = By3p-
Voaliamo provare che S1 = G1® G, (dove @ .indica L& prodotto dinetto
di G, e Gz)'

Popo quanto visto prima, bastend wrovare che S; = 616,.

Sia a € Sl; vale :

Gla a—]’x 1 =(1lxa) adl e, posto ¢ = (lx a)apl, AL ha:
Ixa=caée Ga dove inolthe c a =1xa ¢ G, .
AlLona aé <:'"]'G2 < 6,6, come volevamo.

Si prova inoftre che  1x g8, = 2, (88,x1 = g).

Infatti:

-1 -1 _
818,(e; 85 x1) = 1xge, €6,

-1 -1 -1
Py gy x1 € 8 G

-1 -1 -1 _
% 89 X le G ¢ essendo 5, Gy N G, =8
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Abbdamo cosi dimostrato L seauente

Teonema 13,1

L'algebra finita ~SUX ,+ ) con La Leage (13.1), ha La sequente staut-

tura:

14, Caservaziond.

Cosa s4 pud dire dellfa struttura di S quando s, Eun semiquuppo
unione di gruppi? O nel caso speciale in cud S, 2 un gwopo con zero?

Nuestli problemd non hanno ancorna sofuzione, come non & ancora risolfto
A ocaso in cud S 2 Anfindito.

Se S, =0UG (gruppo con zero) ed S finito, 84 pud provare che G

1
¢ abeliano, anakogamente a quanto accade per un coapo finito? (cér. Teo

nema di Wedderburn.)

Risolvene questo problema sanebbe wtilissimo nello studic di aquesta
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teoohda.

Veddamo un altno problema; 4{issato p Antero nositive, 54 puc defd-

nire: (axble = acPx be? . S Sl ha ondine k e se axa = a, allonra:

kp+1 kp+l L+l , ) .
a Pl a"P% = g = a, Fdssate n 84 ha allora che L ghuppo non con-

tene aleun elemento di ordine p e quindi, ad esempio, se p = 2 cand

elemento ha ordine dispard.

Se accade che 1x1 =a allora ae :’,(Sl); se S, non ha centho 44

ha a =1 e &4 wud provare in fal caso che 1 2 £L'unico idemvotente

de e,. Le struttuna 4L S, 84 pud Adesenivere: S, = GUS' dove S' non

2 2 2

2 semicruppno e non contiene semiqupnd,

Su curste strutturne vnon 5L conosee ndente L will; A4 Antudisce che esd
ste una connessdione trha semdinunpd e aruppd LindltL ma ancora non AL Aa

qual'e,

15. Sthuttuna AL sistemd,

Passiomo ohra a consdiderare un altho tipo di stwttura, scaturite dal-

£'esdgenza di descalvere centd fenomend chimicd.
Sdano 1,8y, seeees B ded s4imboli con 4 quall dediniame delle

. Q, o a B
potenze 4ormali: al“, 2,5 .eoan con aieTR , o, >0 . Supponic-

mo che queste potenze sdano permutahili e, consdiderati tutti L vrodotti
del tipo:

a. a teeee d. con 1 (15.1)

in
-
N
ju]
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sumdordame che conune 4 questi elemenil sia esprimibile in un unico ro-

do. S0 ottiene cosl una Atrutturna Al semirruwno commutativo ingindito.

B 'y~ .. + . . , .
Intreducdiamo un elemento wndt? € e Jedlindamo ¥ B'insdeme costitud-
to dal semioruppe wid & . Con T dindicleremo vwodi £'insieme deqi ele-

mentd del tipo (15.1) ad esponentc rneaative (con £ unditd).
F=TuUF & allona un aruppo aheliano (d{mponende La Legge cormuta-
tiva)
Considerniame ora, tha Le coppie (a,b) ddi ' x Ff una operazione coil
dedinita:
(a,p) @ (c,d) = (acc,o (a,b,c,d) , bd @ (a,b,c,d))

. + ,
dove suppondiarmo che ac?ﬂ(a,b,c,d) € F e ancora:

L) (f(a,b,c,d) € F

AL Lr(aa’,ba',c,d) = d\_(a')(lo(a,b,c,d) ,(F(a,b,cc',dc') =F(c')cr(a,b,c,d)

LA (F (a,b,c,d) = (F(c,d,a,b)
Av) (F(a,bh',cb',d) = B’(b')(‘?(a,b,c,d) (15.2)

con A (a'), F:(c'), X(b‘) &€ T
C4 chiediamo quando una tale strwuttura & un semdgruppo.

S{ pud dare una condizione necessarnia, e precisamente:

Se F'x F+(®) ¢ un semiaruppo, allora:
cf)(a,b,c,d) ﬂ“&a,b,c,d})tf? (ac,bd,e,f =cr(c,d,e,f)ﬁ(cf(c,d,e,f))((? (a,b,ce,d

lon A4 Aa ancora se questa condizione ¢ anche sufdiciente,
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Vediame ona di nicavarne alire vondiziond glle 4unziond P, A, B,y

nelle ipotesd che Fix T osia up semianino .,
Tmnoperde
[ (2,M0(c,) ]® (e,9) = (ap) O [ (e,0) ® (e,£) ]
s4 ottlene, con ovudldl caleoli

tf) (aa',ba’,c,d) = (f? (c,d,aa'ba')

d\(ar)(f’(a,b,c,d) = P(a')(.P(c,d,a,'n) =F7(al)(_f)(:2,:*>,(‘

da cud 84 rnlcava:

chla') = p(a') nern oond a'e Frué
Dalla L) delle (15.,2) sd ottdlene pod:

Aa'a'") = Ad(a")KX(a'")

Sempre nelle Aipotesd che valga La proprietd assoclativa, vosto

ﬁ=ﬂ0(£,€,£,£) ese a=b,c=d=e=f=§& , 44 ndeava:

(_F(a,a,f.,‘&,) (f’[ah[’(a,aléd,z) » ap(a,a,i;g), EJ{,J =

=4 (£,668)¢[a,a, @ EELL), P EELL)]

da cui: &) glet@rq Ldrr o, LE] = )G 9(66 %, 10)

% (0d(e) @ (o, 0, €,6) = ¢ (&€,0,90)
o((&(d(na)) = ¢

(15.3)

se a questo punto supponiamo che Ala) =€&r a = [ (*) (2" implicazio

ne verso sinistra & vera nelle dipotesd in cul Lavoriamo), AL ottiene



Ay
G~
]

anconra:

Llak(a)) X (¢) =c (q,)
A (ae (a))= &

acd(a) = &  ciod (a) = a !
{%)

Con La condizione

.. % ..
stwltuna del gruppo, Senza La conddizione ( ), A4 pul comunque chserva-

e quanto senue:
afa) =£&, a(b) =€ = a(ah) = &
e quindd old elementi a tall che a(a) =& Xommano semiqruppe.

CL0 pud alutare nello studio del gruppo.
Continulame ancora a ricavere dallfe conseauenze sulle funziond «
8L ha-
2 2
a (a)‘-[’o = Lf(a,a,a,a) =Y (a) 2
2 2
o (a) = Yy (a)
e, dall'ipotesi che ovand potenza sia esprimibile in undico modo, Aseque:
. +
afa) = Y (a) perognd aéeTFul

In conclusione 84 & vnrovato che, in nenenale, vale:

i1

1l azg , azy

) a(aa') = af(a) a(a')

3)  a(a) ala(a)) =& (ciof a(a(a)) = ala) t

¢ evddente come s4a pdil semplice descrivere £a

ey -



An s s . + 4+ .. . N
Cesdndamo oha, An F x F o, le overaziond -unande. if e M nef mode

cauerte:
-~
Naw) = @wo (e,e) , T a,p = (a,mn0 (Yo, 40 )

Siopud allora nrovare che:

A 7\
/lT (a.b) = T (a,b) e 4 (F+, F+) ¢ un aruppo commuitative Lin cul

E'undtz 2 ($o,9 ).
Introduciamo ancora un'altra operazione, cosdl definita:
(a,b) ® (c,d) = (ac %D(b,C), bd g (h,c))

con Le condiziond:

i) T>(b,c} €r
44L) ¢ (b.e) = (c,b)
LLL) ¢ (hb',eb") = a(b") ¢p(h,c)

) @ la.e) =¢

12 semdaruppo non 2 pdll commutative rnispetto a quest'ultima operazione,

ma accade ancora che
a(ba(b)) = £ .

14, Problemé vard.

Panlenemo ona A aleund protlemd connessd cor La teorda dedl seriorunnd.

1) Sia ¢ un serdgruppo, M un suo sottoinsderme ed wm,n Anterl distinti.
Con M7 od ™ indichiamo afi insiemi costituiti da "parole" di fun-

ahezza n ed m nlspettivamente, costituite da elementdi di M,
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CL chiediamo come determinare M afiinché sia un (n,m)-mutante, ciod:

MAaM" = ¢ o anche Mg s\,

E' chiaro intanto che ™M non pud essere un semiarupoo, ma non B dacd

Le nicavare altre informaziond.
Per accostansd all'argomento & utile La seauente biblioarafia:

J.R.Kim, - Mlutants in the sumetnic seminnouns - Chechosl. 'ath, J. 21

(1971), 355 - 343,

J.B.Kim, - No semigroup 48 a §inite union of mutants - Semiaroup 4o-
nom 6 (1973), 350 - 341
¥, Tseki - Opn [m,n)-mutants in semiorour - Proc. Japan Ac. 38 (1962),

269 - 270,

2) Un altro problema & Legato allo studio del qraidi su un quuppo,

Sia G un ghuppo e X un suo sottoinsdeme., Diclamo allora che

&, = (6, 7 tun arafo dinetto, dove

Lo studio del qnafdl diretti ha dato buoni aiswliatl quande ¥ & un
sottoqruppo - 84 conosce molto woco se manca questa condizione. lin Lavore

interessante, sull'arngomento &:

‘. Harao - 8. MNagukd - Toult Idirent Cellulan Automata - Journal of Com-

putern and sustems Science IT (1075), 171 - 185,
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Pante 117 - Auwtomd

17. Teorda deall autemd

I0 primo Lavono completo che 54 corosce su questo argomento ¢ del 1961:

V.M. GRuskov - The abstract theony of automata (testo in husso).
Successivamente sono stati pubblicati altri Lavori:
L. Ginsbura - An introduction to mathematical machine thenu (1962)
UAJAbLE - Theory of abstract automata (1969)
Neusseu F - Halbgruppeu und automaten (1971)
VL sone podl Lavord pdi hecentd,

In gerene, quando 44 parfa di automa s4 intende parlare di un "sistema
in cud 84 possono inmetterne {nformazioni, seanali, ecc. che modificano Lo
stato del sistema,da cul, intanto, vengono emesde injormaziond thasiornmate,

seonali, dati ece,

Da un punte di vista assiomatico intendiamo per autorma (Automa “EALY)

una 5-pla

UL = (a, ¥, Y, 8§ ,0)

dove & & L'insieme degli stati del sistema, X L'insieme dedl seanald

di entrata ¢y  L'insdeme di quelli di uscita: & e A sono funziond:

§: AxX — A , At Ax R —— VY
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Ad esempio, se a e b indicano due stati di un sistema e X,y un se

anale di entrata ed uno di uscita,

§(a,) = b e AMa,x) =y, 80 ha "’i >(B)
d

Lo schema in figura,

U automa Lo diremo definifto perdettamente quando &(a,x) @& dedinito

per ogni  (a,x) e Lo dinemo deterministico s¢ & e X sono funzioni

univoche. Parleremo pod di automa stocastico se 2 possibile dare una fun

zdione di probabiliti condizionata P(a',y | a,x), che esprime La probabi
Lita che L'automa assuma Lo stato a' dopo {L segnale y nell'ipotesd

che sia nello stato a dopo 4L seqnale x.
Un automa & poi detto di MOCRE quando da &(a,x) = &(a',x") seque
Aa,x) = A(a'",x"). In questo caso L valore di X dipende sclo dallo

stato f4inale &(a,x), clo@
A(a,x) = [_A-(G(a,x)) e, ad esprime . %L
ne cid, 84 scrive:

UL = (AXY,8,pn)

Continuiamo a dare altre degfiniziond.

Un automa Lo diclamo iniziale quando uno del suodl stati, a, , & di-
stinto dagli altndi: = (A,aq ,X,Y,8,)) ;quando UL =(A,X,68), Lo dicia
mo senza segnald di uscita; quando A & 4inito, U 84 dice A-iinito;

quando s0no {initi anche X e Y , Y 44 dice finito.
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Un autora UL con steto iniziale ag, fo diciamo di PORIN-SCOTT auando

esiste Fe A, T Fa, , Lcul elementi sono privileniati nismetto anli

nltni Atatl del afsteme,

(e aufoma {indito pul esdene desernitto con una tabella del tine delle

tatelle di Cauberr:
& Yo

XL
y :
2 - .(J(C,E)Jl(c,e))

nel munto d'incentho tha La niqa z e La colonna ¢ & rnipontato La
coppia di valord (G(C,z), A(c,z)) se L'awtoma & senza seqnale d'uscita

ve wurortato solo L& valore 6(c,z).

Muande £'automa 2 di Moone 54 OL Y b c .-
mette 4in evdidenza fLa funzione p, X *
d
come 5L vede nella tahella sequen 5 )
te. 2 |- ... oy
1)
]

[y automa pud essene descrnitto anche meddante un grado, come vedrerc

in qualehe esemndo,

Prima 44 dare altre deddindiziond, rdleliemiamo i concetie A4 seminnup

no Libeno.



Se X 2 un insieme,indichdamo con F(X) L'insieme delle "parole"{on-
meld, o sequenze {indfe, costituite "da elowonti di ¥, Se

DOE R e ¥y ; e’ (1¢is K

I A PRRRRR 7o, : y.e" (Ogig &)

1

sono due narole, deidiniamo L mrodottc ng corme seque:

pq =Xlx2101¢lxky1y2ollln y‘&

12 prodotto & associativo e quindi F(Y) & un semigrupvo (semigrupne

Libero con base X). Si pué aggiungere La "parola vuota”, e , e 44 ha al

Lonra L'elemento newtho.

Cra, se UL= (A,X,Y,8, X)) & un automa, vossdiamo considerare  F(A),
F(X), F(Y), 4nsdiemi delle parole di stati, parole di entrata e parole di

uscita, rispettivamente, Vogliamo profungare § e X a & , % 4inmo

do che:
S 1 Ax F(X) —» F(A) ) 5(a,e) = a
X Ax F(X) —s F(y) 3 Kase) =e
Se p =KXy Xy, de4iniamo  §(a,p) = 3185000008y e
Xa,p) = Y¥perees Vi dove:
a, = 6(a,x1), a,= G(al,xz), R 5(ak_.1,xk)

Yl = l(a,xl), y2= l(al,xz), rees e g Yk = A(ak—l’xk)
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®—>@®->@—. .. @

Per brevita indicheremo spessc con ap Lo stato {inale.
Tale automa &4 dice sequenzdiale,

S84 dice che un automa  ha un sistema B di generatori per A (B< A)

quande pern ogni stato a € A & : a=bp con b e p opportuni ele-
mentli di B e F(X) ~rdspettivamente.

VU 4 dice cictice quando esiste un sistema di generatoni costituito da

un solo elemento. lin automa iniziale 54 dice connesso iniziafmente quandc

Lo stato iniziale ay genera A, Un automa elclico A4 dice connesso 4or-

temente quando ogni rtofe cenenc A,

Hr outoma UL = (A,F,8), con F semiaruppo, 44 dice quasi-automa quan-

do ;

§(a,fg) = G(G(af),g) per ognd aéA e £f,2 € F

18, Esempd di automd

1} Poniamo : A = {a,b,e,d} , X =I{x,y} , Y= {u,v}
§(b,x) = a

§(a,x) = 8(e,x) = 6(d,y) = b



§(a,v) = 8(b,y) =c
5(c,y) = 8(i,x) =4d
Aa,y) = A(b,x) = A(b,v) =u
Aa,x) = Ac,x) = A(c,y) = A(d,x) = A(d,y) =v
VL = (AX,Y,8, N) ¢ un automa di ''oone L cud grafo @¢:
() (::) o)
(¢ (3+) 2 )
-7
e

e La cud tabella 3:

u v u v

/L%L a b c d
X b a b d
y c c d b

2) Sia A = {a,b,c,d,e,f} , ¥ = {0,1,2,3,¢g} , F = {f}

14

¢ un automa di Nobin-Scotf. 1L suo arajo @:

(A,2,X,8:F), 4ncud & sand definita mediante b grafo,
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o

qD

N> 40

I

OQuesto grago rappresenta Lo schema della serratura di sdcurezza di una
cassaforte per La quale f ¢ L'unico stato in cui La cassaforte pud esse

rne aperta; La combinazione che sblocca La serratura & 2-1-0-3; g

nhappresenta L segnale "premene L pulsante”,

, pel s
3) Siéa B = {bl’bZ’ cos bm} , X = {xl,xz, - x“} ed A L'insieme

delle espressioni formali del tipo:



bX.X- uopx=b IR X ‘=> b, = b kz‘Ez, . = XK.

171,71, L, 3373, 3_&@ i i’ xll Xgl, .....

Posto 5(bixi K. 4 seves 3 X, 5 X.) = BuX, ,iue. X. X,

12 e A I h R

54 ha che !

VL = (A,X,8) & un automa |auwtoma Libero)

Se B ={a,b} e X ={x,v}, 4L grafo dell'automa & del tipo detto
ad_atbers:

O
~

19. Sottoautomi, automi superiori, automl inferiori

Per gfi automi possono introdunsi certi concelti usuali delfe strutiu

ne algebrniche.

, - r
Siano Ul= (A,%,Y,8, ) e U = (a",x',Y',8',1") due automi. S&
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)
dice che TU & sottoautoma di VL  se AM'e A, Y'Y, Y'evy e
gV sone Le nestniziond di & e ) nispettivame te. Se almeno unc
deald Ainsdemi A X' Y' ¥ incluso nropniamente in  A,X,Y, diciamo

)
che Ur & sottoautoma proonio di UL . Se A'C A, ¥' =X, Y' =Y

) .. .
allora W s4 dice A-sottoautoma di UL .

), C e .
tn sottoautoma WU di UL 44 dice iniziale quando £'eventuale stato
indzdale di A 2 anche stato iniziale di A'.
Sdia oha Bg A- chiamiamo A' £'insleme di tutti ali stati del tipo
bp con b€B e peFX):; allora ‘U‘LJ = (A'",%,Y,6 ,A) @& un automa che

viene detto sottoautoma generato da B,

Sia VU = (A,X,8)un automa senza secnali di uscita; chiamiamo cen-

tho dell'autora L'automa ‘U(,) = (A,X',8) dove:

X' = {x € X | axy = ayx, per oqni a ¢ per ogni vy}

Introduciamo ona i concetto di omomornfismo d'automd,

H ' t [ et ] A, :
Siano U =(A,X,¥,8 ,A) , U =(A",X',Y'§",A") due automi.
Diclamo che Le applicaziond hy: A—>A", hzzx—:vx', hy: Y= Y'

)
costituiscono un omomorfismo da VU inU| se accade:

hlfé(a,X)) = §'(h; (a) ,h,(x))
hy(A(a,x0) = A" (b (a) b, () ,

Evidente & La definizione di {somonfismo di autond.




]
Se esdste un omomonfismo da un awtoma UL su un awtora UL , diciamo che

)
VU & immaadine omomonda AL UL .

. ) , . ‘
Slarno VL ed VU due automd tali che X =X' e Y =Y'; una applica-

. .. , ) )
zione h: A—> A’ 54 dice A-omomorfismo da UL 4n fU se accade che:

h(§(a,x)) = &'(h(a),x)

A(a,x) = A'(h(a),x)

(in questo caso L& ruolo dd h, e h, ¢ svolto evidentemente dalle

identitd in X e Y rdspettivamente),

Esempdo
Siano UL ed 'UL‘ due. automi Le cudl tabelle sono:

)

uh a b c d N 1 2 3

x | (b,u) (a,u) (d,u) (a,u) x [ (2,u)  (1,u) (1,u)
y | (e,v) (d,u) (a,u) (c,v) y [ (2,v)  (@3,v) (2,v)
e 4i0  h: A—7A' cosl definita:

h(a)=1, h(b)=h(e)=2, h(d) =3

‘ -’
Si pud verificare che h & un A-omomonfismo, Ut @ un'immagine omo-

)
mornfa di W ma, mentre VL 2 di Moore, W non Lo 2.

Come mostra L'esempio precedente, un omomonfismo tra automé non "con-
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\
seava” La proprietd di "esserne dd Moore", Cos, se N ed U sono 4L *oo-
re, pen metterne in evdidenza questo fatto, s34 i {a vedere che un omomon

4480 "conserva” La propriets di "essere di Moorne' :e accade che:

hl(é(a,X))

8 (hy () 0, ()

h, (u(a)) u'(h,(a))

In maniera abbastanza ovvia s4 pud parlare di endomorfismi di un auto-
ma din 48, di{ automornfismi, ecc.,

S4 pud anche dimostrane che g€l endomorfismi di un automa Ain 48 Korma-

ne semigruppe con La wsuale operazicve di prodotto.
Passiamo ora ad Antrodurre L concetto di automa Kfattorniale.

Dicdamo che una relazione di equivalenza R({n A) € una congruenza

se:
aRb = 6(a,x) R 8(b,x) . Ala,x) = A(h,x) per ogni  x € X.
Se R 2 una conpuenza, indécato con Ay L'insieme delle classi di
equivalenza di elementi di A, dedindiamo:

-~ -~

VU - (AgsX,¥,8 ,1)

[5(a,Xﬂ

A(a,x)

]

dove g([a] yX)

X[a] %
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~
SL pul provare che La dedinizione ¢ ben posta e che UL & un automa,

che dediniame awtoma 4attoniale o Andichiamo con “JL /R,

A questo propesdite s4 pud vrovare un lpvontante Fecrema.

Teonema 19,1

Séa WU un aufoma ed R una congruenza su A, ALZora TUL/R & {imma
gine omomonfa di U ; viceversa se L'automa “UU' & Ammagine omomoria
di Ul , esdiste una congruenza R tale che UU' = /R,

(Omettiamo La dimostrazione),

Voaliamo ora introdurre £ concetto di applicazione d'automa e di

automa inperiore e superionre.

fla  p = x X,.....x_ € F(X): dicdame che xlxz.....xi(is k) ¢

1 k
una pante iniziale di p; 4se p = Pyap,, 4 hon vuoto e # p, dicia-

mo che q & una soltoparte propria di p,

Sia ona  ae A: degindamo una applicazione ua:F(X) ——> F(Y) 4n
modo che: aa(p) = A(a,p).
Se a @ Lo stato iniziale di U, 44 senive 0 invece di o

e 84 dice che & applicazione indotta da UL .

Una applicazione o:F(X) —> F(Y) 84 chiama applicazione d'awtoma

se esiste un automa iniziafe UL che induce olcio? tale che d& = uu}.

Le applicaziond d'automa sono caratterizzate dal sequente teorem::
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Teorema 19.2

Una applicazione a' F(X) —> F(Y) ¢ una applicazione d'automa se

e solo se:
£4) o conserva La Lunghezza di oqni parolo;
L) 'immanine AL ognd parte irdziale & ancora una parte iniziale.
Omettiamo La dimostrnazione del teorema, ma interessa rnilevare che
nefla dimostrnazione &4 usa una applicazione cp: F(X) =—> F(Y) tale

che alpq) = u(p)up(q) . Applicazioni di questo tipo, dette stati del-
L'applicazione o, L portano ad introdwure LL concetto di automa in-

{eriore nel modo seouente.
Sia A, L'insieme degli stati o di una applicazione o, al varia
ne di p 4in F(X). Si pul provare allora che 'Ula-(Aa, a, ¥,Y,8, J\u),

dove G'a(ap,x) = a Aa(ap,:-:) = ap(x) , & un automa, detto

PX

automa {nferiore di a.

Arche T = (R(D), e X,Y,8%2%, dove §%(p,x) = px, 2\*(p,x) =

» '——-——’ . .
= aszs, 2 un automa, detto autome suweriore di alcon aln x) intendia

mo L'ultima Lettera di al(p x).
A questo punto & possibile erunciare if

Teorema 19.3

Se o una avolicazione d'automa ¢ U & connesso iniziafmente, al-
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Lorna U o, & Ammagine omomonga di UL che, a sua volta, & {mmagine

omemonda di UL®.

20, Es emgio

Sia X = {x,v} , Y = {u,v,w} e a:FX) —> F(Y) con Le

condLziond

&
2
~~
[p]
p—_
]
(1]

&
Q
Py
»
V?w"
n
(=

(k 2 1);
ALY c:(yk) = \.‘rk (k 2 1);
, k k m+1 < ,
Av) P = X yq —_— a(p) = u dove m 2 fc Lunahezza di q;
k k m+1 - .
v) P=YXq — a(p) = v w dove m 2 Za Lunghezza 14 q.
Determiniamo ald statl di o ; 44 ha:
a(x D = o - a(®)o_(x9) = ua_(x5)
X X
k
Ol(xyk) = u'wk = a(x) ax(yk) = =uax(y )
le _ k
a(xxkyq) - uk+1wm+l = a(x)ax(x yq) = uax(x yq)
} .k
a(xykxq) = uvk+m+1 = a(x)ax(ykxq) = ua (y xq)

OuindL a2 def. 1ita come segue:



e > e
k k
X —_— u
k k
2 v —_— W
. m+l

Pertanto o f o in quanto, ad esempio, a(y") =v° rentre
boo K
ax(y ) = w o,

Facendo dedl contd analoghi per a , , 84 vede che a = a,.

Continuando a f{are contli 44 prova che:

Ay = {a, s Oy mxy}
dOUe:
e —_— e
xk R wk
'ly H k k
y — v
k+m+]
Xyq —> W
k m+l
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Possdamo quindi considerare L'automa inderdionre ‘lR o che rnisulta
essene uy automa 44 Moore.,

L~ sua tabella 5:

a s} o o
X (ax,u) (ax,u) (axy,w) (axy’w)
vy [(agV) (a,ys¥) (o ,V) (e s¥)

Osserviamo che L grafo d4 'UCG ¢ un grate ad albero.




