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CAPITOLO B

CENNI SULLE GEOMETRIE ASSOCIATE A GRUPPI SEMPLICI FINIlI SPORADICI!-------

IL CASO DEI GRUPPI DI MATHIEU
--------- ------

Alcuni gruppi semplici sporadici sono stati ottenuti con costruzioni essenzial

mente geometriche. Il caso forse più appariscente é quello dei gruppi di Fischer e

di Conway. Ma e noto che in tale chiave possono vedersi molti altri gruppi sporad~

ci, a cominciare da quelli di Mathieu.Questi furono scoperti origina,-iamente da

Mathieu studiando i gruDpl di permutazioni quadruplamente o quintuplamente transit~

vi. Ma sono anche ottenibili come stabilizzatori di opportune str'utture definite a

partire da un'unica costruzione geometrica, cui nuella che produce i gruppi di Conway

è strettamente legata; del resto i primi due gruppi di Mathieu possono essere riot

tenuti con I,na secorlda costruzione geometrica, silnile alla precedente, e in questo

contesto vi sono connessioni col gruppo J, di Janko. (Cfr. [29] e [lLl}).,

Fatti come questi, e l'esempio dell'eccellente prova data sui gruppi semplici

classici dalla teoria degli edifici ( e delle BN-coppie), fanno sospettare che pos

sano esserVl qUl in gioco cose più profon1e, da scoprire.

Comunque, per saperne di più, è indispensabile un lungo lavoro preliminare di

raccolta, organizzazione e analisi di dati: scoperta, studio e classificazione del

le varie geometrie associabili ai vari gruppi sporadici. E qui il lavoro è solo

agl i inizi: anche se già si conoscono interpretazioni geometriche per' più della

metà dei gruppi sporadici, per il momento ciò non ci dà molto di più che una po'i

ma lista di esempi; le connessiol,i finora note tra questi, pur non essendo poche,

sembrano però ancora, per lo più, o trJ~po legate alle specificità delle partico

lari costruzioni con cui sono stati prodotti i vari gruppi perché se ne possano

immediatamente trarre molte conseguenze, oppure troppo esterne per suggerire qual

cosa di chiaro. Ma, appunto, si è solo ag1 i inizi.

Rimando per il materiale finora disponibile (o, meglio: a me no~(}) alla parte

conclusiva di [7Je agli esempi di 1'9/. F, inoltre, all 'articolo di 'i.M.Kantor

[lgJ ' alI 'articolo di ~1.RoYlan e S. Smith :'231, agli articoli di Pd'1.Cohen 1.121 e [13~,

e a11 'articolo di Buekenhou t [101. E anche all 'articolo di A.Neuamaier 1-20j.
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uno stesso gruppo puo avere plU intel'pretazioni ')eo"ìetxiche. Per

esr'mplo, ne sono note due (una di rango 3 e una di I-an'lo 2) pel' il gruppo di

Hall-Jilnko JZ' due i l • • d i Suzuki Sz, hen quattl'o i lper gruppo soor'ilO1CO per

di Jilnko J
l

(due di 3 due di ). ~,1a
' ,

'lruppo rango e rango , ) . su C10 avro occa-

di torna re -- ilvanti.Slone piU

L'armalnentario concettuale di CUl Cl Sl è dotati è la teoria della geome

tria di Tits-Buekenhout. Si incontrano per lo più geometrie strettdll,l-'nte l i

neari (ovviamente pUl-e, dal momento che se ne disegnano diagrammi speciali);

le uniche eccezioni per ora sono' la geometria prodotta da M.Ronan e S.Smith

per i l gruppo di Suzuki Sz (cfr. articolo sopra citato), la geometria prodotta

da W.M.Kantor per il gruppo di Lyons-Sims (cfr. articolo citato) e la geometria

associata al primo gruppo di COl1way (cfr. i7' ,,12): su eS3to anche (IP.l) Vlene, .

a cadere (Avvel'to che analoga anomalia ~resenta la geometria associata da A.

Neuamaier al gruppo Aut(Sz). Cfr, articolo sopra citato).

Il legame richiesto fra il gruppo e la geometl'ia e:

(G*) Il gruppo agisce sulla geometria come gruppo di automorfismi speciali tran

sitivo sul l 'insif'me delle camere.

Qui mi limiterò a trattare, come esemplo, il caso dei gruppi di Math_ieu. Ri

mando, per le dimostrazioni e per tutti i dettagl i che ometterò, a [14].

Sia la retta proiettiva su F
Z3

boli: ·~,O,1,2,3,4,... 2l,22. Il gruppo

e la sequenza di Slnl-

te le trasformazioni di g in sé del

~ GF(23;. Ovvet'O:\i

coincide col gruppo L?(23)
"

di tut

x ~ (ax+b)/(cx+d) (a,b,c,d € F2"
,j

e ad-bc - l)

(ovvio il senso di somme, prodotti, divisioni quando Vl Sla coinvolto il simbolo

00). Si pone pOi ;;'" Fn - il- {o,l,Q = I/llx € Fnl , N = cl - Q, Q'=Q-(OI,N' =

= N - (ool. L
Z

(23) ha per generatori ìe tn~ operazioni:

n:x··... x+l,
-l

y . x ..>, - x

Il gl'UppO M
Z4

pu(, essel'e defini t.o come i l sot.t:ogruppo dp.l gruppo simmetl'ico

(slli 24 sinlboli che conlponqono . )
.... I a.,: ,y, e dalla rerrnut.a-
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zlOne:

fx->
3

X e Qx /9 se
•
•

Lx 9x
3

-;- se x e N

Considel-iamo ora l'insieme P( (l) dei sottoinsiemi di (l . P((l), munito dell'

operazione di differenza simmetrica (somma nell 'anello booleano delle parti di

(l) è uno spazio vettoriale V su GF(2). Il gruppo S24 r'(:!S'') a I ìo:'"ò identi

ficato col gruppo delle trasformazioni lineari permutazionali di V". Sicchè M24
è un gruppo di trasformazioni lineari di 'f . Consideriamo il sottospazio ~ di

-r (detto c.oclA.c.e. b'<'Ylcl/uO dA.. Goiay) generato dai 24 insiemi N. (i e(l) ove è:
l

N

tura assai

e N. = N- i =
l

interessante.

{n-i!neN} se i F 00 • :1 sottospazio 'iO ha una strut-

Ka dimensione 12, e i suoi elementi diverci da e (l

si distribuiscono in tre classi:

l) O.ttL1dA... Constano di 8 elementi: ogni quintupla di el,,",enti di (l appartiene ad

esattamente un'ottade. Ci sono esattamente 759 ottadi.

2) Vode.c.adA... Constano di 12 elementi, risultano dalla differenza simmetrica

di due ottadi intersecantisi su una coppia di elementi, e sono 2576 ln tutto.

3) Col1Jp.eeme. f'I..taJU. ( i n ) dA.. o.ttL1dA... E non Vl sono altri elementi ln ~.

Sia poi data un'ottade

esattamente su

che intersecano La lista dei valori di

A.
l

•e:(8;j)ott

il numero delle dodecadi

Ai = {a l ,a 2,···a i } per

ottadi che intersecano

( i ; j )dod

A.•
J

A = {al ,a2,·· .a8} e sia

(i;j) t il numero delleo t
o < j < i < 8), e

esattamente su

\l. Sia

(per

A 
o
A.

J

A.
l

el < i < 8

30 o 16 o 4 o o o l

e quella dei valori di (8;j)dod è:

o o 16 o 24 o 16 o o .

Per di più risultò, per ogni l con o < i < 8 e per ognl J con o < j •
< l:
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(i ; j )ot t = (i+l;j)ott + (i+l ;j+l)
ott

(i;j)dod = (i+l;j)dod + (i+l;j+l)dOd

Si ha poi anche che ogni 2le~,ento di Y' è congruo modulo o ad un UnlCO

elemento di 'Y' di cardinalità al più 3 oppure a ciascuno di 6 insiemi di car

dinalità 4, a due a due distinti. In questo secondo caso, l'unione di due qua

lunque di questi 6 insiemi è un'ottade. Diremo ~~t~to una sestupla di quaterne

a due a due disgiunte tale che l'unione di due qualunque di esse è un'ottade.

Una terna di ottadi a due a due disgiunte sara detta un :UtA-o. Un duwn (cfr. [14])

è una coppia di dodecadi disgiunte.

Nota - Forse sarà s';rerfluo, ma ad ogni modo, onde evitare fraintendimenti, av

verto che quando dovrò riferirmi agl i ordinari insiemi di 3,4, ... n, ... elementi

userò sempre i suffissi "-pla" o "-na" (come in: tripla, terna, quadrupla, qua

terna, ... ), e riserverò i suffissi "-ade" o "-etto" (come in: ottade, sestetto, ... )

ai sensi speciali stabiliti sopra.

Nel seguito col termine ~~abA-LLzzato~e intendo sempre che l'insieme stabiliz

zato è stabilizzato nel suo complesso. Quando voglia intendere lo stabilizzatore

elemento - per - elemento, lo dirò esplicitamente.

Diciamo pOl che un gruppo rappresentato come gruppo di permutazioni su m ln-

p

ed

nell'ordi

< m)

Xl,···X ,. m

( per l < l

(Kl , ... Km)-~ta~~A-tA-vo su

a. l,· .. a. K ln X.
1, l, ; 1

in X. (per i=l, ...m), esiste un elemento
l

(per i=l, ...m e j=l, ... K.).
l

siemi di sgiunti Xl" "X
m

e

ne, se presi comunque K. elementi
l

e l emen t i b. l"" b. K
1 , l, i

che po r ta a. . i n b. .
1,J 1,J

altri K.
l

del gruppo

Si hanno i seguenti risultati;

(m.l) M
Z4

e lo stabilizzatore ln SZ4 (gruppo delle permutazioni di n) del

codice di Golay ~.

(m.Z) M
Z4

e quintuplamente transitivo su n.
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(m.3) M
Z4

è transitivo sulle ottadi. Lo stabilizzatore in M
Z4

di un'ottade

è un estensione 24A
S

del 2-gruppo elementare abeliano 24 di ordine

16 mediante A
S

' e si spezza su A
S

. Il gruppo AS è autonormalizzante

ln 24A
S

. I coniugati di A
S

in 24A
S

danno gli stabilizzatori dei 16

elementi nel complementare dell 'ottade. A
S

' in quanto gruppo di automo~

fismi interni di 2
4

, è un gruppo di trasformazioni lineari di uno spa

zio 4-dimensionale su GF(2). Nei fatti: A
S
~ P5L4(Z). Il gruppo 2

4
A
S

e

(6,1),(3,2) e (1,3) transitivo sull 'ottade e sul suo complementare.

(m.4) M
24

è transitivo sulle dodecadi. Lo stabilizzatore in M24 di una dode

cade è M
12

che è (5,0),(3,1),(1,3) e (0,5) transitivo sulla dodecade

e sul suo complementare. Lo stabilizzatore di un duunl è un estensione

M
12

2 di M
12

mediante il gruppo di ordine Z. Lo stabilizzatore ln MIZ

di un punto della dodeca de (stabilizztta da M1Z ) e Mll .

(m.5) (M Z4 è transitivo sui singoletti, le copple e le terne, per (m.Z)).

Lo stabilizzatore in M
24

di un singoletto è M
Z3

(che è (1,4) transttivo

sul singoletto e sul suo complelnentare, per (m.2)). Lo stabilizzatore ln

M
Z4

di una coppia è un estensione M
ZZ

2 di MZZ mediante il gruppo di

ordine ~; per la (m.Z), è (Z,3) transitivo sulla coppia e sul suo co~nle

mentare. Ma è anche (1,4) transitivo sulla coppia e sul suo complementare.

Lo stabilizzatore in M
Z4

di una coppia elemento-per-elemento è

ed è quadruplemente transitivo sul complementare della
MZZ'

coppla. Lo

stabilizzatore in M
24

di una terna è un estensione M
Z1

5
3

di M
2l

median

te il gruppo simmetrico 53. E' (1,4) e (2,3) transitivo sulla terna e sul

suo complementare. Lo stabilizzatore 10 M
24

di una terna elemento per ele

mento è il gruppo M
21

.

(m.6) M
24

è transitivo sui sestetti. Lo stabilizzatore di un sestetto è un'esten

sione (2
6

.3)56 mediante il gruppo simmetrico 56 di un sottogruppo nor

male 26 .3, estensione mediante il gruppo d'ordine 3 del Z-gruppo abeliano

elementare 26 di ordine 64. Il gruppo 26 .3 e lo stabilizzatore del sestet

to elemento-per-elemento ed è (Z,l,I,O,O,O) e (3,1,0,0,0,0) transitivo

sulle quaterne del sestetto. Infine M
24

e transitivo sui trii. Lo stabi-
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(3, l,O) transitivo suleP5L 3(2), ed è (2,1,1)

6lizzatore di un trio è un estensione 2 (5
3

xP5L
3

(2)) del gruppo

mediante 53xP5L
3

(2) (53 è il gruppo simmetrico su 3 elmenti).

Lo stabilizzatore del trio elemento-per-elemento è un estensione
6del gruppo 2 mediante

le tre ottadi ciel trio.

Il sistema delle ottadi permette di interpretare i gruppi M24,M23,M22 ed M21

come gruppi di automorfismi di sistemi di 5teiner 5(5,8,24), 5(4,7,23), 5(3,6,22)

ecl 5(2,5,21) rispettivamente, e le proprieta delle dodecadi p2rmettono di asso-

clare M
12

ed M
ll

a due sistemi cii 5teniner 5(5,6,12) ed 5(4,5,11), rispetti-

vamente.

Richiamo la definizione di sistema di 5teiner. Siano h,k,n tre numerl con

h < k < n. Un .~.i-~-tuJla cU StciJ1eJ[ di IxuwmUiU. h,k ed n è una coppia ~ = (5,tg)

ave S, detto insieme dei puvt.t:.i-, ha cardinalita n ed -S, detto insieme dei btoe-

eh.i- o delle k-ad.i, è una famiglia di sottoinsiemi di 5 di cardinal ita k tale

che ogni sottoinsieme di 5 di cardinalita h e incluso in esattamente un ele

mento di "3. [' usanza indicare un sistema di 5teiner di parametri h,k,n con la

notazione 5(h,k,n).

[' ovvio che il sistema clelle ottadi (di C; definisce su il un sistema di

5teinet' di parametri 5,8,24.

Rammento che i sistemi di 5teiner di parametri 2,k,n sono gli spazi lineari

su n punti in cui tutte le rette hanno k punti (brevemente: spazi lineari

d'ond~vte k su n punti).

Ovvio cosa sia un automorfismo di un sistema di 5teiner.

Dato un sistema di 5teiner E di parametri h,k,n su un insieme di ~unti 5 PO!

slamo definire su esso una geometria di rango h, assumendo {O, l, ... h-·I} •come l n-

siemi di tipi, i sottoinsiemi di 5 di cardinalita j (O < j < h-l) come j-varie

ta e le k-adi come (h-l)-varieta, e definendo infine l'incidenza nel modo OVV10,

mediante l'inclusione. [' presto visto che si ottiene così una geometria 1'(1:)

di diagramma:
L L L

0- - -- -0---- -0- ... -0-----0

O l 2 h- 2 h-l
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e che L può essere univocamente ricostruito da 1'(;;). Il diagramma di

può anzi essere disegnato con più preCISIone, introducendo marche opportune.

Indichiamo con:

o
•
I

il fatto che I residu'; di bandiere di cotipo

triangoli.

(i ,j) sono

il fatto che i residui di bandiere di cotipo

n'=n-h+2)ed

Ci ,j) sono gpa

k'=k-h+2

ha diagramma:

(ove

l' ( i.)

h-l

ssur

•
J

d'ordine punti. Allora
Lk, ,

Co Co Co o__c_o,__-,-~,~n_o
0--"-0--"-0-... -0>----"- ,

O l 2 h-4 h-3 h-2

L
_-,-r..:.,.::.s__e con o o

•
I

zi lineari

La geometria l'(E) e poi strettamente lineare, per la (gd.'!2). Ed è evidente-

mente pura. E' poi ovvio che ogni automorfismo di ~ individua un automorfismo

speciale di l'(L). Osservo ora che dalle considerazioni svolte nel Cap. l si ha

che in una geometria pura l' di diagramma:

TI lT TI
6--0--~o- ...-0 o
O l 2 h-2 h-l

le bandiere O-ridotte sono le varietà (e la bandiera 0); sicchè dalla (gd.7),

l'azione su r di un suo a'Jtvmorfismo speciale a. è individuat.a dall 'azione di

a sulle O-varietà. Per questo, e per la possibilità di ricostruire univocamente

da r(L), possiamo identificare il gruppo degli automorfismi di L col gruppo

degli automorfismi speciali di r(E) .

Sia ora G un gruppo di automorfismi di E (dunque: automorfismi speciali di

è transitivo sulle camere dir(E)); è immediato riconoscere che

solo se è h-transitivo sull 'insieme

G

S dei punti di E(O-varietà di

r(E) se e

r(i.)).

E' poi ovvio che, data una bandiera F in Ulla geometria r e un gruppo G di

automorfismi speciali di l', lo stabilizzatore G
F

di F In G individua sul

residuo l' F di F un gruppo di automorfismi special i. E se G è transitivo sul

le camere di l', tale è GF sulle carnere di l'F'

Sicchè, se ora G e un gruppo di autor,lorfi smi di L, e se x c S ha cardi-

nalità i (con l < i < h-2), lo stabilizzatore elemento-per-elemento G
X

di X

In G è lo stabilizzatore della bandiera.
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F ={{x
l
} (xl,x2}, ... (xl,x2, ... xi}) (dato un qualunque ordinamento xl ,x

2
, ... xi

di X). Pertanto GX individua sul residuo rO:)F di F ln r(l:) un gruppo

di automorfismi speciali, transitivo sulle camere se tale era G sulle calnere di

l' (L) . Si vede • immediatamente che f(l.)F identificabile la geometriapOl e con

r(L
X

) "s soc i ata al sistema di Steiner LX - (S-S,'~\) , di pa rametri h-i k-i n-i, , ,

ave e 'Sx - {y-XI Y:::> X e Y è una k-ade ln Ll.

Tornando ora al gruppl di Mathieu, sappiamo che il sistema delle ottadi di

definisce un sistema di Steiner r~ di parametri

M
24

è il gruppo degli automorfis~i di LÉ. Inoltre

tadi e 5-transitivo sui punti di L'((cfr. (m.3) ed

gruppo degli automorfismi speciali di r(Le) ed è

j(L'e). La geometria f{l:É) ha il diagramma

5,8,24, e che (cfr.(m.l))

M
24

e transitivo sulle ot

(m.2)). Sicché M
24

è il

transitivo sulle camere di

o
O

c o o
2

c L5 21
0<----"'--0

3 4

Ma è presto visto gli spaZl lineari d'ordine 5 su 21 punti sono l piani proietti

vi d'ordine 4.

Sicché i l diagramma di i'("t) può anche rnettersi • delle due forme:ln una

c c c c (infatti, trian-o o o o o oppure 0--·0 o -o o l

goli • circoli che • • proiettivi).sono Sla pl anl

Sappiamo dalla (m.5) che il gruppo di Mathiell M
23

è lo stabilizzatore di un

(qualunque) punto x di "eo Sicché costitlJisce un gruppo di automorfismi del si

stema di Steiner (Le)X di parametri 4,7,23, ed è q'Jadr·uplamente transitivo SUl

punti di tale sistema. Il diagramma di 1'( ("e)x) ( =r("e)x) è:

2
o
O

Co o
l

Co o
2

LS.2Lo
3

c(è.nche: 0"---0-'-'0--'0

O l 2

c c
)oppure o o o o

O l 2 3

Ovvio a ques to punto le ~122 ( si • l a (m.S)): restacome vanno cose per USl ancora

associato a un sistema di Steiner S(3,6,22), e ri su lta triplemente transitivo sui
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punti di tal sistema, e dunque transitivo sulle camere della geometria associata

a tal sistema, la quale ha diagramma:

c L5 21
(o anche:

c
)o o ' o o o o

O l 2

Infine: M
2l

risulta un gruppo di collineazioni di un piano proiettivo d'ordine 4,

doppiame~te transitivo sui suoi punti.

Passiamo ora ad M12 .

Sappiamo da (m.4) che M
12

e lo stabilizzatore di una dodeca~e, e che e ivi

quintuplamente transitivo.

Possiamo associare ad M
12

un sistema di Steiner S(5,6,12), prendendo come

punti gli elementi della dodecade e come siscema di esadi le intersezioni con la

dodecade di ottadi che hanno almeno 5 punti in comune con la dodecade (si ricava

infatti facilmente dalla classificazione degli elementi di 'e data all 'inizio che

se un'ottade interseca la rlodecade su almeno cinque punti allora la interseca su

risulta transiti

4

tale sistema di Steiner,

r(,~), di diagramma:

Co Co c L3,9
0-=-0---"-0---0 o
O l 2 3

esattamente 6 punti). Detto ,~

va sulle camere della geometria

Siccome uno spazlo lineare di ordine 3 su 9 punti e lo spaZlO affi ne d'ordine

3, il diagramma di r (,;) può anche • dell e due forme:porsl ln una

c Af c c c Af
o o o o o oppure o o o o o
O l 2 3 4 O l 2 3 4

L' Mll res terà anco"a associato ad un sistema di Steiner S(4,5,1l ) e ad

una geometria di diagramma:

Co CO L3,9
(oppure anche: c Af c c Af

o o o o o (} (} o oppure o 0- o (

O l 2 3 O l 2 3 (l l 2

Naturalemente uno ~tess(} gruppo puo essere interpretato come gruppo d'automorfi

smi speciali (transitivo sulle camere) su più geometrie.

Per esempio, tornando ad M24 , assumiamo come punti le ottadi e come rette
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i trii, come incidenza l'appartenenza. Otteniamo uno spazio lineare parziale e,

per (m.6) o (m.3), M
Z4

agisce su tale spazio come gruppo d'automorfismi specla

li, transitivo sulle camere (coppie punto-retta incidenti).

In tale spazio ogni retta contiene 3 punti e da ogni punto escono 15 ret~e

(ciò risulta facilmente dalle proprietà di B). Tale spazio ha anzi una struttu

ra abbastanza interessante. Diciamo che uno spazio lineare parziale e un

(detto gonalità) è il più piccolo numero di la

cUa",w.o d~ pwdo e definito come la massima di stanza di un punto

estraibile dallo spazio in questione, se

(g,dn,dt)-agoyW (cfr. [9J)

ti in un poligono ordinario

se g

x

d ,
p
da

detto

un pun

to o una retta dello spazio, non dipende da x, e analogamente per d
t

(detto

d~me-tJ!o di- Itetial. Rammento che la distanza tra due eleme;,ti, punti o rette,

di uno spazio parziale lineare è intesa come nel complessi di camere: la ~6ian-

za di una faccia A da una faccia B è la più piccola tra le lunghezze di gall~

Cl e da A aB.

Nota - Un plano affine è un (3,3,4)-gono,per esempio).

Ciò premesso, lo spazlo ìineare parziale ora associato ad M
Z4

è un (4,6,6)-go

no (cfr. [9], Ex.6). Qui mi limito a mostrare che la gonalità è 4 (lascio a chi

legge la verifica che diametro di retta e diametro di punto sono entrambi 6).

Sia (Al ,AZ'" .A6l un sestetto. Poniam() Ai,j uguale all 'ottade Ai U Al

(1 2 i < j 26). Consideriamo la quaterna di ottadi Al.Z,A3,6,AZ,4,AS,6' Costitui

scano l vertici di un quadrilatero i cui lati sono dati dai trii {Al ,Z,A4,5,A3,6}'

{A3,6,Al ,5,AZ,4}' {Az,4,Al ,3,A5,6}' {A5,6,A3,6,Al ,Z} . Si vede poi subito che non

esistono triangol i. Sicché la gonalità è appunto qllattro.

Un altro esempio. Sappiamo che M
Z4

è transitivo sui sestetti e l trii.

Prendiamo i sestetti come punti e i trii come rette, e diciamo che un sestetto

è incidente a un trio se il sestetto, come partizione di r., costituisce un raf

finamento del trio. Otteniamo una geometria con 1771 punti e 3795 rette (cfr.

pago Z30 di [14J). Ogni retta da 7 punti e da ogni punto escono 15 rette. Si ottie

ne un (3,5,5)-agono (cfr. [9] , Ex. ZO). M
Z4

è transitivo sulle sue cameo-e.
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Ma si possono dare semplici costruzioni per produrre nuove interpretazioni

geometriche da altre interpretazioni gi& date. La via più banale è quella di

cancellare le variet& il cui tipo sta in un dato insieme di tipi ..

Occorrono qui alcuni preliminari.

S,a "j un grafo e D un insieme di veritici di!~ . D sia dir& 6o/t.temente.
., '.

• ••
IèOYlve.MO se contiene tutti i cal1mini sernpl ici congiungenti 1n '"] due qualunque

elementi di D (intendo per <>empt'<'lèe un cammino senza ripetizioni di vertici) .

Sia ora geometri a D insieme fortemente convesso • D.l' una pura e Sla un l n

Allora l a geometria D (cfr. Ca p. S) (rimando, la dimostrazione,r e pura per a

1221)· In particolare: se 11 ( r) ha la fOI-ma:

0--0>---0· ... -0'--'0

X
n-l

o- ... -0---'---'0
2 n-2 n-l

o
l

o
O

cancellando le variet& il cui t~po appartiene ad un tratto iniziale (oppure

finale) di ù(r) ottengo ancora una geometria pura. Per di più, se r ha dia

gramma speciale

(ove

senza

X
l

,X
2

, ... X sono marche che denotano parti.colari classi di spazi lineari,
n-l

escludere che X. = L, naturalmente) allora cancellando le variet& di ti
l

po i > m (per un dato m < n-l)

Xl X2

2 m-3
o
O

o
l

otteniamo ancora una geornetria pura di diagramma:

X L
m-2

0-... -o~---''''::'''-o--o

m-2 m-l

(per un esernp10 di questo procedimento: Cap. S, (gd.3), diagramma (AL )).
n

E' poi ovvio che se G è un gruppo di automorfismi di una geometria pura r,

è un gruppo di autorr,orf"smi speciali di

transitivo sulle camere di

a 11 ora G

r, e se D è un insieme fortemente convesso in
D .. l lr , translt1vo su e sue camere.

Pos,iamo dunque aSSOClare M
24

alle geometrie di diagrammi:

n C LS 21 1T LS,21 "11"O O -o' ' ·0 o· O O O O
l 2 3 4 2 3 4 3 il

ottenute da r([e) cancellando, rispettivamente, le O-varieta, le 0- ed l-variet&,
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e, le 0-, le 1- e le 2-varietà. Sulla terza di queste geometrie si può dire mo!

to di piO di quanto non risulti dalla figura. Consta dello spazio parziale lineare

i cui punti sono le quaterne e le cui rette sono le ottadi. Considerando due

ottadi intersecantisi su quattro punti si ricava che la gonal ità di questo spazio

è 3. E' facile verificare che si tratta di un (3,6,5)-agono. Lascio la verifica

a chi legge.

piO ampia di quel

d < g+2 e
p -

ottenuto soddisfa però tale restrizione previo scambio del

data sopra di (g,dp,dt)-agono è leggerlnente

in [9]; egl i richiede infatti che sia anche

Nuta - La definizione

le date da Buekenhout

dp ~ dl " L'esempio ora

l e rette coi punti.

Analogo procedimento applicato al:2 geometria ln precedenza associata ad M
22

porta ad aSSOClare M
22

ad un (3,4,4)-agono: i l (3,4,4)-agono dell' Esempio

di [9J è appunto questo.

3

Non è difficile indicare le contropartite gruppali d~11e precedenti costruzioni.

La cosa può essere vista in via del tutto generale.

Sia r=(V,I,t) una geometria e G un gruppo di automorfismi speciali di r,

transitivo sulle camere. Fissiamo una camera C di r in ruolo di camera fondamen

tale, e siano Xl ,x
2

' .. ,x n le varietà di C (supponiamo che Il,2, ... n) sia l'in

Sleme dei tipi). Sia G. lo stabilizzatore di x. ln G. Per ogni varietà x,
l l

un elemento diSla g

gGt(x) di

G che porta xt(x) in x. Associamo ad X il laterale

Gt(x)' Resta così definita una biezione tra le varietà di r e i late-

rali sinistri dei sottogruppi
n

G = .nIG., alle camere di r
l = l

G. (i = l" ... n) (Cfr. anche Appendice). Posto
l

-
restano 3ssociati i lateral i sinistri di G. E l'in

cidenza tra varietà si traduce nel fatto che i cOI'ri,pondenti laterali abbiano in

tersezione non vuota. Dalla proposizione 1.4.1 di [26] si ha che:

i) Il sistema dei s0ttogruppi

J ... {l, ... n}, ,laii) Per ogni

ogni scelta di . J' J"J , ,

-
Gi - j~i Gj genera G.

- - n -GJ - ij!J Gi (in pal'ticolare: G
0

-

. - - 'ì - -
t {l , ... n}, rl su lta (GJ ' GJ ' )' (GJ ' GJ") =

-
G). Per
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(c.2) Un automorfismo quasi speciale di un complesso di camere magro che fissi

una camera è l'automorfismo identico.

Si noti che non tutti gli automorfismi quasI speciali nel senso ora detto sono

automorfismi speciali (nel senso fissato rer l complessi di Coxeter). Infatti,

"1 un complesso di Coxeter di di.-1ffietro finito, l'automorfismo appo.l>;to <l>0P (cfr.

[26], Cap. 2) è quasi speciale (perchè ~op(C)()C = 0 per ognI camera C). Ma

non è speciale. Dalla (c.2) si ha così subito che la composizione di due automor

fismi quasi special i non è necessariamente quasi speciale; infatti, sia ancora

<p
0P l'automorfismo opposto in un complesso di Coxeter, sia C' = 4>°p(C) per

qualche camera C, e sia ~ un automorfismo speciale che porta C' su C. Allora

H OP fissa C, ma non e l 'identià, no[, essendo speciale. Sicchè, per (c.2),
~.op . le
~ non e nemmeno quasI speCla .

E' presto visto che un automorfismo quasi speciale che porti una camera C

lflunacamera C' adiacente a C fissa la faccia CIìC',eperciòporta C'

in C. Diciamo ~nt~;6~a,u. gli automorfismi quasi speciali che scambiano due ca

mere adiacenti. E' ovvio che le riflessioni possono essere caratterizzate come

quegli automorfismi quasi speciali che fissano una faccia di codi'ner,sione l (o

corango l, se così si preferisce dire); precisa~ente: fissano le faccie comuni

alle coppie di camere adiacenti che scambiano.

Dalla (c.2) si ha subito che le Y'iflessioni sono involuzioni. Si ha poi:

(c.3) Data una coppIa di camere adiacenti C,C'In un complesso di camere ma-

gro, c'è al più urla riflessione che scambi C e C'.

elemento per elemento. Sicchè, fissando

fi ssa ogni facci a di C. Sia ora

fissa (e C')
-l

r r'

C

C'. L'auto-C

una faccia del complesso. Proviar'() cheA

due riflessioni che scambianor'

C() C'

edrinfatti
-l

r r'

Siano

morfismo

fissa A. La cosa SI prova per induzione sulla distanza d(A,C) di A da C. Se

d(A,C) = O la cosa si è già orovata. Sii!. d(A,C) > O e sIa

una galleria minimale da C aC A. ?er ipotesi induttiva,

C=C,Cl,···C"J A
o m -

-l
r r' fissa tutte le

faccie di C l' sicchè fi ssa C llì Cm- m- m
C e tutte le sue faccie. Sicché fissa

m

elemento per elemento,

A. Ne segue dunque che

e pertanto fissa
-l

r r' = l. Si c-
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ti. Ass2gr,amo ad ogni sottospazio (~0,5) la sua dimensione come tipo, Sla

0= (k,k+l, ... n-l). Allora G dà un gruppo di automorfismi speciali della geo

metria pura [D, transitivo sulle camere (~erchè G è k-transitivo). Possiamo

dunque aSSOClare a G una geometria di diagra~ma:

(Ac )
n

_---"c",-o_ _--,c,-"o,"- __c",o,"- o_---"c_o o 0- ... -0 o
a 1 Z k-3 k-Z k-l

c c c
(se si preferisce: 0----0----0- ... -0-----'0

coppure 0----0---0- ...-:'--0--0)

Con questo crite'"io, posslamo aSSOClare il gruppo alterrlo A (n > 4) ad una geo
n

metria di diagramma (Ac
n

_
Z

), i gruppi di r'1athieu M
IZ

ed M
Z4

a geometrie di dia

gramma (Ac
5

), i gruppi di Mathieu M
ll

ed ~lZ3 a geometrie di diagramma

(Ac
4

) e così via. (Cfr. [71 , §ll). Ma anche: Il terzo gruppo di Conway C
3

(re

·3, co",e altre volte è indicato) al diagramma (AC
Z

); similmente per molti altri

gruppi sporadici (e non).

Ma è ovvio che si tratta di rappresentazioni 'fittizie', di i!1teresse nullo,

benchè in regola con le definizioni e le condizioni assunte (purezza, condizione

(G-)). Il problema è qui: quale criterio generale costruire pe y selezionare le

interpy"etazioni ragionevolmente 'interessanti'? In particolare: la condizione

(G
lit

) Sembl"erebbe, ora, troppo debole (troppo permissiva). Ma come r~fforzarla non

è affatto chiaro.


