CAPITOLO 1
(BN-COPPIE ED EDIFICI)
ESEMPI

Do qui alcuni esempi, cosi da pervenire in modo naturale alla definizione di
BN-coppia attraverso un esame delle proprieta rintracciabili in talil esempi. Omet
terdo gran parte delle dimostrazioni, salvo a1cune,'che sceglierdo tra le pid sem-
plici, come esemplificazioni del tipo di ragionamenti che qui si impiegano. Per
1l resto, le dimostrazioni omesse si rifanno ad argomenti affatto generali, per
i quali rimando al cap. IV di [4] e a [26]. Terminologia e definizioni verranno
assestate via via, nel corso degli esempi. Ma resta inteso che devono pensarsi
stabilite in generale, e non solo per gli esempi che ne hanno offerto il prete-

sto.

Esempio 1). - Sia V wuno spazio vettoriale n+l1 dimensionale su un campo K, e sia

G = GLn+](K) il gruppo delle trasformazioni lineari (invertibili) di V in sé. Sia

PO V Tla geometria proiettiva di V.

E' noto che possono associarsi a V oa V altri gruppi notevoli: il gruppo

o0

speciale lineare SLn+](K) (costituito dalle matrici a determinante 1) e i gruppi

proiettivi PGLn+](K) e PSLn+](K), generale e speciale rispettivamente, ottenuti

da GLn+](K) e SL . (K) quozientando rispetto ai loro centri. Nel sequito mi rife-

n+1
rird per 1o pit al gruppo GLn+1(K). Ma resta inteso che 1'essenziale di quanto

dirdo pud estendersi facilmente a ciascuno degli altri tre gruppi ora elencati.

Premetto un po' di terminologia. Dovremmo denominare i sottospazi propri e non
vuoti di V_col termine varieta o elementi (di V_ ). Ma, almeno ali'inizio, pre
ferisco mantenere la parola sottospazio (intesa qui come sinonimo di varieta o
elemento); cid per non rendere 1'esposizione troppo ermetica a causa di terminolo-
gie insolite. Per punti intendo in questo esempio i punti della geometria proiet-
tiva V . Resta definita tra i sottospazi (o varietda, o elementi, che dir si vo-

oo

glia) una relazione di 4ncidenza, stabilendo di dire incidenti due sottospazi quan

do uno dei due contenga 1'altro. Una bandiera sara un insieme di sottospazi a due

a due incidenti, e una camera sara una bandiera massimale. Ovvio che una camera




























































- 21 -

un opportuno gruppo di trasformazioni la struttura di €§¢. Allo scopo, poniamo

G = G02n+](K,¢), ove G02n+1(K’¢) e 11 gruppo delle trasformazioni lineari di V

in sé che conservano ¢. (Quanto dird pud estendersi immediatamente al caso 1in

cui G = P602n+1(K’¢)’ ove P602n+1(K,¢) e i1l quoziente di GO (K,¢) sul suo

2n+]
centro). Non & difficile provare che la condizione (G), riportata nel primo esem-
pio, vale su gﬁ¢ e su G. Allora tutta la costruzione data nel primo esempio

pud ripetersi in questo nuovo caso. Si scegliera un appartamento I  come appar

0
tamento fondamentale, una camera CD in Eo come camera fondamentale, si1 defi-
nira B come lo stabilizzatore di CO, N come 1o stabilizzatore di EO, S1 porra

T =BMN, e si riotterranno le (BN.1)-(BN.3), dipendendo queste solo dalle
(B.1)-(B.4) e dalla (G). Come nel precedente esempio, La struttura di ﬁi& e An-
Tternamente niproducibile nel sistema del paraboficd della coppia (B,N), dipenden
do ¢c10 solo dalle (BN.1)-(BN.3), e dalle (B.1)-(B.4).

Qui aggiungo solo una descrizione matriciale di B,N e T. Siano e e |,

_ 12 €

e],...én i punti dell'armatura che sostiene =z . Assumiamo di averli dati in

ordine cosi che e, le. (i, = ...n), e.le,. 1,] = e . = p -
C : 3 (1,] 1, n) e1l.e3 (1,] 1, n), e 91 p{ei"..en}

y...U , U,,...u_ vettori di V nelle direzioni indi-
1 n" 1 n

y...€ , €.,...e , rispettivamente. I vettori u.,...u , U,,...U
] n® 1 n ] n~ 1 n

(ﬂej\j#i}).81ano ora u

—

yiduate da e

generano un sottospazio 2n-dimensionale di V. Possiamo percidscegliere un ulte-

2,...un,u],...un diano una base di V. In

rapporto a tale base ¢ € rappresentata da una matrice del tipo

riore vettore u 1in modo che u,ul,u

0 M XT
n
M 0 YT
n
X Y C

ove 0O e la matrice nulla nxn,M & una matrice diagonale invertibile di rango

n
- .. T T
n,c € uno scalare # 0, e X e Y sono matrici Ixn, e X e Y sono le loro

trasposte. Possiamo poi scegliere opportunamente i vettori UysUgseenl s senza
mutarne le direzioni, ma in modo che M sia la matrice identica. Possiamo infine
scegliere u 1in modo che sia X che Y siano matrici nulle (e che c=1, se il cam

po K € algebricamente chiuso). Possiamo infine supporre che la camera C0 sia
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la sequenza

<Uu. >, <U Uu.>,...<U c e U 2
1727712727 1° n

di sottospazi di ﬁE; . Allora B & costituito da matrici del tipo

A C A
0n (AT) | 0n,1
[ O],n L +
ove A @ una matrice superiormente triangolare di rango n,AT e la trasposta
di A, On’on,1 e O1,n sono le matrici nulle nxn, nxl e 1xn, rispettivamente, /Z

é un'arbitraria matrice 1Ixn, Z' & la matrice nx1 ottenuta moltiplicando ter
mine a termine la sequenza Z per la sequenza deil valori sulla diagonale di A,

e moltiplicando tutti i termini cosi ottenuti per +1, e C & una matrice verifi
cante la condizione (A-]C) + (A_]C)T = —cZT-Z. Le matrici permutazionabili indi

viduate da permutazioni generate dalle (u],ui+1)(ﬂi,ﬁ ) per i=1,2,...n-1 e

1+]1

(un,ﬁn) portano ZO in sé e costituiscono un gruppo 1i1somorfo al gruppo di Co-

xeter nel diagramma (Cn) (per quanto detto in precedenza) e percid isomorfo al

gruppo di Weyl W = N/T (per la (bn.1), ricavata in precedenza). Ed & presto vi-

sto che N & prodotto normale di T per 1l gruppo delle matrici permutazionali

ora descritte. Infine, T € i1 gruppo delle matrici diagonali individuate da sequen
o -1

: ,...an , +1). Il passaggio a PG02n+](K,¢) e immediato:

11 centro di 602n+1(K’¢) é costituito dalle matrici diagonali individuate dalle

ze del tipo (a],...an, a

sequenze (1,1,...1,1,+1). Sicché il toro fondamentale, se si pone G=PG02n+](K,¢),
risulta isomorfo al gruppo delle matrici diagonali di rango n. Il boreliano fon-
damentale B mantiene la stessa descrizione che nel caso di GOZn+](K,¢), salvo che

ora nell'ultima posizione in basso a destra troviamo sempre 1.

Caso 2 - Sia m pari, ed n=m/2. In tal caso si dimostra che la (B.1) & falsa su
'Zi¢. Infatti si prova che, nelle ipotesi assunte, per ogni sottospazio di ﬂz% d1

€£$ . Tale circostan

codimensione 1 escono esattamente due sottospazi massimali di
za s1 riassume dicendo che lo spazio polare %8¢ e g4ne, 0 s0ttle (preferisco

evitare qui 11 termine "magro", che si presterebbe ad equivoci: "fine" infatti
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intende qui qualcosa di pid che "magro", e tuttavia di meno che "grasso"; inoltre
la definizione di fine si applica solo a spazi polari). Sicché dato il ruolo gio
cato dalla (B.1) nel ricostruire su un sistema di parabolici la struttura di un
complesso di camere, non possiamo sperare di riadattare tali costruzioni al no-
stro caso. Le difficolta possono essere evidenziate in modo chiaro. Supponiamo di

(2

A

avere un gruppo G che agisce su conservando i tipi (le dimensioni, cioé). E
cido avviene senz'altro se G verifica la condizione (G) data all'inizio. Dato
un sottospazio Y di codimensione 1, siano X e X' 1 due sottospazi massimali
per Y, e poniamo F = {Y,X} e F' = {Y,X'}. Lo stabilizzatore in G di F
stabilizza Y, perché G conserva i tipi. Sicché porta
X" in un sottospazio massimale (perche G conserva i tipi) incidente ad Y. Pertan
to fissa X' perché {ig é fine. Sicché F ed F' hanno lo stesso stabilizzato-
re. La condizione (g.1), dedotta nella discussione del primo esempio, cade, e, con

essa, cade la speranza di riprodurre fedelmente la struttura di ﬁa} in un siste-

ma di parabolici di G, a meno di non cambiare tipo di costruzione.

E' perd possibile costruire su *ﬁi un‘altra struttura geometrica, esente dalle
pecche cui va soggetto qui ‘3%, e che, percid, si autopropone come la geometria

'giusta' in questo caso.

Fissiamo a caso un sottospazio massimale X di jj% , ed assegnamo ad esso
la marca 0. Procediamo quindi a contrassegnare tutti i sottospazi massimali con

una marca 1=0 o 1, partendo da X e secondo la seguente regola:

Se Y e Z s1 intersecano su un sottospazio di codimensione 1 e Y & marcato

da 1 (=0,1) allora Z deve essere marcato da i+1 (modulo 2).

La sequente proprieta assicura che possiamo assegnare una marca a c¢iascuno dei

sottospazi massimali.

(p.5) Dati due sottospazi massimali Y e Y', esiste sempre una seguenza di sotto-

spazi massimali ¥ =Y ,Y.,Y.,...Y =Y' tale che VY. e Y. si interse-
o 17 2 m 1-1 1

cano su un sottospazio di codimensione 1.
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Riporto la dimostrazione di tale proprieta, in quanto, rifacendosi ad argomen-
tazioni affatto generali, sard trasportabile senza sforzo a situazioni diverse da

quella qui esaminata, e cid tornerd assai utile pil avanti.

Dati due sottospazi Y e Y', sitano C e C' camere contenenti Y e Y', ri

: : . : : :
spettivamente. Siccome o ¢ € un complesso di camere, possiamo trovare una galleria

C = CD,C ,...C =C'. Sia Y, 1l sottospazio massimale nella camera C. (i1=0,1,..m,

- m 1 ]
]""Ym da, salvo eventuali ripetizioni, ci10 che cerchiamo. (Os-

servo che € essenziale in questo ragionamento che le camere prendano ciascuna esat

1 .
La sequenza YO,Y

tamente una varieta (sottospazio).da ogni tipo (dimensione)).

S1 dimostra poi che la regola sopra data non produce conflitti (rimando per que
sto al cap. VII di [26]. [ sottospazi massimali restano cosi ripartiti in due clas-
s1 disgiunte, contraddistinte dalle marche O e 1 rispettivamente.(E' poi facile ve
dere che questa bipartizione non dipende dalla scelta di X, se non per lo scambio
di 0 ed 1, eventualmente). Assegnamo allora come nuovo tipo il numero n-1-i ai sot
tospazi massimali contrassegnati da i (per 1=0,1); cancelliamo tutti i sottospazi di
codimensione 1, e manteniamo tutti gli altri, mantenendo ad essi come tipo la loro
dimensione (nel caso non siano sottospazi massimali, naturalmente). Su questo nuovo
insieme di varieta definiamo una nuova relazione di incidenza, stabilendo che 1'in
cidenza tra due varieta di tipo i e j, con {i,j} # {n-2,n-1} , coincide con la vec
chia 1ncidenza definita su iﬂ(ps mentre due varieta, di tipo n-1 ed n-2 rispetti-
vamente, sono dette incidenti se 1in EE} s1 intersecano su un sottospazio di co-
dimensione 1. Chiamiamo (' €¢) 1la struttura di incidenza cosi ottenuta. Essa vie

ne detta complesso ordlfLamma di ,_% .

E' importante notare che la costruzione ora descritta si applica a qualunque spa

z10 polare fine ‘E% , permettendo cosi di definire 1l complesso orifiamma Oxglb)

In particolare si applica agli appartamenti di uno spazio polare. Assumiamo allo
ra come appartamenti di O&¢) 1 complessi orifiamma degli appartamenti diEB¢ :

Con un po' di pazienza si prova allora che:

(p.6) Le (B.1)-(B.4) valgono su O ).

Noto che, delle particolarita di 4, ¢ , la dimostrazione usa, oltre al fatto
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che g:¢ e fine, solo 11 fatto che ogni retta (sottospazio di dimensione 1) in §i¢

ha almeno tre punti; e ci0 solo per quanto attiene alla dimostrazione della gras
sezza dj 0 (@) (cfr. (B.1)). Sicché i1 risultato si estende immediatamente ad
ogni spazio polare fine le cui rette contengano tutte almeno tre punti (diciamo:
che sia ncn degenene). E se si rinuncia alla pretesa che CT@E¢) sia grasso, allo

ra tutto si estende al caso di un arbitrario spazio polare fine.

Inoltre, siccome gli appartamenti di 0@@) sono individuati da quelli di < ,
e questi sono individuati dal rango n digﬁ¢, allora la struttura degli apparta-
menti di O (&) dipende solo dal rango n di 4. E siccome per ogni n esistono
spazi polari fini non degeneri (basta scegliere la forma ¢ sSu uno spazio vettoria
le di dimensione 2n, in un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2), la

(p.6) unitamente alla (b.2) (cfr. esempio precedente) mostra che:

(p.7) Dato uno spazio polare fine a4, gli appartamenti di C(J) sono complessi
di Coxeter. In dettaglio: se & ha rango n, gli appartamenti di &E) sono
isomorfi al complesso orifiamma dello spazio polare magro di rango n (che,

dunque, € un complesso di Coxeter).

Indicato con Oh 11 complesso di Coxeter costituito dal complesso orifiamma
dello spazio polare magro di rango n, descriviamone il diagramma. Possiamo farlo
descrivendo i residui di bandiere di cotipo {i,j} (per 1 < i< J<n), per quanto
detto all'inizio sui complessi di Coxeter. Ora, finché j < n-Z2, oppure i<n-2, le
cose vanno qui esattamente come nello spazio polare magro. I1 residuo di una ban-
diera di cotipo {n-1,n} & poi un digono (rappresentando le varieta di un tipo come
vertici e quelle nell'altro come lati). Infatti, fissato un sottospazio X dello
spazio polare magro, di dimensione n-3, restano utilizzabili solo quattro punti
per costruire sottospazi massimali dello spazio polare magro contenenti X. Sicché
il residuo cercato & null'altro che i1 complesso orifiamma dello spazio polare ma-

gro d1 rango 2. E questo & appunto un digono. Il residuo di una bandiera di Oh

di cotipo {n-2,n-i} (per i=0,1) &, infine, un triangolo. Infatti, fissato un sotto-
spazio massimale X nello spazio polare magro, sia Y un sottospazio di X di

dimensione n-4 (Y=p se n=3). X-Y consta di tre punti, ciascuno dei quali, aggiun
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to ad Y, dd un sottospazio di dimensione n-3; e ogni coppia di talil punti indi
vidua (assieme ad Y ed al punto non ortogonale al rimanente punto della terna)
un sottospazio massimale incidente ad X in O . In definitiva: il diagramma

n
di O eé:

(D

-

(D!

—k i)
~NS O
W

(D

=

I
™~

Nel caso n=2 si ottiene dungue un digono, e la costruzione sortisce un esito

di ben scarso interesse. Nel caso di n=3 11 diagramma (Dn) diviene:

o——0———0 (basta mutare la assegnazione
1 2 3

essenzialmente identico ad (A3)

dei tipi). Sicché @5 & la geometria proiettiva discreta su quattro punti.

Possiamo ora ricostruire un sistema di riflessioni su cui dare la presentazio-

— —

ne del gruppo di Coxeter di @;. Siano €.5€,,...8 5 €.,€,,...8 1 punti dello

spazio polare magro di rango n, dati in modo che la permutazione involutoria che
definisce tale spazio scambi e, con e, (per 1=1,...,n). Poniamo 5. = (ei,ei+])

(ei,ei+]) per 1T . i ( n-1, ed S = (en_],en)(en_],en). Le identita riassunte in

],...Sn. Queste permutazioni conservano pol la strut

tura di @h. [T sottogruppo di S2n da esse generato opera poil transitivamente sul

1"insieme delle camere di Oh. Sicché, per quanto detto sui gruppi di Coxeter, 11

(Dn) sono soddisfatte dalle s

gruppo di Coxeter di O e il sottogruppo di S generato dalle s

S Soprd
n n P

175,
definite.

E' facile vedere che nel caso di n=2 s1 ottiene 11 gruppo abeliano elementare di

ordine 4. La coincidenza di (D,) ed (A,) indica che, nel caso di n=3, il sottogrup-

3) 3)

po di 86 ora definito coincide con 54. Non & difficile esibire in concreto tale
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isomorfismo. Siano XO = {é1’52’63} . X] = {e],e2,§3} . Xz = {e],ez,EB},

X3 = {e],ez,e3} . Allora S . é identificabile con la trasposizione (Xi-1’xi)’
per i=1,2,3. I1 sottogruppo di 86 generato da 51,52 ed S 4 e 11 gruppo delle
permutazioni sui quattro oggetti XU,X],XZ,X3.

. . D . . . .
Torniamo ora all'esempio che avevamo sce1t0;@¢ di rango n,V di dimensione 2n.

Assumiamo ora n > 4. La restrizione non deve stupire, ormai: (D2) e (D Jolqle

)
3
i due casi anomali del diagramma (Dn). Poniamo G = SOZn(K,¢) 0 G=P502n(K,¢)

(ove & S0, (K,¢) = GOZH(K,¢)r1SL2n(K) e PSOEn(K,¢) = SOZn(K,¢)/2(502n(K,¢))).

Si pud provare che G agisce su (@{g¢) soddisfando la condizione (G). Fissato

un appartamento L in O ) come appartamento fondamentale e una camera CO
n L, come camera fondamentale, siano B 1o stabilizzatore di C0 ed N Tlo sta
bilizzatore di » . E' ormai ovvio che valgono sulla coppia B ed N 1le condizio-

0
ni (BN.1)-(BN.3), sicché & possibile ricostruire ﬁfiﬁd sui parabolici definiti

da B.

Ometto Ta descrizione matriciale di B,N e T: credo sia ormai evidente che aggiun
gerebbe ben poco a quello che gia sappiamo. Ad ogni modo: la descrizione di B e

T pud ottenersi con calcoli diretti, come nel caso di GO (K,¢) esaminato 1n

2n+1
precedenza. Allo scopo converra scegliere la base di V2n in modo da farla coinci-
dere con 1'armatura di EO e da portare la matrice di ¢ nella forma:
0 1|
n n
|
I 0

n n J

ove In ed 0n sono le matrici identica e nulla, nxn. La descrizione di N si
ottiene sfruttando la descrizione del sistema di riflessioni del Gruppo di Coxeter

di diagramma (Dn) data sopra, e la descrizione di T.

Naturalmente non & necesario che sia m=2Zn+l perché ﬂ;¢ sia grasso. Infatti:
(11 complesso di camere individuato da) Q}¢ € grasso se n < m/2 (sia m pari o
dispari) (cfr. [26], Teorema 8.3.4). Sicché se n < m/2 Tle cose vanno bene non
appena si trovi un opportuno gruppo G che agisca su ig¢ salvaguardando la condi-

zione (G). Non & detto che a questo scopo basti sempre assumere G = GO (K,¢)(av-
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verto che, nell'eventualita che (G) non sia soddisfatta da GOm(K,¢), allora (G)

e falsa su ogni sottogruppo di GLm(K) che conservi 1'ortogonalita -i'; cid se-

gue da ben note proprieta delle forme quadratiche). D6 qui un controesempio. Sia

K 11 campo dei reali, m=6 e ¢ sia individuata dalla matrice:

1 0 0 0 0 O
0 1 0 0 O O
0 0 1T 0 0 O
0 0 01T O O
0 0 0 O0-1 O
0O 0 0 0 0 -1

L'indice di Witt di ¢ € 2. Consideriamo ora i vettori:

a = (1,0,0,0,0,1) b = (0,1,0,0,1,0)
a'= (0,0,1,0,0,1) b'= (0,0,0,1,1,0)
a"= (0,0,0,1,0,1) b"= (0,0,1,0,1,0)

E' presto visto che sono isotropi e che {a,b,a',b'} e {a,b,a",b"} danno le
armature di due appartamenti di iﬁ{ . Nel primo appartamento le coppie di vettori
non ortogonali sono (a,a') e (b,b'), nel secondo sono (a,a") e (b,b"). Un calcolo
un po' laborioso mostra che non esiste alcun elemento di Goﬁ(K,¢) che fissi la
camera  {<a> , <a,b>} e porti 11 primo appartamento sul secondo. Sicché (G) &

~

falsa su GOB(K}¢) e £;¢

Nell'esempio ora riportato, € m pari ed n = (m-2)/2. E' perd n>4. A tito-
lo di notizia: la condizione (G) vale su SOm(K,¢) e £E¢ non appena m=2n+2 ed

n > 4,

Esempio 3) - Spazi polari e gruppl simpletilicd.

Sia V uno spazio vettoriale di1 dimensione m su un campo K di caratteri-
stica # 2, e sia ¢ wuna forma bilineare antisimmetrica, non degenere. Esattamen
te come nel caso in cui ¢ era simmetrica, & possibile parlare di ortogonalita (spes
so detta polarta, anche in questo caso), di sottospazi totalmente isotropi, indi-
ce di Witt n, ecc... E, se n > 2, come nel caso in cui ¢ era simmetrica, iﬂ} e

uno spazio polare. Ora, pero, ﬁﬁ} eé sempre grasso. Mi Timito qui al caso in cui
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m=2n. In tale caso possiamo scegliere come gruppo G il gruppo GSpZn(K’¢) delle
matrici che conservano ¢, o il gruppo PGSpZn(K,¢) = GSp2n(K,¢)/Z(GSp2n(K,¢)).
Vale la condizione (G) su G e Q?q;. Osservo che, esattamente come nel caso in

cui ¢ era simmetrica, un'opportuna scelta della base di V permette di porta

re la matrice di ¢ nella forma:

Gszn(K,¢) e spesso detto gruppo simpletiico, e denotato semplicemente con
GSDZn(K)'

Che gl1 esempi sin qui forniti abbiano tutti a che fare in qualche modo con
BN-coppie su gruppi algebrici non & del tutto casuale. Ma non mi & possibile ap-

profondire questo aspetto, tanto meno qui. Rimando comunque al cap. 11 di [26].



