CAPITOLO 1
(BN-COPPIE ED EDIFICI)
ESEMPI

Do qui alcuni esempi, cosi da pervenire in modo naturale alla definizione di
BN-coppia attraverso un esame delle proprieta rintracciabili in tali esempi. Omet
terd gran parte delle dimostrazioni, salvo a]cune,rche sceglierd tra le pil sem-
plici, come esemplificazioni del tipo di ragionamenti che qui si impiegano. Per
il resto, le dimostrazioni omesse si rifanno ad argomenti affatto generali, per
i quali rimando al cap. IV di [4] e a [26]. Terminologia e definizioni verranno
assestate via via, nel corso degli esempi. Ma resta inteso che devono pensarsi
stabilite in generale, e non solo per gli esempi che ne hanno offerto il prete-

sto.

Esempio 1). - Sia V wuno spazio vettoriale n+l dimensionale su un campo K, e sia
G = GLn+1(K) il gruppo delle trasformazioni lineari (invertibili) di V in sé. Sia

poi V_Ta geometria proiettiva di V.

E' noto che possono associarsi a V oa V altri gruppi notevoli: il gruppo

speciale lineare SLn+](K) (costituito dalle matrici a determinante 1) e i gruppi

proiettivi PGLn+](K) e PSLn+ (K), generale e speciale rispettivamente, ottenuti

1
da GLn+](K) e SLn+1(K) quozientando rispetto ai loro centri. Nel seguito mi rife-

rird per lo pit al gruppo GLn+1(K). Ma resta inteso che 1'essenziale di quanto
dird pud estendersi facilmente a ciascuno degli altri tre gruppi ora elencati.

Premetto un po' di terminologia. Dovremmo denominare i sottospazi propri e non
vuoti di V_ col termine varietd o elementi (di v ). Ma, almeno ali'inizio, pre
ferisco mantenere la parola sottospazio (intesa qui come sinonimo di varieta o
elemento); cid per non rendere 1'esposizione troppo ermetica a causa di terminolo-
gie insolite. Per punti intendo in questo esempio i punti della geometria proiet-
tiva V_. Resta definita tra i sottospazi (o varietd, o elementi, che dir si vo-
glia) una relazione di 4incidenza, stabilendo di dire incidenti due sottospazi quan
do uno dei due contenga 1'altro. Una bandiera sara un insieme di sottospazi a due

a due incidenti, e una camera sara una bandiera massimale. Ovvio che una camera
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contiene esattamente n sottospazi, uno per ogni dimensione da 0 ad n-1. Due ca-

mere si dicono adiacenti{ se hanno esattamente n-1 sottospazi in comune. Date due
»...C ) di camere con

1 m

C = CO,C' = Cm e Ci«I adiacente a Ci per i = 1,2,...m. I1 numero m & la Lunghez-

camere C e C', una gatleria da C a C' & una sequenza (CO,C

za della galleria. E' poi ovvio che due qualunque camere di V°° sono sempre connet
tibili da qualche galleria. Tale circostanza, unitamente al fatto che ogni bandie
ra di Vw € sempre contenuta in qualche camera, si riassume dicendo che V_ de-
finisce un complesso di camere. Cid premesso, possiamo parlare della piu piccola
tra le lungnezze di gatlerte da una camera C @ una camera (', e questa sarz la
distanza di C da C'. Una galleria da C a C' sard minimale se la sua lunghezza & la
distanza di C da C'. Data poi una camera C e una bandiera F, una galleria da C ad
una camera C' contenente F sara detta una gallferia da C ad F. Ovvio in che senso

si parlera di distanza di F da C, di gallerie minimali da C ad F ecc.

Osservo qui che questo apparato di definizioni richiede, per essere formulato,
solo una relazione riflessiva e simmetrica, in ruolo di incidenza. L'adiacenza tra
due camere pud definirsi facilmente stabilendo che due camere abbiano da dirsi
adiacenti quando la Toro differenza simmetrica (in senso insiemistico) consta di
due elementi. IT resto non presenta alcuna difficolta. Cid premesso, & presto vi-
sto che due camere adiacenti hanno la stessa cardinalitd. Con cid, fissata una ca-
mera C_ e ragionando per induzione sulla distanza di una qualunque altra camera

° le camere
da CO, si vede subito che in un complesso di camere tuttefhanno la stessa cardina-

1ita, che verra detta mango del complesso. Nel caso di V_, il rango & n, natural-

mente.

Le seguenti definizioni sono invece pii legate alla struttura di V_. Chiamo
ammatuna di Vm un insieme di n+1 punti generante per Vm. E, data un'armatura A,
chiamo appartamento (sostenuto da A) la sottogeometria di V_ costituita dai sot-
tospazi generati da sottoinsiemi (propri e non vuoti) di A. E' facile vedere che
un'appartamento & qui null'altro che una geometria discreta su n+l punti (un trian

golo se n=2, un tetraedro se n=3, ecc.).

Le seguenti proprieta sono di facile verifica:
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(B.1) I1 complesso di camere (definito da Vm) ha rango finito ed & grasso, nel sen
so che, data una bandiera cui manchi un elemento per essere massimale, essa
appartiene ad almeno tre camere,

(B.2) G1i appartamenti sono complessi di camere magri, nel senso che, data in un
appartﬁmento una bandiera cui manchi un elemento per essere massimale, essa

appartiene ad esattamente due camere dell'appartamento.
Pil pazienza occorre per ricostruire dimostrazioni delle proprieta seguenti:
(B.3) Date due camere, esiste sempre un appartamento che le contiene entrambe.

(B.4) Data una camera C e una bandiera F e due appartamenti L, e 22 contenenti

sia C che F, esiste sempre un isomorfismo di L, su 22 che fissa C ed F

elemento per elemento.
(G) 11 gruppo G (cfr. sopra) da un gruppo di automorfismi transitivo sull'insie
me delle coppie (C,rZ) ove I & un appartamento e C & una camera di Z. E

per ogni geG e per ogni camera C, g fissa gli elementi di g(C)NC.
Possiamo ora dimostrare la seguente proprieta, che tornera utile nel seguito.

(b.7) Sia £ un appartamento, e C ed F una camera e una bandiera in . Allora &

contiene ogni galleria minimale (in Vm) condotta da C ad F.

La dimostrazione prescinde totalmente dalle particolarita dell'esempio scelto. La
riporto, ad esemplificazione del tipo di ragionamenti che qui sono consueti. Si

precede per induzione sulla distanza d di F da C. Se d =0 non v'é nulla

da provare. Sia d > 0, e sia C = Cé . C',...,Cd

1

(inV ) da C ad F. Per Ta (B.3), esiste un appartamento ' contenente C e Cé, e,

> F una galleria minimale

per 1'ipotesi induttiva applicata a C ed F' = Cér\Cé_l, 1'appartamento £' contie-
ne tutta la galleria Cé,C',...Cé_1.Per la (B.4) applicata a £ , ', Ced F,1'ap

partamento ¢ contiene una galleria C = CO,C ..C,oF da C ad F di lunghezza

17°°77d =
d. Se Cd = Cé, 1'asserto seque applicando 1'ipotesi induttiva a C e alla bandiera
F'. Supponiamo allora Cd # Céi Otterremo un assurdo. Per la (B.3), esiste un appar

tamento " contenente Ci e Cd. Per 1'ipotesi induttiva applicata a Ci e ad
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F, 1'appartamento =" contiene tutta la galleria 2 3 C' da Ci ad F.
E per 1'ipotesi induttiva applicata a Cd ed F" = Cf\C1, 1! appartamento "
contiene tutta la galleria CT’CZ""Cd—l da Cd ad F". Sicché, intanto, F ha di

1
in un isomorfismo da ' a &t che fissa C, e Ci @ adiacente a C, si ha Cf\Ci =

CrWC] = C]r\Ci = F", Applichiamo ora la (B.4) a &, ", C1 ed F. L'isomorfismo da

£ a " stabilito dalla (B.4), fissando Cl’ deve portare C in Ci,
F" e perché Ci é, oltre a C], 1'unica camera di £" per F".Sicché la distanza di

C da Fin =z & uguale alla distanza di Ci da F in z". Ma questa € d-1. E si ha

stanza d-1 in " sia da C! che da C,. Per di piu, siccome C

1 ] é immagine di C

1
poiché fissa

1'assurdo.

G1i appartamenti godono di proprietd assai interessanti. Partendo qui dall'esa
me di quanto accade nell'esempio preso in considerazione, indicherd poi in che
direzione le proprietd individuate sono suscettibili di generalizzazione. Nel no-
stro esempio, un appartamento & una geometria discreta su n+l1 punti. Sicchéil grup

po degli automorfismi di un appartamento €& il gruppo simmetrico S su n+l punti.

n+1
Possiamo poi supporre di avere ordinato i punti che costituiscono 1'armatura che so
stiene 1'appartamento, si da indentificarli con i numeri da 0 ad n (secondo una
consueta convenzione, che consente di identificare un oggetto col suo indice). Una
camera dell'appartamento, essendo una sequenza crescente di n sottoinsiemi di
{0,1,...,n}, & identificabile con una permutazione sui numeri 0,1,...n.Precisamente,

la permutazione p individua la camera:
{p(0)},{p(0)>p(1)},{p(0),p(1),p(2)},

Con cid, identificate camere e permutazioni, & presto visto che camere adiacenti
differiscono per una trasposizione. Precisamente, se la camera individuata dalla
permutazione p differisce da quella individuata dalla permutazione q solo per
un insieme di k punti, allora p e q differiscono per la trasposizione

= p-(k-],k)-p_] (= q-(k-1,k)-q‘] = qp'1 = pq_1). Sia poi C = 1la camera corrispon

dente alla permutazione identica (ovvero: fa camera fondamentale dell'appartamento
relativamente all'ordinamento dato sui punti dell'armatura). Sia C una qualunque

altra camera e p la permutazione associata a C. Una galleria C C],C2 Cm =C



da C0 a C fornisce una decomposizione in trasposizioni per p. Precisamente, se

ti é la trasposizione su cui differiscono Ci e Ci 1

p=t t ....t.. Da cid si ritrova il ben noto fatto che S
m m-1 1 n+1

sizioni del tipo (k-1,k), per k= 1,2,...n. Infatti, nella decomposizione ora data

(per i=1,...m) risulta
e generato da traspo

per p, la trasposizione tm é del tipo q-(k-i,k)-q_1, ove g=t t. . E

t ...
m-1 m-2 1
1'asserto segue per induzione sulla distanza della camera C da CO. Peraltro, &
noto che si pud dire ancor di pil: posto "y = (k-1,k) Te identita:
r2 =1 r k=1 ( r )3 =1 er k =2 n

= pe =T1,...n, "e1"k) = p = 2y

2 .

(rkrh) =] per h,k tali che |h-k| > 1
danno una presentazione di S .

n+l

Sulle bandiere dell'appartamento, ora. Ad una bandiera F possiamo associare
la stella di camere che la contengono. Se poi p € la permutazione corrispondente
ad una di tali camere, la stella delle camere per F corrisponde al laterale

pSp_](F) dello stabilizzatore S della famiglia p_1(F) di sottoinsiemi di

-1
{0,7,...n}. Ai sottospazi de11'apgarigéento corrispondono dunque in modo naturale
i laterali degli stabilizzatori Si di sottoinsiemi {0,1,...i-1} di {0,1,...n} ,
per i=1,...n. Si vede facilmente che Si e generato dalle trasposizioni (k-1,k)s
per k#i. L'incidenza tra due sottospazi X ed Y si traduce nel fatto che X ed Y
appartengono ad una stessa camera, e cioé che i laterali corrispondenti ad X e
Y abbiano qualche elemento in comune (si osservi che non resta traccia dell'inclu
sione tra sottospazi, intesa come relazione d'ordine, se non per il tramite degli
indici i degli Si). In definitiva: la struttura dell'appartamento & interamen

te individuata dal sistema dei sottogruppi s' ed Sn+ , sopra definiti.

1
Nell'esempio scelto, un'indagine tanto pedante delle proprieta degli apparta-

menti pud sembrare un'esercitazione gratuita, e scontata nei suoi esisti. Ma non

lo &, proprio perché i suoi risultati sono generalizzabili ad altre situazioni.

Per indicare cosa di cid € generalizzabile, & necessaria un po' di terminologia.

Rammento che un gruppo di Coxeter di rango finito & un gruppo presentato su un

insieme finito di involuzioni r (iel), spesso dette aiffessioni,da identita del
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tipo (rirj) =1, per i,jel; ove &, naturalmente, Meg = Mo > 2 e m.j=2. E!

Jji— i

anche consentito attribuire il valore « ad alcuno degli esponenti mij' La car
dinalita di I viene detta nango di S. I1 grafo pesato (o multiplo) costruito sui
vertici iel congiungendo due vertici i,j con un lato contrassegnato dalla marca
(mij) (o con mij - 2 lati, a seconda di quale convenzione si preferisca), si di-

rd diagramma del gruppo. Per le connessioni tra cid e i sistemi di radici, i gruppi

di riflessioni e i diagrammi di Dynkin , rimando ai capp. V e VI di []U.

Sia dato un gruppo di Coxeter S sulle riflessioni r (iel). Dato J ¢ I, ponia

. .1 . i . .
. Poniamo poi S _SI-{i}' Risulta SJ _rwiéds (1"inclusione

non & banale; cfr. [4] cap. IV, per una dimostrazione).

moS =<vr,. |ied>
J J | S

5201408
Possiamo definire un complesso di camere su S. Assumiamo come varcietd i1 latera-
11 dei sottogruppi del tipo Si e stabiliamo tra essi una relazione di incidenza as
sumendo che due tali laterali xS' e ij siano incidenti quando hanno qualche
elemento in comune. Si verifica che cid definisce un complesso di camere magro di
rango |I|. Tale complesso sard detto complesso di Coxeter (del gruppo di Coxeter
S). Possiamo assegnare un £ipo alle varieta del complesso (il tipo costituisce
1'analogo di cid che usualmente & la dimensione di un sottospazio). Precisamente,
alla varieta xSi assegnamo 1'indice i come tipo. Nel seqguito diremo spesso’na-
turali’i tipi cosi definiti. Cid6 premesso, i1 diagramma del gruppo di Coxeter as-
sume sul complesso di Coxeter un chiaro significato geometrico. Sia infatti data
una bandiera F cui manchino solo le varietda di tipo i e j per essere massimale,
e consideriamo il nesiduc di F, ovvero 1'insieme delle varietda di tipo i o j che
sono incidenti a (tutte le varieta di) F. Congiungiamo poi due varietd nel residuo
di F con un trattino quando siano incidenti. Otteniamo un poligono ordinario
con Zmij lati (una catena infinita se mij = »), Infatti, una varieta di tipo i
(di tipo j) incidente ad F determina, unitamente ad F, un Taterale del sottogrup-

po <r.>. di S (del sottogruppo <r.>. di S), contenuto nel laterale del sotto-

is iS
gruppo <ri,rj%sc0rrispondente ad F. Non c'é@ perdita di generalita nell'assumere
che il Taterale individuato da F sia proprio il sottogruppo <ri,rj>s. Possiamo
cosi riferirci ai laterali di <r.>_. e-<r.>_ in <r.,r.>_ . Ed il risultato ora
J S 1S i3S
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segue da una verifica diretta. E' ora presto visto che possiamo anche assumere,
nel residuo di F, le varieta di tipo 1 in ruolo di vertici (o di lati) e quel
Te di tipo j in ruolo di lati (o di vertici), traducendo 1'incidenza tra tali

varietd nella usuale incidenza vertice-lato. Ed il residuo di F appare allora

come un poligonoordinario di mij lati (un mij-gono ondinanio) .

In conclusione: il complesso di Coxeter individua il diagramma del gruppo da
cui proviene; sicché individua il gruppo stesso. E' dunque lecito parlare def
gruppo di Coxetern di un complesso di Coxeter, del diaghamma di un complesso di
Coxeter, oltre che def complesso di Coxeter e def gruppo di Coxeter associati ad
un dato diagramma (brevemente: .{n un dato diagramma). I1 gruppo di Coxeter di un
complesso di Coxeter pud anzi essere caratterizzato come il gruppo degli automor-
fismi speciali del complesso di Coxeter (ove “speciali" intende "che conservano
i tipi"). La cosa & pressoché immediata. I1 gruppo di Coxeter di un complesso di
Coxeter & per 1'appunto un gruppo di automorfismi speciali per il complesso, rego
lare sull'insieme delle camere del complesso. Infatti le camere, essendo i latera

11 del sottogruppo identico 1 = Sg =tﬂi S1, sono gli elementi del gruppo, e 1'azio

el
ne del gruppo sulle camere & null'altro che la rappresentazione Cayleyana del grup
po su sé stesso. D'altra parte, siccome un complesso di Coxeter & magro, e una ca-
mera prende esattamente una varietda per ogni tipo, se un automorfismo speciale fis
sa una camera, allora esso fissa tutte le camere a questa adiacenti. Quindi, poi-

ché un complesso di Coxeter & un complesso di camere, di adiacenza in adiacenza ta
le automorfismo fissa tutte le camere. Ed allora esso & 1'identita, essendo spe-

ciale. In definitiva, un gruppo di automorfismi speciali di un complesso di Coxeter

transitivo sull'insieme delle camere & di necessita il gruppo totale degli auto-

morfismi speciali del complesso. E 1'asserto & provato.

Nota -Per una caratterizzazione puramente geometrica dei complessi di Coxeter,

rimando al cap. II di [26]; oppure, all'Appendice, in queste note.

Torniamo al nostro esempio. Sappiamo che Sn+] @ i1 gruppo di Coxeter nel dia-

gramma:
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Quanto si & visto circa gli appartamenti di V00 si pud ora riassumere dicendo

semplicemente che essi sono complessi di Coxeter di Sn+ In generale, anzi, dal-

1°
le (B.1)-(B.4) si pud dedurre:

(b.2) G1i appartamenti sono complessi di Coxeter.

Per una dimostrazione rimando al cap. III di [4]. Qui mi Timito ad osservare che
la dimostrazione fa uso essenziale dell'ipotesi che 1la struttura sia grassa, sta

bilita nella (B.1)).
E' poi quasi immediato che le (B.3) e (B.4) implicano:
(b.3) Gli appartamenti sono a due a due isomorfi.

Infatti, dati due appartamenti © e ', si scelgano due camere C e C', in
z e t¢' rispettivamente. Per la (B.3), esiste un appartamento =" che contiene
Ce C'. Ora basta applicare la (B.4) prima az , " ,C e C epoia " ,z',

C'e C'

Sicché possiamo parlare def gruppo di Coxeter e del diagramma (degli apparta
menti) di una struttura che verifichi le condizioni (B.1)-(B.4). I1 gruppo di
Coxeter (degli appartamenti) di una tale struttura & spesso detto gauppo di Weyl

(della struttura).Sieché: S e i1 gruppo di Weyl di V .

n+l
Passo ora a mostrare come la struttura evidenziata in V si riflette nella
(s 0]

struttura del gruppo G:GLn+1(K) (e dei gruppi SLn+ R PGLn+1(K), PSLn+1(K)).

1

Fissiamo in V_ un appartamento L, € una camera Co in Zo » CUi assegnamo
i nomi di appartamento fondamentale e camera fondamentafe , rispettivamente. Pos-
siamo sempre supporre di avere scelto la base {eo,...el,
>y ..c8 > diano 1'armatura che sostiene > e che T'or

...en} di V 1in modo
che i sottospazi <eo>,<eI

dine in cui prendiamo i vettori eo,e1,...en sia tale che la camera fondamentale

sia la famiglia di sottospazi:

<e >,<e ,e.>,<e ,e.,e.>,...<e ,e ... 8 >
0’ O, ] 0,1,2’ O’ 3

1 1 n-1

Indichiamo con B 1o stabilizzatore in G di CO e con N lo stabilizzatore in

G di ZO. I1 sottogruppo B viene spesso detto Boxreliano gondamentale.
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f
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Negli esempi che stiamo trattando, & facile dare una descrizione ﬁétricia]e di

B ed N. Sia T = BMN. Risulta:

1) Sia G = GLn+1(K). Allora B & il gruppo delle matrici superiormente trian-
golari, ed N & il prodotto semidiretto del gruppo T, costituito qui dalle
matrici diagonali (ovvero: matrici che portano valori non nulli solo sulla
diagonale), per il gruppo delle matrici permutazionali (ovvero: individuate
da permutazioni sui vettori della base). Risulta dunque N/T ¥ Sn+1' A sua
volta, B si spezza nel prodotto semidiretto del gruppo U delle matrici uni-
potenti (ovvero: superiormente triangolari e che portano sulla diagonale so

1o valori uguali ad 1), per T.

2) Sia G = PGLn+1(K). Basta quozientare sul centro di GLn+1(K), naturalmente.
Ma possiamo dire di pit. Sia T i1 gruppo delle matrici diagonali che porta-
no 1 sull'ultima posizione. Allora B & identificabile col prodotto semidi-
retto di U (vedi sopra) e di T, ed N & identificabile col prodotto semidiret

todi Tedis Di nuovo: S z N/T.
n+ n+

1° 1

3) Sia G = SLn+](K). Come nel primo caso, B & prodotto normale di U e di T,
ove U & il gruppo delle matrici unipotenti e T &, qui, il gruppo delle ma-
trici diagonali a determinante 1. Per ogni permutazione p sui vettori della
base, sia tp la matrice individuata da p. Associamo a p la matrice t' =t

- _ P
se p € pari, e la matrice té = ttp se p & dispari, ove t & una matri

ce diagonale di determinante -1. Otteniamo cosi un sistema di rappresentan

ti per gli elementi di N/T. E si ha, ancora, N/T = S 1

4) G = PSLn+](K).In questocasoB & isomorfo al prodotto normale di Ue di Te T
e isomorfo al prodotto di n copie del gruppo moltiplicativo K* di K, una del-
le quali quozientata sul gruppo moltiplicativo delle radici (n+1)-esime di 1.

Risulta poi N/T It Sn+1’ poiché analogo isomorfismo vale nel caso G = SLn+1(K)-

I1 sottogruppo T = BMN riceve i1 nome di zoro fondamentale. Negli esempi ora

esaminati & sempre:

(BN.1) T g N.
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Di fatto cid seqgue solo dalla (B.2) e dalla seconda parte della (G). Infatti
la seconda parte della (G) e i1 fatto che gli appartamenti sono magri implica che
se un elemento g di G fissa una camera C e un appartamento &I che contiene C,
allora fissa ogni camera di & che sia adiacente a C. Sicché, siccome gli apparta
menti sono complessi di camere, g deve fissare ogni camera di & . Quindi induce
1'identita su I, per la seconda parte della (G). Ne segue che T induce 1'identi

ta su 20. E la normalita di T in N segue.

IT quoziente W = N/T viene detto gruppo di Weyf della coppia di sottogruppi
B ed N. Anche 1'isomorfismo W x Sn+1’ rilevato negli esempi precedenti, discen-
de da considerazioni del tutto generali. Si & visto infatti che gli appartamenti
sono complessi di Coxeter (cfr. (b.2), sopra). La seconda parte della (G) garanti
sce poi che W definisce un gruppo di automorfismi speciali di R (vedi Appen
dice). Per di pid, la prima parte della (G) assicura la transitivita di N sull'in
sieme delle camere dj I Pertanto W & un gruppo di automorfismi speciali del
complesso di Coxeter 20, transitivo sull'insieme delle camere di Zo . Sicché,

per quanto visto in precedenza:

(bn.1) W & un gruppo di Coxeter (anzi: & il gruppo di Coxeter degli appartamenti).
Dalla (B.3) e dalla prima parte della (G) si ricava poi:

(BN.2) < B,N > = G.

Si prova anzi di pitG. Precisamente che:

(bn.2) (Decomposizione di Bauhat). Risulta G = Uwew BwB

(ovvio i1 senso di scritture quali BwB,wB,Bw,wBw',...con w,w' € W).

Infatti sia geG. Per la (B.3), esiste un appartamento = che contiene le camere

Co e g(CO), e per la (G), esiste un beG che porta I su Zo e fissa CO (e per-

tanto beB). Sempre per la (G), esiste un neG che porta b(g(CO)) in CO e fis
sa Eo (e pertanto neN). Infine, nbg fissa CO. Sicche nbg e B.

E 1'asserto & provato.

La sequente proprieta, benché in apparenza poco espressiva, risulta a posterio-
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ri assai importante. Segue anch'essa da considerazioni generali.

(BN.3) (come si & visto) W & generato da un insieme finito R di involuzioni.
Per ogni reR e per ogni weW risulta:

(BN.3.a) w Br c BwB U Bwr B

(BN.3.b) r Br # B.

Cominciamo col provare la (BN.3.b). La dimostrazione sfrutta in modo essen-
ziale il fatto che operiamo su strutture grasse (cfr. (B.1)). Intanto, r Br &
lo stabilizzatore della camera r(CO), perché r & un'involuzione in W.E r(Co)
é adiacente a CO in Zo (si rammenti che W & i1 gruppo di Coxeter del comples
so I, eche r @&unariflessione in W). Sia F = coﬂr(co). Per 1a (B.1) esi
ste una terza camera C per F. Per la (B.3) esiste un appartamento I conte-
nente CO e C, e, per Ta (B.2), £ non contiene r(CO). Per 1a (G), esiste
beB che porta ZO su . Sicché b sposta r(CO), poiché £ non contiene

r(Co). Pertanto B non stabilizza r(CO). Sicché r Br # B.

Proviamo ora la (BN.3.a). Sia beB, e sia F = Cof‘r(co). Per la seconda parte
della (G), la camera br(Co) contiene F, ed &, ovviamente, br(CO) # CO. Sia r

un rappresentante di r e w un rappresentante di w in W. Se risulta r(CO)zbr(CO),

- =1 . - - . L o=, = == . :
é r breB, e pertanto brerB. Sicché wbr € wrB. E in questo caso siamo a posto.

Sia allora br(C ) # r(C ). Allora w(C ), wr(C ) e ﬁbr(co) sono tre camere di

stinte passanti per w(F). Sia CO,C s...C_ 2wW(F) wuna galleria minimale da CO

1 m =
a W(F). Tale galleria & interamente contenuta in L, per la (b.1) (dimostrata
in precedenza). Sia poi I un appartamento contenente CO e Qbr(Co) (un tale =

esiste per (B.3)). Sempre per la (B.1), £ contiene tutta la galleria CO,C],...Cm.

Sicché, tanto in 1 che in Z s C] & 1'unica camera adiacente a CO su Cor‘C],C

€ T'unica camera adiacente a C] su C]*’\C2 ecc. (si rammenti che, per (B.2), gli

appartamenti I e L, sono magri). Ora, esiste per (G) un b'eB «che porta &z su =

2

o
E, per la seconda parte della (G), b' fissa ogni elemento di CO, Sicché fissa

Cor\cl' E pertanto fissa anche C,, per quanto sopra detto. Iterando i1 procedimen
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to , si ha infine che b' fissa Cm’ e pertanto fissa F (sempre per la seconda
parte della (G). Allora b' porta wbr(CO) in una delle due camere w (CO) e
wr(Co) di Zo che passano per F. Se b' porta wbr(CO) in w(CO), risulta
w-Ib'wbreB. Da cui wbreBwB. Se b' porta wbr in wr(C ) risulta invece wbreBwrB .

La (B.3.a) & infine provata.

Le condizioni fin qui elencate sulla coppia di sottogruppi B ed N non sono
indipendenti. Precisamente: £Le (BN.1), (BN.2) e (BN.3) bastano per nicavare Le
(bn.1) e (bn.2).

Che da (BN.1),(BN.2) e (BN.3.a) si possa ricavare la (bn.2) & presto visto.
Meno facile & dimostrare che le (BN.1)-(BN.3) bastano per ottenere la (bn.l).
Rimando al Cap. IV di [4] per una dimostrazione. Qui mi limito ad osservare che
nel ricavare la (bn.1) & essenziale il ruolo della (BN.3.b). Del resto, la (BN.3.b)
appare come la contropartita diretta dall'assunzione, fatta nella (B.1), di ope-
rare su strutture grasse. E tale assunzione & essenziale nel ricavare la (b.2) del
le (B.1)-(B.4). E 1a (b.2) & appunto i1 corrispettivo geometrico della (bn.1).
Non €& inopportuno a questo proposito insistere sulla potenza della (B.1); la (B.1)
permette, per esempio, di sostituire la (G) con una versione a priori pid debole:
(G. bis) Per ogni camera C, lo stabilizzatore BC in G della camera C opera

transitivamente sull'insieme degli appartamenti contenenti C, e fissa ogni

elemento di C.

Dalla (G.bis), usando la (B.1), & possibile ricavare la (G). Cominciamo col prova-
re che lo stabilizzatore Nz di un appartamento £ opera transitivamente sul-
1'insieme delle camere di I.

Siano C e C' camere adiacenti in £, e sia C" una terza camera per C/VC' (C" esiste

per la (B.1)). Siano £' e " due aopartamenti, uno contenente C e C" e 1'altro con-

tenente C" e C'. Per la (G.bis) esiste beB. che porta % su &', esiste b'eB_, che por

C CII

ta ' suz" e b"eBC, che porta " su r. Allora b"b'beN e porta C su C'. E

la transitivita di NE sull'insieme delle camere di ¢ segue ora dal fatto che ¢ &

un complesso di camere. Siano ora 21 e 22 due
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camere, in I, e I, rispettivamente; sia I un appartamento contenente C

1 2 1
e CE' Esiste b1eBC] che porta Zl in I, neNE che porta C] in C2 e bzeBC
che porta : in z,- L'elemento bznb] di G porta allora C1 in C2 e z] in
L. La (G) & cosi dimostrata.

Passiamo ora a ricostruire all'interno di G 1la struttura di V_. Avverto an
cora una volta che la costruzione & perd affatto generale. Premetto un po' di de

finizioni. Rammento che ho indicato con R 1'insieme delle riflessioni di W.

In obbedienza alle convenzioni precedentemente stabilite per i gruppi di Coxeter,

dato J £ R poniamo W, = <rj|jeJ> e dato reR poniamo W = E' pre-

J W wR-{Y‘}'

visto (usando Ta (BN.3.a)) che gli insiemi del tipo BwJB sono sottogruppi di G

(contenenti B, naturalmente). Si prova anzi che:

(bn.3) I sottogruppi H di G contenenti B sono quelli rappresentabili nella forma

BW B per qualche J ¢ R (in tal caso @ wJ = (HON)/T).

(La dimostrazione sfrutta solo le (BN.1 )-(BN.3), ma non & affatto banale. Rimando

per essa al Cap. IV di E{D. Chiameremo panrabolicd 4ondamentali i sottogruppi
(propri) di G contenenti B. E' ovvio che i parabolici fondamentali massimali
sono i sottogruppi del tipo BW'B. Chiamiamo poi boreliani{ i1 coniugati di B e
parabolicd i sottogruppi propri di G contenenti boreliani (ovvero: i coniugati
dei parabolici fondamentali). Poiché G & transitivo sull'insieme delle camere,

i boreliani (ovvero: parabolici minimali) sono gli stabilizzatori delle camere.

La ricostruzione della struttura geometrica di partenza (Vm nel nostro esem
pio) dalla struttura di G( suggerisco di tenere presente GLn+](K) quando si
voglia trovare riscontri in fatti familiari per quanto dird nel seguito) poggia

in modo essenziale sulla seguente proprieta, deducibile in via affatto generale:
(g.1) Bandiere distinte hanno in G stabilizzatori distinti.
Siano infatti F ed F' bandiere distinte, e supponiamo, per assurdo, che lo

stabilizzatore PF di F in G sia uguale allo stabilizzatore PF' di F' in

G. Indicato con B. 1lo stabilizzatore in G di una camera C, si ha P ngCIC:3F>

C F

G
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e PF' :3<BC,[(? D F!>_. Siccome poi F # F', posso sempre trovare una camera che

G
contenga una delle due bandiere ma non 1'altra. Infatti, se F non & incidente

ad F', ogni camera contenente F non contiene F'. Se F ed F' sono incidenti,
cid significa che F U F' & una bandiera. Ma siccome F # F', (F-F') U (F'-F) # 0.
Poniamo sia aeF-F'. Sia C una camera contenente F U F'. Per la (B.2), esiste

una camera C adiacente a C sulla bandiera C-{a}. E C £ F'. Possiamo sempre sup
porre dunque di avere trovato una camera C tale che Fg C 2 F'. Per la (B.3),
esiste un appartamento £ contenente C ed F'. Per la (b.1), © contiene ogni gal-
leria minimale da C ad F'. Sia ora beB.. Siccome B. < P_ =P b stabiliz-

C CEF TR

za F', Sicché, se C = CO,C ...Cm > F' @& una galleria minimale da C ad F',

la galleria C = b(Co),b(C])j...b(Cm) 2b(F') = F' & minimale da C ad F'. Sic-
ché, per quanto detto sopra, entrambe queste gallerie sono contenute in . Ma b,
fissando C, fissa anche la bandiera Cf\C], per la seconda parte della (G). Sic-
ché b(CI) = C], perché £ & magro. Ne segue che BC fissa C]' Possiamo cra as-
sumere C 1in ruolo di camera fondamentale e I in ruolo di appartamento fondamen

tale. E contraddiciamo cosi la (BN.3.b).

Nota - La dimostrazione ora data per la (g.1) dipende visibilmente dalla (BN.3.b),
e quindi dalla (B.1). Sicché la possibilita di ricostruire nel gruppo la struttura
geometrica di partenza dipende in modo essenziale dalla (B.1). Torneremo su cid

piad oltre.
Si ha poi:
(g.2) G1i stabilizzatori dei sottospazi sono i parabolici massimali.

Anche cid seque solo dalle (B.1)-(B.4) e dalla (G). Intanto, ogni sottospazio &
immagine mediante qualche elemento di G di un opportuno sottospazio nella camera
fondamentale CO. Detti sottospazi fondamentall glielementi di CO, possiamo dungue
limitarci a verificare che gli stabilizzatori dei sottospazi fondamentali sono i
parabolici fondamentali massimali. Ora, CO si identifica con 1'identita di W
(si confronti quanto detto in precedenza su complessi di Coxeter e gruppi di Coxe-

ter), e i sottospazi fondamentali si identificano coi sottogruppi W odi W,
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sono incidenti. Infatti, poniamo per assurdo che X ¢ C. Lo stabilizzatore BC

di C stabilizza perd X, perché B_. <P,. Ed ora, ripetendo passo passo il ra

C X’
gionamento svolto per provare la (g.1), si ha 1'assurdo.
Nota - Anche la dimostrazione della (g.3), procedendo sulla falsariga di quella

costruita per la (g.1), usa in modo essenziale la (B.1).

E' dungue possibile nicostruine La stwtiura geometnica di partenza sul siste-
ma del paraboficd individuati dalla coppia (B,N). I sottospazi diventano i para-
bolici massimali, e 1'incidenza tra sottospazi si traduce nel requisito che due

parabolici massimali si intersechino su un parabolico.

Per completezza, indico qui anche il corrispettivo degli appartamenti.
I1 corrispettivo dell'appartamento fondamentale ZO € ovviamente i1 sistema di
parabolici PZo ={ w Bwr Bw_1 |w e W, r e R} . Nell'esempio che si & scelto, anzi,
i1 sistema {w BW'O Buw | I-weW} @ i1 corrispettivo dell'aunatura fondamentale,
sostegno dell'appartamento fondamentale. Siccome poi, per la (G), ogni appartamen-
to & & trasformato di Zo mediante un opportuno geG, il corrispettivo di &

1

sard i1 sistema P_ = gP_ g_] = {gw BW Bw g_1|wew, reR}.

0

Esempio 2) - Spazi polari e gruppl ortogonald.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione m su un campo K di caratteristi
ca # 2, e ¢ una forma bilineare non degenere e simmetrica su V (molto di quanto
dird vale anche se su ¢ si assumono ipotesi pil deboli di queste. Rimando ai cap.
VII,VIIIe IX di [26] per ogni informazione al riguardo). Due vettori x,y di V
sono detti ontogonaldi (in ¢), o anche p-allineatl (o, semplicemente, allineatd,
ove non sorgano equivoci), se risulta ¢(x,y) = 0. Nel qual caso si usa scrivere
xLy o, semplicemente, x | y. Due sottospazi X,Y di V sono detti ortogonali
(ébsi scrive X:%Y, o XLY) se & x,%y per ogni xeX e yeX. Un sottospazio di
V @& detto totafmente isotropo (per 4) se & ortogonale a sé stesso. E' noto che i
sottospazi totalmente isotropi massimali hanno una stessa dimensione n, detta

indice di Wittt (della forma  ¢).
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E W da anche la stella di camere in z contenenti i1 sottospazio X" cor-
rispondente a W . Sia ora weW e b,b'eB. Ovvio che b'(Xr) = b(Xr) = Xr,
perché b e b', fissando Co, ne fissano tutti gli elementi. Inoltre w porta
Nr in sé, sicché muta in sé la stella di camere di Eo uscenti da Xr. Pertan-
to w(Xr) - X", Sicche BW'B stabilizza X' . Del resto, lo stabilizzatore di

Xr contiene B, ed & pertanto o un parabolico o tutto G. Ma & immediatamente vi-
sto che 1o stabilizzatore di X non pud essere G. Sicché & un parabolico, e

. . . r .
contenendo i1 parabolico massimale BW B, deve coincidere con questo.

La scelta che si e effettuata nel nostro esempio per la camera fondamentale
permette di scegliere un sistema di indici per le riflessioni r di W che fac-
cia coincidere 1'indice di r con la dimensione dei sottospazi stabilizzati da
parabolici del tipo Ber. Allo scopo basta fare variare 1'indice i da o ad n-1,
ed identificare la riflessione r. con la matrice individuata dalla trasposizio
ne (ei,e1+]) dei vettori della base. Lo stabilizzatore di <@ 5.8, é allora
BwriB. IT resto & facile. Ma gli argomenti che si usano nel mostrare questi fatti
sono, nell'essenziale, assai piu generali di quanto a prima vista non appaia. E'
possibile infatti ripartire in £i{p{ (nel nostro esempio: dimensioni), coerentemen
te con la ripartizione in tipi vigente in ogni appartamento in virtd del fatto
che questo & un complesso di Coxeter, tutte le varieta, solo usando le (B.1)-(B.4).
Tornerd in seguito su cid. Si tratta di cose per ora di secondaria importanza, ma

destinate ad acquistare maggior rilievo pil avanti.

(g.3) Due sottospazi sono incidenti se e solo se i loro stabilizzatori si interse-

cano su un parabolico.

Proviamo i1 se. Se due sottospazi X e X' sono incidenti, c'e una eamera C con

tenente X e X', Lo stabilizzatore B di C & allora contenuto sia nello sta-

C
bilizzatore PX di X che nello stabilizzatore PXI di X'. Sicché PX(‘PX,,
contiene i1 boreliano B, e, pertanto, & un parabolico. Viceversa, sia Px”PXl
parabolico. C'é& allora un boreliano B incluso in PX e PX,. Ma ogni borelia-

no & lo stabilizzatore di una camera. Sia dunque C 1la camera stabilizzata da

B (C & individuata da B, per la (g.1)). Si ha che C2D X, X'; sicche X e X'
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Nota - E' facile mostrare che, se il campo K & algebricamente chiuso, allora

2n+l =m se m & dispari e 2n = m se m & pari. (Sicché ]g—]é il massimo va-
lore possibile per m o in ogni caso). Per un controesempio, nel caso che K
non sia algebricamente chiuso, basta porre K =®, campo dei reali, e V =CR2,
e supporre che ¢ sia 1'usuale prodotto scalare. L'indice di Witt di ¢ & al-

lora 0.

Supponiamo di qui in poi che sia n > 2. Sia ora ‘§?¢ il sistema dei sot
tospazi totalmente isotropi per 4, non nulli. Diciamo codimensione di un sot
tospazio X in QE; la differenza tra n (indice di Witt) e la dimensione di X
(in quanto sottospazio di V). Chiamiamo poi punti i sottospazi in & di dimen-
sione 1 (in V), e usiamo per di piu i1 termine sottospazic per designare solo i
sottospazi di V in €E¢, omettendo di qui in poi la svecificazione "totalmente iso
tropo". Basta un po' di pazienza per verificare che valgono su ff; le seguenti
proprieta:

(P.1) 1 sottospazi massimali, assieme ai sottospazi in essi inclusi, costitui-

scono spazi proiettivi di dimensione n-1.

(P.2) Dato un sottospazio massimale X e un punto x fuori di esso, esiste un uni
co sottospazio massimale Y contenente x e intersecante X su un sottospazio

di codimensione 1.
(P.3) Esistono almeno due sottospazi massimali disgiunti.

(P.4) L'intersezione di due sottospazi €& un sottospazio.

Una qualunque struttura di punti e sottospazi verificante gli assiomi (P.1)-(P.4)
viene detta spazio polare di nango n (nella (P.1),si concede perd la possibili
ta di geometrie proiettive degeneri). La denominazione & motivata dal fatto che
spesso la relazione di ortogonalita -i- é detta polanita. Altre volte si designa
col termine di polarita 1'applicazione che ad xeV associa il sottospazio <x>

di V costituito dai vettori ortogonali ad x, o 1'applicazione indotta da questa

sulla geometria proiettiva v di V. Essenzialmente, & 1o stesso.

La dimensione di un sottospazio in uno spazio polare sara la sua dimensione in
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quanto geometria proiettiva (cfr. proprieta (P.1)), e la sua codimensione sara
allora la differenza tra n-1 e la sua dimensione. Due sottospazi di uno spazio
polare si dicono poi collineari (0 allineati o, anche, ortogonali) se esiste un
sottospazio che 1i contenga entrambi. Le seguenti proprietd sono conseguenza del

le (P.1)-(P.4) (rimando al cap. VII di [26] per una dimostrazione):

(p.1) Dato un sottospazio massimale X ed un sottospazio Y disgiunto da X, di
dimensione d, esiste un unico sottospazio di X di codimensione d ed al

lineato con Y. Indichiamo tale sottospazio con pX(Y).

(p.2) Dato un sottospazio massimale, c'é sempre un altro sottospazio massimale da

esso disgiunto.

Vediamo ora come in uno spazio polare possa definirsi una struttura di comples
so di camere e appartamenti, simile a quella rintracciata in Vm nell'esempio pre
cedente. Come prima, assumiamo i sottospazi come varietda, e definiamo tra essi
un'incidenza mediante 1'inclusione. Possiamo allora parlare di bandiere, camere,
gallerie ecc. Ed & presto visto che lo spazio polare resta strutturato come un com
plesso di camere; non & perd necessariamente grasso. Restano da scoprire gli ap-
partamenti. Allo scopo, scelto un sottospazio massimale X, sia el,...en un si-
stema di punti di X, generante per X. Sia poi Y uno spazio massimale disgiun
to da X (un tale Y esiste per la (p.2)). Per ogni i = 1,...,n, poniamo
Xi = <ej 5 # i>x , e sia 51 = pY(Xi) (cfr.(p.1)). L'insieme dei punti

e.,...6 , e_.,...e , unitamente alla biezione che associa e. ad e. che sia
1 n 1 n i i

una biezione € presto visto), costituisce cid che chiameremo un'awumatura. Un'appar
tamento sard la sottogeometria dello spazio polare costituita dai sottospazi dello
spazio polare generati da insiemi di punti nell'armatura. Dato il rango n di

uno spazio polare, & individuata la struttura dei suoi appartamenti. Essi sono in-
fatti tutti isomorfi al seguente spazio polare, 'discreto’. Si scelga un insieme

A di 2n oggetti, e si definisca su A una permutazione involutoria p senza punti
fissi. Un sottoinsieme non vuoto X di A sard poi detto p-compatibile se XMNp(X)=0.
IT sistema dei sottoinsiemi p-compatibili di A fornisce lo spazio polare (di-

screto) che volevamo. Nel caso n=2 & dato dai vertici e dai lati di un quadrangolo
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ordinario. Nel caso di n=3, dai vertici, dai lati e dalle faccie dell'ottaedro

E' ora quasi immediato controllare che uno spazio polare, strutturato in ap-
partamenti come ho detto ora, verifica le proprieta (B.2)-(B.4) rinvenute nel pre
cedente esempio. Non vale necessariamente la (B.1). Peraltro, esistono spazi po
lari che soddisfano anche la (B4 ), e cid qualunque valore si assegni al rango n.
Siccome la struttura degli appartamenti & individuata dal rango, la proprieta

(b.2), rammentata nell'esempio precedente, porta subito che:
(p.3) G1i appartamenti di uno spazio polare sono complessi di Coxeter.

Si assegni come fipoad un sottospazio la sua dimensione. Conveniamo poi di
chiamare +£{po di una bandiera F 1'insieme dei tipi dei suoi elementi, e coti-
po di F 1'insieme dei tipi che non rientrano nel tipo di F. Usiamo poi la conven
zione, gia introdotta in precedenza per i complessi di Coxeter, di rappresentare
le incidenze tra varieta di due tipi assegnati rappresentando le varieta di un
tipo come vertici, quelle dell'altro come lati, e raffigurando 1'incidenza come

un'usuale incidenza vertice-lato. Chiamiamo d{ gono i1 poligono degenere:
s m—

Per completare la terminologia, chiamiamo #res<duc di una bandiera F il sistema
delle varieta incidenti ad F ma non appartenenti ad F, munito della relazione di
incidenza. Naturalmente, i1 residuo di una bandiera F & immediatamente strutturato

in bandiere. Sotto questo aspetto, & isomorfo alla steffa di bandiere contenenti F.

E' ora presto visto che, data in uno spazio polare discreto di rango n una ban-
diera F di cotipo {1,j} (0 < i < j < n), il residuo di F & un digono se j-i>1,
€ un triangolo se n-1>j e j-1=1, ed & un quadrato se j=n-1 e i=n-2. Sic-

ché, ner quanto detto in precedenza a proposito dei complessi di Coxeter, si ha:

(p.4) Lo spazio polare discreto di rango n (& i1 complesso di Coxeter che) appar-

tiene al diagramma:
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(C) O——0———0~ * *—0

n

0 1 2 n-3 n-2 n-1

(ovvio come diviene tale diagramma per n=1 o 2. Noto poi che al posto della sigla
(Cn) & usata altrettanto frequentemente la (Bn)' Le due sigle hanno, si, sensi
diversi, ma solo in riferimento alle lunghezze delle radici in un sistema di radi-

ci. E ci6 qui non interessa). I1 gruppo di Coxeter dello spazio polare discreto di ran

S dalle identita:

go n & dunque presentato su involuzioni S1-++5,

2 o 3 . ]
(Sisj) =1 per |i - j|>1 (s585,9)" =1 per i=1,...n-2
4

(Sn-Z Sn-1) =1

Non & difficile indicare in concreto come scegliere le riflessioni 51""Sn .
Possiamo sempre identificare i punti dello spazio polare discreto di rango n coi
numeri da 1 a 2n (2n incluso), e supporre che la permutazione involutoria che de-
finisce lo spazio polare porti x in x+n (le somme essendo calcolate modulo 2n,
e scrivendo 2n anziché 0). Allora S (per i < n-1) sara la permutazione
(i,i+1)(i+n,i+1+n), e la S, sard la trasposizione (n,2n). I1 gruppo di Coxeter

dello spazio polare sara il sottogruppo di S generato da queste permutazioni.

La verifica & presto fatta. E' intanto immed?gto verificare che le identitd pre-
cedenti sono soddisfatte. Con un po' di pazienza, si riesce poi a mostrare che il
sottogruppo del gruppo simmetrico SZn ora definito agisce transitivamente sul-
1'insieme delle camere. E, per quanto detto in precedenza sui complessi di Coxeter,
cid basta a garantire che detto gruppo sia proprio i1 gruppo di Coxeter di diagram-

ma (Cn).

Passiamo ora alla discussione di due casi notevoli. Torniamo allo spazio polare
{E¢ costruito a partire dalla forma bilineare ¢ , come all'inizio. E supponiamo

che 1'indice di Witt n abbia il massimo valore possibile.

Caso 1 - La dimensione m dello spazio vettoriale V & dispari. E' dunque m=2n+1,
per le ipotesi fatte su n. Si prova allora che i1 complesso di camera costruito

su ﬂ% verifica, oltre alle (B.2)-(B.4), anche la (B.1). E possiamo riprodurre in
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un opportuno gruppo di trasformazioni la struttura di €1¢' Allo scopo, poniamo

G = GO K,¢), ove G02n+](K’¢) €& i1 gruppo delle trasformazioni lineari di V

2n+1(
in sé che conservano ¢. (Quanto dird pud estendersi immediatamente al caso in

cui G = PGOZn+1(K’¢)’ ove P602n+1(K,¢) @ i1 quoziente di GO (K,¢) sul suo

centro). Non & difficile provare che la condizione (G), riportai2+lel primo esem-
pio, vale su €E¢ e su G. Allora tutta la costruzione data nel primo esempio
pud ripetersi in questo nuovo caso. Si scegliera un appartamento Zo come appar
tamento fondamentale, una camera C0 in Eo come camera fondamentale, si defi-
nira B come lo stabilizzatore di CO, N come lo stabilizzatore di 20, si porra
T =BMN, e si riotterranno le (BN.1)-(BN.3), dipendendo queste solo dalle
(B.1)-(B.4) e dalla (G). Come nel precedente esempio, fa stauttura di ﬂ% 2 in-
teramente niproducibile nel sistema del parabolicd della coppia (B,N), dipenden

do ¢id solo dalle (BN.1)-(BN.3), e dalle (B.1)-(B.4).

Qui aggiungo solo una descrizione matriciale di B,N e T. Siano e,,...e ,
) _ 1 n

e],...en i punti dell'armatura che sostiene ZO. Assumiamo di averli dati in j

ordine cosi che e.le. (i,j=1,...n), e.le, i, =1,... . = p -

C 1 eJ (1,J 1 n) e1l.eJ (7,3 1, n), e e_| p{ei,'“en>
(<ej|j#i>).Siano ora u1,...un, ﬁ],...ﬁn vettori di V nelle direzioni indi-
yiduate da e ,...e , e.,...e , rispettivamente. I vettori u.,...u , U,,...U

1 n> 1 n 1 n® 1 n

generano un sottospazio Z2n-dimensionale di V. Possiamo nercidscegliere un ulte-

2,...un,u],..

rapporto a tale base ¢ & rappresentata da una matrice del tipo

riore vettore u 1in modo che u,ul,u .ﬁn diano una base di V. In

0 MooX ]
n
M oy
n
X Y c

ove On € la matrice nulla nxn,M & una matrice diagonale invertibile di rango
n,c € uno scalare # 0, e X e Y sono matrici 1xn, e XT e YT sono le loro
trasposte. Possiamo poi scegliere opportunamente i vettori G],ﬂz,...ﬁn, senza
mutarne le direzioni, ma in modo che M sia la matrice identica. Possiamo infine
scegliere u in modo che sia X che Y siano matrici nulle (e che c=1, se il cam

po K & algebricamente chiuso). Possiamo infine supporre che la camera CO sia
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la sequenza

<y <Uu. . u.>,...<U ce U >
1712727 1’ n

di sottospazi di gE; . Allora B @& costituito da matrici del tipo

A C 7'
T, -1
On (A7) 0n,1
0 Z + 1
1,n —

- . . . . T .
ove A @& una matrice superiormente triangolare di rango n,A & la trasposta

di A, On,On 1 e 0] n sono le matrici nulle nxn, nxl e Ixn, rispettivamente, Z

& un'arbitraria matrice 1Ixn, Z' & la matrice nx1 ottenuta moltiplicando ter

mine a termine la sequenza 7 per la sequenza dei valori sulla diagonale di A,
e moltiplicando tutti i termini cosi ottenuti per +1, e C & una matrice verifi
cante la condizione (A-]C) + (A—]C)T = -cZT-Z. Le matrici permutazionabili indi

viduate da permutazioni generate dalle (u],ui+])(ﬁ.,a ) per i=1,2,...n-1 e

(un,ﬁn) portano zo in sé e costituiscono un gr;pp;+1somorfo al gruppo di Co-
xeter nel diagramma (Cn) (per quanto detto in precedenza) e percid isomorfo al
gruppo di Weyl W = N/T (per la (bn.1), ricavata in precedenza). Ed & presto vi-
sto che N & prodotto normale di T per il gruppo delle matrici permutazionali
ora descritte. Infine, T & i1 gruppo delle matrici diagonali individuate da sequen

;],...a;], +1). I1 passaggio a PGO

il centro di 602n+](K,¢) & costituito dalle matrici diagonali individuate dalle

ze del tipo (a],...an, a K,6) @ immediato:

2n+1(

sequenze (1,1,...1,1,+#1). Sicché i1 toro fondamentale, se si pone G=PGOZn+](K,¢),
risulta isomorfo al gruppo delle matrici diagonali di rango n. Il boreliano fon-
damentale B mantiene la stessa descrizione che nel caso di G02n+1(K’¢)’ salvo che

ora nell'ultima posizione in basso a destra troviamo sempre 1.

Caso 2 - Sia m pari, ed n=m/2. In tal caso si dimostra che 1a (B.1) é falsa su
Gi¢. Infatti si prova che, nelle ipotesi assunte, per ogni sottospazio di EE; di

%% . Tale circostan

codimensione 1 escono esattamente due sottospazi massimali di
za si riassume dicendo che lo spazio polare %8¢ & f4ine, 0 s0ttile (preferisco

evitare qui il termine "magro", che si presterebbe ad equivoci: "fine" infatti
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intende qui qualcosa di pit che "magro", e tuttavia di meno che "grasso"; inoltre
la definizione di fine si applica solo a spazi polari). Sicché dato il ruolo gio
cato dalla (B.1) nel ricostruire su un sistema di parabolici la struttura di un
complesso di camere, non possiamo sperare di riadattare tali costruzioni al no-
stro caso. Le difficolta possono essere evidenziate in modo chiaro. Supponiamo di
avere un gruppo G che agisce su ﬂ% conservando i tipi (le dimensioni, cioé). E
ci0o avviene senz'altro se G verifica la condizione (G) data all'inizio. Dato
un sottospazio Y di codimensione 1, siano X e X' i due sottospazi massimali
per Y, e poniamo F = {Y,X} e F' = {Y,X'}. Lo stabilizzatore in G di F
stabilizza Y, perché G conserva i tipi. Sicché porta
X' in un sottospazio massimale (perché G conserva i tipi) incidente ad Y. Pertan
to fissa X' perché ﬁ% & fine. Sicché F ed F' hanno lo stesso stabilizzato-
re. La condizione (g.1), dedotta nella discussione del primo esempio, cade, e, con
essa, cade la speranza di riprodurre fedelmente la struttura di ﬁ% in un siste-

ma di parabolici di G, a meno di non cambiare tipo di costruzione.

E' perd possibile costruire su ﬁ% un‘altra struttura geometrica, esente dalle
pecche cui va soggetto qui ﬁ%, e che, percid, si autopropone come la geometria

'giusta' in questo caso.

Fissiamo a caso un sottospazio massimale X di g% , ed assegnamo ad esso
la marca 0. Procediamo quindi a contrassegnare tutti i sottospazi massimali con

una marca i=0 o 1, partendo da X e secondo la seguente regola:

Se Y e Z si intersecano su un sottospazio di codimensione 1 e Y & marcato

da i (=0,1) allora Z deve essere marcato da i+1 (modulo 2).

La seguente proprieta assicura che possiamo assegnare una marca a ciascuno dei

sottospazi massimali.

(p.5) Dati due sottospazi massimali Y e Y', esiste sempre una seguenza di sotto-

spazi massimali Y =Y ,Y.,Y_ ,...Y =Y' tale che Y, e Y. si interse-
o’ 1°° 2 m i-1 i

cano su un sottospazio di codimensione 1.
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Riporto la dimostrazione di tale proprietda, in quanto, rifacendosi ad argomen-
tazioni affatto generali, sara trasportabile senza sforzo a situazioni diverse da

quella qui esaminata, e cid tornera assai utile pid avanti.

Dati due sottospazi Y e Y', siano C e C' camere contenenti Y e Y', ri
spettivamente. Siccome ZE¢ €& un complesso di camere, possiamo trovare una galleria
C = Co’C]"'ipm =(C'. Sia Yi il sottospazio massimale nella camera Ci (i=0,T,..m

La sequenza YO,Y ...Ym da, salvo eventuali ripetizioni, ci6 che cerchiamo. (0s-

-|3
servo che & essenziale in questo ragionamento che le camere prendano ciascuna esat

tamente una varietd (sottospazio).da ogni tipo (dimensione)).

Si dimostra poi che la regola sopra data non produce conflitti (rimando per que
sto al cap. VII di [26]. I sottospazi massimali restano cosi ripartiti in due clas-
si disgiunte, contraddistinte dalle marche O e 1 rispettivamente.(E' poi facile ve
dere che questa bipartizione non dipende dalla scelta di X, se non per 1o scambio
di 0 ed 1, eventualmente). Assegnamo allora come nuovo tipo il numero n-1-i ai sot
tospazi massimali contrassegnati da i (per i=0,1); cancelliamo tutti i sottospazi di
codimensione 1, e manteniamo tutti gli altri, mantenendo ad essi come tipo la loro
dimensione (nel caso non siano sottospazi massimali, naturalmente). Su questo nuovo
insieme di varieta definiamo una nuova relazione di incidenza, stabilendo che 1"in
cidenza tra due varieta di tipo i e j, con {i,j} # {n-2,n-1} , coincide con la vec
chia incidenza definita su % ¢ > mentre due varietda, di tipo n-1 ed n-2 rispetti-
vamente, sono dette incidenti se in %B, si intersecano su un sottospazio di co-
dimensione 1. Chiamiamo (' €¢) Ta struttura di incidenza cosi ottenuta. Essa vie

ne detta complesso ordfiamma di g% .

E' importante notare che la costruzione ora descritta si applica a qualunque spa

o

zio polare fine g% , permettendo cosi di definire i1 complesso orifiamma OT§E¢)

In particolare si applica agli appartamenti di uno spazio polare. Assumiamo allo
ra come appartamenti di 0&e) 1 complessi orifiamma degli appartamenti di§B¢ .

Con un po' di pazienza si prova allora che:
(p.6) Le (B.1)-(B.4) valgono su O o) -

Noto che, delle particolaritd di 4,4 , la dimostrazione usa, oltre al fatto
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che ﬂ3¢ é fine, solo i1 fatto che ogni retta (sottospazio di dimensione 1) in §i¢
ha almeno tre punti; e cid solo per quanto attiene alla dimostrazione della gras
sezza di 0 (@) (cfr. (B.1)). Sicché i1 risultato si estende immediatamente ad
ogni spazio polare fine le cui rette contengano tutte almeno tre punti (diciamo:
che sia ncn degenene). E se si rinuncia alla pretesa che CTGE¢) sia grasso, allo

ra tutto si estende al caso di un arbitrario spazio polare fine.

Inoltre, siccome gli appartamenti di J(&) sono individuati da quelli di 4} ,
e questi sono individuati dal rango n digB¢, allora la struttura degli apparta-
menti di 0(§) dipende solo dal rango n di U . E siccome per ogni n esistono
spazi polari fini non degeneri (basta scegliere la forma ¢ su uno spazio vettoria
le di dimensione 2n, in un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2), la

(p.6) unitamente alla (b.2) (cfr. esempio precedente) mostra che:

(p.7) Dato uno spazio polare fine q gli appartamenti di O(3) sono complessi
di Coxeter. In dettaglio: se ¢ ha rango n, gli appartamenti di O&) sono
isomorfi al complesso orifiamma dello spazio polare magro di rango n (che,

dunque, & un complesso di Coxeter).

Indicato con Oh il complesso di Coxeter costituito dal complesso orifiamma
dello spazio polare magro di rango n, descriviamone i1 diagramma. Possiamo farlo
descrivendo i residui di bandiere di cotipo {i,j} (per 1 < i< j<n), per quanto
detto all'inizio sui complessi di Coxeter. Ora, finché j < n-2, oppure i<n-2, le
cose vanno qui esattamente come nello spazio polare magro. I1 residuo di una ban-
diera di cotipo {n-1,n} & poi un digono (rappresentando le varietd di un tipo come
vertici e quelle nell'altro come lati). Infatti, fissato un sottospazio X dello
spazio polare magro, di dimensione n-3, restano utilizzabili solo quattro punti
per costruire sottospazi massimali dello spazio polare magro contenenti X. Sicché
il residuo cercato & null'altro che i1 complesso orifiamma dello spazio polare ma-

gro di rango 2. E questo & appunto un digono. I1 residuo di una bandiera di Oh

di cotipo {n-2,n-i} (per i=0,1) &, infine, un triangolo. Infatti, fissato un sotto-
spazio massimale X nello spazio polare magro, sia Y un sottospazio di X di

dimensione n-4 (Y=p se n=3). X-Y consta di tre punti, ciascuno dei quali, aggiun
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to ad Y, dd un sottospazio di dimensione n-3; e ogni coppia di tali punti indi
vidua (assieme ad Y ed al punto non ortogonale al rimanente punto della terna)

un sottospazio massimale incidente ad X 1in 6;. In definitiva: i1 diagramma

di & é:
n
n
(D) o Oy + - m-mi::j se n >3
. ] 7 3 n-3 n-2 n-1
ed é: 0 0 se n=2.
1 2

Nel caso n=2 si ottiene dungue un digono, e la costruzione sortisce un esito

di ben scarso interesse. Nel caso di n=3 11 diagramma (Dn) diviene:

essenzialmente identico ad (A 0 0 -0 (basta mutare la assegnazione

)
o 2 3

dei tipi). Sicché Oé é la geometria proiettiva discreta su quattro punti.

Possiamo ora ricostruire un sistema di riflessioni su cui dare la presentazio-

ne del gruppo di Coxeter di Oh. Siano €585, .8 5 81585, . 8 ] punti dello
spazio polare magro di rango n, dati in modo che la permutazione involutoria che
definisce tale spazio scambi e, con éi (per i=1,...,n). Poniamo s, = (e.,e. ,)

(e.

1’ei+1) per 1 ¢ i n-1, ed S, = (e

,e )(e .e ). Le identita riassunte in

(Dn) sono soddisfatte dalle s S Queste permutazioni conservano poi la strut

177

tura di Oh. IT sottogruppo di SZn da esse generato opera poi transitivamente sul

1'"insieme delle camere di Oh. Sicché, per quanto detto sui gruppi di Coxeter, il

gruppo di Coxeter di Oh é il sottogruppo di S generato dalle s

.S sopra
2n n P

1
definite.

E' facile vedere che nel caso di n=2 si ottiene il gruppo abeliano elementare di

ordine 4. La coincidenza di (D,) ed (A3) indica che, nel caso di n=3, il sottogrup-

3)

po di 56 ora definito coincide con 84. Non & difficile esibire in concreto tale
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isomorfismo. Siano X0 = {e ,e2 e3} . X] = {e],e2 e3} , X2 = {el,ez,e3},

3 = {e ,ez,eB} . Allora S identificabile con la trasposizione (Xi—1’xi)’

per i=1,2,3. I1 sottogruppo di 56 generato da s ed s. €& il gruppo delle

1°%2 3
permutazioni sui quattro oggetti XO X] X2 X3
Torniamo ora all'esempio che avevamo sce]to;b¢ di rango n,V di dimensione 2n.

Assumiamo ora n > 4. La restrizione non deve stupire, ormai: (D2) e (D sono

)
3
i due casi anomali del diagramma (Dn). Poniamo G = SOZn(K,¢) 0 G=P502n(K,¢)

(ove & SOZn(K’¢) = GOZn(K,¢)r1SL2n(K) e PSOZn(K,¢) = SOZn(K’¢)/Z(SOZn(K’¢)))'

Si pud provare che G agisce su ([§¢) soddisfando la condizione (G). Fissato

un appartamento ZO in F& ) come appartamento fondamentale e una camera CO

in L, come camera fondamentale, siano B lo stabilizzatore di CO ed N lo sta
bilizzatore di EO. E' ormai ovvio che valgono sulla coppia B ed N 1le condizio-
ni (BN.1)-(BN.3), sicché & possibile ricostruire G(X¢) sui parabolici definiti

da B.

Ometto la descrizione matriciale di B,N e T: credo sia ormai evidente che aggiun
gerebbe ben poco a quello che gia sappiamo. Ad ogni modo: la descrizione di B e
T pud ottenersi con calcoli diretti, come nel caso di G02n+](K,¢) esaminato in
precedenza. Allo scopo converra scegliere la base di V in modo da farla coinci-

2n
dere con 1'armatura di zo e da portare la matrice di ¢ nella forma:

I 0
n n

ove In ed On sono le matrici identica e nulla, nxn. La descrizione di N si
ottiene sfruttando la descrizione del sistema di riflessioni del Gruppo di Coxeter

di diagramma (Dn) data sopra, e la descrizione di T.

Naturalmente non & necesario che sia m=2n+1 perché ﬂ:¢ sia grasso. Infatti:
(i1 complesso di camere individuato da) Q}¢ € grasso se n < m/2 (sia m pari o
dispari) (cfr. [26], Teorema 8.3.4). Sicché se n < m/2 1le cose vanno bene non
appena si trovi un opportuno gruppo G che agisca su iﬁ¢ salvaguardando la condi-

zione (G). Non & detto che a questo scopo basti sempre assumere G = GOm(K,¢)(av-
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verto che, nell'eventualita che (G) non sia soddisfatta da GOm(K,¢), allora (G)
é falsa su ogni sottogruppo di GLm(K) che conservi 1'ortogonalita ji'; cio se-
gue da ben note proprietda delle forme quadratiche). D& qui un controesempio. Sia

K i1 campo dei reali, m=6 e ¢ sia individuata dalla matrice:

rf

100 00 0]
010000
001000
000100
000 0-10
(0000 0-1

L'indice di Witt di ¢ & 2. Consideriamo ora i vettori:

a = (1,0,0,0,0,1) b = (0,1,0,0,1,0)
a's (Oa03130,0’]) b'= (0,0,0,],],O)
a"= (0,0,0,1,0,1) b"= (0,0,1,0,1,0)

E' presto visto che sono isotropi e che {a,b,a',b'} e {a,b,a",b"} danno le
armature di due appartamenti di iﬁ{ . Nel primo appartamento le coppie di vettori
non ortogonali sono (a,a') e (b,b'), nel secondo sono (a,a") e (b,b"). Un calcolo
un po' laborioso mostra che non esiste alcun elemento di GOs(K,¢) che fissi la
camera  {<a> , <a,b>} e porti il primo appartamento sul secondo. Sicché (G) &

falsa su GO6(K;¢) e g%

Nell'esempio ora riportato, € m pari ed n = (m-2)/2. E' perd n>4. A tito-
lo di notizia: la condizione (G) vale su SOm(K,¢) e i% non appena m=2n+2 ed

n > 4.

Esempio 3) - Spazdi polani e gruppl simpletiicd.

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione m su un campo K di caratteri-
stica # 2, e sia ¢ wuna forma bilineare antisimmetrica, non degenere. Esattamen
te come nel caso in cui ¢ era simmetrica, & possibile parlare di ortogonalita (spes
so detta pofanitd, anche in questo caso), di sottospazi totalmente isotropi, indi-
ce di Witt n, ecc... E, se n > 2, come nel caso in cui ¢ era simmetrica, iﬂ é

uno spazio polare. Ora, perd, L & sempre grasso. Mi limito qui al caso in cui
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m=2n. In tale caso possiamo scegliere come gruppo G il gruppo GSpZn(K,¢) delle
matrici che conservano ¢, o il gruppo PGSpen(K,¢) = GSpZn(K’¢)/z(GSp2n(K’¢))'
Vale la condizione (G) su G e Q?¢ . Osservo che, esattamente come nel caso in

cui ¢ era simmetrica, un'opportuna scelta della base di V permette di porta

re la matrice di ¢ nella forma:

GSpZn(K,¢) € spesso detto gruppo simplettico, e denotato semplicemente con
6sp,, (K).

Che gli esempi sin qui forniti abbiano tutti a che fare in qualche modo con
BN-coppie su gruppi algebrici non & del tutto casuale. Ma non mi & possibile ap-

profondire questo aspetto, tanto meno qui. Rimando comunque al cap. 11 di [26].
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CAPITOLO 2
(BN-COPPIE ED EDIFICI)

DEFINIZIONI E COSTRUZIONI

La precedente rassegna di esempi ci indica come fondamentali Te proprieta
(B.1)-(B.4), per 1'aspetto geometrico, e le (BN.1)-(BN.3) per 1'aspetto gruppale;
infine, la proprieta (G) come connettiva di questi due aspetti. Ma prima di risol
versi a trasformare tali proprietd in definizioni, occorre chiarire in che misura
le assunzioni di finitezza fatte nella (B.1) e nella (BN.3) influenzano la teoria
di cui, nella precedente rassegna di esempi, ho esibito qualche parte. La influen
zano, in effetti, ma esclusivamente nella pretesa di produrre i complessi di came-
re semplicemente come complessi di bandiere, riconducento tutto all'incidenza di
varietd. E , benché tale pretesa sia stata incorportata nel senso stesso che si &
attribuito al termine "complesso di camere", essa interviene in modo essenziale so
To nella definizione dei complessi di Coxeter, cosi come questa & stata fissata nel
le pagine precedenti. Entra anche nella ricostruzione, su un sistema di parabolici,
di un complesso di camere verificante le (B.1)-(B.4), nel senso che la ricostruzio-
ne si riduce a stabilire una corrispondenza biunivoca tra parabolici massimali e
varieta (sottospazi) e a trovare il corrispettivo dell'incidenza tra varietda nel fat
to che 1'intersezione dei corrispettivi parabolici sia un parabolico. Ma possiamo
vedere in cid solo una semplificazione, autorizzata dal fatto che avevamo assunto
che i1 complesso di camere da ricostruire fosse un complesso di bandiere; tutto
quanto dovevamo fare era solo stabilire un isomorfismo tra la costruzione prodotta
sui parabolici e il complesso di partenza. E la possibilita di cid non dipendeva
in alcun modo dalle ipotesi di finitezza incorporate nella (BN.3) e nella (B.1). Le
cose cambierebbero aspetto quando, presa in un gruppo G wuna coppia di sottogrup-
pi verificante le (BN.1)-(BN.3), volessimo costruire direttamente un complesso di
camere sui parabolici, partendo solo dalla incidenza tra parabolici massimali defi-

nita secondo la clausola:

due parabolici massimali sono detti incidenti se la loro

intersezione & un parabolico.

Si presenterebbero allora, nel caso di R infinito, difficolta analoghe a quelle

che si incontrano sui gruppi di Coxeter. Vale la pena di esaminare la cosa in det-
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taglio, sia nel caso dei gruppi di Coxeter che nel caso di complessi di camere

costruiti su parabolici.

Cominciamo dai gruppi di Coxeter. Dato un gruppo di Coxeter S sulle rifles

sioni S (iel), si sono scelte come varietd i laterali dei sottogruppi S1=SI-{€}'

Due varieta (di tali Taterali) si dicevano incidenti se avevano intersezione non
vuota. Si vorrebbe cosi poter associare alle bandiere i laterali dei sottogruppi
SJ (J ¢ I). In particolare, alle camere verrebbero associati gli elementi di §
(Taterali di Sg)' Richiamo qui i punti essenziali del procedimento con cui si mo
stra la possibilita di una tale corrispondenza; avvertird quando interviene 1"ipo
tesi che I sia finito. Intanto, assegnamo ad ogni varieta xSi come Lipoe 1'indi-
ce 1. Si vede facilmente che varietd di ugual tipo sono incidenti (se e) solo se

coincidono. Dato poi un sottogruppo S xeS, dovremmo fare corrispondere a S

J € J

1a bandiera{xS1 [igd }; ovvero: 1'insieme di tutte le varietd contenenti xSJ.
Allo scopo occorrera solo mostrare che, preso un insieme di varieta {xiS1I xed'} ,
a due a due incidenti, 1'intersezione di tali varietd & un laterale del tipo

xSJ, per un opportuno xeS e per J = I-J'. Dopodiché sarad ovvio che ogni varieta

« . i . Lo s o
contenente xSJ e del tipo xS per 1ied' (cioé: & una delle varietd nell'insie-
me di partenza). Tutto cid che occorre mostrare & che, ferme le ipotesi ora assun-

te su {x151|1ed'} , risulta @ #N.,

1eJ‘XiS1 (dopodiché, si scegliera x in

i . . . . . = - .
rwied'xis , e 1l resto verra subito). Si usa un lemma: dati J,J',J" < I, risulta:

=N (S-=,.S- =MNS= )-(S=NGS-
de(SJI'SJrI)=(SJ SJ') (SJ SJII.)'

La dimostrazione non sfrutta 1'ipotesi che I sia finito (rimando per una traccia

all'esercizio 1 del cap. IV di [QD. Da tale relazione si ricava che, dati tre sot-

tinsiemi J,J' e J"di J e tre elementi x,x' e x" di S, se i laterali

ij, x'S=, e x"S hanno a due a due intersezione # @, allora @#xsj,f\x's— N x"S=

‘-]n J¢ g
{lascio a chi legge i1 gusto di ricostruirsi la dimostrazione; questa comungue non

dipende dalla struttura di S, se non per i1 tramite del precedente lemma).

Sia ora {XjSJ]jeJ'} un insieme di varieta a due a due incidenti. Se I & finito,

allora J' & finito, perché varietd distinte di ugual tipo non sono incidenti.
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( Questo & 1'unico punto in cui interviene 1'ipotesi che I sia finito). Allora

e r\jeJ'ijJ # 0. La cosa ora segue dalla proprieta precedente, per induzione

sulla cardinalita di J', e sfruttando il fatto che, se @ # x'Sj,f\x“San , risul
1¢_ nwg_o - - e Nyhg_ .o

ta X Sd,r\x SJ“ XSJ'(]J“ per qualche xex'S=, tlx SJ". Nel caso che I sia in

finito 11 ragionamento cade. DB un controesempio. Sia 1 1'insieme degli interi
1

i, .
pesitivi. Consideriamo la camera (x.S [iel} , ove X = 0 Sy Che di una camera

. .. j i \ J J . . -
si tratti risulta dal fatto che kgi+ISkES ( (kEi+1 sk)S per i < j. Ma e
N S' = @. cade cosi la possibilitid di vedere le bandiere come laterali di

ieIX1
sottogruppi del tipo SJ (J € I). Resta dunque da decidere se ridefinire il senso
di "complesso di camere" in modo da riottenere la corrispondenza desiderata, o se
non si debba piuttosto rinunciare a tale corrispondenza nel caso di rango infinito.
Ma Ta prima alternativa & obbligata. Infatti, nel caso di rango infinito, la rela-
zione di incidenza sopra stabilita tra laterali dei sottogruppi Si nemmeno defi-
nisce un complesso di camere. Infatti, sia [ come sopra, sia C la camera sopra
definita, e sia p una permutazione di I, di periodo infinito. Sia C' la camera
costruita con 1o stesso criterio della C, ma ordinando I secondo 1'ordine indotto
da p. Non c'e alcuna galleria che connetta C e C'. La via d'uscita consiste allo
ra nel prendere in considerazione non futte le bandiere, ma per 1'appunto solo
quelle costituite dalle stelle delle varietd contenenti Taterali di sottogruppi del

tipo S.(J € [). Per quanto ora visto, nel caso finito non cambia nulla, e, nel ca-

J¢
so generale perdiamo solo bandiere infinite. Ma prima di esaminare in dettaglio le
modifiche da apportare nel caso generale, preferisco discutere la questione sui pa
rabolici di una coppia (B,N) di sottogruppi di un gruppo G sulla quale valgono
le (BN.T1)-(BN.3). Come nel caso dei gruppi di Coxeter, la possibilitd di associa-
re biunivocamente parabolici e bandiere dipende dal fatto che 1'intersezione di

un .insieme di parabolici massimali a due a due incidenti sia un parabolico.

Pilt in dettaglio. Si prova intanto (ovviamente senza ricorrere all'ipotesi che

R sia finito) che:

(bn.4) Siano P e P' due parabolici fondamentali e sia ng—] c P'. Allora &

gebP'.
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(Rimando al cap. IV di [4] per una dimostrazione).

Sia ora {P' | ieJ} un insieme di parabolici massimali, con p! - giBwriBg;1 R

e P :r\ieJP1 sia parabolico. Sara allora P=ngng‘], per opportuni geG e

J ¢ R. Dalla (bn.4) si ha che (9;1)9 e BW 18 per ogni dieJd. Da cid si ha

pl - ngriBgﬂ]. E si ottiene che J = R-{r.|ieJ}. Da cid, usando di nuovo la
(bn.4), si ricava che ogni parabolico massimale contenente P & uno dei Pi (ied).
Sicché {PilieJ} e la stella dei parabolici massimali contenenti P. Sicché la
corrispondenza tra bandiere e parabolici & stabilita se solo si riesce a provare
che 1'intersezione di un insieme di parabolici massimali a due a due incidenti &
un parabolico. Ma allo scopo € necessario sfruttare 1*ipotesi che R sia finito.
Vediamo come. Anche qui avvertivd quando 1'ipotesi di finitezza interviene. Occor
re intanto definire i1 £ipoc di un parabolico massimale: si assegnera come tipo al
parabolico massimale gBNr‘Bg_1 la riflessione r, o un suo indice in un sistema di
indici per R. Con ragionamenti analoghi a quelli svolti qui sopra, sfruttando la
(bn.4), si prova che parabolici massimali di ugual tipo sono incidenti (se e) solo

se coincidono.

Consideriamo poi i parabolici del tipo wBW\]Bw_1 per Jc R e welW. Siccome

questo sistema di parabolici dovra poi costituire 1'apparntamento 4endamentale, 10
indico fin da ora con i1 termine "appartamento fondamentale". Possiamo stabilire
un isomorfismo tra 1'appartamento fondamentale, ordinato mediante 1'inclusione in-

siemistica, e il sistema dei laterali dei sottogruppi di W del tipo W, (J £ R),

J
ordinato mediante 1'inclusione. Ovvero: un isomorfismo tra il complesso di Coxeter

di W e 1'appartamento fondamentale (i1 che giustifica, almeno in parte, la termi-
nologia adottata). L'isomorfismo si costruisce associando a wBW Bw_] il Taterale

J

wNJ. La corrispondenza & ben posta. Sia infatti waJBw_] = w'BwJ,B(w')_1. Dalla

(bn.4) si ha subito ((w')_])w € BNJ,B. Da cui BNJB = BNJ,B e, infine, NJ=NJ,.

La w'W,, = wW_, & ora ovvia. E' poi presto visto che la corrispondenza & biunivoca.
J

J
Resta cosi stabilito 1'isomorfismo desiderato.

Possiamo ora provare che, dati tre parabolici giBwJ Bg;] (i=1,2,3), se essi
i
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si intersecano a due a due su parabolici, allora 1'intersezione di tutte e tre

. . . -1 . . . .
€ un parabolico. Intanto, coniugando con 9, » Possiamo ricondurci al caso in

1

cui g]=1. Sia ora P = ngNJ Bg;]r\g3BwJ Bgé . Per le ipotesi assunte sui
3

2

giBwJ Bg;},P é un parabolico. Sicché risulta P=gBW
.i

J € R. Per la (bn.4) risulta (g;])g e BW, B per 1i=2,3. Possiamo allora so-

Jngl per opportuni geG e

stituire 9, e con g. Per la decompasizione di Bruhat, possiamo porre g

g
3
nella forma g=bwb' per opportuni b,b'eB e weN. Coniugando con b_] ci ricon

duciamo al caso g=w. E che B Bﬂﬁswd BJ:‘UMX:BNJ Bw=l # @ segue ora dall'iso-
1 2 3
morfismo tra 1'appartamento fondamentale e i1 complesso di Coxeter di W, e da

quanto visto in precedenza sui gruppi di Coxeter.

Sia ora {Pi[ied} un insieme di parabolici massimali a due a due incidenti.
Siccome parabolici massimali distinti di ugual tipo non sono mai incidenti, se
R e finito allora J & finito (e questo & 1'unico punto in cui interviene 1'ipo
tesi che R sia finito). Allora, usando la proprieta provata poco sopra, e ragio

nando per induzione sulla cardinalita di J, otteniamo che ”iedP1 & parabolico.

Nel caso che R sia infinito, invece, 1'isomorfismo tra 1'appartamento fondamen
tale e i1 complesso di Coxeter di W mostra che si riproducono sui parabolici gli
stessi inconvenienti che nei gruppi di Coxeter. Dovremmo dunque rinunciare a con-
siderare tutte le bandiere, e dovremmo scartare alcune bandiere infinite ( tutte
quelle non costituite da stelle di parabolici massimali contenenti un dato para-

bolico).

Dobbiamo dungque rinunciare ad assumere come punto di partenza, per 1'armamen-
tario di definizioni, il concetto di complesso delle bandiere definite da una re-
lazione di incidenza. Una soluzione ovvia: assumere un sottocomplesso del comples
so delle bandiere. Per il resto, tutto resta identico. Dovremmo comunque conserva-
re le bandiere costituite da coppie di varietd; per poter ancora trovare un'equi
valente per 1'incidenza di due varieta nel fatto che dette varieta appartengono ad
una stessa bandiera. Ma a questo punto & pid semplice assumere cid direttamente
come definizione di incidenza, escludendo 1'incidenza dal repertorio dei concetti
fondamentali (questa & la via seguita da Tits in [26]). Ci rimane allora un insie

me non vuoto V (i cui elementi diremo vertici, 0 anche varietd, 0 efementi 0 s01-
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Tutto quanto detto su edifici nel primo capitolo resta valido. In particolare

restano valide le (b.1)-(b.3)). Per di pia:
(b.5) Un edificio & un complesso di bandiere finite.

Si ha infatti dalle (B.3), (b.2) e (b.4) che date in un edificio tre faccie
A,B,C a due a due incidenti, AUBUC & una faccia (si applichi (B.3) alle faccie

AUB e C). Da cio la (b.5) segue subito.

DEFINIZIONE DI BN-COPPIA. - Dati due sottogruppi B ed N di un gruppo G, dicia-

mo che B ed N formano una BN-coppia se verificano le condizioni (BN.1),(BN.2)
(cfr. cap. 1) e la condizione (BN*.3), ottenuta depennando nella (BN.3) i1 requi-

sito che R sija finito.

Tutto quanto detto su BN-coppie nel primo capitolo resta valido. In particola-

re restano valide le (bn.1)-(bn.3).

Swlla connessione tha edificd e BN-copple, ora. Sia G un gruppo che agisce co
me gruppo di automorfismi su un edificio T = (K,l) soddisfacendo la condizio-
ne (G). Quanto detto nel primo capitolo mostra come associare a T wuna BN-coppia
su G. Indicheremo una tale BN-coppia col simbolo (B(F,CO),N(F,ZO)) per eviden-
ziarne la dipendenza dalla scelta di un appartamento fondamentale Zo di 1 e di
una camera fondamentale CO in ZD. La costruzione data nel cap. 1 mostra anche
come ricostruire I direttamente sui parabolici di (B(P,CO),N(F,ZO)). Bastera
sostituire il termine "bandiera" col termine "faccia". la (g.1) garantisce la
fedelta della ricostruzione; e 1a dimostrazione della (g.1) non fa alcun uso del-
1'ipotesi che K sia un complesso di bandiere. Ma si pud far di pid. Sia data una
BN-coppia (B,Nj su un gruppo G. Assumiamo come vertici i parabolici massimali, co-
me faccie 1 parabolici (o meglio, le stelle di parabolici massimali per paraboli-

ci dati), come camere dunque i boreldani, e come appartamenti i coniugati del com

plesso Zzoné{w BW Bw_]|wew,J € R} (detto appartamento fondamentale). La struttu-

J
ra cosi ottenuta & un edificio, che indicheremo con 1 %" =(KFOH' ;Ucon.) e G
B,N B,N >"B,N
agisce su FBOS' per coniugazione, soddisfando la (G). Possiamo allora conside-
rare la BN-coppia definita da TEOE I, © B su G, e risulta: B(FEOE' ,B) = B



. = -1
= = & =N i
BN ° Zo )= N ove N NT edé T weNWBw (ovvio che

NOB =Tc TgqN,eche N/T

N/T).

Dd qui una dimostrazione di quanto sopra asserito. Verifichiamo intanto che
con.
"B,N
partiene a (include) almeno una camera (boreliano): per definizione di parabolico.

e un complesso di camere. E' intanto ovvio che ogni faccia (parabolico) ap

E' poi presto visto che due boreliani (camere) sono adiacenti se e solo se genera-
no un parabolico del tipo gB<:rj>Bg_], per qualche reR. Siano ora B],B2 due
boreliani. A meno di coniugazioni, possiamo sempre supporre B] = B. Sara allora
B2 = ng_] per qualche geG. Per la decomposizione di Bruhat, € g = bwb' per

. - . -1 .. . . .
opportuni b,b'eB e weN. Coniugando con b ¢i riconduciamo al caso in cui

By =B e B, =wBwl. Siamo cosi all'interno di rgon'. E la possibilita di
connettere B] e B, con una galleria segue dall'isomorfismo tra reom e i1 com
plesso di Coxeter di W, dimostrato in precedenza. Proviamo ora che FEOE' & gras

so. Consideriamo le camere B, vBr e errb_] (beB ed reR).Per la (BN.3.a), &

rBr ¢ B U BrB = B<r>B. Sicché queste tre camere passano tutte per lz faccia

B<r>B. E' poi errb_] # B # rBr, per (BN.3.b). Poniamo che fosse brBrb” | = rBr
per ogni beB. Allora, per (bn.4),r-lbreB per ogni beB e per ogni rappresentan

te r di r din N. Sicché rBr ¢ B. I1 ché contraddice la (BN.3.b). Ne segue che

errb_1 # rBr per qualche beB. E, per coniugazione, abbiamo subito che, PEO;'
e grasso. La (B.2) segue subito dall'isomorfismo tra Tgon. ed il complesso di

Coxeter di W. La (B.3) & ovvia (per coniugazione, e usando la decomposizione di
A . . . con.

Bruhat, ci si pud sempre ricondurre al caso di due camere in EO ). Resta da

provare la (B.4). Possiamo ricondurci al caso che la camera sia B e uno dei due

appartamenti sia Fgon.. Sia P 1la faccia di cui nell’ipotesi della (B.4), e

I =g Zgon. g_] 1'altro appartamento. Siccome P appartiene a = Egon.

BNJ Bw
] - -

Siccome B & una camera anche per 1, é B = gw28w2 g per qualche w_eW. Dalla

2
B, Bw ' g =

g @ =
1 J] 1

2

abbiamo wBW Bw—] =P = gw ]

J per opportuni w,w., e W e J,J

] [ R.

1 1

(bn.4) abbiamo allora gw, € B e w-]gw] € BNJB. Da cid, intanto, gw

= gw]BwJBw1 . Sicché NJ = HJ (per 1'isomorfismo traiil complesso di Coxeter
1
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di W e Zgon'). Si ha allora W;J1 eBw(BW B). Da cui, per 1'unicita della

decomposizione di Bruhat (cfr. "Groupes et Algebres de Lie", cap. IV, n.2.5,

-1 -1 -1 -1
. \ _ _ W X
Prop. 2) risulta w]ewzwwd. E' allora P WBWJBW ngwB JBw L . Coniu
. -1-1 . - con. . -
ghiamo ora ¢ con Wog o Portiamo cosi I su Eo , tenendo fisso B perché
ngeB, e portando P in WBNJBW_T = P. Sicché: fissiamo anche P. E' poi presto

visto che la‘coniugazione mediante un elemento di G, se fissa una faccia, allora
ne fissa tutti i vertici. E con cid la (3.4) & provata, assieme alla seconda parte

della (G). La prima parte della (G) & ovvia. Resta ora da provare che lo stabiliz

con. . . = -
zatore di B in G & B e lo stabilizzatore 20 inG @ M =NT ove T-=

= r\wewaw']_ Che lo stabilizzatore di B in G sia B segue subito dalla

(bn.4). Sia ora g(zgon')g_] = Zgon'.Esiste allora una funzione f : W ->W ta-

le che g'.va-]g—1 = f(w)Bf(w)_].

Per 1a (bn.s), risulta g=f(1)b per qualche beB (uso qui la convenzione di in
dicare con uno stesso simbolo gli elementi di W e i Toro rappresentanti in N).
Da cio f(])waw—1b-] (])_] = f(w)Bf(w)_] per ogni weW, e pertanto f(w)-lf(T)bweB
per ogni weW. Cioé: f(w)_]f(1)beBw—]. Da cid, per T'unicita della decomposizione
di Bruhat, f(w)-]f(l) - w. sicche f(w) = f(1)w. Si ha allora f(])wsw']f(1)"] =

1

b_]f(l) , per ogni weW. Infine, wa_] = waw_]b_], per ogni weW.

Da cio: wbw_]eB per ogni weW, per la (bn.4). In definitiva: bef\weww“]Bw. Ed e

= f(1)bwBw

geNT. Quel poco che resta ora da provare non presenta pid difficolta.

Tutta la dimostrazione precedente dipende in modo essenziale dalla (bn.4), e la
(bn.4) & equivalente alla (BN.3.b), sotto le (BN.1), (BN.2) e (BN.3.a). Si é gia
detto infatti che (bn.4) segue dalle (BN.1), (BN.2) e (BN*.3). Viceversa, valga
(bn.4), e sia per assurdo rBr = B. Allora & reB per (bn.4). E cid contraddice Tle

restanti ipotesi (BN.1)-(BN.3.a).

E' perd possibile dare un'altra costruzione che prescinde dalla (BN.3.b), ed

offre dunque maggiori speranze di potersi adattare ai casi non grassi.

L'idea & semplice. Salta agli occhi la differenza tra la costruzione prodotte
con.

nel caso dei complessi di Coxeter e la costruzione di ZB N
k]

. Nel primo caso si
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usano i laterali, nel secondo i coniugati. E' immediatamente visto che questo
secondo metodo non pud adattarsi ai gruppi di Coxeter. Viceversa, il primo me
todo & affatto generale. Sia data infatti una famiglia {X1|1eI} di sottogrup

. i
d - i = - -

pi di un gruppo .Si ponga XJ r\1 ¢JX

nistri per fissare le idee) dei sottogruppi XJ, e come relazione d'ordine la

duale dell'inclusione. Si ha un complesso di faccie e vertici (i vertici sono da

Si assumano come faccie i laterali (si

ti dai laterali sinistri dei sottogruppi XI—{i} = XT). E' poi un semplice eser

cizio mostrare che i1 complesso cosi ottenuto & un complesso di camere se e solo se

X = |iel>. La costruzione qui descritta & appunto quella seguita nel caso dei

e
complessi di Coxeter. Trasportandola al caso di una BN-coppia (B,N) in un gruppo

G, assumiamo come faccie i laterali dei parabolici fondamentali (anziché i parabo

Tici); e come appartamento fondamentale z;at’ il sistema di laterali {waJB |

“e,J ¢ R}. T vertici sono i Jaterali dei parabolici fondamentali massimali. A B
resta assegnato i1 ruolo di camera fondamentale. Gl1i appartamenti saranno poi i
sistemi del tipo g z;at' , per geG. Otteniamo cosi un nuovo complesso strutturato

, . lat. Tat lat ; ) lat. .

I a t t = ’ ' 2 -
ppartamenti FB,N (K B.N ’JUB,N ). La dimostrazione che PB,N é un edi

con,

ficio non si discosta nelle linee essenziali da quella data nel caso di PB N
Con la notevole differenza, perd, che dovendo ora operare su laterali e non su co-

niugati, non abbiamo piG alcuna necessita della (bn.4). Si evita cosi i1 ricorso al
lat.

la (BN.3.b), salvo che gquando si deve dimostrare che FB N

& grasso, naturalmen

te, Per i1 resto, cid di cui abbiamo bisogno nella dimostrazione & essenzialmente
la Prop. 2 del num. 2.5 del Cap. IV di "Groupes et Algebres de Lie", che costitui-
sce una diretta generalizzazione dell'unicitd della decomposizione di Bruhat [26],
Cap. IV, num. 2.3, Teorema 1), e questa prescinde dalla (BN.3.b). Rimando comun-

que al num. 3.2.6 di "Buildings of Spherical Type ..." per la dimostrazione diretta

del fatto che r;aﬁ' e un edificio.
E' poi ovvio quale sia 1'azione di G su r;aﬁ': G vi agisce per moltipli-

cazione (a sinistra).
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Qui mi Timito a poche osservazioni.

. lat. . .
Intanto, che la costruzione ora data per FBaN sia effettivamente un caso

particolare della costruzione generale descritta prima, segue facilmente dall'

F1at.

isomorfismo tra ed il complesso di Coxeter di W. Vediamo quest'ultimo

punto. L'isomorfismo si costruird facendo corrispondere wa a wBNJB. Occorre

vedere che la corrispondenza €& ben posta. Infatti, sia w'BwJ,B = wBNJB. Per

1'unicita della decomposizione di Bruhat, €& (w')_1w € NJ,. Da cid si ha waJ,B=
= w'BwJ,B. Sicché si ottiene BWJB = BNJ,B. Di nuovo per 1'unicita della decom-
posizione di Bruhat, risulta HJ = WJ,. Infine wwd = w'NJt, perché (w')‘]weﬂJ..
La corrispondenza & dunque ben posta (noto che nemmeno qui si & dovuta usare la

(BN.3.b)). Quanto resta da provare si ottiene con argomentazioni elementari.

Le due costruzioni (sui laterali e sui parabolici) danno lo stesso risultato.
con. ~ lat.

E' infatti FB NS Ton (indirettamente, cid restituisce una dimostrazione
) lat. | e s
del fatto che i1 complesso Ta N € un edificio).

L'isomorfismo viene costruito associando al parabolico gBNJBg-] il Tatera-

le gBNjB del parabolico fondamentale BW . B. Ovvio poi quale debba essere 1'ef

fetto di ci0 sugli appartamenti. Ovvio ancgra che tale corrispondenza porta Egon
Elat' B su B. Proviamo che la corrispondenza & ben posta. Sia ngJBQ"] =
= g'BHJ|B(g')_]. Per 1a (bn.4) & g_]g'eBHJB. Da cid si ha subito BNJB = BNJ,B.
Infine, ngJB = ngJ,B = g(g_]g')BNJ,B (perché g_1g'eBwJB=BwJ,B). Sic-
ché ngJB “ g'BWJ,B. La dimostrazione che la corrispondenza & biunivoca si ottie-

ne con mezzi elementari. Tutto i1 resto & ovvio.

Concludendo, la costruzione sui parabolici e quella sui laterali danno lo stes-
so risultato. La prima appare come pil naturale, sugli esempi. Ma necessita di ipo

tesi pid forti della seconda. La seconda & pid generale.

Prima di riassumere quanto sin qui visto, & necessario ancora un po' di termino
logia. Sia (B,N) una BN-coppia in un gruppo G. La coppia (B,N) si dice satunata

-1 i ) - -1 - -
se T (= NM'B) =r1weww8w . Data una BN-coppia (B,N), si ponga T :r\weNWBW I,NzNT.
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Allora (B,N) & una BN-coppia saturata (la cosa 2 pressoché ovvia), e viene detta

la saturazione di (B,N); & inoltre N/T =W YW= N/T. Date due BN-coppie (B,N) e
(B*,N") di uno stesso gruppo G, esse si dicono condiugate se & B' = ng“T ed

N' = gNg_] per qualche geG. Intendiamo poi per edificic coordinatizzato una ter
na (r,z,C) ove I & un edificio, £ un appartamento di T e C wuna camera in £.
La coppia (C,z) sara detta una cooradiratizzazione di T . (Queste due ultime defi
nizioni non sono reperibili nella latteratura; perd qui tornano comode. La scel-

ta del termine "coordinatizzazione" & suggerita dalla considerazione di cosa divie
ne una coordinatizzazione (C.IZ) nella geometria proiettiva di uno spazio vettoria-
le). Dird che due edifici coordinatizzati (r,z,C) e {I', s ,C') sono {somorfi se esi

ste un isomorfismo di T su TI'che porti ¢ su £' e C suC'. Cid premesso:

(g.4) Data una BN-coppia (B,N) su un gruppo G, restano definiti due edifici coor-

dinatizzati (F;?;' . Zgon,B) e (r;?;' . z;at',B), tra loro isomorfi. I1
. . . con. C g . -
gruppo G agisce per coniugazione su TB N e per moltiplicazione (a sini-
Tat. lat.

stra) su e per moltiplicazione (a destra) su in entrambi i

T8N BN

casi soddisfacendo alla (G). Viceversa, dato un edificio coordinatizzato

(r,z,C) e un gruppo G che agisce su T come gruppo di automorfismi soddi-

sfacendo alla (G), resta definita su G una BN-coppia (B,N), ove B & lo

stabilizzatore di C ed N 1o stabilizzatore di : (brevemente: (B,N) &

la stabilizzatrice della coordinatizzazione (C,z)). E risulta

con. con. N " lat. lat.

(TB,N s I ,B) = (r,z, C) = (TB,N » I ,B).Infine, data una BN-coppia

(B,N) in un gruppo G, Te BN-coppie stabilizzatrici in G delle coordinatiz

on lat. . con. lat.

.. c i . o
zazioni (B,):o ) e (B,XO ), di FB,N e FB,N ricpettivamente, coinci

dono, e danno la saturazione di (B,N). Date due BN-coppie saturate (B',N')

e (B,N) in uno stesso gruppo G, risulia F;o;. = F;?nﬁ, (equivalentemente
lat. . . e e
FBa; =F;?;,) se e solo se (B,N) e (B',N') sono coniugate. Un edificio in-

vidua pertanto su un gruppo G che agisca su esso come gruppo di automorfi-
mi soddisfacendo la (G), una classe completa di BN-coppie saturate coniuga-
te. La scelta di una particolare BN-coppia in tale classe corrisponde alla

scelta di una coordinatizzazione dell'edificio. La scelta di una di tali
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classi complete di BN-coppie saturate coniugate equivale alla scelta di

un particolare edificio cui associare G.

C'é poco di quanto elencato qui sopra che gid non si sia visto. E quel poco
che c'é in pid si dimostra con poche battute. Per esempio: che due BN-coppie
saturate siano coniugate se defiriscono (o provengono da) lo stesso edificio
seqgue subito dal fatto che dare una BN-coppia & Tlo stesso che dare una coordi-
natizzazione dell'edificio, e la condizione (G) dice in sostanza che il gruppo

agisce transitivamente sulla famiglia delle coordinatizzazioni.

La scelta del termine "coordinatizzazione" si rivela qui abbastanza chiari-
ficatrice. L'esempio delle geometrie proiettive di spazi vettoriali indica nel-
la coordinatizzazione la contropartita sugli edifici della scelta di un sistena
di riferimento (cioé: una sequenza. ordinata, di assi coordinati). Vista in que
sta luce, la richiesta formulata nella (G) & pil che ragionevole: vi si preten-
de in fondo null'altro che la transitivita sull'insieme dei sistemi di riferimen

to.

Pud essere utile tradurre i1 contenuto della (g.4) in termini di funtori, ag-
giunzioni, ecc. Non si tratterebbe perd di un banale esercizio. Se non altro per-
ché le usuali definizioni di morfismo tra complessi di camere wmal si piegano
a questa esigenza. Bisognerebbe nodificarle opportunamente. Ma allora occorrerebbe
esaminare tutte le conseguenze di tali modifiche. I1 concetto di morfismo ne usci
rebbe forse chiarificato (e non & che di cid non vi sia bisogno). Ma non si tratte

rebbe pid di un esercizio appunto.

I1 succo che si pud trarre dalla (g.4) & che un gruppo dotato di BN-coppie con-
tiene intrinsecamente le proprie interpretazioni geometriche (quelle canoniche, po
tremmo dire). Cid tanto pit in quanto le BN-coppie possono essere spesso individua

te senza la mediazione di un edificio che le produca come stabilizzatrici di una

coordinatizzazione.

Per esempio: in un gruppo di Chevalley finito G definito su un campo finito

Fq di caratteristica p (ove q pn), si pud scegliere un p-sottogruppo di
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Sylow U e porre B = NGGUJ; si ha che 1'estensione B di ‘U. si spezza nel prodotto
normale di ‘U e di un comple _mento T di U in B. Posto allora N = NG(T), si

ha che B ed N costituiscono una BN-coppia saturata (ed & T = NM\B). Non &
difficile vedere che tutte le BN-coppie costituite su G in questo modo sono co-
niugate.

Nota. - L'edificio F;a;. poteva anche costruirsi sui laterali destri, natural

mente. Si passa dalluna costruzione all'altra mediante la corrispondenza:

gBNJB > BNJBg‘] . La costruzione sui Taterali sinistri & perd piu naturale quan

do i1 prodotto di due applicazioni f e g (prima f e poi g) lo si scriva da destra

a sinistra, come gf, come appunto faccio in queste note.
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CAPITOLO 3
(BN-COPPIE ED EDIFICI)
EDIFICI DI TIPO FINITO ED EDIFTCI FINITI

Diciamo diagramma D(T) di un edificio T = (K,4) i1 diagramma del suo gruppo
di Weyl. Di qui in poi, sia che si rappresenti D(T') come grafo multiplo sia che
lo si pensi come grafo pesato, atteniamoci alla convenzione di non tracciare alcun
lato tra due veértici i,j di D(T) se il peso m1.j e 2. Ci0o premesso, D(r) si di
ra {udduedibile se consta di un'unica componente connessa, idducibife in caso con
trario.L'edificio T si dird udducibile se D(T) & irriducibile, niducibife in
caso contrario. Vedremo che gli edifici riducibili si spezzano in 'somme dirette’

di edifici irriducibili. Ma occorrono alcune definizioni preliminari.

Intanto, i vertici di D(T) possono essere assegnati come tipi alle varieta
di r . Allo scopo si fissi una coordinatizzazione (C,z) di T . Le varieta in ¢ ,
essendo associate alle riflessioni del gruppo di Weyl di T , restano distribuite
in tipi corrispondenti ai vertici di D(r), in modo naturale. Inoltre, per quanto
gia sappiamo sui complessi di Coxeter, una camera di un complesso di Coxeter pren
de una varieta in ogni tipo. Resta cosi definita una biezione c da C sull'in-
sieme dei vertici di D(T). Presa ora una qualunque altra camera C',sia I' un ap
partamento per C e C'. Applicando la (B.4) e x ,', C e C', posso ricopiare su
£' la partizione in tipi delle varietd di ¢ da cui & stata prodotta e E' co-
s7 prestoc visto che esiste un'unica ripartizione naturale delle varieta di =z
in tipi che concordi con .. Resta cosi univocamente determinata una funzione =

C
da C' all'insieme dei vertici di D(r). E =

CI
¢ non dipende dalla scelta di z'
Sia infatti ©" wun'altro appartamento per C e C', e sia Té,]'applicazione da C'
a D(r) indotta da T Su C' per il tramite di z". Se fosse ré, # Teos appli

cando la (B.4) prima a :,z', C,C, poia ¢',z", CeC', poia :",z,C e C, ot-
terrermo un automorfismo non speciale di © che fissa tutte le varietda di una ca-
mera (cioé di C). I1 che non pud accadere, poich@ < & un complesso di Coxeter.
Resta cosi definita un'applicazione dall'insieme delle varietd di T sui vertici
di D(r), che diremo funzione di £ipo basata su C, e indicheremo con rc. Proviamo

C c' .. .
ora che, date due camere C e C(C', se t e T coincidono su C', allora coinci
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dono su tutto r. Si ragiona per induzione sulla distanza tra C e C'. Siano C e
C' adiacenti, e C" sia una qualunque altra camera. Sia " un appartamento per
cNc'ecC", ex', £ siano appartamenti per C' e C" e per C e C". Sia T la

funzione naturale di tipo indotta de TC su e ré, quella indotta da TC

su £'. L'esistenza ed unicita delle T, ré, segue dalle considerazioni pre
cedenti, poiché C appartienea £ e C' appartiene a £'. Applicando la
(B.4)a I ,z",)C" e CNC' ea :',z",C" e CNC',ricopiamo e T

", ottenendo cosi due funzioni naturali di tipo Ten € ! su ", che coin-

Zli
cidono su CNC' e inducone su C" Ta <C e la +C , rispettivamente. Ma CM¢C’
coinvolge tutti i tipi di =", meno uno. Sicché deve essere Tow = t'_.. Pertanto

Z"
C c' . " . C c' .
e T coincidono su C". Infine: v~ = t . Possiamo ora provare che una

T
funzione di tipo & sempre compatibile coi tipi degli appartamenti (cioé&: induce
su ogni appartamento una funzione naturale di tipo). Siano infatti C una camera
e L' un appartamento. Scegliamo una camera C' in £', e consideriamo la fun-

zione di tipo TC individuata dal coincidere con TC su C'. Per quanto visto
ora e TC = TCI. Ma TCI induce una funzione naturale di tipo su I' , per quan
to visto poco pil sopra (& infatti C'ez'). E 1'asserto & provato. E' poi facile
vedere che ogni funzione dall'insieme delle varieta di T sull'insieme dei verti
ci di D(r) che sia compatibile coi tipi degli appartamenti & costruibile come fun
zione di tipo bacata su una (qualunque) camera. Definiamo dunque 4unzione di tipo
un'applicazione dall'insieme delle varietd di T sull'insieme dei vertici di D(r),
compatibile coi tipi degli appartamenti. Da quanto ora visto, due funzioni di tipo
coincidono se coincidono su una camera. E, in genere, due funzioni di tipo diffe-
riscono per un automorfismo di D(r) e individuano la stessa partizione sull'insie
me delle varieta di T, detta parntizione <n £ipl{. Tale partizione pud facilmente
costruirsi per via diretta. Intanto, & presto visto che, assegnata una funzione

di tipo 1, una camera prende esattamente una varieta da ogni tipo; che due varieta
distinte di ugual tipo non sono mai incidenti; e che, date due varieta, x,y, se esi
stono due camere (,C' tali che {x,y}= {C-C') U (C'-C), allora <(x) = t(y).
Definiamo allora una relazione binaria T sull'insieme delle varieta ponendo

xTy se {x,y} = (C-C') U (C'-C) per due opportune camere C e C'. E sia o(T)
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la relazione di equivalenza generata da T. E' immediato verificare che o(T)

é la partizione in tipi.

E' poi ovvio che la partizione in tipi e 1'insieme delle funzioni di tipo

si conservano per isomorfismi.

Ovvio che tutte le funzioni di tipo considerate o costruite nei capitoli pre

. . . .. . . 3 ‘s con.
cedenti (su spazi proiettivi, spazi polari, complessi orifiamma o su FB N
r;a;. ) sono funzioni di tipo nel senso ora definito. Sono dunque le uniche fun

]

7ioni di tipo definibili in tali casi (c¢id a menc di automorfismi del diagramma).
Cosi: uno spazio proiettivo, appartenendo al diagramma (An) ammette esattamen-
te due funzioni di tipo (si passa dall'una all'altra scambiando i punti con gli
iperpiani); uno spazio polare di rango >> 3 ha una sola funzione di tipo (ne

ha due nel caso di rango 2). Un complesso orifiamma ne ha due se ha rango # 4

(si passa dall'una all'altra scambiando le marche 1,2 nella suddivisione dei
sottospazi massimali dello spazio polare di cui si & costruito i1 complesso ori

fiamma). Ne ha 6 se ha rango 4.

Fissata una funzione di tipo =, possiamo definire il ZLipc di una faccia A
come 1'insieme t(A) . Il cotipo di A sarda allora il complementare di  t(A)
nell'insieme dei vertici di D(r). Come nei complessi di Coxeter, un automorfismo
di T si dira speciafe se conserva i tipi. E' ovvio che un gruppo di automorfismi
speciali soddisfa la seconda parte della (G) . Anzi, da quanto sara detto nell'Ap

pendice, Ta (G) & equivalente alla condizione:

(G.bis) G & un gruppo di automorfismi speciali transitivo sull'insieme delle

coordinatizzazioni.

Infatti, se un gruppo G agisce su un edificio T soddisfacendo 1a (G), allora

soddisfa la (G.bis) nella sua azione su r;a;' (o FEOE' ). Sicché soddisfa 1la
. . lat. ~ __ .~ con,
(G.bis) su 1 , perché PB,N =T (= FB,N ) -

Torniamo ora alla riducibilitd di diagrammi ed edifici.

Intanto, & presto visto che D(r) & riducibile se e solo se il gruppo di Weyl
di P si spezza
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nella somma diretta di sottogruppi (di Coxeter, nei diagrammi corrispondenti alle
componenti connesse di D(T)). Diciamo poi che un complesso di faccie K su un in

sieme di vertici V & somma dirnettfa di due sottocomplessi K] e KQ, sugli in-

siemi di vertici V] e VZ’ e scriveremo K = Kq 8 K2= se V & unione disgiunta di

V] e V2 e le faccie di K sono le unioni (disgiunte) delle faccie di K] e di
quelle di K2. E' facile vedere che un complesso di Coxeter in un diagramma ridu-
cibile & la somma diretta dei sottocomplessi di Coxeter nei diagrammi corrisponden
ti alle componenti connesse del diagramma dato. Sia infatti S wun gruppo di Co-

xeter in un diagramma D(S) di componenti connesse D _ (keK). Conveniamo di indica

k
re con lo stesso simbolo Dk sia 1'insieme di vertici che il grafo individuati dal
la componente connessa Dk di D(S). I sottogruppi SD di S sono i gruppi di
k
Coxeter nel diagramma Dk (per keK), e risulta S = ﬁ%kSD . Per ogni keK, i1 com

K

plesso di Coxeter K(SD ) di SD € isomorfo alla stella di faccie del complesso

k k
K(S) di S contenenti la faccia SDK’ ove si sia posto Dk = U(Dh|h # k,heK). Dato

ora Jel = kgK Dk’ poniamo J, = JNp, . Per ogni xeS, risulta xS

_n
k K J 7 kek*3g upk-

k

Sia ora X = la decomposizione di x su Possiamo allora associare

kek ¥k kEKSDk'

! - .
ad xSJ la sequenza (kaJkUDK'keK)' IT resto € ovvio.

Diciamo poi che i edificio r = (K/U) & somma dirnetta debole (0, brevemente,
somma dirnetta) di due edifici ry= (K1;u1) e T, = (Ké,vz) se risulta K = K] ® Kz
ed ’UE'U] @'UZ = {E1 €] 22[ L, € Ui’ L, € "112, Zzeuz}. Diremo poi che T & somma
diretta fonte di T, erT, se risulta anche ='U.| @'UZ.

Si ha allora:
(b.6) Un edificio é riducibile se e solo se 2 somrma diretta di due edifici.

La dimostrazione del "solo se" & facile, benché un po' pesante nei dettagli.
1= (K1;U]) e T,= (KZ;UZ)'

Sia Vi 1"insieme delle varieta di T, (i=1,2).Siccome varieta distinte di ugual

Proviamo i1 "se". Sia T = (K,U) somma diretta di T

tipo non sono incidenti, la partizione data da V1 e V2 sull'insieme V delle

varieta di T & una sovrapartizione della partizione in tipi. Sicché, assegnata
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in T una funzione di tipo =, T(V]) e T(VZ) ripartiscono in due classi di-
sgiunte 1'insieme dei vertici di D(r). Siano ora ieT(V]) e jET(VZ), e sia F
una faccia di r di cotipo {i,j} e I un appartamento contenente F. Sicco

me (tanto negli edifici che) nei complessi di Coxeter vale il fatto che tre faccie
sono incluse in una stessa faccia se sono a due a due incidenti, possiamo identifi
care il residuo di F in £ , cosi come questo & stato definito nel cap. 1, con la
stella StET(F) di faccie di © contenenti F, In Stz(F), ogni faccia di tipo t(F)U{i}
é incidente ad ogni faccia di tipo <(F)U{j}. Ed & presto visto che, affinché cid

accada, deve essere mij = 2

Possiamo dunque ricondurre lo studio degli edifici riducibili a quello degli
edifici irriducibili, concentrando 1'attenzione su questi. A rigore, tale conclu-
sione non 2 del tutto corretta, in quanto la definizione di somma diretta (debole)
di edifici non permette di ricostruire univocamente le somme dirette sugli edifici
'addendi'. Per inciso, a fatti come questo (e ad altri simili) pensavo quando, alla
fine del precedente capitolo, affermavo che il concetto di morfismo tra edifici ab-
bisogna di chiarificazione. Infatti, qui, la definizione utile & quella di somma
diretta debole. Mentre un minimo di familiarita con categorie suggerisce che quella
‘categorialmente giusta abbia da essere semmai quella di somma diretta forte. Ad
ogni modo, se ci limitiamo alla considerazione di edifici di tipo finito (cfr. sot-
to), queste difficoltda cadono. Su es=i irfatti somme dirette forti o deboli sono la
stessa cosa. Cid segue dal fatto che (come vedremo pil avanti) un complesso che so
stenga un edificio di tipo finito ammette un'unica strutturazione in appartamenti.
Che poi la somma diretta forte di due edifici (di tipo finito) sia un edificio

(di tipo finito) & pressoché ovvio.,

Nota - Tutto quanto fin qui detto non usa 1'assunzione che gli edifici siano comples

si grassi.

Un edificio si dice di tipo finito se il suo gruppo di Weyl é tinito. Un edifi-
cio di tipo finito e irriducibile si dice di £ipv s4ernico. Analoga terminologia si
stabilisce su complessi di Coxeter e gruppi di Coxeter. I1 termine "sferico" & mo-
tivato dal fatto che i complessi di Coxeter irriducibili finiti sono tutti produci

bili come tassellazioni di ipersfere. Rimando per cid al Cap. VI di [4]. Per esempio
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tetraedro ed ottaedro sono gli unici complessi di Coxeter di tipo sferico di ran
go 3. A questi potremmo aggiungere il cubo; ma & identico all'ottaedro: basta rap
presentarne le faccie come vertici ed i vertici come faccie ("faccia" & inteso qui

nel senso solito, ovviamente).

E' ben noto che i gruppi (i complessi) di Coxeter di tipo sferico sono tutti e

soli quelli nei diagrammi:

(An) (n>1) 0 0 0=—++~—0 0
1 2 3 n-1 n
(Cn) (h > 2) 0——0———0— "+ + —0———(0——D
1 2 3 n-2 n-1 n
%n-1
(Dn) (n > 3) 0———0————0—+**—0 o<::::o
1 2 3 n-3 n-2
n
) o——0———S0—0
(F,)
(E6) 0 0 i o 0 (E7) 0———0 i 0 0
’ —
(E8) 0 0 0 0 0 0 (H3) o——C———=0 (Hq) o 0 ===
(Gm) o0———0 (m > 3)
(m)
. 3 4 .
Ovvio che (G) = (AE)’ (G) = (C2) e (D3) = (A3). Non si usa dar senso a (G]).

Talvolta si usa (Bn) anziché (Cn), come gia ho avuto occasione di ricordare in

precedenza.

Di qui in poi 1'assunzione che gli edifici siano complessi grassi diventa essen-
ziale. Elenco, senza dimostrazioni, alcuni importanti risultati, dovuti per lo pil

a Tits.

(b.7) Non esistono edifici di dizgramma (H3) od (H
(cfr. [26] , Addenda).

(b.8) G1i unici edifici finiti di diagramma (Gm) si ottengono per m = 3,4,6,8.

4)'
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(Cio risulta, per la parte negativa, da un noto teorema di Feit e Higman. (Cfr.[]ﬂ).
Per la parte positiva: per m=3,4 & ovvia (basta considerare un piano proiettivo
non degenere per m=3, e uno spazio polare grasso per m=4). Per m=6 si pud conside
rare una BN-coppia in un gruppo di Chevalley di tipo 62 su un campo finito. Per

m=8, si consideri una BN-coppia nel gruppo di Ree 2F4);.,.,g;

(b.9) Gei edifici §initi inniducibili di nango > 3 sono fwtti ottenibili da
BN-coppie sudl ghuppl semplicd §Lnitd.
(Cfr. [26], cap. 11).

Si dird nango di una BN-coppia il rango del suo gruppo di Weyl. La BN-coppia si

dird uilducibile se i1 suo gruppo di Weyl & drriducibile.

Si ha:

(bn.5) T gruppl §initi semplict dotati di BN-copple tuviducibili di rango > 3
sono ghuppd di Chevalley su sistemi indecomponibili di nadici 0 ghuppi ot-
Lenutd pern 'twisting' da quesiti.

(Cfr. [26]). Viceversa: & ben noto che i gruppi di Chevalley su sistemi inde-

componibili di radici e quelli ottenuti da questi per 'twisting' ammettono BN-cop-

pie (si veda, per esempio, [16]).



GENE? ALLONT

; e R “:C‘!‘-‘ 1 L]
elle BN ‘
rebhe 2N nre d

-

o
—s
c
ax

CONCETTD DI

EDIFICIO

sc wosteano la profondita della teoria
anche 1 Timiti in estensione: si di
icare la teoria a cose troppo distan

revole studiare qualche indebolimento

ca pid ovvic & di {oocia. ders ‘thiesta che i complessi da conside
are siano grassi. Tntant ito potesi rac ‘nterviene in modo diretto nel
le preciedenti eosty S ostrezioni. Inler. ne principalmente nella costru
L KR . . . , con Tat. .
ione di coMn taosTopnd ey ilare sgstituendc T con T . Interviene
S B,N B,N

TET nue

10ma .

Ma, soprattyito

SEivVg (P Nen S0no

no £ gid vist

tiam; te

itineare simuetrica ¢ di in

fa (b ) del Cap. 1. Ma potremmo sem

in tutto simili ad edifici,

. To spazio polare €B¢ di

su uno spazio vettoriale di di-

nstor2 2n cu oun campo di caratteristic ¢ ¢ di pit. La classe degli spa
[ ari fin’ legend di rape .ite legata alla classe degli
ificd « J.o51 & giad viste splesso orifiamma  ((R) di uno spa-
~ degencre 40 di - 3 & un edificio di tipo (Dﬁ). Ma la
i Lo Jificio (7 di diagramma (Dn). Assumia-
1 > N | i ver =t 4iggramma, come in figura:
0
T e
Y e ) i R e
I 2 3 n-3 n TS0
i
Butiamo T'attribuzione ded ti-7 - GLsBGiLmG 0 COMe nuovo tipo alle varieta gia

g1 tisoned » ',
OVE VAP I8

COME 2

> variete., cuando r

Ling ale

aiftre varieta. Introduciamo poi
¢ -diere di tipo {n,n-1} in 0.
(" intesa come incidenza tra ban

:partamenti i1 risultato di



- K2 -

questa costruzione sugli appartamenti di 0. Otteniamo un complesso di camere
G (f), strutturato in appartamenti. Valgono le (B.2)-(B.4) su & (0), ma non la
(B.1). Per di pid, gli appartamenti di ﬁi(ﬁ) sono complessi di Coxeter nel dia
gramma (Cn) (con 1'usuale numerazione di vertici). Di fatto: (&) & (isomorfo
a) uno spazio polare fine (non degenere perché V- grasso). Vedremo cid pid

avanti. E' poi immediato verificare che:

0R(©) ¥ & per oani edificio & di tipo (D)
2E@)) =% per ogni spazio polare fine (non degenere)@ di

rango > 3.

(Noto che per dare queste costruzioni e per stabilire questi isomorfismi non c'é

bisogno di sfruttare il fatto che 0 e grasso e L & non degenere).

V'é un altro esempio simile. Sia (O un edificio di tipo (D4), e numeriamo

i vertici del diagramma come in figura:

Mutiamo 1'attribuzione dei tipi, assegnando alle varietd di é} di tipo i >0
come nuovo tipo 3. Manteniamo il tipo O alle varietd di tipo 0. Introduciamo due
nuove classi di varieta: le bandiere di [ di tipo {i,j} per 1 <i < j <3,
cui attribuiamo il tipo 2, e le bandiere di § di tipo {1,2,3}, cui assegnamq_]
come tipo. Assumiamo come incidenza la vecchia incidenza di (' (ma selo tra fac
cie o varietd corrispondenti a nuove varieta di tipi distinti). Assu-
miamo come nuovi appartamenti i1 risultato di questa costruzione sugli apparta-
menti di O Otteniamo un nuovo complesso J((@) strutturato in appartamenti,
cui manca solo la grassezza per essere un edificio. Gli appartamenti di Jﬁ(ﬁ)

sono complessi di Coxeter nel diagramma (F4):

0 oc——o0——0
0 1 2 3
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Potremo allora definire un edificio debole (cfr. [26], Cap. III) come struttura
I = (K,U), ove K & un complesso di camere e U una famiglia di sottocomplessi
di K, detti appartamenti, tale che valgano le (B.2)-(B.4).

Vi sono perd difficolta. Non & facile sviluppare molta teoria su questa defi-
nizione. Tutto quanto v'é di struttura in T & concentrato nel sistema degli ap
partamenti. Ma le (B.2)-(B.4) da sole non implicano che gli appartamenti siano
complessi di Coxeter. Sicché sulla loro struttura sappiamo solo che sono comples
si di camere magri. E cid & troppo poco. Per esempio, vorremmo ancora poter defi-
nire il diagramma di T, e dovremmo poterlo ricostruire dagli appartamenti, esa-
minando in essi i residui di bandiere cui manchino due varieta per essere camere,
come per i complessi di Coxeter. E potremmo ora pretendere che il diagramma a sua

(%)

be che, ogni qual volta si abbiano diagrammi associabili a complessi di Coxeter,

volta individuasse gli appartamenti a meno di isomorfismi IT che comportereb
gli appartamenti siano appunto complessi di Coxeter. I1 ché, caduta la (B.1), non
accade. I1 controesempio & banale. Ogni complesso di camere magro, strutturato con
sé stesso come unico appartamento, & un edificio debole nel senso ora definito.

Ma in uno stesso diagramma di Coxeter vi possono essere molti complessi di came-

re magri che non sono di Coxeter, e ci6 basta.

Come esempio, consideriamo il diagramma:

Q

LN,

Sappiamo dalla classificazione dei complessi di Coxeter finiti che i1 comples
so di Coxeter in questo diagramma & infinito. Vi sono tuttavia complessi di came-
re magri finiti che producono questo diagramma. Basta considerare una triangola-
zione T di un toro o di una bottiglia di Klein tale che per ogni vertice di T
escano esattamente 6 triangoli e i triangoli di T siano colorabili in bianco
e in nero in modo che triangoli adiacenti abbiano colori opposti. Scegliamo al-
lora i vertici di T come varieta di tipo 0, i triangoli bianchi come varieta
di tipo 1 e quelli neri come varietd di tipo 2. Definiamo poi una incidenza tra
(*) Ammetto perd che si tratta di una richiesta molto esigente, forse pitu del

dovuto.
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tali varieta stabilendo che un vertice e un triangolo siano incidenti se sono
incidenti nel senso solito, e che due triangoli si dicano incidenti se sono adia
centi. E' presto visto che si ottiene cosi un complesso di camere magro, e che
il residuo di ogni varieta & un triangolo. Come appunto volevamo. A titolo di no
tizia: si possono costruire triangolazioni T, verificanti le ipotesi date, con
7,8,9,10,12 vertici, e anche N vertici, per ogni N della forma UV con u,v > 3,
e forse per ogni N. In definitiva, siamo condotti alla sequente definizione:

Un edificio generalizzato & una struttura T = (K,U) ove K & un complesso di
camere e U wuna famiglia di sottocomplessi di K, detti appartamenti, tale che:
gli appartamenti sono complessi di Coxeter, e valgono le condizioni (B.3) e

(B.4) del Cap. I.

Nota - G1i edifici deboli detti qui sopra "generalizzati" non ricevono in [26]
alcuna denominanzione particolare che 1i evidenzi tra gli altri edifici deboli.
Nell'articolo di Tits [28] vengono invece chiamati addirittura edifici; e con
buone ragioni, perché c'é poco della teoria degli edifici che non si estenda

agli edifici deboli qui sopra detti edifici generalizzati. La terminologia che

qui adotto & solo una banale via di mezzo tra queste due opzioni.

Pid o meno tutto di quanto sin qui detto sugli edifici resta valido per gli
edifici generalizzati. In particolare restano valide le (b.1)-(b.6) (1a(b.2) di
venendo parte della definizione). Possiamo parlare di diagramma, funzioni di ti
po, automorfismi speciali. Sia poi dato un gruppo G di automorfismi speciali di
un edificio generalizzato, transitivo sull'insieme delle coordinatizzazioni. Pos
siamo scegliere una coordinatizzazione (C,Z), e considerarne la coppia stabiliz
zatrice (B,N). Come nel primo esempio del Cap. 1, possiamo dimostrare che valgo-
no su (B,N) le condizioni (BN.1),(BN.2),(bn.1) e (BN.3.a). Cid suggerisce di de
finire una BN-coppia generalizzata come una coppia (B,N) di sottogruppi di un
gruppo G, tale che: <B,N> = G, posto T =BfN & T4 N e posto, W = N/T, il
gruppo W € un gruppo di Coxeter e, detto R wun sistema di riflessioni per W,

vale la condizione (BN.3.a).

Tutto quanto detto sui nessi tra edifici e BN-coppie si trasporta ad edifici

generalizzati e BN-coppie generalizzate, salvo rinunciare alla costruzione
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con. . lat.
BN ° sostituendola con FB,N

tizzato (r,z,C), e un gruppo G che agisca su T come gruppo di automorfismi

r . Dato perd un edificio generalizzato coordina-

speciali transitivo sull'insieme delle coordinatizzazione di T, e indicata con

(B,N) la BN-coppia generalizzata stabilizzatrice di (C,£), non possiamo esibi-
(r1at.21at.
B,N’ "0

in G di faccie di T. La costruzione dell'isomorfismo & pida indiretta, media-

re 1'isomorfismo tra (z,r,C) e ,B) considerando g1i stabilizzatori

ta dal complesso di Coxeter K(W) di W. Come nell'esempio 1 del Cap. 1, si mo
stra che 1 = K(W). Come nel Cap. 2, si mostra che zlat' = K(W). In tali iso-
morfismi, i1 simplesso delle faccie di £ incluse in C (brevemente: delle fac
cie di C) corrisponde al simplesso costituito dai sottogruppi di W del tipo

W.(J e R) (ovvero: al simplesso delle faccie della camera 1 di K(W)), e questo

5
corrisponde al simplesso dei parabolici fondamentali (ovvero: al simplesso delle

Z1at.
0

faccie della camera B di ). Con cio, & poi facile costruire 1'isomorfismo

desiderato, estendendo la corrispondenza contemporaneamente su F;a;' per molti

plicazione a sinistra e su I mediante 1'azione di G. Tralascio i dettagli, or-
mai facili. Qui mi limito ad osservare come questa costruzione poggi in modo es-
senziale sul gruppo di Weyl W, e quindi sul fatto che gli appartamenti (ci sono

e) possono prodursi come complessi su opportuni gruppi (qui, di Coxeter).

Ignoro se i1 termine "BN-conpia generalizzata" ora introdotto sia reperibile
nella letteratura. Ad ogni modo, qui torna comodo. Do alcuni esempi di BN-coppie

generalizzate.

Intanto, un esempio banale: sia G estensione di un sottogruppo normale B me
diante un gruppo di Coxeter W. E sia N un qualunque sottogruppo di G tale che
N/(BYN) = W. Allora (B,N) di una BN-coppia generalizzata che non & una BN-coppia.
La saturazione di (B,N) & (B,G). Tale esempio & meno artificiale di quel che
sembri. Sia infatti (B,N) una BN-coppia di diagramma (An), in un gruppo G. Ve-
dremo pil oltre che Flat. @ una geometria proiettiva, eventualmente degenere. E

B,N
lat. Tat.

siccome G @& transitivo sull'insieme delle camere di FB N allora TB N

é una geometria proiettiva ordinaria o & la geometria proiettiva discreta. Nel
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lat.

FB N & grasso, sicché (B,N) & una BN-coppia. Nel secondo caso

primo caso,
&B 4G, eG/B &1l gruppo di Coxeter di diagramma (An).

Sia invece data in un gruppo G una BN-coppia generalizzata (B,N) di dia-

gramma (Cn). Allora, come vedremo nel seguito, r;a;' € uno spazio polare. E
per la transitivita di G sull'insieme delle camere di F;a;.’ una delle seguen
ti condizioni vale su P;a;':

E' lo spazio polare magro.

)

) E' uno spazio polare grasso.

) E' uno spazio polare fine non degenere.

) I sottospazi massimali individuano geometrie proiettive discrete, ma da ogni

sottospazio di codimensione 1 escono piu di due sottospazi massimali.

Nel primo caso € B 4 G, e G/B & i1 gruppo di Coxeter di diagramma (Cn). Nel
secondo caso (B,N) & addirittura una BN-coppia. Passiamo al terzo caso. Se n=2,
é difficile dire in generale qualcosa su (B,N). Supponiamo ora n > 3. La cor-
rispondenza tra spazi polari fini non degeneri ed edifici di diagramma (Dn) mo-

lat. e s L .
stra che ?Baﬁ =2L(0) per un opportuno edificio 0 di diagramma (Dn). E' poi

presto visto che ogni automorfismo di ( induce sul diagramma di  un auto
morfismo, di modo che i1 gruppo G di tutti gli automorfismi di & pud rappre

sentarsi sul diagramma come un sottogruppo del gruppo G degli automorfismi

dg
del diagramma. I1 nucleo di tale rappresentazione & il gruppo GSp degli automor
fismi speciali di 0, che ovviamente & normale in G. Usando i risultati del

Cap. IV di [26] si pud provare, con un po' di pazienza, che G induce sul diagram

ma i1 gruppo G Sicché G @& estensione di GSp mediante G, . Supponiamo ora

da”
n#4. In tal casg Gdg ha ordine 2. E' poi presto visto che gg res?ituisce su
2 (0) i1 gruppo di tutti gli automorfismi (ora necessariamente speciali, perché
(Cn) non ha automorfismi propri), e che G & transitivo sull'insieme delle cdog
dinatizzazioni di < (8). La stabilizzatrice in G di una coordinatizzazione

di 9 (0) @& una BN-coppia generalizzata, che non & una BN-coppia perché L (o)

non & grasso. La BN-coppia generalizzata di partenza (B,N) dovra essere rappre-



- 57 -

sentabile su una sotto-BN-coppia (generalizzata) opportuna di una di quelle
ora individuate in G. Nel caso di n=4, invece, Gdg é il gruppo-simmetrico
S,. Mettiamo allora in evidenza un vertice esterno del diagramma (D

3
candolo con 0 come in figura:

) o’//0
0 \\\\p

4), mar

con 1'intesa che nella costruzione di %4, ([) le varieta di tipo 0 saranno

0

deriamo 1'estensione éO di GSp mediante GO' I1T gruppo GO restituisce su

CB(U) il gruppo di tutti g1i automorfismi. E ora tutto & come prima. E' utile

poste in ruolo di punti. Sia G, 1lo stabilizzatore di 0 in Gdg’ e consi-

confrontare queste costruzioni con concetti pil consueti, nel caso di n=3. Sic

come (D3) e lo stesso che (A 1'edificio O & ora una geometria proiettiva

)s
non degenere di dimensione 33(anche cid risultera da quanto dird pid avanti). Lo
spazio polare 53(0) si ottiene prendendo come nuovi piani le reti di rette di
O su un piano di O e le stelle di rette di & per un punto di O (ovvero: i
punti e i piani di & sono i piani di §(0)), come rette di (&) i fasci di
rette di ¥ su un piano di & per un suo punto (ovvero: le rette di &(8) sono
Te coppie costituite da un piano di 0 e da un punto di & incidenti), e come
punti di “B(0) 1e rette di O . Si vede facilmente che gli appartamenti di $(0)
corrispondono ai tetraedri di 0. I1 gruppo G di tutti gli automorfismi di &

(ovvero: i1 gruppo degli automorfismi di ,(0)) & i1 gruppo costituito da tutte

Te collineazioni e tutte le 'polaritda' di O (intendo ora polarita come collinea
zione da O al suo duale). Do ora pochi cenni sul caso in cui n > 4. In tal ca
so dal num. 8.4.3 di [26] si ha che Qj(O) pud pensarsi come 1o spazib polare §f¢
di una forma bilineare simmetrica non degenere ¢ di indice di Witt n in uno
spazio vettoriale V di dimensione 2n. Mi 1imito a notare che il gruppo delle
collineazioni di V_ che conservano 1'ortogonalita —%— non & transitivo sull'in
sime delle coordinatizzazioni di & (0). Infatti possiamo sempre prendere una op-

»U di V 1in modo da portare la matrice di ¢ nella forma:

b
portuna base wu on

120
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edifici, di diagramma (An) e (Cn) rispettivamente. Gli edifici di dia-
gramma (Dn) sono i complessi orifiamma di spazi polari fini non dege-

neri di rango n.

Che gli spazi proiettivi siano edifici generalizzati di diagramma (An) si é
gia visto, in sostanza, nell'esempio 1 del Cap.1: lo studio ivi svolto su V_ &
infatti facilmente generalizzabile a geometrie proiettive arbitrarie, anche de-
generi (purché di dimensione finita). Che gli spazi polari diano luogo ad edi-
fici generalizzati di diagramma (Cn) si & gia visto nell'esempio 2 del Cap. 1.
Rimando ai Cap. VI e VII di [26] per una dimostrazione del fatto che gli edifi
ci di diagramma (An) e (Cn) sono geometrie proiettive e spazi polari, rispet
tivamente. Riporterd pid oltre una versione leggermente diversa di tale dimo-
strazione. In ogni caso, supposto di avere numerati i tipi da 0 ad n-1 in mo
do naturale, da sinistra a destra nel diagramma, si assumeranno le varieta di
tipo d come sottospazi d-dimensionali, e si identificheranno con gli insiemi
delle varietd di tipo O (punti) ad esse incidenti. La parte della (b.10) che
riguarda (Dn) si & praticamente gid vista nell'inizio di questo capitolo (non
v'era alcun bisogno della grassezza, infatti). La parte della (b.10) che riguar

da edifici e casi non degeneri & ovvia.

Rimando al num. 10.13 di [26] e all'articolo di A.M.Cohen [1]] per gli edi-

fici generalizzati di diagramma (Fq). Non mi & nota una caratterizzazione ele
mentare per gli edifici generalizzati nei diagrammi (E6)’(E7)’(E8) ed (H3),

(Hy)
to solo a classiche proprieta di incidenza su punti, sottospazi,...o a costru

, ove si intende elementare' una caratterizzazione che faccia riferimen

zioni esprimibili in questo linguaggio, senza dover fare riferimento a diagram
mi e, tantomeno, ad appartamenti. Per una caratterizzazione parzialmente ele-
mentare degli edifici generalizzati nei diagrammi (EG)’(E7) ed (E8) rimando al
la parte finale dell'articolo di Tits [28], citato poco pid sopra. In tale ar
ticolo si forniscono anche caratterizzazioni simili per gli edifici generaliz
zati negli altri diagrammi di tipo sferico, ad accezione dei diagrammi (H3) ed
(H4), che anche per questo aspetto si rivelano dunque eccezionali (cfr. (b.7)

del Cap. III). Sugli edifici generalizzati nei diagrammi (E6), (E7) ed (E8)
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(0 ed I _ sono le matrici nulla ed identica, nxn). Poniamo poi v, =u. per

n n i i
i £ n+l, 2n; e Vil T Upgy T UL & Vo = U + uy - Le sequenze (u],...u2n)
e (V1""V2n) individuano le armature di due appartamenti ¢ e ' di £3¢ ,

contenenti entrambi la camera C = {<u.,> ,<u >,... <U ,...un>} . Non v'é

su
1 1772 1

alcuna collineazione di Vm che porti £ in &' tenendo fissa C e conser-
vando 1'ortogonalitd (cid si vede con un po' di calcoli).

Tralascio di discutere il quarto caso. Vediamo piuttosto un altro esempio.

sia § un edificio di tipo (04), e G i1 gruppo dei suoi automorfismi.
Dalla costruzione dell'edificio generalizzato (M (@) si vede facilmente che
G da un gruppo di automorfismi speciali di (M(#), transitivo sulle coordi-
natizzazioni di ~ JM(0). La stabilizzatrice di una tale coordinatizzazione
di in G una BN-coppia generalizzata di diagramma (F4), che non & una BN-cop

pia perché JM(0) non & grasso.

G1i esempi precedenti non autorizzano certo conclusioni. Resta comunque
1'impressione che le BN-coppie generalizzate, quando non siano banali, siano
in qualche modo imparentate ad edifici; quindi non ci saremmo allontanati mol
to dalle BN-coppie. Pur con tutte le dovute cautele, analoga impressione pud

trarsi dai seguenti risultati.

Come ho fatto finora, col termine geometrnia prolettiva (o spazio prolettivo)
mi riferisco anche alle geometrie proiettive degeneri (in cui cioé vi sono ret-

te con due soli punti). Si ha:

(b.10) G1i edifici generalizzati di diagramma (An)sono le geometrie proiettive
di dimensione n. Gli edifici generalizzati di diagramma (Cn) sono gli
spazi polari di rango n. G1i edifici generalizzati di diagramma (Dn) SO-
no i complessi orifiamma di spazi polari fini di rango n. Le geometrie

proiettive non degeneri e gli spazi polari grassi corrispondono agli
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tornerd pit oltre. Qui voglio invece fare notare come, nel caso degli edifici,
la forma dei diagrammi (E6), (E7), (E8) e (Dn) (quando n > 4) racchiuda un'in-
formazione insospettatamente ricca; essenzialmente per la presenza nel diagram-
ma di un vertice da cui escono tre lati. ITlustrerd qui i1 succo della questio

ne. Occorrono perd alcune definizioni preliminari.

Intanto & ovvio cosa si intendera per snesdiduc di una faccia F in un complesso
di camere K; generalizzando quanlo stabilito su complessi di Coxeter, diremo re
siduo di F in K Tla stella delle faccie di K contenenti F. Nel caso che K
sia un complesso di bandiere (in particolare: se K sostiene un edificio gene
ralizzato di rango finito) possiamo identificare i1 residuo di F con il siste
ma delle varieta incidenti ad F e non appartenenti ad F, munito della relazio
ne di incidenza indotta su esso dall'incidenza definita su K. Indicheremo il re

siduo di F con StKﬂF) (oppure con RK!F) 0o anche con K_; usando di preferenza

F'
queste ultime due notazioni quando, sempre che sia possibile, vogliamo vedere il

residuo di F come sistema di varietd). Si ha che:

(b.11) I1 residuo di una faccia F in un edificio generalizzato T = (K,U) sostie
(F)s Uc) ove & U = {StE(F)Iz e

e F e t}. Data una funzione di tipo t su T, il diagramma di T_ si ottie

ne un edificio generalizzato g = (St

F
ne dal diagramma D(r) di T cancellando i vertici in t(F). Le funzioni
di tipo di e sono le restrizioni a I delle funzioni di tipo di r .

(Rimando per la dimostrazione al cap. III di [26] ). La (b.11) ha importanza note-
vole. Su di essa si appoggia ogni argomentazione per induzione sul rango quando

si abbia a che fare con edifici generalizzati di rango finito).

Cido premesso, dalle (b.10) e (b.11) si ha subito che, se i e j sono con-
giunti in D(r) da un lato semplice, il residuo di una faccia F di cotipo {i,j}
& un piano proiettivo (non degenere se I & un edificio). E dati tre vertici
i,j,k in D(r) tali che i e j e k siano congiunti da lati semplici in D(r),
ma i e k non siano congiunti da alcun lato in D(r), il residuo di una bandiera
Fdi cotipo {i,j,k} & (sempre per (b.10) a (b.11)) wuno spazio proiettivo 3-di

mensionale (desarguesiano se T & un edificio).
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Assumiamo ora che T sia un edificio di rango finito n> 3, irriducibile,
e tale che tutti i lati di D(r) siano semplici e non vi siano 3-cicli in D(T)
(come appunto accade per i diagrammi (E6), (E7)’(E8)’(Dn) ed (An)). |curiosa-

mente questa- ipotesi compare altrove : cfr. (gd.19) del cap. 7].

Per ogni scelta dei tipi 1i,j congiunti in D(r), per ogni bandiera F di co-

tipo {i,j}, ' & un piano proiettivo desarguesiano. Infatti, sia k wun tipo

F
# 1,J e congiunto ad i oa Jj in D(r). Un tal k esiste perché n>3 e

D(r) € irriducibile. Inoltre k & congiunto ad uno solo dei due tipi i e J,
perché D(r) non contiene 3-cicli. Poniamo che k sia congiunto a j. Allora

non & congiunto ad i, perché D(T) non contiene 3-cicli. Sicché, se x € la
varietain F di tipo k, FF tx} € uno spazio proiettivo 3-dimensionale, non

degenere (e percid desarguesiano) perché T & un edificio. Ma e € un piano

di tale spazio. Sicché e € desarguesiano. Indichiamo ora con Kij il cor

po che coordinatizza FF’ quando si pongano le varieta di tipo i 1in ruolo
di punti. Proviamo ora che il corpo KEj non dipende da F, ma solo da i e j.

La cosa si prova per induzione su n. Se n = 3 & ovvia, perché le ipotesi assun

é
te su D(r) mostrano che &, in tal caso, D(r) = (A3). Sia dunque n > 3. Sia kK
un tipo distinto da i e j e congiunto in D(r) ad i o j. Supponiamo che
k sia congiunto a j (e quindi non ad 1i). Siano F ed F' due bandiere di co
tipo {i,j} , e siano x,x' 1le varieta di tipo k in F ed F', rispettivamen

te. Con lo stesso ragionamento impiegato per ricavare la (p.5) del Cap. 1, si pro

va che esiste una sequenza X = X XogeoaX X =X di varieta, di ti-
q 0V 1 m-1"Ym**m ’

po k ed h alternativamente, ciascuna incidente alla successiva. Per ogni
t =0,1,...m-1, scegliamo due bandiere Gt e ét di cotipo {h,k,i,j}, inci-

denti alle bandiere {xt,yt} e } , rispettivamente, e scegltamo una ban-

{yt’xt+1

diera Gm di cotipo {h,k,i,j} incidente a {ym,xm}. Poniamo poi F_ = Gt U {Xt,yt}

t
d - = s - - -
e Ft Gt u {yt,xi+]} . Eer quanto visto sopra, passando al residuo di Gt U{ yt}
F F
si ottiene che & KiE = Ki§ . Passando al residuo di X, € applicando 1'ipotesi

induttiva se D(r) - {k} & connesso, altrimenti applicando la (b.6) del Cap. III,

. F FO Ft F F ] F '
si ha che K..=K.Y, K., =Kt+1 e KM™=K.. . In definitiva: K.. = K..
1] ij ij ij ij ij N ij

F

Scriveremo dunque Kij anziche Kij
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Nota - Ho riportato tutto il ragionamento per esteso, in quanto mostra uno sti-
le di argomentazione che diviene assai frequente quando si passi dalla teoria
degli edifici alle geometrie di Buekenhout (o di Tits-Buekenhout, o di Tits, co

me sono talvolta chiamate).

E' ora immediato verificare che, ferme le ipotesi precedenti, dati tre tipi
i,j,k in D(r), con i <congiuntoa j e Jj congiunto a k, risulta Kij=Kjk'
Ora, se per ogni vertice di D(I') escono al pil due lati, nelle ipotesi assunte
risulta D(r) = (An) (ed allora 1 & una geometria-proiettiva ordinaria) oppure
D(r) & un ciclo di lunghezza almeno 4. In entrambi i casi, & possibile stabilire
un verso di percorrenza su D(r), e Kij dipende solo dal verso individuato dalla
coppia ordinata (i,j). Supponiamo invece che wi siano in D(Tr) vertici da cui
escano pil di due lati. E sia i wun tal vertice, congiunto con jo,...jm, ove
m>» 2. Risulta K., . =K e K. . =K, 5 per ogni i=1,...m. Ma & anche

1 i,. }1 3

Kj K Ki,j per h,k = 1,...m, con h# k. Infine Kj - Ki,j . Da c¢ido si ha
h k 0 0

subito che Kij non dipende da i e da j, nemmeno dall'ordine in cui sono pre-
si. In conclusione: i piani che s4 ninvengono sudl Lati di D(T) (ovvero: che sono
residui di bandiere di cotipo {i,j} con i e j congiunti in D(Tr)) sono tutti
coordinatizzati da uno stesso corpo K, che coordinatizza sia i1 piano che il suo
duale. Da cid, con un po' di pazienza, si prova che K & un campo. Nei fatti, ba
sta provare la cosa per D(r) = (04) (e per cid rimando al num. 6.12 di [26] ). Do

podiché: bastera scegliere in D(r) un nodo del tipo:

e passare al residuo di una bandiera di cotipo {i,j],J }

2233

In definitiva: ferme le ipotesi precedenti su r, se D(r) # (A e se D(r)

3)
non & un ciclo, allora i piani che si rinvengono aui lati di D(r) sono piani pa
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scaliani. (In particolare: se D(r) = (E6),(E7),(E8),(Dn) con n>4,...).

Nota - Vi sono dunque casi in cui i1 diagramma racchiude informazioni molto ric-

che. Vedremo in seguito altri casi simili. Naturalmente, non & sempre cosi.

. . . 20 i s s S
Se conveniamo di dare senso anche al simbolo (G ), indichiamo con esso il dia

gramma (riducibile):

la (b.11) mostra che i residui di faccie di cotipo {i,j} (i,j € D(r), i # j) in
un edificio generalizzato sono edifici generalizzati in diagrammi (Gm) (m > 2)
(cioé, poi: edifici generalizzati di rango 2). Conviene dunque esaminare il caso

di rango 2 con un po' di cura.

Cominciamo col definire spazic parziale Lineare uno spazio di punti e rette
tale che per due punti passa al pil una retta, due rette si intersecano su al piu
un punto, ogni retta ha almeno due punti e da ogni punto escono almeno due rette,
e due punti possono sempre congiungersi con un'opportuna spezzata (equivalentemen

te: due rette possono sempre ...).

E' ovvio che uno spazio parziale lineare pud essere visto come un complesso di
camere di rango 2.(Le varieta sono i punti e le rette, 1'incidenza & quella
usuale).I sottocomplessi magri sono allora gli m-agoni ordinari ("ordinari" qui
intende: che non presentano ripetizioni di lati o vertici). Se m > 3, dicia-
mo m-agone generalizzafo uno spazio parziale linerare che non contenga r-agoni
ordinari per r < m, e tale che per ogni coppia di camere C,C' esista un m-ago
no ordinario che contenga C e C'. Diciamo poi 2-agono generalizzato, o digono
generalizzato, uno spazio di punti e rette, con almeno due punti e due rette, in
cui tutti i punti sono incidenti a tutte le rette. Se si rammenta che i comples
si di Coxeter di rango 2 sono gli m-agoni ordinari, & quasi immediato verificare

che g1i edifici generalizzati di rango 2 sono gli m-goni generalizzati.

E si comprende ora come il diagramma D(T) di un edificio generalizzato T possa
definirsi anche mediante i residui in 1 di bandiere di cotipo ({i,j}, pur che
la ripartizione in tipi sia gia stata assegnata, in qualche modo. Precisamente, con

notazioni quali:



0 o , O0—0 ,0C__"0 ... 0—0 ...

intenderemo che i residui in T di bandiere di cotipo {i,j} sono, rispettiva-
mente digoni generalizzati, piani proiettivi, spazi polari di rango 2,... m-ago
ni generalizzati,

La (b.11) garantisce la coerenza di queste convenzioni con quelle precedente-

mente stabilite.
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CAPITOLO 5

GEOMETRIE DI TITS-BUEKENHOUT (DEFINIZIONI)

Si & dunque visto che, volendo fondare tutta la teoria sul concetto di apparta-
mento, si @ portati ad imporre, nel caso dei diagrammi di Coxeter, che gli apparta
menti siano appunto complessi di Coxeter; e cid sembra non poter condurre molto lon
tano dagli edifici. Le difficolta sono altre, naturalmente, se si considerano strut

ture in diagrammi non di Coxeter. DO due esempi.

Esempio 1) - Possiamo imitare su edifici generalizzati nei diagrammi (EG)’(E7) ed

(E,) la costruzione dello spazio polare %.(5) da un edificio generalizzato o

)
8
di diagramma (Dn) e Ta costruzione dello spazio metasimplettico JM(®) da un edi-

ficio generalizzato O nel diagramma (D Avverto preventivamente che vi sono

4)'
buone ragioni per vedere nella costruzione seguente un'buon' adattamento al caso
di (En) delle due costruzioni ora rammentate (rimando per cid a [22]; si veda

anche, qui, il cap. 7).

Consideriamo un edificio generalizzato T di diagramma (En) (n=6,7,8; ma n po-
trebbe anche avere qualunque valore; non cambierebbe nulla). Numeriamo i vertici

dei diagrammi come in figura:

in-]
O—0..... — 0 0
0 1 n-4 n-3 n-2

Diamo alle varieta di tipo n-1 o n-2 un nuovo tipo: n-1. Assegnamo come nuovo
tipo n-2 alle varieta di tipo n-3 in T, e aggiungiamo nuove varietda cui asse-
gnamo ancora il tipo n-2, scegliendo a tale scopo le bandiere di tipo {n-1,n-2} in
r. Manteniamo i1 vecchio tipo a tutte le altre varietd, ma aggiungiamo un nuovo ti-
po di varieta, che contrassegnamo con n-3, scegliendo a tale scopo le bandiere

di tipo {n-1,n-3} in T . Otteniamo cosi un nuovo insieme di varieta, ripartito
in tipi. Definiamo su esse un'incidenza, stabilendo che varieta distinte di tipo
distinto abbiano a dirsi incidenti se sono incidenti in T, come bandiere e/o varie-
ta, eccettuato il caso in cui Tle varietd corrispondono 1'una a una bandiera di T

di tipo {n-1, n-2} o a una vecchia varieta di r di tipo n-1, e 1'altra a una vec-
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chia varieta di tipo n=3 in T. Si pud verificare facilmente che otteniamo un
nuovo complesso di camere, di rango n, che possiamo dotare di appartamenti, sce-
gliendo a tale scopo i risultati della stessa costruzione eseguita sugli apparta
menti di T. Non & difficile verificare che otteniamo cosi un edificio debole,
che indicheremo con £ (r). Non perd un edificio generalizzato. Infatti, quando
esaminiamo in un appartamento = di £ (r) i1 residuo di una bandiera F di cotipo
{n-3, n-2}, possiamo trovare o un triangolo o un quadrangolo, a seconda che F,
vista in T , abbia ivi cotipo {n-3, n-2} o {n-3, n-1}. Per disegnare il dia-
gramma dovremmo dunque introdurre una nuova convenzione grafica. Questo non & un
problema: qualcosa come

(3) & (4)

potrebbe andare bene. I1 diagramma sarebbe allora:

Ma ignoro se esso, assieme alla (B.2), basti ad individuare la struttura degli
appartamenti. Se poi ricostruissimoildiagramma calcolando i residui in & (T), ve
dremmo che quando negli appartamenti troviamo quadrangoli, in ;ﬁ(r) troviamo qua
drangoli generalizzati molto particolari: quelli ottenuti da grafi bipartiti comple
ti con almeno due vertici in ogni classe, facendo corrispondere i vertici a varie

ta di ;£(T) di tipo n-2 e i lati a varieta di tipo n-3. Per di pid, i residui di
bandiere di  § (F) di cotipo {n-2,n-11} sono tutti piani proiettivi degeneri. Seri
tenessimo questi fatti degni di nota tanto da meritare il conio di opportuni contras
segni da apporre sui lati del diagramma, allora 1'informazione direttamente ricava-
bile dal diagramma calcolato negli appartamenti sarebbe qui molto pid povera di

quella fornita dal diagramma calcolato su tutto %(Tﬁ.

Prima di passare al secondo esempio, voglio aggiungere ancora qualcosa su questo.
Non & difficile vedere che la (b.11) vale ancora su J,(I') (in sostanza: perché va-

le su T). Da cid, usando 1a (b.10) si ha che:
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i) Le varieta di (r) di tipo n-1 si distribuiscono in due insiemi di-
sgiunti, Vpr e Vp], a seconda che i1 loro residuo in  J(r) sia uno
spazio proiettivo o uno spazio polare.

ii) Le varieta di Z(r) di tipo n-2 si distribuiscono in due insiemi, U
e U', a seconda che siano incidenti ad esattamente due varieta di tipo

n-1, una in Vpr e una in Vp1’ o che tutte le varieta di tipo n-1 ad

esse incidenti stiano in Vp].

iii) Ogni varieta di f(r) di tipo n-3 & incidente ad esattamente una va-
rieta in Vpr ed esattamente una varieta in U'.

Le varietda in Vpr provengono dalle varietd di 1T di tipo n-1, quelle in Vp]
provengono da quelle di tipo n-2, quelle in U' provengono dalle varieta di r di
tipo n-3, quelle in U dalle bandiere di T di tipo {n-1,n-2}... . Sicché Te
i)-iii) dicono che la costruzione pud invertirsi. Per quanto vedremo pil oltre,
possiamo identificare ogni varieta di aﬁ(r) con 1'insieme delle varieta di tipo
0 ad essa incidenti. La costruzione di J(r) mostra allora 1'aspetto che assume
r quando To si voglia vedere come uno spazio di punti, rette, sottospazi ... ,
assegnando alle varieta di tipo 0 il ruolo di punti. Ignoro se le i)-iii), unita-
mente ad opportune proprieta generali su spazi di punti, rette, sottospazi ... ,

bastino a caratterizzare gli edifici deboli del genere di &£(T) con Tin (En)

(bisognerebbe comunque utilizzare i risultati della parte finale [28]). Se si, avrem
mo ottenuto una caratterizzazione elementare degli edifici generalizzati di diagram

ma (En)'

Naturalmente possiamo decidere di collocare in ruolo di punti le varieta di un
qualunque altro tipo. Il risultato della costruzione cambia, ma i problemi resta-
no gli stessi. E' facile spiegare in breve la regola generale cui obbedisce la co-
struzione. Dato un grafo ‘%y , un suo vertice X, € due insiemi di vertici X,Y,
diciamo che Y separa X da X, Se { Xs }- Y e X-Y, qualora siano entrambi non
vuoti, stanno in due distinte componenti connesse di ﬁ}-Y. Un insieme X di
vertici di 4% si dice xo-nidoizo se, per ogni xeX, si ha che X-{x } non se-

para x da X La costruzione prima descritta obbedisce alla seguente regola: si
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sceglie un tipo i in D(r) con 1'intenzione di collocare in ruolo di punti Tle
varieta di tipo i. Si prendono poi come nuove varietd le faccie F di tipo i-ri
dotto  t(F), assegnando ad esse come nuovo tipo il numero di vertici nella com
ponente connessa di 1 in D(I)-+(F) se i ¢ *(F), e 0 se iert (F) (nel qual
caso F @ addirittura una varieta di tipo i). Due tali nuove varieta F ed F'
si dicono poi incidenti se sono incidenti come bandiere e/o varieta in T , e se

t(F) separa t(F') da i in D(r), o viceversa.

Per esempio: quando si applichi questa costruzione ad un edificio generalizzato

di diagramma (E6), numerato come detto all' inizio e assegnando i1 ruolo di pun
ti alla varieta di tipo 5, si ottiene un edificio debole i}( r) di diagramma:
(3)&(4)
0 0 0 0 o—0
0 1 2 3 4 5

se il diagramma & calcolato negli appartamenti. Calcolando invece il diagramma in
tutto J'(m, vediamo che ai quadrangoli corrispondono particolari spazi polari,
del genere gia descritto in precedenza, e sugli ultimi due lati troviamo piani proiet

tivi degeneri.

La stessa costruzione su edifici generalizzati r di diagramma:

produce edifici deboli  L(T) di diagramma:

(6)
o———0——0 (Se n=3)
0 1 2
(3)&(4)
o 0 0 o—... —O0——0———0 (se n > 4)
0 1 2 3 n-3 n-2 n-1

se calcoliamo i diagrammi negli appartamenti. Se 11 calcolassimo in gi( I} trove-
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remmo nel caso di n=3 che agli esagoni corrispondono particolari esagoni gene-
ralizzati: quelli ottenuti dal grafo di incidenza di un piano proiettivo (i ver-
tici del grafo corrispondono alle varieta di tipo 2, e i lati a quelle di tipo
1). Nel caso di n » 4, ai quadrangoli sul lato da 1 a 2 e sull'ultimo lato del
diagramma corrispondono spazi polari particolari, del solito genere descritto in
precedenza. G1i spazi polari sull'ultimo lato possono anzi ottenersi da grafi del

tipo:

Sempre se n > 4, usando la (b.11) (che ancora vale su f(r)e la (b.10) si vede
che i residui di bandiere di 4 (F) di tipo { 0,1} sono spazi polari. Per di pia,

di un genere affatto speciale (rimando per questo all'articolo [22] gia citato).

Traggo qualche conclusione. Quando si abbia a che fare con edifici deboli che,
pur senza essere edifici generalizzati, siano ugualmente muniti di una funzione di
tipo, sembra piu chiarificante colcolarne i1 diagramma nella struttura presa nel
suo complesso piuttosto che negli appartamenti. In tal caso la struttura interna de
gli appartamenti pud non bastare a ricostruire il diagramma. E, viceversa, non &
detto che i1 diagramma, calcolato ora negli appartamenti, individui la struttura de
gli appartamenti. Per di pil, in tutti gli esempi ora trattati, quanto risulta uti-
le in pratica &, non tanto la struttura degli appartamenti, quanto piuttosto pro-
prietd come le i)-iii). Sicché, se possiamo ricavare siffatte proprieta prescinden-
do dal sistema di appartamenti (e nei fatti cio & possibile, spesso), gli apparta-
menti finiscono per apparire qui poco pil che un accessorio. Naturalmente, queste

conclusioni vanno prese con la dovuta cautela.

Esempio 2) - DO ora un esempio 'esterno' per cosi dire. Consideriamo uno spazio af-
fine A . Se J ha dimensione finita n, & immediato considerarlo come complesso

di camere, scegliendo come varieta i sottospazi propri non vuoti, e prendendo come
camere le bandiere massimali (se J  avesse dimensione infinita, potremmo conside-
rare la geometria all'infinito Ao di A, vederla come edificio, generalizzato
se A 8 degenere, e assumere come faccie di A le traslazioni di faccia di
Ao eventualmente completate con 1'aggiunta di un punto). Possiamo allora ripar

tire i sottospazi propri e non vuoti di A in tipi, assegnando a ciascun sotto-
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spazio, come tipo, la sua dimensione. E possiamo ora disegnare i1 diagramma di J ,
esaminando i residui in 4 di bandiere di cotipo {i,j } (con i#j). Se convenia
mo di indicare col simbolo ?——Bf—g il fatto che residui di bandiere di cotipo

{i,j} risultano piani affini (con le varieta di tipo i 1in ruolo di punti), il

diagramma di A é:

0 AT 0————0—-...—0—0
0 1 n-2 n-1

Da cid si ha subito che A non & strutturabile in appartamenti (almeno finché

si tiene fermo che un appartamento abbia da essere un complesso di camere magro).
Infatti non esiste alcun complesso di camere magro che dia luogo ad un diagramma
come sopra. Infatti tale diagramma dice che il residuo di una bandiera di cotipo
{0,113} deve essere un piano affine. E, per quanto un piano affine sia povero di pun

ti e rette, almeno tre rette per ogni punto le deve avere. Non & dunque magro.

Quanto sin qui visto, suggerisce di ridimensionare 1'importanza degli appartamen-
ti. E v'é qualche ragione per sperare che cid sia possibile senza gravi perdite.
Vedremo, in primo luogo, che & possibile caratterizzare gli edifici generalizzati
di tipo sferico (ad eccezione di quelli di diagramma (H3) e (Hq)) con proprieta che
non fanno menzione di appartamenti. Ma vi sono anche altre ragioni, che ora illu-

strerod.

Indicata con d(C,C') Ta distanza tra due camere C e C', il diametro d(T) di
un edificio debole I (in generale: di un complesso di camere) & 1'estremo supe-
riore di  {d(C,C") ! C,C" camere di T } . E' ovvio, per la (B.3) e le (b.1) e
(b.3) del Cap. I, che i1 diametro di T & uguale al diametro dei suoi appartamenti.
Posto ora che T abbia diametro finito, due sue camere si diranno opposte se la
loro distanza & uquale al diametro di ' (& ovvio che due camere opposte sono
opposte in ogni appartamento che le contenga). Un insieme © di camere di T s1
dird poi convesso se contiene tutte le gallerie minimali tra due sue camere (dalla
(b.3) del Cap. I si ha subito che gli appartamenti sono convessi). E' poi ovvio che
intersezioni di insiemi convessi restituiscono insiemi convessi. Sicché possiamo par

lare della chiusura convessa di un insieme di camere. Si ha, poi (cfr. [26] Cap.II):
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(b.12) Sia K wun complesso di Coxeter di diametro finito, e C,C' siano due
camere opposte in K. Allora per ogni altra camera C" di K risulta
d(Cc,C') = d(C,C") + d (C",C").

Allora:

(b.13) Sia r un edificio generalizzato di diametro finito. G1i appartamenti di

r sono le chiusure convesse in r di coppie di camere opposte.

Intanto, ogni coppia di camere opposte sta in qualche appartamento, per (B.3),
e dunque ogni appartamento contiene una coppia di camere opposte in r, per
(b.3). Per di piu, gli appartamenti sono convessi in 1, per (b.1). Sia ora =
un appartamento e C,C' wuna coppia di camere di r , opposte. Sia C" wuna ter
za camera di v . Per la (b.1), d(C,C") e d(C",C’) non variano, quando siano cal-
colate in s anziché in . Per la (b.12), allora, &€ d(C,C")+d(C",C') = d(C,C").

Sicché, date due gallerie minimali yda C a C" e vy da ¢" a C', Ta

giustapposizione di y e v da una galleria minimale 5 da C a C'. Ma

¥ appartiene alla chiusura convessa della coppia { C,C'}. Sicché C" sta nel-

la chiusura convessa di {C,C't . E 1a (b.13) segue.
Ancora:

(b.14) Sia T un edificio generalizzato di diametro finito. La corrispondenza che
alla coppia ordinata (C,C') di camere opposte di T associa la coppia
(C,Z), ove ¢ @& la chiusura convessa di {,C"}, realizza una biezione
dall'insieme delle coppie ordinate di camere opposte di ©r all'insieme del-

le coordinatizzazioni di T

Per 1a (b.13), c'é da provare solo biiettivita della corrispondenza. E questa
segue dal fatto che ogni camera ha esattamente un'opposta in ogni appartamento che
la contenga. Siano infatti C,C' e C" camere di un appartamento L,con C'e
C" opposte a C. Dalla (b.12) si ha subito che d(C',C") = 0. Sicché C' = C".
Sia poi T un appartamento e C wuna sua camera. Per la (b.13), c'é@ una coppia
C',C" di camere opposte in I . Ma L & un complesso di Coxeter, e pertanto
il gruppo degli automorfismi di £ & transitivo sull'insieme delle camere. V'é

dunque un automorfismo o di z che porta C' su C. Sicché o (C") & op-
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Otteniamo uno spazio polare fine non degenere di rango 2.

Con un po' di pazienza si mostra che i1 gruppo degli automorfismi speciali di
tale spazio & transitivo sull'insieme delle camere, ma non sull'insieme delle coor

dinatizzazioni.

Nondimeno, vi sono risultati che sembrano indicare che la transitivita sull'in
sieme delle camere sia ancora una condizione piuttosto forte. E' noto, per esempio,
che un gruppo di automorfismi di un edificio finito irriducibile T di rango
>3 @ un gruppo di Chevalley, o ottenuto per "twisting' da un gruppo di Chevalley,
se & transitivo sull'insieme delle camere di T (cfr. [18], per il caso (An); e

[24], per il caso generale). Ancora: un recente risultato di Timmesfeld, non anco-
ra pubblicato, asserisce quanto segue: sia [ una geometria di Tits-Buekenhout
(cfr. pit avanti), irriducibile e finita. Assumiamo che, per ogni scelta dei tipi
distinti i e j, i residui delle bandiere di cotipo {1i,j} o sono tutti piani
proiettivi desarguesiani di ordine # 3 o tutti digoni generalizzati (brevemente:
sul Latd del diaghamma trhovdiamo solo piani desarguesiani). Supponiamo infine che
i1 gruppo degli automorfismi speciali di r sia transitivo sulle camere. Allora o
T @ un edificio in uno dei diagrammi (An), (D) (Eg)> (E7),(E8), oppure ha uno

dei tre seguenti diagrammi:

hanno ordine 2)

(e i piani proiettivi sui lati del diagramma
hanno ordine 2)

© § ° (e i piani proiettivi sui lati del diagramma

(e sui lati del diagramma troviamo solo piani di
ordine 2 oppure solo piani di ordine 8)

Pur con cautela, potremmo dunque concludere che, almeno su certi diagrammi o
sotto opportune ipotesi (grassezza, finitezza,...), la transitivitd sulle camere ri

sulta una condizione forte. Abbandoniamo dunque gli appartamenti.
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Per semplicita, riassumiamo come punto di partenza i1 concetto di complesso

di bandiere.

G1i esempi con cui ho aperto questo capitolo mostrano gid quale dovra essere
il surrogato degli appartamenti: € (meglio: un) diaghramma, calcolato su tutta la
struttura. Ma i1 diagramma si deve appoggiare ora su una ripartizione delle varie
ta in tipi (st veda 1'esempio 2) di questo capitolo). Sennonché, nel caso degli
edifici generalizzati, questa viene prodotta, come il diagramma, dagli appartamen
ti.

Avendo rinunciato agli appartamenti, possiamo assumere la partizione in tipi
come un 'datum'; questa é la via seguita da Buekenhout nei due articoli [71, [8]

e da Tits nell'articolo [28], gia citato.

Ma qui preferisco produrre la partizione in tipi come risultato univoco di una
costruzione elementare. Sia dato un complesso di bandiere K definito su un in-
sime di vertici V da un'incidenza I. Quanto si & visto negli edifici generaliz-
zati (Cap. III) mostra che, in quel caso, la partizione in tipi pud prodursi dalla
seguente relazione T, che diremo trasversale di [; due varieta x,y si corri-
spondono in T e scriveremo xTy se esistono due camere C,C' tali che{x,y }=
(C-C') U (C'-C). Sia ora q la relazione di equivalenza generata su V da

T. Nel caso degli edifici generalizzati, eI e appunto la partizione in tipi; per
di pid, la (b.11) mostra che in tal caso, presa una faccia F, la relazione e?

indotta da q sul residuo KF di F coincide con la relazione @I F defini-

ta su KF dalla trasversale TF dell1'incidenza IF indotta da I su KF' Diremo

allora in generale che 0o, & iesiduale se OF =

I I OI,F per ogni bandiera F.

Sempre nel caso degli edifici generalizzati, si ha che una camera prende una varie-
ta da ogni tipo. In generale, diremo che OI @ ben posta se 1 induce la relazio
ne identica su ogni classe di equivalenza di o> € che O é negofare se ogni
camera interseca tutte le classi di equivalenza di OI‘ Infine OI si dira trha-
svernsale se € regolare e ben posta.

E' presto visto che se ©. € ben posta allora, per ogni bandiera F, o

I I,F

é ben posta. Si ha:
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1]

(t.1) Sia Y trasversale. Allora o residuale se e solo se per ogni

bandiera F 1'equivalenza o F € regolare (percid trasversale, poiché
m1eé%).

Sia infatti oy residuale. Sia F una bandiera di K e G ed x siano
una camera e una varieta di KF. La bandiera F U G & una camera in K. Sicche,
siccome GI e regolare, esiste ye FUG «con Xz y (GE); e siccome G& é
ben posta, & yeG. Infine y = X((ﬁ,F) perché 0 é residuale. I1 "solo se"

é cosl provato.

Proviamo il "se". Sia F una bandiera e siano x,y varieta in KF con x#Zy

(Cﬁ F). Sia G wuna camera di K_ contenente x. Siccome é regolare, esi-
>

F °L,F
ste zeG tale che z = y(OI F). Sicché z = y(@I); pertanto x # y(el), perché

e zIx e @I é ben posta. Infine: eI = eI Fr E 1'asserto & provato.

IT quoziente AI = V/C& verra detto .nsieme naturale ded tipi di K, o anche
partizione naturale di K 4Ln Zipi. Nel sequito, con un innocuo abuso di linguaggio,
ci riferiremo spesso a O, come alla partizione naturale in tipi di K. La

I

proezione canonica di V su by sara detta funzione naturale di tipo, e sara in-

dicata con tI' Con un innocuo abuso di linguaggio, quando OI sia residuale iden

tificheremo la restrizione di t. al residuo di una bandiera F con Ta funzione

I
. . v . —
tI,F di KF e considereremo 1'insieme naturale AI,F dei ti

pi di KF come sottoinsieme di By- Intendiamo per nango di 4incidenza di K la

cardinalita di AI. IT rango di incidenza non va confuso col rango di K in quan

to complesso di camere, per la banale ragione che non é detto che K sia un com-

naturale di tipo

plesso di camere. Perd:

(t.2) Sia eI ben posta. Allora le due seguenti condizioni si equivalgono:

(i) i1 rango di incidenza di K & finito e eI é regolare e residuale.
(ii) Per ogni bandiera F di K, il residuo di F & un complesso di camere.
E i1 rango di K 1in quanto complesso di camere (rammento che é K=ﬁg) é

finito.
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Per di pil, valendo la (i) (equiv: Ta (ii)) il rango di incidenza di K & ugua
le al rango di K in quanto complesso di camere. In tal caso parleremo semplicemen

te del rango di K.

Valga la (i). Sia n il rango di incidenza di K. Allora ogni camera di
contiene esattamente n varietda, perché OI @ trasversale. La (ii) segue per
induzione su n. Se n =1 non v'é nulla da provare. Sia n > 1. Siano C e C'
due camere distinte; per la trasversalitd di . vi sono due varieta, x,x' di

I
C e C' rispettivamente, con x = x'(OI) e x = x'. Sicché per definizione di OI

esiste una sequenza di varieta x = xo,x],...xm = x' tale che xi_]Txi per i=1,.
Per provare che esiste una galleria da C a C' possiamo sempre ricondurci al ca-
so che sia m=1. In tal caso esistono due camere adiacenti C1 e C2 con cxeCl

e x'eCZ, per definizione di T. Per ipotesi induttiva, esiste nel residuo KX di

x una galleria da C-{x} a C]-{x L, e una galleria in K&. da C2-{x'} a
C'-{x'} . Sicché v'é una galleria in K da C a C'. La (ii) & provata.

Valga ora la (ii). Data una camera C e una classe di equivalenza X di © I
sia n(C,X) 1la cardinalita di cNX. Siccome GI € ben posta, € n(C,X) = 0 op-
pure 1. Inoltre, se C e C' sono camere adiacenti, & n(C,X) = n(C',X) per ogni
classe di equivalenza X di %. Sicché, per ogni classe di equivalenza X di ©

i1l numero n(C,X) non dipende dalla camera C, poiché K & un complesso di camere.
Del resto: ogni varieta appartiene ad almeno una camera. Sicché n(C,X) =1 sempre.

Pertanto © é trasversale.

I
Similmente, % F é trasversale per ogni bandiera F; perché OI F € ben
posta, essendo o F f_()i . In definitiva: 9 é residuale, per la (t.1).

Definiamo dunque provuiondamente geometiia di rango n un complesso di bandiere K
definito da una relazione di incidenza [ tale che @I sia trasversale e residua-
le e i1 rango di incidenza di K sia finito (e uguale ad n).

E' immediato obiettare che ora, diversamente che negli edifici generalizzati,
otteniamo un unica funzione di tipo. Ma la differenza & solo apparente. La partizio-

ne in tipi era comunque anche negli edifici generalizzati. Ed era proprio quella che

si @ qui costruita. La molteplicita delle funzioni di tipo vi derivava dal venire

I!

..
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queste costruite sul diagramma, determinato questo, a sua volta, dagli appartamen
ti, mediante un sistema di convenzioni date una volta per tutte, e mutuamente esclu
sive (nel senso che i1 sistema delle marche per i lati era tale che 1'una esclude-
va 1'altra). Qui invece dobbiamo prima dare la partizione in tipi, e su questa poi
costruiamo i1 diagramma. E siccome & ora avventato fissare un sistema definitivo di
marche mutuamente esclusive per disegnare i diagrammi, perde di interesse diversi-
ficare a posteriori le funzioni di tipo componendole con automorfismi di diagramma:
i1 diagramma non dipenderd solo dalla geometria, ma anche da cid che ci premera di

dire su di essa, sicché.....

V'é invece un altro dettaglio da sistemare. Nella pratica capita spesso di voler
considerare in blocco pit geometrie su un dato sistema di tipi/ Cio trova qui un
ostacolo nell'essere i tipi prodotti all'interno delle singole geometrie. Ma vi si

pone riparo con qualche marginale correzione:

DEFINIZIONE DI GEOMETRIA - Intenderemo (definitivamente) per geometria su un Lnsie-
me (finito) di tipi A un complesso di bandiere K munito di una applicazione t,
detta funzione di tipo, dall'insieme V delle varnieta di K sull'insieme A dei
tipi, tale che la partizione @t individuata da t su V vrestituisce la parti-
zione naturale in tipi di K, e Ot @ trasversale e residuale.

Useremo identificare una geometria con la terna I = (V,I,t) ove V & l1'insie
me delle varieta, I & 1'incidenza che definisce i1 complesso di bandiere che sostie
ne la geometria, e t 1la funzione di tipo. Ovvio il senso che resta fissato su ter
mini quali rango (di T), £{po (di una varietd o una bandiera), cotipo (di una
bandiera),rango di una bandiera... . Abbreviamo la locuzione “"varieta di tipo i" in
i-varndietd. Manteniamo la convenzione di scrivere FIG (FIx,xIy,...) per intendere
che le bandiere F e G sono incidenti (che la bandiera F & incidente alla va-

rietda x, che la varietd x e y sono incidenti ...). E' ovvio che i1 xesdiduo di

una bandiera F & identificabile con la geometria FF = (VF,IF,tF), ove VF é

1'insieme delle varietd incidenti ad F ma non appartenenti ad F, e tF ed IF
aono le restrizioni di t ed I a VF' (Che FF sia una geometria segue dalla
(t1)).

Si ha che:
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(t.3) La funzione di tipo induce su ogni camera una biezione sull'insieme A dei
tipi.
(Per la (t.2), la (t.3) & conseguenza immediata della definizione di geometria qui

data). Dalla definizione di © I’ dal fatto che OI € assunta residuale e trasver
sale (e che Ot = GI), e dalle (t.1) e (t.2), si ha subito:

(t.4) Per ogri. bandiera F di corango almeno 2, il grafo definito da IF su VF

€& connesso.

Dalle (t.3) e (t.4) e dal fatto che operiamo su strutture di rango finito, si ot

tiene:

(t.5) Per ogni bandiera F, per ogni scelta dei tipi distinti i,j nel cotipo di

F, i1 grafo indotto da I su t;]({i,j}) é connesso.

F

(Cfr. la (p.5) del Cap. 1). La cosa si prova per induzione sul rango n. Se n=]
non v'é nulla da provare. Sia n >1. La (t.5) vale su I'e per ogni bandiera
F #@ per ipotesi induttiva. Siano ora 1i,j due tipi distinti e siano x,y va
rietd di tipo 1 o j (senza escludere che t(x) = t(y)). Ragioniamo per induzio-
ne sulla distanza {(x,y) di x da y nel grafo fI definitoda I su V

(1a cosa & possibile per la (t.4)). Se {(x,y) <1 non v'@ nulla da provare.

Sia {(x,y) =M >1. Sia X = Xy2Xy>--+X, =Y un cammino in ji da x ad vy.

Se t(x 1) =i o J allora 1'asserto della (t.5) segue per ipotesi induttiva

su x e x_ ., poiche £(x,x_,) =m-1. Sia t(x ;) #i,§. Sfa y' una varieta

m-1 m-1
di tipo j 1in rxm , incidente a x

(una tale y' wesiste per la (t.3)).

m-2
L'asserto della (t.5) segue allora per ipotesi induttiva su x e y' (perché

Lix,y") <m-1) e per ipotesi induttiva su me . applicata ad y' e y (perché

?xm_] ha rango minore di T).

In (8] la (t.3) entra nella definizione di geometria, col nome di Proprieta
di Thasversalita. La (t.5) vi & detta Connessione Forte. In @8] la (t.4) compare
col nome di Connessione Residuafe. Mentre le geometrie vi sono definite mediante
una proprietda leggermente piu debole della Proprieta di Trasversalita, che perd, as-
sunta la Connessione Residuale e supposto che il rango della geometria sia finito,

riesce equivalente alla Proprieta di Trasversalita. Sicché, per quanto ora visto,
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e siccome banalmente la (t.5) implica la (t.4), nei casi di rango finito le geo-
metrie residualmente connesse nel senso di Tits sono le geometrie fortemente con
nesse nel senso di Buekenhout. Diciamole, per fissare le idee, geometrie di TALts-
Buekenhout: la loro definizione si ottiene semplicemente dalla definizione di geo
metrie data qui in precedenza, abolendo in essa le ipotesi che 0, = GI @

t
che & sia residuale e trasversale, e sostituendole con le (t.3) e (t.5). (Cfr.

[8]).

Nota - Avverto che sulla denominazione "geometrie di Tits-Buekenhout" non & sta-
bilito un senso fisso nella letteratura. I1 senso qui fissato, se & piu restrit-
tivo delle definizioni di "geometria" stabilite nei due articoli di Tits e di
Buekenhout sopra citati, & perd assai pil ampio della definizione stabilita da
Buekenhout [7], ed & comunque accettabilmente ampio nei fatti: la connessione for
te & il minimo che si possa chiedere per sviluppare un po' di teoria, e Timitarsi
al caso di rango finito & giustificato dal fatto che in questo campo il pil delle

dimostrazioni vengono costruite per induzione sul rango.

Le (t.3)-(t.5) mostrano che la definizione di geometria data in precedenza in

dividua geometrie di Tits-Buekenhout. Viceversa:

e 0 & trasversale e

(t.6) In una geometria di Tits-Buekenhout & ©, =0 I

residuale.

E' intanto ovvio che la (t.3) implica che eI_:: et. La disuguaglianza

q < ¢  segue per induzione sul rango n della geometria. Se n =1 non c'é

nulla da provare. Se n=2 1la 6, < 6 non dice nulla di pid della (t.5). Sia
n> 2. Siano x,y varieta distinte di ugual tipo i e sia j wun tipo diverso da i.
Per 1a (t.5), esiste un cammino da x a y nel grafo definito da I su t-]({i,j}).
Siccome per la (t.3) varietd distinte di ugual tipo non sono mai incidenti, possia-

mo sempre ricondurci al caso che esista una j-varieta z con xIzly. Per ipotesi

induttiva sul residuo di 2z, abbiamo x =y (9I {z})' Sicché x = y(OI). E la

g < o é provata. Che poi o, sia trasversale e residuale seque immediatamente

dalla (t.3).

I

Sicché: Le geometrnie individuate dalla definizione data in precedenza sono esat-
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Lamente Le geometrnie di Tits-Buekenhout. Nel seguito dunque userd semplicemente
il termine "geometrie", lasciando cadere la specificazione "di Tits-Buekenhout";

sappiamo ormai, infatti, che cid non ci porta ad equivoci.

Nota - Osservo che non & possibile ritrovare contropartite separate per le
(t.3) e (t.5) in proprietd elementari di © I

Passiamo ora ai diagrammi. Questi si disegneranno assumendo come vertici i ti-
pi, e contrassegnando i1 lato da un vertice i ad un vertice j con una marca )
che indichi quali spazi compaiono tra i residui di bandiere di cotipo {i,j} .
L'aspetto che i1 diagramma assume (e la possibilitd di disegnarlo) dipende dal re
pertorio di marche che si decide di adottare. E' buona consuetudine mantenere al-
le notazioni o——o0,a—0>, ... O—LEl-O,... il senso gia fissato su edifici

1 J 1 J 1 J
generalizzati (cfr. Cap. IV, ultime righe), e continuare ad indicare i1 fatto che

i residui di bandiere di cotipo {i,j} sono digoni generalizzati col non tracciare
kil

alcun lato tra i e Jj. E' poi frequente 1'impiego della marca o 0 quando
i J

si voglia solo dire che i residui di bandiere di cotipo {i,j} sono spazi parzia-

11 11neati. L'esempio 2) dell'inizio di questo capitolo mostra che pud darsi il

Si .
caso chéfnecessiti di marche orientate. Rammento qui le pid frequenti.

1) Diciamo spazio Lineare uno spazio parziale lineare tale che per due punti passa

sempre una retta. Col simbolo:

L . e e s : s e s .
o———o0 (equivalentemente o—ii——o ) si indica che i residui di bandiere
i J J i ,
di cotipo {i,j } sono spazi lineari, con le i-varietd in ruolo di punti.
2) Diciamo cincolo uno spazio lineare in cui tutte le rette hanno esattamente due

punti (cio&: spazi lineari definiti da grafi completi).
Col simbolo:

0 o (equivalentemente: o—2—0 )
i J J i

intendiamo che i residui di bandiere di cotipo {i,j} sono circoli, con le i-varie
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td in ruolo di punti.

2) Con o——éf—o intendiamo che i residui di bandiere di cotipo 1i,j sono

. . . . s s . .
spazi affini, col le i-varieta in ruolo di punti.

Rimando per altre marche notevoli (ovvero: classi notevoli di geometrie di

rango 2) all'articolo di Buekenout [9].

Accanto ai diagrammi ora considerati (diagrammi speciali) & utile definire il
diagramma di base (r) di una geometria T su un insieme di tipi A (cfr. [8]);
A(1) e il grafo (semplice, non marcato) tracciato su A congiungendo due ti-
pi i,j con un lato se, per qualche bandiera. F di cotipo {1,j}, I% non
& un digono generalizzato (concedendo ora, con una leggera modifica terminologica,

che un digono generalizzato possa anche avere un solo punto e/o una sola retta).
Nota - 11 diagramma di base non & un caso limite di diagramma speciale.

Data una bandiera F, i1 diagramma di base A(FF) del residuo di F, & un sot-

tografo del grafo indotto da A (r) sul cotipo A-t(F) di F.

Nota - A differenza di quanto accade per i diagrammi speciali, il diagramma di base
A (rF) pud essere un sottografo proprio del grafo indotto su A-t(F) da A().
Si consideri infatti su una sfera una triangolazione T tale che i triangoli di

T siano colorati in bianco e in nero in modo che triangoli adiacenti abbiano co-
lori opposti. Un calcolo sulla caratteristica di Eulero mostra che c'@ almeno un
vertice di T da cui escono quattro triangoli. Se per ogni vertice di T escono
quattro triangoli, allora T da lo spazio polare magro di rango 3. In tal caso

la costruzione del complesso orifiamma si riduce a scegliere i triangoli e i verti-
ci come nuove varieta, ripartire i triangoli in due tipi diversi a seconda del To-
ro colore, e definire 1'incidenza tra triangoli di colore opposto mediante 1'adia-

cenza (si & gia vista questa costruzione all'inizio del cap. 4).

Supponiamo ora che T abbia pid di 8 triangoli. In tal caso v'é almeno un ver-
tice da cui escono pid di quattro triangoli (anche cid si ottiene da un facile com-
puto sulla caratteristica di Eulero). Sicché, se ripetiamo su T 1la costruzione

ora descritta, otteniamo una geometria T di diagramma di base:
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'bianco"
"vertice" dﬁifzib "nero"

(ove si assuma come insieme di tipi A la terna di parole "vertice", "bianco",
"nero" secondo ovvie convenzioni). Tuttavia vi sono sempre vertici di T da cui
escono quattro triangoli. Se x & un tal vertice, il residuo Fx di x in T
€ un digono: sicché A(Px) non & il grafo indotto da A(T') sulla coppia di
parole "bianco" e "nero" (cotipo di x). Si noti che le modalita di definizione
dei diagrammi speciali escludono i1 verificarsi su essi di patologie analoghe a

guesta.

Ovvio in che seno si parlera di somma dinetta di geometrie, di geometrie Ai-
ducibili o iwvdducdbili (rimando a quanto stabilito nel Cap. III su complessi di
.. . . .. . e e D

vertici e faccie). Dato poi un sottoinsieme D di A , indichiamo con T =

= (t_](D),ID,tD) la geometria indotta da T  su t"1(D) (ID e tD sono 1'in-

cidenza e la funzione di tipo indotto su t-](D) dall'incidenza e dalla funzione
di tipo t di T che FD sia una geometria & presto visto). Il diagramma di ba-

se A(TD) di FD & un sovragrafo del grafo indotto da A (r) su D.

Nota - Non & detto che A(PD) coincida col grafo indotto da a(r) su D. Sia
infatti Tuno spazio proiettivo tridimensionale e assumiamo, come di consueto,
le dimensioni come tipi. Piniamo D ={0,2}. Allora A(r) induce su D il
grafo discreto. Ma FD non & un digono generalizzato. Sicché » (rD) ha (anzi:

é) un lato.

Similmente a quanto accadeva per gli edifici generalizzati (cfr. la (b.6) del

Cap. 3):

(gd.1) Sia runa geometria su A . Allora a(r) @& connesso se e solo se 1 @

irriducibile. Sia A (r) non connesso, e { Di|ied} sia 1'insieme delle

sue componenti connesse, Allora € T = fghI’Di



- 82 -

Rimando a [8] per una dimostrazione. Qui mi limito a notare che la dimostrazio
ne, per induzione sul rango, fa uso essenziale dell'assunzione che le geometrie
siano date su insiemi finiti di tipi. Sicché si discosta da quella data nel cap.3
per la (b.6). Rammento anzi che la (b.6) vale anche nel caso di rango infinito. Se
invece si ammettono geometrie su insiemi infiniti di tipi, 1a (gd.1) cade, anche se
sulle geometrie si assumono ipotesi apparentemente non deboli: sono noti controesem
pi. Ignoro se la ragione di cid stia nel continuare a considerare le geometrie di
rango infinito come complessi di bandiere. Su cid comunque non insisto. Avverto

invece che la (gd.1) fa uso essenziale anche dalla (t.5).

NoXa - Avverto che la reciproca della (gd.1) & falsa. Ovvero: non & detto che,
dati due tipi i e Jj, se tutte le i-varieta sono incidenti a tutte le j-varieta,
allora i e j stiano in due distinte componenti connesse del diagramma di base.
Si consideri infatti un grafo completo su quattro punti. Si assumano come tipi i
numeri 0,1 e 2, si assumano come O-varieta i vertici del grafo, come 1-varietd Tle
rette e come 2-varietd i quadrangoli estraibili dal grafo. Le incidenze siano defi-

nite nel modo ovvio. Si ottiene una geometria nel diagramma speciale

(cy)
(non & perd uno spazio polare). I1 diagramma di base di tale geometria & dunque:
0————0——0 . Nondimeno, tutte le O-varieta sono incidenti a tutte le 2-varieta.
0 1 2

Chiudo questo capitolo con alcuni risultati, ormai classici.

Rimando a H.H.Crapo e G.C.Rota "Combinatorial Geometries" (1971) per la defini-
zione di geometria combinatoriale. Qui, per evitare equivoci, userd la dizione geo-
metria di chiwsura an ziché "geometria combinatoriale". Diciamo dimensione di un
sottospazio X in una geometria di chiusura la cardinalitd, diminuita di 1, di un
insieme di generatori indipendenti di X. La dimensione del sottospazio improprio

é detta dimensione della geometria. Si ha:

(gd.2) Le geometrie di chiusura n-dimensionali sono le gecemetrie (di Tits-Buekenhout)

di diagramma:
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(L) 0 L ) L 0~ ... =0 L 0

0 1 2 n-2 n-1

(La (gd.1) & essenzialmente il Teorema 7 di [7]). D6 questa dimostrazione per

esteso, come esempio.

Che le geometrie di chiusura siano geometrie in (Ln) e ovvio: si scartino

i sottospazi vuoto e improprio, e si assumano le dimensioni come tipi e si defi-
niscono le incidenze nel modo ovvio, mediante le inclusioni. Le (t.3) e (t.5) so
no di immediata verifica. Viceversa, sia r=(V,I,t) una geometria nel diagram
ma (Ln). Possiamo sempre identificare 1'insieme dei tipi A con 1'insieme degli
indici dei vertifi del diagramma. La dimostrazione & per induzione su n. Se n <2
non c'é nulla da provare (se n=2 bastera definire uguale a V la chiusura di una
terna di punti non allineati; il resto viene dalla definizione di spazio lineare:
se n=1 Te cose sono ancor pild banali). Sia n> 2. Diciamo punti le varieta di

tipo 0 e rette quelle di tipo 1.
Cominciamo col provare che:
i) Per due punti passa sempre almeno una retta.

Per Ta (t.5) possiamo ricondurci a dimostrare che, dati tre punti x,y,z tali
che vi sia una retta u per x,y euna retta v per y e 2z, esiste una retta
‘w per x e z. Cid si prova passando al residuo di y. Qui u e v assumono il
ruolo di punti, sicché, per ipotesi induttiva, c'é una varietd a di tipo 2 (una
retta nel residuo di y) incidente sia ad u che a v. Sicché, passando ai residui
delle rette (1-varietd) u e v e usando la (gd.1), si ha xla,yla,zIla. Si passi ora
al residuo di a. In esso si ha subito che c'é una 1-varieta w incidente sia ad

x che ad y. E siamo a posto.
Proviamo ora che:

ii1) Per due punti passa al pid una retta.

Per assurdo, siano u e v rette distinte incidenti a due distinti punti x
e y. Passiamo al residuo di x. In esso, per ipotesi induttiva, esiste una 2-varie

ta z incidente sia ad u che a v. Passando poi al residuo di u e applicando
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la (gd.1), si ha che ylz. Passando ora al residuo di 2z, si ha la contraddizione.

Indichiamo ora con oo(x) 1'insieme delle O-varieta incidenti ad una data va-

rietda x, ovvero la O-ombra di  x. Allora:

iii) Per ogni scelta delle varieta x,y si ha go(x) E(;O(y) se e solo se

t(x) <tly), e xly.

I1T "se" & ovvio (si passi al residuo di x e si applichi la (gd.1), se
t(x) # t(y)s se t(x) = t(y), si ha y = x dalla (t.3)). Proviamo il "solo se".
Per 1la (t.3), & oo(x) #@. Sia ue Oo(x). E' intanto xIuly. Se t(x) =0, &

X = u, per la (t.3). E non v'é nulla da provare. Sia t(x) > 0. Allora, per (t.3),

esiste una 2-varieta u' incidente ad x. Per definizione di spazio lineare, esi

stono almeno due varieta nel residuo di wu' incidenti ad x. Sicché a@(x) contie

ne almeno due elementi. Altrettanto dunguevale per oo(y). Sicché t(y) > 0, per

la (t.3). Pertanto sia x che y appartengono al residuo di u. Se c#(x) e

c?(y) sono gli insiemi di 1-varietda nel residuo di u incidenti ad x e vy, ri-

spettivamente (1-ombre di x e y in Fu) » allora risulta o#(x) Ecj#(y).

Infatti, sia z un elemento di tipo 1 incidente ad u ed x. Per la (t.3) esi-

ste una 2-varieta z' incidente a 2z, e, per definizione di spazio lineare, esisto-

no nel residuo di z' almeno due O-varietda incidenti a z. Ne segue che o _(z) con

(
tiene almeno due elementi. In particolare, contiene un elemento v divergo da wu,
E' certo vIx. Infatti, vIix & ovvio se t(x) =1, poiché in tal caso & x = z,
per la (t.3). Se t(x) 1, si passi al residuo di z; che vIx segue allora dalla
(gd.1). Ma & anche vly, perché oo(x) c co(y) per ipotesi. Passando al residuo

di vy, vi troviamo, per ipotesi induttiva, una T-varieta w tale che u,vec:g(w)

(ove cy(w) € la O-ombra di w nel residuo di y; a rigore, il ragionamento

0
deve sfruttare anche la (gd.1)). Ma &, allora, w =2z per la ii). Sicché zly. Si

ha quindi <3$(x) E}:?(y). Ora, le t(x) < t(y) e xly seguono per ipotesi indutti-

va sul residuo di u.

Per di pia:
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iv) E' oo(x) = co(y) se e solo se x=y.

(banale, per 1a ii) e la (t.3)).

Si ha poi:

v) Siano x e y due varietd, x di tipo O ed y di tipo< n-1. E sia x¢ oo(y).

Allora c'é@ una varieta z di tipo t(y)+1 e incidente sia ad x che ad y.

Possiamo assumere t(y) > O (altrimenti 1'asserto segue subito dalla 1i)). Si
prenda una O-varieta ue oo(y) (c'é per (t.3)); sia v la retta per x e u
(cfr. i) e ii). E' v¢<ﬁ(y) (ove 0](y), T-ombra di y, & 1'insieme delle 1-varie
ta incidenti ad y). Infatti, se altrimenti, avremmo v =y se t(y) =1 (e cido da
rebbe una contraddizione) e, se t(y) > 1, passando al residuo di v avremmo, per
la (gd.1), xIy (di nuovo una contraddizione). Passando ora al residuo di wu, vi
proviamo una (t(y)+1)-varietd z con vIzly, per ipotesi induttiva. Passando

ora al residuo di v, si ha xIz, per la (gd.1). E la v) segue. Ancora:
vi) se x,ye oo(z) e x#y, allora la retta v per x e y (cfr. i) e ii)) &
incidente a z.

(Cio & stato implicitamente gid provato nel corso della dimostrazione della iii)).

Da quanto sin qui visto si ha immediatamente che:

Le varieta sono identificabili con le loro O-ombre e 1'incidenza & interpretabile
come inclusione. Chiamate dunque le (0-ombre di) varieta sottospazi, la vi) pud leg
gersi cosi: se una re_tta interseca un sottospazio in due punti allora vi appartie-

ne. Conveniamo di chiamare sottospazi anche V e 0 .
Proviamo infine che:
vii) Intersezioni di famiglie di sottospazi sono sottospazi.
Sia {lejeJ }un insieme di varietd. Se jgh oo(xj) =@ o V nonv'é nulla

- N : N _ N
da provare. Sia dunque V # jed oo(xj) # @. Sia xe jed oo(xj). Se {x} jed Uo(xj),

non v'é nulla da provare. In caso contrario, per ipotesi induttiva esiste un ele-

mento u nel residuo di x tale che o?(u) = jgb o?(xj). Ovvero :
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c]({u,x}) =N c]({x,xj}) (ove, se F & una bandiera ed i un tipo, con

f
jed
Gi(F) intendiamo 1'insieme delle i-varieta incidenti ad F, i-ombra di F). Per

la (gd.1), si ha oe(u) D % o]({u,x}) (con ovvio senso delle notazioni).

Se t(u) =1 1la dimostrazione & conclusa. Se invece t(u) > 1, sia ye co(u).
Per 1a i), o per ipotesi induttiva, nel residuo di u c'é una 1-varietd v inci-

] 1 A —
dente ad x e y. E' allora ye Uo(v) coa, 01({x,u}). Sicche oo(u) =9, U]({X,U}).

Sia ora ze e z # x. Passiamo al residuo di Xj' Vi troviamo una 1-va

n
jed Sot%3)
rieta Vj incidente a x e z (per la i), o per ipotesi induttiva). Ma, per la

ii), risulta v, = Vj per 1i,jed. Poniamo v' = v, (ied). E' certo v'Ix e

v'e ng a]({x,xj}). Sicche v'eo ({u,x1). Ma, allora, ze a(u), perché

zeo (v')co

- o - N
0 {u,x}) = oo(u). Infine: co(u) = (xj).

0 ! jed 70
La vii) & provata.

Che i1 sistema dei sottospazi {oo(x)[er} U{@,v} dia una geometria di chiu-

sura di dimensione n segue ora con metodi di routine, dalle 1i)-vii).
Dalla (gd.2) si hanno i seguenti corollari (Cfr. [7]):

(gd.3) Le geometrie proiettive n-dimensionali sono le geometrie di diagramma:

(A) O———0 o—...—0—0
n 0 1 3 n-2  n-1
Le geometrie di diagramma:
(ALn) 0 0'———‘0——...——0——“"—6-—L—“0 (n > 3)
0 1 2 n-3 n-2 n-1

sono quelle ottenute da geometrie proiettive m-dimensionali con m > n
dimenticando i sottospazi k-dimensionali per ogni k > n.
Le geometrie di diagramma:
Af
o——0———0—...—0——0
0 1 2 n-2 n-1

sono gli spazi affini n-dimensionali.
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Le dimostrazioni si riducono a lunghe, ma elementari, verifiche. Mi Timito
alla verifica della prima asserzione. Occorre solo provare che le geometrie in
(An) sono proiettive. Allo scopo basta mostrare che, data una vareita z e due
punti x,y, se€ y appartiene al sottospazio generato da co(z) e x, allora la
retta u per x e y interseca co(z) (1a terminologia qui usata & autorizza-
ta dalla (gd.2)). La cosa segue per induzione su n. Se n <2 non v'é nulla da
provare. Sia n > 2. Se oo(z) ed x generano un sottospazio proprio, per la

(gd.2) esiste una varieta v tale che o (v) sia i1 sottospazio generata da

of
GO(Z) ed x. E 1'asserto segue per ipotesi induttiva sul residuo di v. In caso
contrario, sia weco(z). Passando al residuo di w, si ha per ipotesi induttiva
che i1 piano individuato da w, y ed x contiene una retta in fTﬁ({w,z}). La

conclusione & ora immediata.

Per una dimostrazione diretta (ma non molto diversa da quella data per la (gd
della parte della (gd.3) concernente (An) rimando alla parte finale di LZS]. Osse

vo invece che dalla (gd.3) segue subito che:

(gd.4) (Cfr. Cap. 4 (b.10)) Le geometrie proiettive n-dimensionali sono gli edifi

ci generalizzati di diagramma (An).

.2))

r-

Infatti, gli edifici generalizzati sono geometrie. La (gd.4) segue dunque dalla

(gd.3) e dal fatto che le geometrie proiettive sono edifici generalizzati. Per una

dimostrazione diretta della (gd.4) (non molto diversa perd da qualla qui prodotta

per la (g.2)) rimando al Cap. 6 di [26].
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CAPITOLO 6

GEOMETRIE DI TITS-BUEKENHOUT
(LA PROPRIETA' D'INTERSEZIONE)

G1i ultimi risultati del precedente capitolo danno 1'impressione che la defini-
zione di geometria, cosi come la si & fissata, sia gia soddisfacemente forte. Ma &
presto visto che si tratta di un'impressione erronea. In realta il risultato della
(gd.2) (e quindi della (gd.3)) @ reso possibile soprattutto dalla ricchezza dell'in
formazione racchiusa nel diagramma (Ln). Cio appare chiaro non appena si tenti di
stabilire su geometrie di diagramma (Cn) un risultato analogo alla (gd.3). L'esempio
della geometria costruita sul grafo completo su quattro punti, dato verso la fine del

capitolo precedente, mostra che vi sono geometrie di diagramma (C3) o---a_ o che

non sono spazi polari.

Ora basta poco per accorgersi che la definizione di geometria data nel Cap. 5 con-
sente di denominare "geometria" troppe cose che ben poco hanno di geometrico, nel sen
so usuale del termine. (Non che questo sia un argomento risalutivo, ma ha la sua im-
portanza). In particolare, un qualunque grafo bipartito connesso da una geometria di
rango 2. Un qualunque insieme di n elementi, con incidenza banale (ogni elemento &
incidente ad ogni altro), & una geometria di rango n; ha una sola camera: 1'insieme
stesso; i tipi sono gli elementi stessi (in [8] tale geometria viene detta geometria

unitd..In termini categoriali, € un oggetto finale.

Peraltro non sembra opportuno, allo stato attuale delle cose, modificare troppo
la definizione. Intanto perché non & ancora del tutto chiarc quali rafforzamenti sia
pid giusto adottare (per un esame di alcune delle soluzioni pilu frequentemente propo-
ste rimando a [1] . E poi perché sarebbe desiderabile rinvenire un sistema di defini-
zioni chiuso per costruzioni importanti e, magari, tale da individuare una categoria
interessante. E pud essere che a questo scopo si rendano necessarie definizioni pid
deboli di quelle che 1'intuizione concederebbe. Ma quel che sappiamo qui & ancora trop

po poco per permetterci conclusioni. Qualche risultato c'é, ma si & solo agli inizi.

Nota - La definizione di stwttura di incidenza adottata da Buekenhout in [7], inclu

dendo la Proprieta di Intersezione, & pid restrittiva di quella data qui, e, quindi,
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di quelle date dallo stesso Buekenhout in [8] e da Tits in [28].

Dunque, pur tenendo ferma la definizione di geometria, passiamo brevemente
in rassegna alcune proprietd che, qualora siano imposte sulle nostre geometrie,
le riavvicinano a cid che si & soliti qualificare come 'geometrico'. Intanto:
la definizione di geometria non impedisce che una geometria di rango 2 abbia
un solo punto o una sola retta. Possiamo evitare cid assumendo che ogni bandie
ra di corango 1 sia inclusa in almeno due camere. Una geometria dove cid accada

verra detta feama (cfr. "The Basic Diagram of a Geometry").

Nota - La fermezza entrava nella definizione di struttura di incidenza in [7],
gid nel primo assioma. Ad ogni modo, le usuali marche per diagrammi implicano che

le geometrie per cui possono venire impiegate siano ferme.

Potremo poi sperare di evitare un po' di patologie assumendo qualche propeita

suggerita dalla considerazione delle geometrie di chiusura.

Sia i un tipo. Rammento che la i-ombra Gi(F) di una bandiera F & 1'in-
sieme delle i-varieta incidenti ad F (cfr. Cap. 5, dimostrazione della (gd.2)).
Noto che 01(0) € T'insieme Vi delle i-varieta. Convenuto di annoverare tra

le i-ombre anche i1 @, potremmo allora considerare la proprieta:

(IP.1) (Cfr. proprieta (Int') in [28]).
Per ogni tipo i 1'intersezione definisce un semireticolo completo sul-
1"insieme delle i-ombre. (Sicché: vi resta definito un reticolo completo e

atomico).

Nota - In [8] e nell'articolo di Tits [27], si considera una proprieta pii debole
della (IP.1), indicata con (GL), o Condizione di Lineariti. Si ottiene dalla

(IP.1) depennando la richiesta che i1 semireticolo definito da M sia completo.

E' presto visto che la (IP.1) cade sui due ultimi esempi del Cap. 5. Nondimeno,

essa permette ancora una vasta patologia. Do alcuni esempi, tutti di rango 2.

Si assumano come 1-varieta le linee e come 0O-varietda i punti, in ciascuna delle
seguenti figure. Le incidenze sono stabilite nel modo ovvio. La (IP.1) cade su cia-

scuna delle quattro geometrie cosi ottenute.
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ROM s

Di esempi di questo genere se ne possono produrre a volonta. E' ovvio che pun
ti, rette, cerchi, ... qui sono niente pil che un mezzo espressivo. Per esempio,
la seconda di queste quattro geometrie pud anche essere cosi rappresentata: le
varieta sono i numeri 2,3,7,6,21 e 42, di tipo 0 o 1 a seconda che siano 0 no

primi. L'incidenza é: il dividere.

Un altro esempio. Sia N 1'insieme dei numeri naturali ed N 1'insieme
degli interi negativi. Assumiamo i naturali come O-varieta e gli interi negati-
vi come l-varietd. Definiamo un'incidenza I mediante 1a clausola: sia x € N
ed y e N ; @ xIy se x < - y. Si ottiene una geometria (ferma) su cui vale

(IP1).

La cosa pid fastidiosa in questi esempi & che, pur senza essere digoni genera-

lizzati, vi capita che due 'rette' distinte abbiano pid 'punti' in comune.

Si tratta di trovare dunque una proprieta pid forte della (Int'). Una soluzio-
ne c¢i viene ancora una volta dalla teoria degli edifici generalizzati. Si dimostra
(cfr. [26] , Cap. 12) che 4n un edificic generalizzato vale La seguente proprie-
ia:

(IP.2) Sia i wun tipo in una geometria T . Siano F wuna bandiera ed x una
varieta di T, e sia o.(F)No,(x) # @. Allora esiste una bandiera G in
cidente ad F ed x e tale che Ui(G) = ci(F)f\ Gi(x)' Lo stesso vale

sul residuo di ogni bandiera di 1 .
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La (IP.2) & 1'Assioma (3) in [7], ed & chiamata Proprieta d'Intersezione
in [8]. In [28] compare una versione piu debole di (IP), indicata con (Int).

Si pud provare che La (IP.2) equivale a:

(IP.2') Per ogni tipo 1, e per ogni insieme {Fj|jed} di bandiere, se jgb ci(Fj)#@
allora esiste una bandiera F incidente a ciascuna delle Fj (jed) e

=N
tale che Gi(F) fed Gi(Fj)'

(Rimando per una dimostrazione a [1], Proposizione 3 e condizione (S)). La (IP.2)
e falsa sugli esempi precedenti. Sicché, per 1'equivalenza di (IP.2) ed (IP.2')

si trasporta ai residui.

Siccome la denominazione "geometrie lineari" & talvolta impiegata per designa-
re geometrie verificanti la (IP.1) (o qualche sua versione debole) useremo qui
Ta dizione geometnie strettamente Linearni per designare le geometrie ferme ve-
rificanti la (IP.2) (equivalentemente: Ta (IP.2')). La definizione trova una sua

plausibilita nel seguente risultato:

(gd.5) Le geometrie strettamente lineari di rango 2 sono i digoni generalizzati e

gli spazi parziali lineari.

(Rimando per la dimostrazione a [8]; osservo che la dimostrazione usain modo es-

senziale 1'ipotesi di fermezza).

La (gd.5) garantisce che la stretta linearitd ci evita gravi patologie sulle

geometrie di rango 2. Si ha, poi:

(gd.6) Sia T una geometria strettamente lineare e i, j due tipi di T. Se v'é
una j-varietd incidente a tutte le i-varietd, allora i e j apparten-

gono a due distinte componenti connesse di A(T).

(Rimando ner la dimestrazione a [21]). La (gd.6) fornisce la reciproca della (gd.1).
La (IP.2) ha ancora altre conseguenze notevoli. Dato un tipo 1, una bandiera F

si dira i-adidotta se per ogni sottobandiera propria G di F risulta oi(G)#oi(F)
(si osservi che &, in ogni caso, Oi(G)'Q Oi(F) per ogni sottobandiera G di una
bandiera F). Una sottobandiera i-ridotta F di una bandiera F si dird una

i-niduzione di F se & Ui(ﬁ) = 0. (F).
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Si ha:

(gd.7) Sia T una geometria strettamente lineare ed i wun tipo di Tr. Due
bandiere i-ridotte di T coincidono se hanno la stessa i-ombra. (Sicché)
ogni bandiera diT ha un'unica i-riduzione. Date poi due bandiere F e

G con F i-ridotta, & FIG se Gi(F).E Gi(G)'

(Rimando per la dimostrazione a [21]} La (gd.7) stabilisce una corrispondenza biu-
nivoca tra le i-ombre e le bandiere i-ridotte. Non permette ancora, perd, di ri-
costruire le inclusioni tra i-ombre dalle incidenze tra bandiere o, viceversa,

tutte le incidenze tra bandiere (i-ridotte) dalle inclusioni tra le i-ombre.

Possiamo ora dare il teorema di caratterizzazione degli edifici generalizzati

di diagramma di tipo sferico (diverso da (H3) ed (H4)).

(gd.8) GLL edificd generalizzati di diaghamma Dleon P-= (An),(Cn), (Dn),(E6),
(E7),(E8),(F4)) sono Le geometrie stnettamente Linearni di diagramma D .

Sappiamo gid che gli edifici generalizzati sono geometrie strettamente lineari.
La dimostrazione che le geometrie strettamente lineari nei diagrammi sopra elen-
cati sono edifici generalizzati & assai complessa. Rimando per essa a [28]. Qui
mi limiterd a provare per via diretta alcune asserzioni pil limitate. Rammento
intanto che la parte della (gd.8) concernente (An) é gia stata provata diretta-

mente (cfr. (gd.3) e (gd.4)).
Proverd ora che:

(gd.9) Le geometrie strettamente lineari di diagramma:

(Cn) o0——0

o= ... O0——a__
0 1 2 n-3 n-2 n-1

sono gli spazi polari di rango n.

(Da cid segue subito la parte della (gd.8) concernente (Cn)). Sappiamo gia che
gli spazi polari sono geometrie strettamente lineari. Proviamo il viceversa.
La dimostrazione & per induzione su n. Se n=2 non v'@ nulla da provare. Sia

n>2.5a T =(V,I,t) una geometria strettamente Tineare di diagramma (Cn).
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Come nella dimostrazione della (gd.2), chiamiamo punti le O-varieta e rette Tle
1-varieta. Chiamiamo le (n-1)-varieta sottospazi massimali. La (gd.6) mostra che
tutte le varieta sono O-ridotte (si rammenti che @ & 1'unica sottobandiera
propria (del singoletto) di una varieta). Sicché, per la (gd.6), due varieta coin-
cidono se hanno la stessa O-ombra. Cid ci autorizza ad identificare le varieta

con le loro O-ombre. Inoltre:

i) Per ogni j < n-2, due j-varieta distinte sono incidenti ad al pid una stessa

(j+1)-varieta.

Infatti, per assurdo, siano x,y due distinte j-varieta, ed u,v due distinte
(j+1)-varieta incidenti sia ad x che ad y. Per la (IP.2), esiste una bandie-

ra F incidente sia ad u che a v e tale che cj(F) = aj(u)f\oj(v). Per 1la

(t.3), si ha che {j,j+1}Nt(F) =@ (perché u#v e x #y). Del resto, u e
v non sono j-ridotte nel residuo FF di F. Sicché, per la (gd.6), j e j+l
appartengono a distinte componenti connesse di A(FF). IT ché & impossibile,

qui. E 1'assurdo & raggiunto.

ii) Date due varieta x,y risulta co(x)_g Uo(y) se e solo se xly e t(x) < t(y)
IT "se" & ovvio (basta passare al residuo di x, se t(x) # 0; se invece t(x) = 0,

e, banalmente, oo(x) = {x}). Proviamo il "solo se". Siccome le varieta sono

O-ridotte, la (gd.7) mostra che se o, (x) C oO(y) allora xly. Se t(x)#t(y),

(
0
e 0 # t(x), si passi al residuo Fx di x. In Fx la varieta y non é O-ri
dotta. Sicché, per 1a (gd.6), 0 e t(y) appartengono a due distinte componenti

connesse di A(Px). Ma qui cid pud essere solo se t(x) < t(y).

iii) Identificate le varietd con le loro O-ombre, chiamamole sottospazi. Si ha al-
Tora che una retta & inclusa in un sottospazio se lo interseca in due punti di-

stinti (ovvio il senso di queste locuzioni).

Siano infatti x,x' due punti distinti, y una retta e z un sottospazio ta-
1i che zIxIyIx'Iz. Per 1a (IP.2), esiste una bandiera F con 2zIFly e oO(F) =
= co(z)r\og(y). Siccome x # x', & 0 ¢ t(F). Se Tet(F) si ha yeF, per 1a (t.3).

E da cid ylz perché FIz. Sia invece Tet(F). Passiamo al residuo di F.
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La varietd y non & O-ridotta in T Sicché, per la (gd.6), deve essere qui

0 <-i < t(y) =1 per qualche 1Jet(F): assurdo.

Completiamo ora 1'identificazione di varieta e O-ombre. Sappiamo gia che va
rietd di T sono O-ridotte. Viceversa, sia F wuna bandiera non vuota O-ridot-
ta di r. La forma di (Cn) e la (gd.1) mostrano che F & una varietda. Sicché
le varieta sono le bandiere non vuote O-ridotte, e la (gd.7) mostra che possia-
mo identificare le O-ombre,che siano diverse dall'insieme V0 di tutte Te O-va
rietd, con le varieta di 1. Date due varieta u e v, se & qo(u)rwoo(v) £ 0,
indichiamo con u A v la varieta w tale che ao(w) = UD(u)f‘co(v) (esistenza
ed unicita di w segquono subito da (IP.2), (gd.7) e da quanto ora visto). La
varietd u a v pud anche essere caratterizzata, per la ii), come la varietda w
di tipo massimo tra quelle che sono incidenti ad u e v ed hanno tipo non su-
periore a t(u) e t(v). Inoltre, posto che esista una varieta x tale che

co(x)zg ao(u) Uo.(v), definiamo uwvv uguale alla varieta w tale che

0

oo(W) = r\(ao(x)| oo(x);g oo(u) Uo,(v)). Esistenza ed unicita di w seguono

come per uav (occorrera perd sfruttare la formulazione (IP.2') di (IP.2)). E'
possibile per ii), dare di uvv una caratterizzazione simile a quella data sopra

per wuav.Introduciamo infine due simboli convenzionali %. e %_, e poniamo

uav = %, se Uo(u)r‘ao(v) =P e uw =+ senon esiste0a1cunalvarieté X ta-
le co(x) 3 UO(U) u oo(v) (a rigore, si pud assumere al posto di *I la bandiera
@). Estendiamo poi la funzione di tipo t ai due simboli *O e *I’ ponendo

t(*o) ==-1 e t(*I) =n. In definitiva: si & ricopiato sulle varietd il reticolo

delle O-ombre. Cid ci autorizza nel seguito ad usare i termini "varieta", "O-ombra"

con una certa liberta, sostituendoli spesso entrambi col termine "sottospazio".

Possiamo ora passare alla verifica delle (P.1)-(P.4) (Cfr. Cap. I, Esempio 2)).
L'assioma (P.1) seque dalla (gd.3). L'assioma (P.4) segue immediatamente da (IP.2').

Per provare (P.2) occorrono alcuni preliminari.

Sia (xo,x],xz) una terna di punti distinti e (yo,y1,y2) una terna di sotto-
spazi massimali, tali ch i i i
p massimali ali che Xonon1Iy11X21y2' Passando al residuo di y] in T,

dalla (gd.3) si ha che x, e «x

1 sono allineati. Sia dunque z 1la retta di

2
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r per X, e X, (unica per la ii). Passiamo al residuo di Xy Esiste un
sottospazio massimale y' di T incidentea z e taleche y' e y2 si
intersecano su un sottospazio di T di tipo n-2 (infatti: la (P.2) vale su
sz, per ipotesi induttiva; noto che questo & il primo punto della dimostrazio
ne in cui interviene 1'ipotesi induttiva). Per la (gd.1) applicata al residuo
di z si ha poi che (la O-ombra di) z & inclusa nella (O-ombra di) y'. Sic
ché x]Iy'. Similmente, possiamo trovare un sottospazio massimale y" nel re-
siduo di X

1
n-2 e sia xOIy". Applicando ora la (gd.3) al residuo di y' si ottiene

tale che Y, ed y" si intersechino su un sottospazio di tipo

Ly ' A Yy A y,) = ty'A ") v (Y A o) )+ty'A ¥ A y,). ST ha dunque
2t(y,) = tly,) + ty'A y" Ay,) + 2. Da cui t{y'a y"A y,) = ty,) - 2.

Ma & t(yz)-Z > 0, perché n > 2. Sicché y'A y"A Yy # ¥y Pertanto c'@ un
punto x incidente a y',y" e Yoo Inoltre & xOIy”. Sicché possiamo sosti-
tuire alla concatenazione xOIyDIx]Iy]IXZIy2 da X, 2 Y, una pia breve conca
tenazione xOIy“InyZ.

Siano ora x un punto ed y un sottospazio massimale, con Xx non inciden
te ad y. Per la (t.5) e per quanto visto ora, esistono un punto x' ed un sot
tospazio massimale y' tali che xIy'Ix'ly. Per ipotesi induttiva sul residuo
di x', c¢'é un sottospazio massimale y" tale che xIy"Ix' e ¢t(y"Ay) =n-2
(occorre sfruttare il fatto che x e x' sono allineati nel residuo di y',
per la (gd.3)) . Se ora z fosse un altro sottospazio massimale con le stesse
proprieta di y", passando al residuo di y e applicando la (gd. 3) e rammen
tando che n > 3, avremmo che y"A y e z Ay hanno in comune almeno un pun
to x". Passando ora al residuo di x" e applicando 1'ipotesi induttiva dobbia-

mo concludere che z = y", In definitiva: la (P.2) & provata.

Verifichiamo infine la (P.3). Per assurdo, sia falsa. Sia z una varieta di
tipo n-2 e siano Y ed Y, sottospazi massimali tali che Yy A Y, =2 (1'esi
stenza di Y, e Yy, segue dal fatto che r & ferma). Sia x € oo(yz) - co(z).
Per ipotesi induttiva sul residuo di x, c'@ un sottospazio massimale Y3 tale

che xly, e c](x)f\c](yz)r\o](ys) =@ (si applichi la (p.2) al residuo di x).
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Sicché, per motivi ormai ovvi, deve essere  {x} = oo(yz)r‘oo(y3). Ma

OO(y1)n Go(y3) # @, perché la (P.3) & supposta falsa su .T. Se risulta

t(y3 A y]) > 1, allora crO(y3 A yI) interseca oo(z) (infatti: si passi

al residuo di ¥q° si applichi la (gd.3), e si tenga conto del fatto che z

é un iperpiano, nel residuo di y]). D'altronde & z = Yy A yz. Sicché i

punti comuni a oo(y3 A y]) e a co(z) sono quelli in 00(y3,\ YA yz). Ma
si & visto che x & 1'unico punto in oo(ys.a yz). Sicché risulta xeco(z).
I1 che contraddice le ipotesi assunte su x. Allora si deve concludere che
VoA Yy é un punto. Sia ora wy3(z) la proiezione del sottospazio z su
Y3 (cfr. 1a (p.1) del cap. 1; si noti che la (p.1) discende dalle (P.1),(P.2)
e (P.4), senza alcun uso della (P.3). Rimando per cid al cap. VII di [26] .
Per 1'appunto, qui sappiamo gia che le (P.1), (P.2) e (P.4) valgono su T).E'

allora (xwv(y,ay.))I(zvnr (z)). Infatti x @& un punto di = (z), perché
30 Y3 Y3
x @ collineare con z (in quanto xeoo(yz) ;;co(z), e il residuo di Yy )

una geometria proiettiva per (gd.3) e 2z & ivi un iperpiano) ed & poi xeco(y3).
IT punto Y3h ¥, é collineare con z per gli stessi motivi (si sostituisca Y4
ad y2) e ovyiamente appartiene a Yy Sicché anche y3A.y] sta in Wy3(2)- Per
ragioni ormai ovvie, dunque, tutta la retta xwv (y3n|y]) sta in wy3(z). Pas-
siamo ora al residuo di zwv nyB(z). Esso & una geometria proiettiva di dimensio
ne n-1, per la (gd.3) e perché zwv ny3(z) ha tipo n-1 per la (p.1). Rammen-
tando che 1z, avendo tipo n-2, & in tale geometria un iperpiano; si ha cosi

che in tale geometria la retta x-V(yé.ay1) interseca 1'iperpiano z. Da cio,

e siccome oo(x~v(y3n y])) g;oo(y3) si ha che go(ys)r\co(z) # 0. Ma, siccome

Z =y Ay, siha oo(y§f1c0(z) = o4(ygA ¥, A y;). Ed ora, come sopra, si ot-

tiene xeo_(z). Assurdo. La (P.3) & provata.

of

La dimostrazione & conclusa.

(gd.10) Le geometrie strettamente lineari di diagramma

n-2

(Dn) 0 o-...-0————
0 1 n-4 n-3 n-1

sono i complessi orifiamma di spazi polari fini.
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(Da cid segue la parte della (gd.8) che riguarda (Dn))‘ Sappiamo gia che i
complessi orifiamma di spazi polari fini sono geometrie strettamente Tinea-

ri, poiché sono edifici generalizzati. Viceversa, sia T una geometria stret
tamente lineare di diagramma (Dn). Nulla vieta di applicare a I' la stessa
costruzione con cui si @ prodotto lo spazio polare fine & (0) associato ad un
edificio generalizzato 0 di diagramma (Dn) (cfr. Cap. IV, parte iniziale).

Tale costruzione applicata a T produce una geometria & (T'), strettamente 1i-
neare, di diagramma (Cn) (che §(r) abbia diagramma (Cn) si vede facilmente;
occorre invece un pd di pazienza per provare che & (r) & una geometria stret
tamente Tineare; ad ogni modo la cosa pud anche ottenersi da un risultato pid
generale, per il quale rimando alla (gd.18) del prossimo Capitolo 7). A questo
punto basta applicare la (gd.9), e invertire la costruzione: si ottiene i1 com-
plesso orifiamma 0@(r)) dello spazio polare (fine) &(r). Ed & immediato

vedere che T = (@(r)).
Dalla (gd.9) e (gd.10) si ottiene subito che:

(gd.11) (Cfr. Cap. 4, (b.10)). G1i edifici generalizzati di diagramma (Cn) SO
no gli spazi polari. G1i edifici generalizzati di diagramma (Dn) sono

i complessi orifiamma di spazi polari fini.

(Rimando a [26], Cap. 7, per dimostrazioni dirette. Ma non si discostano molto
da quelle date qui. E' evidente che le dimostrazioni date in [26] includono spe-
cializzazioni della dimostrazione che un edificio generalizzato & una geometria

strettamente lineare, data per il caso generale nel Cap. 12 di [26]).

Chiudo questo capitolo tornando ai diagrammi (Ln). Dalla (gd.2) si ha subito

che:

(gd.12) Tutte le geometrie di diagramma:

(L) o = o L o-...-o—-L-o

"o 1 2 n-2  n-l

sono strettamente lineari.

Per la (gd.2), basta verificare che le geometrie di chiusura sono strettamen
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te lineari. E la cosa si ottiene con facili (ma noiose) verifiche.

Aggiungo due risultati, che rappresentano generalizzazioni della (gd.12) e
della (gd.9).

(gd.13) Le geometrie di diagramma:

L L L T
o—0—0-... O0—0———0

0 1 2 n-3 n-2 n-1

sono strettamente lineari se e solo se, per ogni scelta di i con

0 < i < n-1, non esistono quattro varieta a due a due distinte, x,x',
ysy's con t(x) = t(x') =1 e t(y) = t(y') = i+1, tali che

xIyIx'Iy'Ix.

(gd.14) Le geometrie di diagramma:

0—— 0——— 0. . . =G0
0 1 2 n-2 n-1

sono strettamente lineari se 1'enunciato della (IL-2) vale rispetto

al tipo 0.

(Ometto le dimostrazioni. Avverto solo che possono ottenersi sulla falsariga di

quella data per la (gd.9)).
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CAPITOLO 7
GEOMETRIE DI TITS-BUEKENHOUT

(GEOMETRIE PURE)

L'esempio portato nel Cap. 5 per mostrare che il diagramma di base del resi-
duo T di una bandiera F di una geometria T non & necessariamente il gra
fo indotto da  A(r) sul cotipo di F, mostra un'altra patologia, che 1a Pro-
prietd d'Intersezione (IP.2) non basta ad escludere (infatti ta (IP.2) vale su
tale esempio): pud capitare cioé che, dati due tipi i e Jj, il residuo di una
bandiera di cotipo {i,j} sia talvolta un digono generalizzato, talaltra no.
Dird miste le geometrie che presentano questo comportamento patologico. Si trat-
ta di eccezioni fastidiose nella teoria, benché affatto innocue nella pratica.

Innocue perché implicitamente escluse dalle usuali convenzioni adottate nella

scrittura di diagrammi.

Nota - Va da sé che si potrebbero modificare dette convenzioni si da poter dise-
gnare diagrammi anche per geometrie miste. Ma dubito che la cosa possa avere un
qualche interesse. L'esempio 1) del Cap. 5 mostra invece che vi possono essere
geometrie non miste, nel senso ora definito, e tuttavia 'relativamente miste'
rispetto ad un dato sistema di marche per diagrammi speciali (nell'esempio 1:
marche per i diagrammi di Coxeter). Ignoro cosa di interessante possa dirsi in

generale su questi fatti.
Limitiamoci ora alla considerazione di geometrie strettamente lineari.

Una geometria strettamente lineare & detta pura se non & mista; equivalentemen
te seappartiene al diagramma speciale ottenuto marcando con = i lati del suo
diagramma di base (cfr. (gd.5), Cap. 6). Equivalentemente: una geometria stret
tamente lineare T @& pura sse per ogni bandiera F i1 diagramma di base di FF

€ 11 grafo indotto da  A(r) sul cotipo di F.

Nota - La definizione di geometria pura non avrebbe alcuna necessita, per essere

data, dell'assunzione che le geometrie considerate siano strettamente lineari. Ta
le assunzione & perd indispensabile per ottenere i risultati seguenti. Noto anco-
ra che nel caso di geometrie pure, possiamo considerare il diagramma di base come

caso limite di diagramma speciale: quello ottenuto con le due marche (ora le pil
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generali, per (gd.5)): o—o0 e o o.
i i
Sono note varie caratterizzazioni per le geometrie pure. Ne cito qui due, ab-

bastanza semplici.

Rignando all'esempio 1 del Cap. 50a [8] per la definizione di insieme i-idotto
di vertici di un grafo }f, ove 1 @& un vertice di z? , e per il senso della lo-

cuzione X separa Y da 1 (in j?). Si ha:

(gd.15) Una geometria strettamente Tineare I' & pura se e solo se, per ogni tipo

i le bandiere i-ridotte in T sono quelle di tipo i-ridotto in A(r).

(Lascio la dimostrazione a chi legge: & facile). La (gd.15) facilita molto il
compito di trovare le bandiere i-ridotte: infatti rintracciare in aA(r) gli in-

siemi i-ridotti & cosa di nessuna difficolta.

L"importanza di poter classificare le bandiere i-ridotte & evidente dalla
(gd.7) del Cap. 6: le bandiere i-ridotte corrispondono biunivocamente alle i-om
bre. E il sistema delle i-ombre dice 1'aspetto che assume la geometria quando la
si voglia vedere come sistema di punti, rette, sottospazi,... assumendo le i-va

rieta come punti.

(gd.16) Una geometria strettamente Tineare T = (V,I,t) & pura se e solo se per
nessuna coppia di tipi distinti i e j congiunti in A(r) esistono
mai quattro distinte varietd x,x',y,y' con t(x) = t(x') =i e

t(y) = t(y') =3 e xIyIx'Iy'lx.

(Cfr. L'enunciato della (gd.13)). La (gd.16) discende immediatamente dal num.9.11

di [8]. Pud anche ottenersi come corollario dal seguente teorema:

(gd.17) Sia r = (V,I,t) una geometria pura. Per ogni tipo i e per ogni scelta
delle bandiere F e G con F i-ridotta, risulta Oi(F) E,Gi(G) se e

solo se FIG e t(F) separa t(G) da 1 in a(r).
(Rimando a [8]).

Osservo intanto che la (gd.17) implica che le bandiere i-ridotte sono quelle

di tipo i-ridotto. Sicché, per (gd.15), possiamo anche caratterizzare le geometrie
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pure come quelle geometrie strettamente lineari su cui vale 1'asserto della

(gd.17).

L'utilitad della (gd.17) & evidente: le separazioni su A(T) sono facili a
vedersi. E possiamo ricostruire senza difficolta i1 sistema delle i-ombre (in-
clusioni comprese) dal sistema delle bandiere i-ridotte. Possiamo anche defini-
re una funzione di tipo sul sistema delle i-ombre (Cfr. anche Cap. 5, esempio 1),
assegnando alla i-ombra X come tipo la cardinalita della componente connessa
di i nel grafo indotto da  A(T) sul cotipo della bandiera i-ridotta F di i-om
bra X. Si assegna ad X i1 tipo 0 se i e t(F)). Si ha allora che, definita

mediante 1'inclusione un'incidenza sul sistema delle i-ombre:

(gd.18) 1I1 sistema delle i-ombre di una geometria pura e irriducibile T di

rango n @ una geometria pura di digramma:

L S S S
0 1 2 n-2 n-1

(Rimando a [22] per la dimostrazione). Nei casi concreti diviene un banale eser-
cizio (usando la (gd.17)) specificare meglio le marche da segnare sui lati del
diagramma della geometria delle i-ombre di T, note quelle sui lati del diagramma
di T. Si sono giad visti vari esempi di questu metodo: la costruzione di ﬂj(@) e
JL(0) da & (parte iniziale del Cap. 4), le costruzioni date nell'esempio 1 del
Cap. 6. In alcuni casi, ma forse non in tutti & anche possibile ricostruire uni-
vocamente la geometria dello spazio delle due i-ombre (si veda ancora, per cid;

1'Esempio 1 del Cap. 5, e 1'isomorfismo  &(F)) = & (Cap. 4)).

In definitiva possiamo associare ad una geometria pura irriducibile r di ran
go n una n-pla di geometrie pure di rango n con diagramma di base Tlineare
(abbiamo tante geometrie siffatte quanti sono i sistemi di i-ombre, e dunque tan

te quanti i tipi di r).

L'ipotesi che T sia irriducibile, nella (gd.18) si spiega col fatto che,

se T fosse riducibile, lo spazio delle sue i-ombre coinciderebbe con quello

. D(i . L .. s
della geometria T (1) ove D(i) & la componente connessa di i in a(r).

Questo peraltro, & ancora una geometria pura; sicché il risultato della (gd.18)
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vale su di essa (per una condizione sufficiente su D € A(r) affinché PD
sia una geometria pura e abbia come diagramma di base il grafo indotto da A(T)

su D, rimando ancora a [22].Cfr. anche pid avanti, Cap 7).
Termino con:

(gd.19) Una ge~metria strettamente lineare & pura se il suo diagramma di base

non contiene 3-cicli.

(Rimando per la dimostrazione a [21]).
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CAPITOLO &

CENNI SULLE GEOMETRIE ASSOLIATE A GRUPPI SEMPLICI FINITI SPORADICI:

IL CASO DEI GRUPPI DI MATHIEU

Alcuni gruppi semplici sporadici sono stati ottenuti con costruzioni essenzial
mente geometriche. I1 caso forse pid appariscente @ quello dei gruppil di Fischer e
di Conway. Ma e noto che in tale chiave possono vedersi molti altri gruppi sporadi
ci, a cominciare da quelli di Mathieu.Questi furono scoperti originariamente da
Mathieu studiando i gruppi di permutazioni quadruplamente o quintupiamente transiti
vi. Ma sono anche ottenibili come stabilizzatori di opportune strutture definite a
partire da un'unica costruzione geometrica, cui ouella che produce i gruppi di Conway
e strettamente legata; del resto i primi due gruppi di Mathieu possono essere riot
tenuti con una seconda costruzione geometrica, simile alla precedente, e in questo

contesto vi sono connessioni col gruppo J. di Janko. (Cfr. [29) e [14]),.

Fatti come questi, e 1'esempio dell'eccellente prova data sui gruppi semplici
classici dalla teoria degli edifici ( e delle BN-coppie), fanno sospettare cne pos

sano esservi qui in gioco cose pid profonde, da scoprire.

Comunque, per saperne di pid, & indispensabile un lungo lavoro preliminare di
raccolta, organizzazione e analisi di dati: scoperta, studio e classificazione del
le varie geometrie associabili ai vari gruppi sporadici. E qui il lavoro é solo
agli inizi: anche se gia si conoscono interpretazioni geometriche per pid della
metd dei gruppi sporadici, per i1 momento c¢io non c¢i déd molto di pid che una pri-
ma lista di esempi; le connesszioni finora note tra questi, pur non essendo poche,
sembrano perd ancora, per lo pit, o tronpo legate alle specificita delle partico-
lari costruzioni con cui sono stati prodotti i vari gruppi perché se ne possano
immediatamente trarre molte conseguenze, oppure troppo esterne per suggerire qual-

cosa di chiaro. Ma, appunto, si € solo agli inizi.

1

Rimando per i1 materiale finora disponibile (o, meglio: a me no-c) alla parte

7
/

conclusiva di [7]e agli esempi di [9]. F, inoltre, all'articolo di W.M.Kantor

[19] , all'articolo di M.Ronan e S. Smith 23], agli articoli di A.M.Cohen [12] e [13],
L20

i .

e all’articolo di Buekenhout [10]. [ anche all'articolo di A.Neuamaier
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Avverto che uno stesso gruppe pud avere piu interpretazioni geometriche. Per
essmpio, ne sono note due {una di rango 3 e una di rango 2) per il gruppo di
Hall-Janko JZ’ due per il gruppo speradico d4i Suzuki Sz, ben quattro per il
gruppo di Janko J] (due di rango 3 e due di rango 2). Ma su ci0 avrd occa-
sione di tornare pid avanti.

L'armamentario concettuale di cui ci si & dotati & la teoria della geome-
tria di Tits-Buekenhout. Si incontrano per 1o pil geometrie strettamente 1i-
neari {ovviamente pure, dal momento che se ne disegrano diagrammni speciali);
le uniche eccezioni per ora sono: la gecmetria prodotta da M.Ronan e S.Smith
per il gruppo di Suzuki Sz (cfr. articolo sopra citato), Ta geometria prodotta
da W.M.Kantor per il gruppo di Lyons-Sims (cfr. articolo citato) e la geometria
asscciata al primo gruppo di Conway {(cfr. 57‘ 7 12): su esse anche (IP.1) viene
a cadere (fvverto che analoga anomalia iresenta la geometria associata da A.

Neuamaier al gruppo Aut(Sz). Cfr. articolo sopra citato).

1T Tegame richiesto fra i1 gruppo & la geometria é:

(G‘) [T gruppo agisce sulla geometria come gruppo di automorfismi speciali tran

sitivo sull'insieme delle camere.

Qui mi limiterd a trattare, come esempio, i1 caso dei gruppi di Math_ieu. Ri-

mando, per le dimostrazioni e per tutti i dettagli che ometterd, a [14].

Sia a 1la retta proiettiva su F?3 = GF(23,. Ovvero:: @& la sequenza di sim-
boli: «,0,1,2,3,4,...21,22. 11 gruppo PSL2(23) coincide col gruppo L2(23) di tut

te le trasformazioni di @ 1in sé del tipo

x =~ (ax+b)/({cx+d) (a,b,c,d ¢ F e ad-bc = 1)

237

(ovvio i1 senso di somme, prodotti, divisioni quando vi sia coinvolto il simbolo

. . | . . 2. . .
=), Si pone poi ' = Foy = U= {e} 0 = {< Ix e FJ:; , N=2-0, Q'=0-{0},N' =

= N - [=}, L2(23) ha per generatori le tre operazioni:

SIS SRS 3 R G & volX o =X

IT gruppo M?a put essere definito come il sottogruppo del gruppo simmetrico

S?4 (sui 24 simboli che compongono

Oy

generato da by“yy, € dalla permuta-
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Zione:
f-x -> x3/9 se x e Q
§ 3
l‘x -+ 9x se x e N

Consideriamo ora 1'insieme P() dei sottoinsiemi di o . P(Q), munito dell'
operazione di differenza simmetrica (somma nell'anello booleano delle parti di
@) € uno spazio vettoriale ¥ su GF(2). IT1 gruppo 824 resta a'lora identi-
ficato col gruppo delle trasformazioni lineari permutazionali di V. Sicché M24
& un gruppo di trasformazioni lineari di Y’ . Consideriamo il sottospazio ‘€ di

" (detto codice binaiio di Golay) generato dai 24 insiemi Ni (ieq) ove é:

N = & e N1 = N-i = {n-i|neN} se i # = . /1 sottospazio € ha una strut-

tura assai interessante. Ha dimensione 12, e i suoi elementi diver<i da @ eq

s1 distribuiscono in tre classi:

1) Ottadi. Constanodi 8 elementi: ogni quintupla di elementi di @ appartiene ad

esattamente un'ottade. Ci sono esattamente 759 ottadi.

2) Dodecadd. Constano di 12 elementi, risultano dalla differenza simmetrica

di due ottadi intersecantisi su una coppia di elementi, e sono 2576 in tutto.
3) Complementand ( in @ ) di ottad<. E non vi sono altri elementi in €.

Sia poi data un'ottade A = {a],a yeo.d

2 8 2

1<i<8 e AO =, Sia ('i;j)Ott il numero delle ottadi che intersecano Ai

esattamente su Aj (per 0<j<i<8),e

1 e sia Ai = {a],a ,...ai} per

(1;J)d0d il numero delle dodecadi
che intersecano Ai esattamente su Aj. La Tista dei valori di (8;j)Ott e:
30 0 16 0 4 0 0 0 1

e quella dei valori di (8;j)dod é:

o o 16 0 24 0 16 0 ©0.

Per di pil risulta, per ogni i con 0 < i < 8 e perogni j con 0 < j < i:
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+ (i+153+1)

) (1+1;J)0 ott

RPN tt

(133)goq = (*133) o + C+1341)

Si ha poi anche che ogni zlemento di ¥* & congruo modulo ¥ o ad un unico
elemento di ¥ di cardinalitd al pid 3 oppure a ciascuno di 6 insiemi di car-
dinalitd 4, a due a due distinti. In questo secondo caso, 1'unioine di due qua-
lunque di questi 6 insiemi & un'ottade. Diremo sestetfc una sestupla di quaterne

a due a due disgiunte tale che 1'unione di due qualunque di esse & un'ottade.

Una terna di ottadi a due a due disgiunte sard detta un tric. Un duum (cfr. [14])

€ una coppia di dodecadi disgiunte.

Nota - Forse sard suwperfluo, ma ad ogni modo, onde evitare fraintendimenti, av-
verto che quando dovrd riferirmi agli ordinari insiemi di 3,4,...n,... elementi

userd sempre i suffissi "-pla" o "-na" (come in: tripla, terna, quadrupla, qua-
terna, ...), e riserverd i suffissi "-ade" o "-etto" (come in: ottade, sestetto,..

ai sensi speciali stabiliti sopra.

Nel seguito col termine s.tabilizzatore intendo sempre che 1'insieme stabiliz-
zato & stabilizzato nel suo complesso. Quando voglia intendere lo stabilizzatore

elemento - per - elementc, lo dird esplicitamente.

Diciamo poi che un gruppo rappresentato come gruppo di permutazioni su m in-

siemi disgiunti X ,...X @ (Kys oo oK )=transitive su X,,...X , nell'ordi

1 m 1 m 1 m -
ne, se presi comungue K, elementi a. .,...a. in X. (per 1 <1 <m) ed

i i,] 1,K4 i - -
altrt Ki elementi bi 1""bi K in Xi (per i=1,...m), esiste un elemento p
L ) -|
del gruppo che porta a, 3 in bi . (per i=l,...m e j=1,...Ki).
> 3 A

Si hanno i seguenti risultati:

(m.1) M24 é lo stabilizzatore in 824 {gruppo delle permutazioni di & ) del
codice di Golay €.
(m.2) M é quintuplamente transitivo su Q.

24
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(m.3) M @ transitivo sulle ottadi. Lo stabilizzatore in M__ di un'ottade

(m.4)

(m.6)

24 24

e un estensione 24A8 del 2-gruppo elementare abeliano 2 di ordine

16 mediante A8’ e si spezza su AB. 1T gruppo A8 & autonormalizzante
4

in 2 AB. I coniugati di A8 in 24A8 danno gli stabilizzatori dei 16

elementi nel complementare dell'ottade. A,, in quanto gruppo di automor

8
fismi interni di 24, & un gruppo di trasformazioni lineari di uno spa-
zio 4-dimensionale su GF(2). Nei fatti: AB ¥ PSL4(2). IT gruppo 24A8 &
(6,1),(3,2) e (1,3) transitivo sull'ottade e sul suo complementare.

M24 @ transitivo sulle dodecadi. Lo stabilizzatore in M24 di una dode-

cade é M]2 che & (5,0),(3,1),(1,3) e (0,5) transitivo sulla dodecade

e sul suo complementare. Lo stabilizzatore di un duum & un estensione

M1I 2 di

5 M]2 mediante i1 gruppo di ordine 2. Lo stabilizzatore in M

12

e M

di un punto della dodecade (stabilizz:ta da M12) 1

(M24 @ transitivo sui singoletti, le coppie e Te terne, per (m.2)).
di un singoletto & M__ (che & (1,4) transftivo

4 23
sul singoletto e sul suo complementare, per (m.2)). Lo stabilizzatore in

Lo stabilizzatore in M2

M24 di una coppia & un estensione M222 di M22 mediante i1 gruppo di

ordine ?; per la (m.2), & (2,3) transitivo sulla coppia e sul suo connle
mentare. Ma & anche (1,4) transitivo sulla coppia e sul suo complementare.

Lo stabilizzatore in M24 di una coppia elemento-per-elemento & MZZ’

ed & quadruplemente transitivo sul complementare della coppia. Lo

stabilizzatore in Moa di una terna & un estensione M,.S, di M21 median

te i1 gruppo simmetrico S.. E' (1,4) e (2,3) transitivo sulla terna e sul

3
suo complementare. Lo stabilizzatore in M24 di una terna elemento per ele
mento € il gruppo M21'
M24 é transitivo sui sestetti. Lo stabilizzatore di un sestetto & un'esten

. A0 . : . . .
sione (2 -3)S. mediante il gruppo simmetrico S_ di un sottogruppo nor-

6 6

male 26-3, estensione mediante i1 gruppo d'ordine 3 del 2-gruppo abeliano
elementare 26 di ordine 64. I1 gruppo 26-3 e To stabilizzatore del sestet
to elemento-per-elemento ed & (2,1,1,0,0,0) e {3,1,0,0,0,0) transitivo

sulle quaterne del sestetto. Infine qu @ transitivo sui trii. Lo stabi-
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lizzatore di un trio & un estensione 26(5 xPSLB(Z)) del gruppo 26

mediante S3xPSL3(2) (S

3
e i1 gruppo simmetrico su 3 elmenti).

3
Lo stabilizzatore del trio elemento-per-elemento & un estensione 26PSL7(2)
del gruppo 26 mediante PSL3{2), ed @ (2,1,1) e (3,1,0) transitivo sul
le tre ottadi del trio.

2q°MpgoMy, €0 Mo,

IT sistema delle ottadi permette di interpretare i gruppi M
come gruppi di automorfismi di sistemi di Steiner $(5,8,24), S(4,7,23), S(3,6,22)
ed S(2,5,21) rispettivamente, e le proprietd delle dodecadi parmettono di asso-
ciare M12 ed MH a due sistemi di Steniner S(5,6,12) ed S(4,5,11), rispetti-
vamente.

Richiamo la definizione di sistema di Steiner. Siano h,k,n tre numeri con
h << <n. Un scstema di Stednen di parametnc h,k ed n € una coppia == (S,9)
ove S, detto insieme dei punti, ha cardinalita n ed £, detto insieme dei bloc-
cni o delle k-ad¢, & una famiglia di sottoinsiemi di S di cardinalita k  tale
che ogni sottoinsieme di S di cardinalita h & incluso in esattamente un ele-
mento di 8. E' usanza indicare un sistema di Steiner di parametri h,k,n con la

notazione S{h,k,n).

E' ovvio che il sistema delle ottadi (di €} definisce su & un sistema di

Steiner di parametri 5,8,24.

Rammento che i sistemi di Steiner di parametri 2,k,n sono gli spazi lineari
su n punti in cui tutte le rette hanno k punti (brevemente: spazi lineari

d'ondine k su n punti).

Ovvio cosa sia un automorfismo di un sistema di Steiner.
Dato un sistema di Steiner % di parametri h,k,n su un insieme di punti S pos
siamo definire su esso una geometria di rango h, assumendo {0,1,...h-1} come in-
siemi di tipi, 1 sottoinsiemi di S di cardinalita j (0 < j < h-1) come j-varie-
ta e le k-adi come (h-1)-varietd, e definendo infine 1'incidenza nel modo ovvio,
mediante 1'inclusione. E' presto visto che si ottiene cosi una geometria r(s)

di diagramma:
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e che ¥ pud essere univocamente ricostruito da r(z). Il diagramma di (%)
pud anzi essere disegnato con piu precisione, introducendo marche opportune.

Indichiamo con:

0-52—0 il fatto che i residui di bandiere di cotipo {i,j} sono
! J triangoli.
Lr S
e con o—>=———¢p il fatto che i residui di bandiere di cotipo {i,Jj} sono spa
i J
zi lineari d'ordine r su s punti. Allora T(z) ha diagramma:
L 1 ]
LT T SR LT S L 0 (ove k'=k-h+2 ed n'=n-h+2)
0 1 2 h-4 h-3 h-2 h-1

La geometria TI(r) & poi strettamente lineare, per la (gd.¥2). Ed e evidente-
mente pura. E' poi ovvio che ogni automorfismo di £ individua un automorfismo
speciale di r(z). Osservo ora che dalle considerazioni svolte nel Cap. 7 si ha

che in una geometria pura ' di diagramma:

e 00— . .~0 0

0 1 2 h-2  h-1
le bandiere O-ridotte sono le varietd (e la bandiera @); sicché dalla (gd.7),
1'azione su T di un suo autumorfismo speciale o & individuata dall'azione di
o sulle O-varieta. Per questo, e per la possibilita di ricostruire univocamente
© da r(r), possiamo identificare il gruppo degli automorfismi di & col gruppo

degli automorfismi speciali di r(z).

Sia ora G un gruppo di automorfismi di I (dunque: automorfismi speciali di
r(z)); & immediato riconoscere che G & transitivo sulle camere di r(z) see

solo se & h-transitivo sull'insieme S dei punti di  z(0O-varieta di T1(z)).

E' poi ovvio che, data una bandiera F ir una geometria ' e un gruppo G di

automorfismi speciali di 71, lo stabilizzatore GF di F in G individua sul

residuo FF di F un gruppo di automorfismi speciali. E se G € transitivo sul-

le camere di 1, tale é GF sulle camere di FF.
Sicché, se ora G & un gruppo di autororfismi di #, e se X ¢S ha cardi-
nalita 1 (con 1 < i < h-2), lo stabilizzatore elemento-per-elemento GX di X

in G & lo stabilizzatore della bandiera.
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F ={{x]} Lx],sz,...{xl,xz,...xi}} (dato un qualunque ordinamento X]’XZ""xi

di X). Pertanto GX individua sul residuo F(E)F di F in  T(Z) wun gruppo
di automorfismi speciali, transitivo sulle camere se tale era G sulle camere di

(). Si vede poi immediatamente che I"(E)F ¢ tdentificabile con la geometria
F(EX) @ssociata al sistema di Steiner XX = (S~S;8x), di parametri h-i,k-i,n-1,
ove & 8 = (Y-x| Y2X e Y & una k-ade in z}.

Tornando ora ai gruppi di Mathieu, sappiamo che i1 sistema delle ottadi di €

definisce un sistema di Steiner ae di parametri 5,8,24, e che (cfr.(m.1))
M24 & 11 gruppo degli automorfisni di Lo - Inoltre MZ& e transitivo sulle ot
tadi e 5-transitivo sui punti di EE(cfr. (m.3) ed (m.2)). Sicché M24 e il
gruppo degli automorfismi speciali di T{,P} ed & transitivo sulle camere di
F(xe). La geometria F(ZE) ha i1 diagrammaJ

o—Se oS0 o C LS,Z]

0 ] 2 3 4

Ma & presto visto gli spazi lineari d'ordine 5 su 21 punti sono i piani proietti-

vi d'ordine 4.

Sicché i1 diagramma di F(zt) pud anche mettersi in una delle due forme:

c C C C . . . .
0 0 0 0 0 oppure 0= -0 0 o o (infatti, i trian-

goli sono sia circoli che piani proiettivi).

Sappiamo dalla (m.5) che i1 gruppo di Mathieu M23 é 1o stabilizzatore di un

(qualunque) punto x di EB. Sicché costituisce un gruppo di automorfismi del si

stema di Steiner (EE}X di parametri 4,7,23, ed & quadiruplamente transitivo sui
C . . . . (s .

punti di tale sistema. I1 diagramma di ]((ZE)X) ( F(QE)X) é:

o—Seo—Sa o ta 214 (anche: o 0———0 0

0 1 2 3 0 1 2

o o
oppure 0 0 o o)
0 1 2 3

Ovvio a questo punto come vanno le cose per M?2 (si usi ancora la (m.5)): resta

associato a un sistema di Steiner $(3,6,22), e risulta triplemente transitivo sui



punti di tal sistema, e dunque transitivo sulle camere della geometria associata

a tal sistema, la quale ha diagramma:
L

o 5,21 C
0 0 0 (o anche: o——o o)
0 1 2
Infine: M21 risulta un gruppe di collineazioni di un piano proiettivo d'ordine 4,
doppiamente transitivo sui suoi punti.
Passiamo ora ad M]Z'
Sappiamo da (m.4) che M12 é lo stabilizzatore di una dodecade, e che & ivi
quintuplamente transitivo.
Possiamo associare ad M12 un sistema di Steiner S(5,6,12), prendendo come

punti g1i elementi della dodecade e come sistema di esadi le intersezioni con la
dodecade di ottadi che hanno almeno 5 punti in comune con la dodecade (si ricava
infatti facilmente dalla classificazione degli elementi di ‘€ data all'inizio che

se un'ottade interseca la dodecade su almeno cinque punti allora la interseca su

esattamente 6 punti). Detto a; tale sistema di Steiner, M]2 risulta transiti
vo sulle camere della geometria r(x:), di diagramma:
L
Co Co c 3,9
0 o 0 0 0
0 1 2 3 4

Siccome uno spazio Tineare di ordine 3 su 9 punti & lo spazio affine d'ordine

3, i1 diagramma di F(Z;) pud anche porsi in una delle due forme:

o Af C C C Af
o 0 o 0 - oppure © 0 0 0 0
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
L MH restera anco-a associato ad un sistema di Steiner S(4,5,11) e ad
una geometria di diagramma:
Ca c, L3,9 o Af C C Af
0 0 0 o  (oppure anche: o 0 o 0 oppure o 0 0
0 1 2 3 0 1 2 3 8 1 2

Naturalemente uno ctesso gruppo pud essere interpretato come gruppc d'automorfi-

smi speciali (transitivo sulle camere) su pil geometrie.

Per esempio, tornando ad M 1 assumiamoc come punti le ottadi e come rette

2
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i trii, come incidenza 1'appartenenza. Otteniamo uno spazio lineare parziale e,
per (m.6) o (m.3), M24 agisce su tale spazio come gruppo d'automorfismi specia-
1i, transitivo sulle camere (coppie punto-retta incidenti).

In tale spazio ogni retta contiene 3 punti e da ogni punto escono 15 rette
(cido risulta facilmente dalle proprieta di €). Tale spazio ha anzi una struttu-
ra abbastanza interessante. Diciamo che uno spazio lineare parziale & un
(g,dn,dz)—agcnc (cfr. [9]) se g (detto gonalita) & i1 pid piccolo numero di la
ti in un poligono ordinario estraibile dallo spazio in questione, se dp, detto
deametro di punto e definito come la massima di stanza di un punto x da un pun
to o una retta dello spazio, non dipende da x, e analogamente per dﬁ (detto
diametno d{ netta). Rammento che la distanza tra due elemesti, punti o rette,

di uno spazio parziale lineare & intesa come nei complessi di camere: la distan-

za di una faccia A da una faccia B @& la pid piccola tra le lunghezze di galle

rie da A a B.
Nofa - Un piano affine & un (3,3,4)-gono,per esempio).

Cid premesso, 1o spazio %ineare parziale ora associato ad M24 é un (4,6,6)-g0
no (cfr. [9], Ex.6). Qui mi limito a mostrare che la gonalita & 4 (lascio a chi

legge la verifica che diametro di retta e diametro di punto sono entrambi 6).

Sia {A],AZ,...Aé} un sestetto. Poniamn A, ; uguale all'ottade Ai U AI
(1 <1 <Jj <6). Consideriamo la quaterna di ottadi A];E’A3,6’A2,4’A5,6' Costitui

scono i vertici di un quadrilatero i cui lati sono dati dai trii {A] 0 A4 5 3 6}

{A3,6’A1,5’A2,4}’ A ] 3 5 6}’ {A5 6 3 6’ 1’2} . Si vede poi subito che non

esistono triangoli. Sicché la gonalita & appunto guattro.

Un altro esempio. Sappiamo che M24 é transitivo sui sestetti e i trii.
Prendiamo i sestetti come punti e i trii come rette, e diciamo che un sestetto
e incidente a un trio se il sestetto, come partizione di @, costituisce un raf-

finamento del trio. Otteniamo una geometria con 1771 punti e 3795 rette (cfr.

pag. 230 di []4]). Ogni retta da 7 punti e da ogni punto escono 15 rette. Si ottie

ne un (3,5,5)-agono (cfr, L9] , Ex. 20). M24 e transitivo sulle sue camere.

L]
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Ma si possono dare semplici costruzioni per produrre nuove interpretazioni
geometriche da altre interpretazioni gia date. La via piu banale é quella di
cancellare le varietda i1 cui tipo sta in un dato insieme di tipi..

Occorrono qui alcuni preliminari.

Sia j, un grafo e D un insieme di veritici di‘% . D sia dird fontemente
convessc se contiene tutti i cammini semplici congiungenti in ‘ﬁ. due qualungue
elementi di D (intendo per sempfice un cammino senza ripetizioni di vertici).
Sia ora T una geometria pura e sia D un insieme fortemente convesso in D.
Allora la geometria FD (cfr. Cap. 5) € pura (rimando, per la dimostrazione, a

122]). In particolare: se a(r) ha la forma:

0 Oo———0~...-0 0

cancellando le varieta il cui tipo appartiene ad un tratto iniziale (oppure

finale) di A(r) ottengo ancora una geometria pura. Per di piu, se T ha dia-
gramma speciale q y Y
1 2 n-1
———— C———0C=- .. .=C 0
0 1 2 n-2 n-1

ove X.,X_,...X sono marche che denotano particolari classi di spazi lineari,
1772 n-i

senza escludere che Xi = L, naturalmente) allora cancellando le varieta di ti-
po i > m (per un dato m < n-1) otteniamo ancora una geometria pura di diagramma:

X] XZ Xm—2 L
0 O=——0—...=0 0 0

0 1 2 m-3 m-2 m-1

(per un esempio di questo procedimentn: Cap. 5, {gd.3), diagramma (ALn)).

E' poi ovvio che se G €& un gruppo di automorfismi di una geometria pura T ,
transitivo sulle camere di T, e se D € un insieme fortemente convesso in  A(T},

. . . e e D o
allora G @& un gruppo di automorfismi speciali di T, transitivo sulle sue camere.

Possiamo dunque associare M24 alle geometrie di diagrammi:
m o L5,21 T L5,2? T

0 0 0 0 0 o 0 O~—0

] 2 3 4 2 3 4 3 }

ottenute da T(IE) cancellando, rispettivamente, le O-varieta, le 0- ed l-varietad,
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e, le 0-, le 1- e le 2-varietd. Sulla terza di queste geometrie si pud dire mol

to di pid di quanto non risulti dalla figura. Consta dello spazio parziale Tineare
i cui punti sono le quaterne e le cui rette sono le ottadi. Considerando due
ottadi intersecantisi su quattro punti si ricava che la gonalitd di questo spazio
& 3. E' facile verificare che si tratta di un (3,6,5)-agono. Lascio la verifica

a chi legge.

Nota - La definizione data sopra di (g,dp,d )-agono & leggermente piu ampia di quel

{)
le date da Buekenhout in [9]; egli richiede infatti che sia anche dp < g+l e
dp < dfﬂ L'esempio ora ottenuto soddisfa pero tale restrizione previo scambio del

le rette coi punti.
Analogo procedimento applicato aliz geomefria in precedenza associata ad M22

porta ad associare M22 ad un (3,4,4)-agono: il (3,4,4)-agono dell'Esempio 3

di [9] & appunto questo.
Non & difficile indicare le contropartite gruppali deile precedenti costruzioni.

La cosa pud essere vista in via del tutto generale.

Sia r=(V,I,t) wuna geometria e G un gruppo di automorfismi speciali di T,
transitivo sulle camere. Fissiamo una camera C di T in ruolo di camera fondamen
tale, e siano XqsXos e X le varieta di C (supponiamo che {1,2,...n} sia 1'in
sieme dei tipi). Sia Gi 1o stabilizzatore di X in G. Per ogni varieta x,

sia g un elemento di G che porta x in x. Associamo ad x i1 laterale

t(x)
th(x) di Gt(x)' Resta cosi definita una biezione tra le varietda di ©r e i late-
rali sinistri dei sottogruppi Gi (i = 1,...n) (Cfr. anche Appendice). Posto

n
G = .G, alle camere di [ restano associati i laterali sinistri di G. E 1'in

cidenza tra varietd si traduce nel fatto che i corrispondenti laterali abbiano in-

tersezione non vuota. Dalla proposizione 1.4.1 di [26] si ha che:

1) IT sistema dei snttogruppi Ci j;g Gj genera G.
.. . - 1 ‘_3,. = _ N v . e . oA zl’-‘
ii) Per ogni J ¢ {1,...n}, sia GJ idd Ci (in particolare: G@ 5). Per
. . 4 1 ‘l: { . , ., s ‘] !.‘\ — é \ :_. - (\"
ogni scelta di J,J',J" ¢ {1 n}, risulta (GJ,CJ,} (GJ, g GJ( g GJ“)
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(c.2) Un automorfismo quasi speciale di un complessc di camere magro che fissi

una camera e 1'automorfismo identico.

Si noti che non tutti gli automorfismi quasi speciali nel senso ora detto sono

automorfismi speciali (nel senso fissato yer i complessi di Coxeter). Infatti,
in un complesso di Coxeter di diametro finito, 1'automorfismo opposto ¢Op (cfr

[26], Cap. 2) € quasi speciale (perché 5OD{C)f‘C = @ per ogni camera C). Ma

.

non & speciale. Dalla (c.2) si ha cosi subito che la composizione di due automor

fismi quasi speciali non & necessariamente quasi speciale; infatti, sia ancora

¢op 1'automorfismo opposto in un complesso di Coxeter, sia C' = ¢Op(C) per

qualche camera C, e sia s un automorfismo speciale che porta C' su C. Allora

¢¢Op fissa C, ma non & 1'identia, non essendo speciale. Sicché, per (c.2),

0 i . .
& P non @ nemmeno quasi speciale.

E' presto visto che un automorfismo quasi speciale che porti una camera C

in una camera C' adiacente a C fissa la faccia C7C', e percioporta C'

in C. Diciamo nddless<end gli automorfismi quasi speciali che scambiano due ca

mere adiacenti. E' ovvio che le riflessioni possono essere caratterizzate come
quegli automorfismi quasi speciali che fissano una faccia di codimensione 1 (o
corango 1, se cosi si preferisce dire); precisamente: fissano le faccie comuni

alle coppie di camere adiacenti che scambiano.
Dalla (c.2) si ha subito che le rifiessioni sono involuzioni. Si ha poi:

(c.3) Data una coppia di camere adiacenti C,C' 1in un complesso di camere ma-

gro, c¢'é al pid una riflessione che scambi C e C'.

Siano infatti r ed r' due riflessioni che scambiano C e C'. L'auto-

morfismo r r' fissa C7'C' elemento per elemento. Sicché, fissando C (e

fissa ogni faccia di C. Sia ora A una faccia del complesso. Proviarno che r
fissa A. La cosa si prova per induzione sulla distanza d(A,C) di A da C. Se
},...HH;Z A

d(A,C) = 0 la cosa si & gia orovata. Sia d(A,C) > 0 e sia C = CO,C
una galleria minimale da C ad& A. Per ipotesi induttiva, r_]r' fissa tutte 1

faccie di C” 1’ sicché fissa Cm ]r\Cm elemento per elemento, e pertanto fiss
- -

C e tutte le sue faccie. Sicché fissa A. Ne seque dunque che r r' = 1. Sic

Y
i

')

1.
r

e
a
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ti. Assegramo ad ogni sottospazio (# ©,S) la sua dimensione come tipo, sia
D = {k,k+1,...n-1}. Allora G da un gruppo di automorfismi speciali della geo
metria pura FD, transitivo sulle camere (perché G @& k-transitivo). Possiamo

dunque associare a G una geometria di diagramma:

C c c
(Acn) o——2-0—0~..,.0—=-0C 0
4] 1 2 k-3 k-2 k-1
. . c C c

(se si preferisce: o=————0O—0~...~0————0 O0pPPUrE O o o-...—0 0 o)

Con questo criterio, possiamo associare il gruppo alterno An (n > 4) ad una geo-

metria di diagramma (Acn~2)’ i gruppi di Mathieu M12 ed Mza a geometriedidia
gramma (Acs), i gruppi di Mathieu MI] ed M23 a geometrie di diagramma
(Ac4) e cosi via. (Cfr. [7] , 811). Ma anche: [1 terzo gruppo di Conway C3 (c

; similmente per molti altri

= 3, come altre volte € indicato) al diagramma (ACZ),

gruppi sporadici (e non).

Ma & ovvio che si tratta di rappresentazioni 'fittizie', di interesse nullo,
benché 1n regola con le definizioni e le condizioni assunte (purezza, condizione
(Gi)). I1T problema € qui: quale criterio generale costruire per selezionare le
interpretazioni ragionevolmente 'interessanti'? In particolare: la condizione
(G*) sembrerebbe, ora, troppo debole (troppo permissiva). Ma come rafforzarla non

¢ affatto chiaro.
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CAPITOLO 9

APPENDICE: COMPLEMENTI SUI COMPLESSI

DI CAMERE MAGRI

Dird che un complesso di camere magro & bicolorabile (0 :cofonabile) se il
agrafo, costruito prendendo come vertici le camere e come lati le coppie di ca-

mere adiacenti, & bipartito. Si ha:

(c.1) Un complesso di camere magro €& colorabile se e solo se, date tre camere

c,c',C" con C' e C" adiacenti, risulta |d(C,C')-d(C,C") | =1.

(d(C,C") & la distanza di due camere C e (', come nel Cap. 5). Proviamo il

"se',

Scegliamo una camera C_ e contrassegnamo con una marca + o - tutte le ca-
0

mere del complesso, assegnando alla camera C i1 segno + o - a seconda che
d(CO,C) sia pari o dispari. Nelle ipotesi assunte, camere adiacenti sono marca
te da segni opposti. E il "se" & provato. Proviamo il "solo se". Se il complesso
é colorabile, possiamo marcare con + o - tutte le camere, in modo che camere
adiacenti abbiano marche opposte. Sicché, data una camera C, il segno di una
camera C' & concorde o discorde col segno di C a seconda che d(C,C') sia pa
ri o dispari. Pertanto, se C' e (" sono adiacenti, risulta d(C,C') # d(C,C"),

poiché C' e (" hanno segno cpposti. E ne seque che [d(C,C')-d(C,C")] =1,

perché [d(C,C")-d(C,C")] < 1.

Un automorfismo ¢ di un complesso di camere magro si dird quasi speciale se per
ogni camera C, ¢ fissa tutti i vertici (o varieta, se cosi si preferisce dire)

della faccia  #(C) MC. Si & gia visto implicitamente nel Cap. 1 che:
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Sicché una riflessione & individuata dalla coppia di camere che scambia. Ri-
sulta cosi giustificato denotare con rC,C' la riflessione che scambia due ca-
mere (adiacenti) C e C'.

Usservo ora che la costruzione della partizone in tipi GI data nel Cap. b
pud essere riformulata anche su complessi di vertici e faccie che non siano com
plessi di bandiere. Si vede subito che un automorfismo 4 di un complesso di ca

mere induce una permutazione t¢  sulla partizione individuata da GI sull'in

sieme dei vertici. L'automorfismo ¢ sard detto speciale se ty & 1'identita.

Sia ora K un complesso di camere magro.E' presto visto che se la partizione

di K in tipi ©, & regolare, allora ogni riflessione r €& un automorfismo

I

speciale. Viceversa, se OI e ben posta, gli automorfismi speciali di ¥ sono

quasi speciali.
Si ha:

(c.4) Sia X un complesso di cam2re magro. Allora ¥ ammette un gruppo G di
automorfismi quasi speciali transitivo sull'insieme delle camere solo se
ammette tutte le riflessioni, nel qual casoc G & il gruppo generato dalle
riflessioni. Viceversa, se K ammette tutte le riflessioni e se ogni au-
tomorfismo generato da riflessioni & quasi speciale, allora il gruppo di
aotomorfismi generato dalle riflessioni & 1'unico gruppo di automorfismi

quasi speciali transitivo sulle camere di K.

Sia G un gruppo di automorfismi quasi speciali transitivo sulle camere di K.

Per ogni coppia di camere C(,C' adiacenti esiste geG che porta C in C'. Sic

ché, essendo g quasi speciale, &€ g =r Fissata poi una camera C, sia

c,c’

geG e C'=g(C). Sia C = Co’C1""Cm = C' una galleria da C a C'. Sia
ri = rc. co per i =1,.,.m, e sia g' =
=177

rmrm_]...r]. Si ha che g'(C) =

= g(C). Ma g,g'eG. Sicche g-]g‘eG. Pertanto e gd1g' =1, per la {c.2), perché

-1 . , ) X . .
g g'(C) = C. £ la prima parte della (c.4) & provata. La seconda parte & ora cvvia.
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Sia K wuncomplessodi camere magro e G un (anzi: <, per la (c.4)) gruppo
di automorfismi quasi speciali di K transitivo sulle camere. Scelta una came
ra C come camerna fondamentale, per ogni faccia A di C indichiamo con GA
lo stabilizzatore di A 1in G. Possiamo ricopiare isomorficamente K sul si-
stema dei laterali dei sottogruppi GA (con A ¢ C). Precisamente, ad una faccia
A' di K associamo il laterale gGA ove g & un opportuno elemento di G che
porta un'opportuna A ¢ C in A'. Ai vertici di K restano allora associati i
laterali dei sottogruppi Gx’ stabilizzatori di vertici x di C, e alle camere
di K restano associati 1 laterali di GC; cioé, qui, gli elementi di G, poiché
é GC = ] per Ta (c.2). L'inclusione tra faccie si traduce nella duale della in
clusione tra laterali, 1'incidenza di due faccie nel fatto che i corrispettivi

laterali abbiano intersezicne # 0.

Lasciando a chi legge le altre verifiche, mi limito a mostrare che la corrispon
denza € ben posta. Sia A' wuna faccia di K e siano g1,g2 e G ed Aj,AZ g C
] °

C':- £~ -
tali che g](A]} = A' = gO(AZ). Si%\yéii(t), per i =1,2. E' A" ¢ CI.LCZ' Ed
esiste geG tale che g(C]) = C?. Siccné g fissa A', essendo un automorfismo

-1

quasi speciale. Per di piu, g gg“7e G. (qui & anzi g,99, =1 perche G. = 1).
277 2771 C

C

- -1 -
Sicche, 9291] e gzggz' individuano lo stesso laterale di G_. Ma gzggz] fissa

c
. B} -1 .. _ -1 L . .
AZ. Sicché gng fissa AZ. Del resto g291 porta AI in AZ. Ne segue che

segue ora dal fatto che 929{] fissa AZ = A].

A] = AZ' E che quA] = gZG

A2
Nota - Ho evitanto di sfruttare i1 fatto che GC = 1, per evidenziare come il
ragionamento sia pil generale di quel che le ipotesi qui assunte facciano supporre.
La costruzione ora descritta & gia stata incontrata pid volte nei capitoli pre-
cedenti. In tali occasioni le notazioni erano diverse da queile qui usate: il sot

togruppo GA vi sarebbe stato scritto come GC-A’ 0 come SC—A’ 0 come NC—A""

La cosa aveva una sua giustificazione al momento di risalire direttamente dail'in
sieme (qui = faccia), appo:to come indice, ad un insieme di riflessioni generan-
te per i1 sottogruppo. Ho poi mantenuto tali convenzioni nel Cap. 7 solo per

non allontanarmi troppo da quelle usate in precedenza; ma, in quella sede, non ve

ne sarebbe stato alcun bisogno.
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E' poi presto visto, per la magrezza di K, che per ogni xeC risulta

GC—{x} = <ry s ove é 1a riflessione che scambia C con la camera adia

cente a C sulla faccia C-{x}. Il sistema delle e (xeC), dette niflessdiond
fondamental L, da un insieme di generctori per G. Infatti, possiamo graduare

gli elementi di G associando a geG come grado d(g) Ta distanza da C del

la camera g(C). Possiamo ora ragionare per induzione su d{g). Se d{(g) =1,

allora g € una riflessione fondamentale, Sia d(g) » 1, e sia C = CO,CI,...Cm:g(C)
una galleria minimale da C a g{(C). Sia r 1la riflessione che scambia Cm_]

1'elemento di G che porta C in Cm_1. Allora g =rg', e

e una riflessione fondamentale. Ma g' & prodotto di riflessioni

e C e sia
m’ g

(a'y " rg

fondamentali, per ipotesi induttiva. Sicché g =rg' = g'(g') rg' & prodotto di

riflessioni fondamentali.

Nota - La condizione i) della fine del Capitolo & da 1'estensione ai casi non
magri di quanto ora visto. La dimostrazione non & molto diversa da quella data

qui sopra.

Viceversa, sia dato in un gruppo G un sistema di sottogruppi Gj (iel), ta

le che, posto G, = .N G ia:

che, posto G, = ., G (Jcl), sia

\ o

1) GI

ii) G @& generato da un insieme {riliel? di involuzioni, dette alflessdiond fon
damentali, tali che, per ogni iel, sia GI—{i} =< v

Allora, prendendo come faccie i laterali sinistri dei GJ e rappresentando
1'inclusione tra faccie con la duale dell'inclusione tra laterali (al solito: si
identifichi gGJ con 1'insieme dei Taterali gGi con ied), si ottiene un com-
plesso di camere magro, sui cui G, agendo per moltiplicazione a sinistra, defini
sce un gruppo di automorfismi quasi speciali transitivo sulle camere (tutto cio é

di facile verifica).

Noeta - E' ovvio come si riadattera ai casi non magri quanto ora detto: si can-
cellera la i), e si sostituira Ta ii) con la condizione indicata con i) alla

fine del Cap. 8. Lascio le dimostrazioni a chi legge.



E' ovvio che queste due costruzioni sono 1'una 1'inversa dell'altra.

Conveniamo di dire fotalmente simmetrdice un complesso di camere magro in
cui esistono tutte le riflessioni e tale che ogni automorfismo del complesso
che sia generato da riflessioni € quasi speciale. Per la (c.4) un complesso
di camere magro K totalmente simmetrico ammette esattamente un gruppo di au
tomorfismi quasi speciali transitivo sulle camere: il gruppo Gr( ) generato dal
le riflessioni. Dato un complesso di camere magro totalmente simmetrico K, possia
mo assegnare un tipo (che chiameremo per ora r-tipo) ai vertici di K, sceglien-
do una camera C come camera fondamentale, ed assegnando al vertice x', come
r-tipo, il vertice x di € tale che x' = g(x) per qualche geG(K) (si & gia
implicitamenle visto che gquesta definizione & ben posta). Indichiamo con
1'equivalenza definita tra i vertici di K ponendo x = y(ﬂr) se x ed vy
hanno lo stesso r-tipo. E' ovvio che 0. é indipendente da C. La partizione

er e non piu fine della partizione naturale in tipi ©,: cid segue subito dal fat
I -

r

to che ogni camera di K prende esattamente una varieta per ogni r-tipo. Per

questo stessc motivo, O é ben posta. Proviamo ora che &, anzi, ©_ = ﬁr. S$7ano

I I
X,y due vertici di wugual r-tipo. Possiamo supporre, senza introdurre restrizio

"

ni essenziali, che xeC. Sia geGr(K) tale che g(x) = y. Ma g & prodotto di
riflessioni. Sia ((g) Tla minima Tunghezza di una espressione di g come prodot
to di rifliessioni. Ragioniamo per induzione su £(g). Se  ({(g) = 1, & ovvio che
X = y(aI}. Sia 2(g) > 1. Allora esiste una riflessione r ed un elemento
g’eGr(K) tali che g =rg' e 4(g') = 2(g)-1. Posto z = g'(x), & x = z(wi)
per ipotesi induttiva, e banalmeate, y = Z(SI). In definitiva: x = y(ﬁI). La
aI = 0, segue. In particolare: OI e trasversale. Da cid si ha subito che:
(c.5) Sia K wun cowplesso di camere magro totalmen-e simmetrico. Allora Gr{K)

eé il gruppo degli automorfism? speciali di K.

Quanto sin qui visto mostra che il senso dato qui a "speciale" & in armonia
con quelli stabiliti in precedenza su complessi di Coxeter ed edifici generaliz

zati. E mostra anche come la condizione (G) possa tradursi nella (G.bis) del Cap.

(&%
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Sia ora K un complesso di camere magro, colorabile e totalmerte simmetrico.
C . \ . +
Siano C,C' due camere adiacenti di K, e sia A = CfC'. Poniamo @A uguale
all'insieme delle camere C per cui & d(C,C) = d(C',C)-1 e @A uguale all'in

sieme delle camere C' per cui & d(C,C')-1 = d(C',C). La colorabilita di K as-

sicura che @Z e @A bipartiscono le camere di X in due insiemi disgiunti, det
ti Te due nadic{ relative alla faccia A. E' poi ovvio che rC,C’ scambia tali
due radici. Indicati poi con K; e Ki i due sottocomplessi di K individuati
da @; e @A, poniamo 10, = K;f\KA. 8, verrd detto muro di A. Indicato poi
con FA 1'insieme delle faccie di X tenuie fisse da PC,C" ¢ evidente che

FA € 9e,. I1 viceversa non & detto. Do qui un controesempio. 5i consideri 1'usua-

le triangolazione di un toro con 18 triangoli:

A

/// e

o A,C /

3

| c’ ‘

- c {
= e —
I J/ )

Pt
Y

(i bordi della figura vanno identificati nei modi soliti). Si assumano come verti
c{gdg11a triangolazione e come incidenza tra due vertici i1 fatto di essere con-

giunti da un lato della triangolazione. E' presto visto che si ottiene un comples
so di camere magro, colorabile e totalmente simmetrico. Le camere sono i triangoli.

[ tipi sono indicati in figura coi contrassegni e ,0 e %

Consideriamo i1 muro della faccia A = CMC'. Esso risulta dalle due spezzate

chiuse a e b in figura:

- P
P 1
/ -~ " ///
/// t;’- - 3. - -
‘/’//’/ L - - -~
= el b
T o
b o “; b b
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Ma FA & la spezzata a; mentre rC C trasla la spezzata b su sz stessa.

Ancora: consideriamo il muro della faccia A' = C'MC", Risulta dalle due spez-

zate chiuse a e b in figura:

Ma FA' é la spezzata a; mentre r trascina b su sé stessa.

Consideriamo la seguente condizione:

(#) Scelte comunque due coppie di camere adiacenti (C,C') e (C,C'), se

d(c,C) = d(c',C), allora r. _, # re

c,C' ,C'

Essa & evidentemente falsa sull'esempio ora dato, proprio perché, delle due

spezzate a,b che costituiscono il muro di A {di A'), r (rispettivamente:

rC’,C“) ne trascina una su sé stessa. .

Supponiamo ora che K sia un complesso di camere magro, coiorabile, totalmen
te simmetrico e verificante la (%). Siano C.C' due camere adiacenti ed A = C{'C'.
Cominciamo col provare che le due radici relative ad A sono insiemi convessi di
camere (cfr. Cap. 5). Siano dunque E,E'E@;, e sia C = CO,C],...Cm = C' una gal-
leria minimale in K da C a C'. Per assurdo, tale galleria fuoriesca da
q; . Sia Ch la prima camera della galleria che fuoriesce da
ma o poi la galleria deve rientrare in ¢;,
Ck la prima camera dopo Ch che rientra in ?E. Risulta d(

e d(C',C

9; . Peraltro, pri-
dal momento che E'eé; . Sia dunque
C,

N J ~
Chap) = a(c +Cp)

1) = d(GG ). STeche, per Ta (¢), @ re o ST e T e e

k- h-1

1 trat ) . c . e .
rC,C' porta il tratto di galleria da_ po2 Ck-] in una galleria

da Ch—] a Ck. Sicché la galleria data sopra da C a C' pud essere sostitui-

Ne segue che

ta da una galleria pild breve; non era dungue minimale; assurdo. Su ¢; il ragio-
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namento & lo stesso.

- + -
Da c¢id si ha poi subito che, date due camere C e éA e C'e @A

, ogni gal-

leria minimale da C a C) attraversa u@A una sola volita (ovvero: si divide

. . . . + . -
in due tronconi, il primo tutto contenuto in éA, il secondo in @A).

Ovviamente, 3¢A non contiene camere. Sia FA 1'insieme delle faccie di codi

mensione 1 (o corango 1, come si preferisca dire), in L Si ha ora che ?A 4 FA'

Sia infatti BeFA, e siano C e C' le due camere uscenti da B. Necessaria-

. . + . . . = +
mente, una di esse sta in ¢A e 1'altra in @A. Poniamo sia C e @A . E' allora

~Y - o ecchd = pr= - . . = :
d(C,C) = d(C',C'). Sicché, per la (%), rC,C‘ IC,C, Sicché rC,C" scambiando

C e C', fissa B. Si ha, tra 1'altro, che A e B individuano la stessa ri-

flessione, e pertanto che FA = FB'

Ma non possiamo perd ancora provare che FA = S:A. Do qui un controesempio.
Consideriamo nel piano euclideo i punti (x,y) di coordinate intere.Ripartiamoli
in tre tipi 0,1,2 assegnando ad (x,y) i1 tipo r se x-y = r (mod. 3).
Stabiliamo tra questi punti un'incidenza ponendo due punti incidenti se distano
di 1 oppure se distano di V2 e individuano una retta di coefficiente angolare
-1. Sia K i1 complesso di camere determinato da questa relazione d'incidenza.

K & magro, colorabile, totalmente simmeirico, e verificante la (#). Anzi: K @&

i1 complesso di Coxeter di diagramma:

(cid risultera dal sequito). Noto che K pud anche pensarsi ottenuto da una qua-

lunque tasselazione del pianc euclideo in triangoli equilateri.

Costruiamo ora su K wun secondo zomplesso K?, identificando ogni punto (x,y)
di tipo 0 con uno dei tre punti (0,0),(1,1) e (2,2) a seconda che x=0,1 o
2 {mod. 3). Non aggiungiamo perd altre faccie oltre a quelle direttamente otteni-
bili da quelle di K (per esempio: risulta ora (0,0) incidente a (2,0), perché
(0,0) & identificato a (3,0), che & incidente a (2,0) in K; cid nonostarnte

non consideriamo la terna (0,0),(1,0), (2,0) come una camera di Kf). Si verifi-
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ca direttamente che Kf ¢ un complesso di camere magro, cotorabile, totalmente
simmetrico e varificante la (#). Non & perd vero che, presa una faccia A di K’
di codimensione 1, sia FA = 3¢A. Infatti FA e rappresentabile da una ratta del
piano, mentre 830, contiene, oltre ad FA’ i tre vertici di K° di tipo 0.

IT complesso K* presenta un'altra anomalia, legata a quella ora vista: il resi-
duo di un vertice di tipo 0 non e un complesso di camere: consta infatti di (in

finiti) esagoni, tra loro disgiunti.
Veniamo dunque alla caratterizzazione dei complessi di Coxeter:

(c.6) I complessi di Coxeter sono i complessi di camere magri, colorabili, total-
mente simmetrici, verificanti la (») e tali che per ogni loro faccia B il

residuo di B sia un complesso di camere.

Che i complessi di Coxeter abbiano tutte le proprieta sopra elencate segue dal
la caratterizzazione dei complessi di Coxeter data da Tits in |[26] Cap. 2. Vicever

sa, sia X un complesso di camere verificante tutte le condizioni elencate nella

(c.6). Proviamo che per ogni faccia A di K di codimensione 1 & FA = abA.

Sia infatti Bea¢A, siano C e C' lue camere contenenti B con EeKE e

é'eKA; sia poi C = CO,CP...Cm = C' wuna galleria nella stella di camere per B

(ovvero: nel residuo di B) da C a C'. Sia Ch la prima camera della galleria
+ - - -—

che esce da ©A' Allora, posto A = Ch_]r\Ch, e Ae 3¢A. Ma A ha codimensione

1, sicché ﬁeFA, per quanto visto in precedenza. Pertanto: BeFA.

Date ora due camere adiacenti C,C' e posto A = CMN(C', possiamo definire due

endomorfismi g; e g; di K, detti niplegafure di K attorno ad A (o attor
no a B@A) ponendo X;(B) =T C,(B) per ogni faccia B in @E e g;(B) =B
per ogni faccia B 1in ¢A (similmente per y;, scambiando + con ~-). La

FA = nqA assicura che la definizione & ben posta. Che K sia un complesso di

Coxeter seque allora dalla caratterizzazione dei complessi di Coxeter data da

[26] .

[

Tits nel Cap. 2 di

La caratterizzazione dei Complessi di Coxeter data da Tits & molto semplice:
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si riassume tutta nell'ipotesi che i1 complesso (di camere magro) ammetta tutte

le ripiegature (definite in generale come endomorfismi idempotenti ¢ del com-
plesso tali che ogni camera sia immagine mediante ¢ o di nessuna o di due ca
mere). Insisto sul fatto che, in pratica, la caratterizzazione data dalla (c.6)

e di scarsa utilita. Per esempio: se mediante la (c.6) si volesse dedurre la

(b.2) del Cap. 1, non sarebbe difficile, usando Ta (b.1), la (B.4) e 1'assunzione
di grassezza della (B.1), ricavare che gli appartamenti sono colorabili, totalmen
te simmetrici e che verificano la (#). Ma, per dedurre che il residuo di una faccia
in un appartamento & un complesso di camere, & necessario sapere gia che gli appar
tamenti ammettono tutte le ripiegature (cioé: occorre avere gia dimostrato la (b.2)).

Rimando per questo a [26], nn. 2.7-2.9 e 3.14.
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