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[I. L'"ERA DI GROTHENDIECK.

Introduzione.

Avendo brevemente passato in rassegna nella Parte I 1'evoluzione storica del-
la teoria classica degli operatori tra spazi di Banach, veniamo adesso alla co-
siddetta teoria moderna, cioé a quella parte della teoria degli operatori che si
e sviluppata a partire dal lavoro di Grothendieck nel 1955. In tale anno appari-
va infatti la monumentale tesi di Grothendieck [22] che senza dubbio apportd il
pil grande e significativo contributo all'Anziisi Funzionale dai tempi di Ba-
nach. Parte dei risultati in cosa contenuti erano stati annunciati indipendente-
mente da Grothendieck [19] e Ruston [55] nel 1951, presentando una teoria che

generalizzava al tempo stesso la classica teoria di Fredholm e la teoria degli

operatori a traccia agli spazi di Banach. L'idea di Grothendieck fu di svilup-
pare la teoria di von Neumann e Schatten (cf. [44] e [56]) nell'ambito degli
spazi localmente convessi e, a differenza di molte generalizzazioni, questa eb-

be 1'effetto di produrre una grandissima varieta di risultati estremamente  prc

fondi e significativi.

In questa parte ci1 occuperemo esclusivamente del lavoro di Grothendieck e
cioé essenzialmente dei risultati contenuti nella sua tesi [22!. La tesi df
Grothendieck si compone di due parti: la prima & dedicata ad una trattazione
sistematica dei prodotti tensoriali topologici, dalla quale scaturiscono le no-
zioni importantissime di operatore nucleare, integrale e assolutamente sommante,
mentre la seconda presenta la teoria degli spazi nucleari (interamente dovuta a
Grothendieck) per una esposizione moderna della quale rimandiamo a [3497], [27] o[41].
Qui a noil interessera solo la prima parte e il 91 della seconda, riguardo aj
cui contenuti & bene dire subito che forse il merito maggicre di Grothendieck
e stato quello di aver visto 11 profondo ed intimo legame che lega 1 proble-

mi (P2), (P4) e (P5) (e quindi, naturalmente, anche (P5)).

Tutti i risultati dei §§1-7 sono dovuti a Grothendieck (cf. [21],122] e [23])
.anche se molte volte faremo riferimento ad altri testi come [49!,[27] e [28] per

dimostrazioni piu snelle accessibili.
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1. Prodotto tensoriale proiettivo di spazi di Banach

Siano E,F spazi lineari, sia B(E,F) 1o spazio lineare di tutte le forme
x
bilineari sul prodotto ExF e sia B(E,F): i1 duale algebrico di B(E,F), cioé

1o spazio lineare di tutti i funzionali lineari su B(E,F). Ad ogni coppia

*
(x,y) e ExF associamo 1'elemento u e B(E,F) definito come seque:
u, y(b) = b(x,y) per ogni b e B(E,F).
*
Osserviamo che 1'applicazione g : (x,y) - u di ExF 1in B{E,F) & bi-

X,y
Tineare. L'inviluppo lineare di ®g(ExF) 4in B(E,F) si denota con E ® F

e s1 chiama prodottc Lensoriale di E e F . Scriveremo, come d'uso, X QY
per 1'elemento ux v di E @ F, cosicché ogni ze E @ F pud scriversi come

z:

e 3

1x1@y1., con x.eEeyieF.

1 i

Avvertiamo perd che tale rappresentazione non & certo unica.

Siano ora E e F spazi di Banach. Ponendo

: . n | '
(1) (z) = Anf .2, {ix ]! iy, |

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni (ovviamente fini-
te) di z= ,Z, x.®y. e EmF, otteniamo una norma su E g F. Munito di tale

norma, £ @ F si indica con E ® F e si chiama prodoito Lensorndiale procetlivo di
m

E e F. Denotiamo con E E F 1o spazio di Banach ottenutc completande E B F.
[

[T sequente teorema, che fornisce una rappresentazione esplicita di E EEF, € uno

dei risultati fondamentgali della teoria (per la dimostrazione, cf. anche [28],

p. 337}

TEOREMA 1 - Ogni z € Ejg Fooammetie una rappresentazione del Zipo

£ n§1 En xn G yn ’

-I " ] i . " # * - -
ove (En) e L ¢ (xn),(yn) sone Auccessiond Limilate «n b, b rspellivamente.
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Consideriamo adesso il prodotto tensoriale E' @ F. Ad ogni elemento

z:

13

x;R y. eE'@ F possiamo associare 1'cperatore T e Z(E,F) defi-

i=1

nito da

e~ 3

x = 1

; <x,x%>yi per ogni x e E.

L'applicazione X : z > T si riconosce essere un isomorfismo algebrico di
FE'® F in ZL(E,F) la cui immagine & chiaramente #(E,F), cid che permet-

te di identificare quest'ultimo spazio con E'g® F. Avendosi

Ix(z) =T = sup (1PTxI: Iix!] < 1} <
n | | ! |
sup (L2, 1<y [l Ix I < 1) <
n
|x M Hy
1£1|ixi‘..y1
r tutte le rappresentazioni =z = 1E1x§ﬁJ y;s ne segue, per Ta (1),

(2) 1X(z) || < =(z) per ogni z e E' Q F

e auindi la continuita di X da E'®@ F a .%(E,F).Ma allora X ha una (unica)
T AV
estensione continua, che denoteremo ancora con X, al completamento E' @ F ,

con valori in Y (E,F). A questo punto si pone il seguente notevolissimo problema

M\
(P7) E'" L'applicazione X : E' @ F ~ZL(E,F) necessardamente indettiva pex

0gnA coppia do spazd diL Banach E e F 7

L'importanza di tale problema deriva dalle sequenti considerazioni. Se

n

z = L. x! @ x, e E'"®QE, allora
i=] 1 1

fl
<>f~.iﬁ?<%>!< 5, Hx ifx'_ 5

tr(z) = |,
— i=1 T T

1

o313

1

e quindi, essendo tr(z) indipendente dalla rappresentazione, si ottiene per

1a (1)*
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(3) tr(z)] < =(z) .

Cid mostra che la traccia & continua su E'® E e dungue ha un'estensione
m

Fa'd
continua a tutto LE'@ E avendosi, per il Teorema 1,

(4) tr(z) = nif

oo s .
per ogni 2z = n£1 xr;;ﬁ X € E'® E. E chiaro perd che tale risultato put es-

sere usato per definire la traccia per ogni operatore nell'immagine  x(E' ?EE)
di E'® E in L(E,E) solo nel caso in cui la x risulti iniettiva, potendosi

porre allora

(5) tr(X(z)) = tr(z) per ogni z e 'R E.

AY
E' quindi necessario studiare sia 1'immagine x(E'E E) sia 1'iniettivita del-

la X.

2 - Operatori nucleari

"/
Affrontiamo per primo lo studioc dell'immagine X(E' ®F) per arbitrari spa -
zi di Banach E,F e, seguendo Grothendieck,definiamo operaterne nucleare ogni
operatore T e E(E"EIF). Come conseguenza immediata del Teorema 1 abbiamo

la seguente caratterizzazione degli operatori nucleari (cf. Teorema 1.10).

TEOREMA 2 - Un opernatore T e L (E,F) ¢ nucleare se e 30f0 52 esistono succes-

. 1 | Y
SLoNA (c_,n) e £, (xn) & BE' 0 (yn) e BF' tal i che

¥
He-1 8

T ! : : .
(6) X y XXy per ognd x € E

n

Equivalentemente, T e L(E,F) ¢ nucleare 40 e 5080 se esisitono successiond

(Xé) c E' e (yn) e F tall da avernsi

(7)
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(8) Tx = ? <x,xa>yn per ognd X € E.
n=1

Il

Indicando con .41 La classe degld operatord nucleard tra spazi di Banach,

abbiamo dunque k¢1(E,F) = X(E' ﬁiF) per definizione e quindj Jf%(E,F) alge-

av
bricamente @& un quoziente dello spazio di Banach E' R F. Possiamo allora mu-

nire HWR(E,F) della norma quoziente Voo risultando chiaramente per la (1),

(7) e (8)s
(9) u1(T) = inf E

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni di tipo (8) di T.

La norma v, data dalla (9) & detta nowma nuclearne di¢ T. Equivalentemente,

= inf 1. le |
v, (T) = inf Lole

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni di tipo (6) di T.

Osservazione 1 - L'applicazione X &, come abbiamo gia detto, un isomorfismo
igebrico di E'E F su % (E,F) c@4q(E,F). Ora,se zeE'QF, la norma n(z) data
dalla(1) & presa su tutte le rappresentazioni finite di 2z come elemento di
E'R F, mentre 1la norma u1(x(z)) del1'operatore x(z) e #(E,F), data dalla
(9), & presa su tutte le rappresentazioni ginite ¢ possibilmente infindite, del
tipo (8), dell'operatore X(z) come elemento di Lii(E,F). Ne seque la disugua-

glianza

(10) v, (X(z) < 7(z) per ogni ze E' @F

dalla quale non si pud dedurre che le norma v, e siano equivalenti su E' R F
(e in generale non Lo sono, come vedremo nel §III.5). Ora, sappiamo dalla (3) che
la traccia tr(z) & continua su E'R E per la norma m, ma non possiamo certo
asserire che 1o sia anche per la norma v, (e in generale non Lo &) e pertanto

non pud essere estesa in generale a uWi(E,E), che & i1 completamento di x(E'g E)
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nella norma v,. Ne concludiamo che, mentre ogni elemento z e E' B E ha una

Tl-
thaccaa ben defindta dalla (&), c40 non ¢ necessariamente verno pern L'operatore

nucleane  X(z). Questo rinforza le considerazioni fatte alla fine del §1.

Per finire,diamo le seguenti proprieta notevoli degli operatori nucleari,

per le cui dimostrazioni rimandiamo per esempio, a [28] (§17.3) o [27](§2.2).

T

TEOREMA 3 - (a) (4 ¢ un Ldeale nomwmato completo in cul F# 2 densc.

KR )
(b) ;11 c X,
T e.

(c) Se v, allora T' eN, e v1(T') 5_u1(T) :

1’ 1
(d) Sianc E,F,G spazd di Banach con G sottospazio di E. Ognd

cperatene T e.ia(G,F) nud esserne erteso ad un cperatore T E~*?(E,F)-

1

(e} T e A, (E,F) se e s0lo se esistono creratendi R e ¥ (£ ,F),

1
- ® * X o0 A —
S e(E, 0 ) e un operatore diagonale D& » & definito da

00

D (n) = (z n.) ner (nn) e £

1

con (gn) e £, tall che s4 abbia

T =RD S,
&

(f) 1&(H1H) = éﬁ(H,H) per ognd spazio di Hilbert H e Ve o= Oy

La (e) ci dice che 1'operatore Dg che vi appare & un "prototipc" di operatore

nucleare, avendosi inoltre v (D) =E|Dgil=ﬁl(€q)!iﬂ1 mentre la (f) mostra

che 1'ideale #, & una estensione agli spazi di Banach dell'ideale hilbertiano
1

%,

Ossenvazione 2 - Purtroppo nella (c) non abbiamo equivalenza, cioé per .4,

non vale il Teorema I.8. La ragione di cid sta nel fatto seguente. Sia Temﬂ(E,F)
e sia G un sottospazio chiuso di F contenente 1'immagine T(E). A differenza

di quanto accade per un operatore compatto, non & vero in generale che T, con-
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siderato come un operatore da Et a G, appartenga a L#H(E,G). Ne segue che

se un operatore T : E > F & tale che T e.Aq(F',E'), allora T"eJq(E",F”)
e quindi la restrizione di T" ad E, cioé T, appartiene a J&}(E,F“}. Non

ne seque perd, per quanto detto sopra, che Teaq(E,F) (mentre cid sarda banal-
mente vero se F 2 riflessivo). Si ha anche T ehﬁq(E,F) se E' o F" ha la
proprieta di approssimazione. Sempre in questo ordine di idee, menzioniamo una
ulteriore patologia degli operatori nucleari rispetto agli operatori compat-

ti e cioé, se T e, (E,F) e G @& un sottospazio chiuso di E contenuto in

1
T 1(0), non & necessariamente vero che 1'operatore T0 . E/G -~ F 1indotto da

T sia nucleare. Per una discussione completa deile patologie di cui sopra,

cf. [22] (pp. 85-88).
Osserviamo infine il sequente risultato di interesse (cf. [28], p.425).

TEOREMA 4 - LA;*“1) & Al pil piccolo Ldeale normato completo.

L'enunciato del teorema significa che se (#%4v) & un qualsiasi ideale norma-
to completo, risulta necessariamente g#} cs e v(T) 5_“1(T) per ogni T et
cid che, per la (10)'e per 1'osservazione fatta dopo le condizioni (Q1)-{Q3)

del §I.4, ci permette di rafforzare la (2) come segue:

(11) Hx(z) 11 < v(x(z)) < v, (x(z)) < «w(z) per ogni ze E'R F.

3. Operatori integrali

Riprendiamo i1 prodotto tensoriale E@ F del §1 e consideriamo la sua imma-

aine X(ER'F) in Z(E',F). Con la norma

(12) itz o= dlx {z) | per ogni z e ER F,
ERF diventa uno spazio normato che si indica con ERB F e si chiama prodotto
3
tensoriakle indetiive di E ¢ F. Ora i1 duale di E & F pud essere identificato
i

con lo spazio B(E,F) di tutte le forme bilineari continue su E x F (cf. [28],

p. 325) e pertanto, avendosi per la (2) e la (12)
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ne segue che il duale di E ® F pud essere identificato con un sottospazio
£
HME,F) di B(E,F). Chiameremo 4oame bilineari integrali gli elementi di H(E,F),

dal momentc che vale la sequente rappresentazione:

TEOREMA 5 - b e YE,F) se o s0L0 52 esiste una misura dL Radon p  su BE‘XBF‘

tale da avenst

b(x,y) = | Xy X' DLy, y ' >dulx'y") pern ognd (x,y )eExF.

BE,xBF,

Siamo ora in grado di dare la nozione di operatore integrale e precisamente

diremo che T : E > F & un operatore integrale se 1'associata forma bilineare

bT su ExF', definita come

bT(x,y') = <Tx,y'> per ogni (x,y') e ExF',

¢ una forma bilineare integrale, cioé se bT e Y(E,F'). Denoteremo con Jﬂ(E,F)
Lhinsceme di Luttl glo operalond integrnall da B a F. Su tale insieme possiamo

definire una norma > detta norma integrale, per mezzo della relazione

L (T) = [lbo 1] per ogni Ted (E,F).

Sussiste allora la sequente caratterizzazione:

TEOREMA 6 - Pen ognd operatore Lineare T 1 E » F Ze sequentd asserziond

sono equivaleniti:

(1) T e (EF)

(1) Esdste una miswra di Radon p  su BE' X BF" tale da averss

Tx,y'> = | XL,x 'Oy, y Ddu(x!t,y") per ognd (x.y') e ExF'.
BE i KBF'“

(111) Esdste un compattc K, una miswra di Radon 1 su K e operatond

S E;ff'(E,Lm( K_,}J}) !:O S EE(E,C(K))J ¢ R Ech’J(LT(I{,u),F”) talA Qh.@., 5. jF o L'i50-
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metria cononicd di F 4y F'" o 1 e L' immensione canondica di L (Kyu) 4n
1 ”

L (K,p), 84 abbda:

(13) JFT=R\_L S

Y

sl tando inoltrne
11(T) = inf\!ﬁil s

cve L'estremo inferione (che & pod un mindmo) @ presc su tutte Le misure di Radon

v osu K per Le quald sussista La (13) con  |[R]| <1 e [|SI] < 1.

tr(TS) |
S ]

. S eZ(F,E)} c < » , risultando 11(T) = C

"

(iv) sup/{

1

La (iii) mostra che 1'immersione canonica L (K,u.) > L (K,u) (e quindi anche

1

1'immersione C(K) - L (K,u)) & un prototipo di operatore integrale, mentre la

(iv) collega gli operatori integrali alla nozione di traccia. Passando poi alle

proprieta degli operatori integrali abbiamo

TEOREMA 7 - (a) (gﬁ,lw) o un Ldeale normato completo e quindi contiene ,#},

1
avendos i 11(T)_§ v, (T) per ognd T e.A, (per i1 Teorema 4).

-

(b) {w:

(¢) T e Jﬁ se ¢ scko se T' e Jq: avendosd in tal caso 11(T) = 11(T‘).

(d) Se Te # e Se¥, allora ST e-¥, ¢ v1(ST)‘£]!SE}1 (T) .

1 1
(e) dﬁ(H,H) = & (H,H) per ogni spazic di HiLbent H.

1

1

Notiamo che la (b) seque dalla (13), dal momento che 1'immersione cancnica
1

J Lm(K,u) +~ L (K,u) si fattorizza attraverso uno spazio di Banach riflessivo,
per esempio Lp(K,p), con 1 < p <, Inoltre, (c) seque essenzialmente dalla (13),
mentre (d) & uno dei risultati fondamentali della teoria ed ha, come conseguenza
immediata, che Jﬂ(E,F) :LAé(E,F) per ognd spazio di Banach F riglessive.In tal
caso, & quasi superfluo osservare che le norme 1, e v, coincidono. Pil in gene-

1

rale, 54 ha .ﬂE(E,F) 2‘1i(E’F) ognd qual volta F & uno spazio di Banach separa-

S
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b.ile, <sometrico af duale di uno spazio di Banach. Infine, (e) seque immediata-
mente dalla (d) e dal Teorema 3 (f), mostrando altresi che 4, & un'altra esten

sione agli spazi di Banach(naturalmente pili ampia di 4, per 1a (a)) dell'idea-

1
le hilbertiano 51.

Per Te dimostrazioni dei risultati di cui sopra, il lettore potra consulta-
re, per esempio, (28] (§17.4 e pp. 394-395),

4. La proprieta di approssimazione.

Con riferimento alle conclusioni tratte alla fine del §1, affrontiamo ades-
so la questione dell'iniettivita dell'applicazione x : E'E F >2(E,F) (proble
ma (P7)). E' una delle maggiori scoperte di Grothendieck 1'aver legato tale pro
blema, e quindi Ta teoria degli operatori nucleari, con il problema dell'appros-
simazione (P6), con il problema generale della traccia (P2) e con i1 problema
(P4) dell'identita tra traccia (funzionale) e traccia spettrale. Precisamente,
richiamando quanto detto nel §I.6, abbiamo il sequente fondamentale teorema,
ove indichiamo con +t fLa topologia su ZL(E,F) della convergenza uniforme sul

sottoinsiemd comoatil do E.

TEOREMA 8 - Pen ognd spazio di Banach E  Le seguentd asserzlond S0N0 @GqUAVA-

Lenid:

) E ha La proprietd di approssimazione.
) Per ognd spazic di Banach F, #(E,F) & denso 4n :31(E,F).
) Pen ognd spazio di Banach F,F(F,E) ¢ denso An iFT(F,E).
(iv) # (ELE) & densc An °91(E’E)'
) jE(F,E) = X(F,E) pern ognd spazdio di Banach F.
) F (FLE) = X(F,E) pen ognd spazdo di Banach F separabile e niflessivo.
(vii) #(F,E) = ®IF,E) pex ogqni sottospazic chiuso F di C .-
) Per ognd spazic di Banach F 2'applicazione canondica X : F % E +~Z(F'E)

v - T
0 ndettiva e qunddi e una Lsometnia de F g b 4n Li{[F',E),u1;
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(ix) Pen ognd spazdic di Banach F 2! appi&aazaone canonica yx : F8 E->%(F,E)

¢ Andettiva e quindl 2 una Lsometrnia di F' 8 E su [;1*" (F,E),u 1J

(x) L'applicazione canonica y : E'B E =%(E,E) & indettiva e quAndL € una

aometnia di E'H E su [A(E,E),v,]
(xi) Le noame = e v1(cf. (1) e (9)) coincidono su E'B E.

(xi1) La traccia ¢ continua su E'R E pern La nowma v, e quindL s4 estende ad

un undco Aunzdonale Lineare continuc Au [.A-"jl(E,E),u,I] :
(xiii) Se ze E'B E e x(z) = 0, allora tr(z) = 0.

(xiv) Pern ognd scelta di successiond (xn) c E e (xé) c E' tali che

Eﬂix | !Ix;!f < w @ 21<x X >xn = 0 per ognd  x ek,

: Hw{i\s U-’E/ta-

Osserviamo che 1'equivalenza delle condizioni({i)-(vii) si basa essenzialmente
sul tipo di considerazioni fatte nel §I1.6, mentre 1'equivalenza delle condizio-

ni (viii)-(xiv) risale a quanto detto nel §1 e nell'Osservazione 1 del §2. Per

completare, diamo la dimostrazione dell'equivalenza (i) & (xiv).

Cominciamo col far vedere che i1 funzionali lineari e continui su ¥ (ELE) so-
T

no esattamente 1 funzionali y della forma

(14 o .
(14 T,ud= ¢, <T x ,x'>
) ’ n=1 n’n
con {x ) c E, (x') cE' e TooUx 0 o € e
n > 1 n=1 "“"n n '
Infatti,se u ha una rappresentazione come sopra, possiamo assumere ?\xn!i = 1

per ogni n e scedliere una successione (nn) di numeri positivi tale che
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Sia K 1'insieme (n;1 xn) U{0}. Allora K @& compatto e avendosi

1<T,u> | <
- n

1B

-1
Hx' I HT( | | .
U ||xn I (nn xn),\_g Csup {|ITx|| : x e K}
il funzionale y risulta +t-continuo. Inversamente, supponiamo che u sia

un funzionale lineare continuo su Z (EL,E). Allora deve aversi
T

(15) <T,u>|<C supl |[|Tx ||: x e K}

per un opportuno insieme compatto K ¢ E ed un'opportuna costante C > 0. Ora &
ben noto che ogni insieme compatto di uno spazio di Banach & contenuto nella chiu
sura dell'inviluppo assoiutamente convesso di una successione che tende a 0 e per
tanto possiamo supporre che K coincida con la chiusura dell'inviluppo assoluta-

mente convesso di una successione (x ) tale che llxn!i +~ 0.
Poniamo
c (E) = {(y):y ekE e !\yni! >0 ).

0 N n

S1 riconosce facilmente che cO(E) e uno spazio di Banach per la norma

| | - | |
“(yn);\cﬂ sup iy Il
e i1 suo duale & 1o spazio di Banach
1 .
1 — t . ! ' H I 1 — ! 1 .
e(E) = {ly') sy ek e |!(yﬁ);=)61 Ly llyl [T <l

Sia S:Z(E,E) - CO(E) 1'applicazione definita dalla relazione
(16) S(Th =(T x) .
Dalla (15) seque

<KT,u)> i< Cosup{ [[Tx !l x = E

T o | i
< C sup {ng kn,;T X
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e pertanto esiste un funzionale lineare e continuo v, definito sulla chiusura

di SLAE,E)] in c (E) tale che

(17) <S(T),v> = <T,u> .

Per il Teorema di Hahn-Banach, possiamo allora estendere v a un funzionale

lineare e continuoc ? su tutto CO(E), risultando quindi 3 e £1(E'). Se

av
allora v = (xé), con xﬁ e E' e

lig-1 8

L ;}xé|i< », otteniamo per la (16) e (17),

TU> = <S(TY,v> = 7

Avendo cosi stabilito la (14), osserviamo che, per definizione, la (i) del Teo-

S

rema 8 si¢gniftica che 1' identita I di E appartiene alla chiusura di #(E,E) in

¥ (E,E). Ora, cid avviene se e solo se ogni funzionale lineare e continuo u

f:_. £
e
L

in Z(E,E), che si annulla sugli operatori di rango 1, si annulla pure su I.

Ma per la (14), cid & esattamente quanto asserito dalla (xiv).

Diamo infine alternative formulazioni del problema dell'approssimazione
che mostrano 1'intimo legame esistente tra tale problema e alcuni problemi di

Analisi Classica.
TEOREMA 9 - Lo seguentd assernziond sono equivalenti:

(1) Ognd spazio di Banach ha La proprietd di approssimzione.
(i11) Ognd sottospazio chiuso di C na La proprietd di approssimazione.

. * . Z _ ,
(111) Ogni operatore T ew¢ﬁ(c0,co) tale che T =0 soddisqga tr(T) = 0.

(1v) Ognd matrice infindita A = ((akn)) di scaland tale che

(18) Tima, = 0 pex ognd k,

soddis qa

(V) Ognd funzdone continua k(s,t) su  [0,1] x 10,1] tale che
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1

[ k(r,s) k(s,t)ds = 0 per ogni r,t e [0,1]

O
soddisfa 1

[ Kk(t,tydt =0 .

O

L'implicazione (i) ==> (ii) & ovvia, mentre non & difficile vedere, anche se

bisogna fare un po' di conti, che T egq1co,co) se e solo se T pud essere rappre-
sentato mediante una matrice infinita A soddisfacente le prime due condizioni

della (18). Cid mostra 1'equivalenza (iii) & (iv).

Per stabilire che (ii) == (iv) consideriamo una matrice A soddisfacente le

condizioni (18) e per k e N indichiamo con a, la successione (akn:n e N). Chia
ramente 3 € Co per ogni k e percid possiamo considerare 1'inviluppo lineare
chiuso £ degli elementi 3 in Co‘ Sia (ek) la base naturale di £1 = cé e sia
e& la restrizione di e, @ E per ogni k. Notiamo che
$ola 1l le | z, la, |l = 7 .
k§1 l'ak'!E ]‘ek !EEI _"_/:_ k=1 leak '!C,:, ”Ek ip 1 k§1 mﬁxlakn| < :
inolt = %.c a , risulta
noltre, se x = 2, ¢, a , risu
T.ix,e'>a = % c, r,a a =
n=1"">n" n k=1 "k n=1 "kn n
- ¥ e T.oa T a e. = t.c T (t.a a Je.=0
k21 "k n21 kn 31 nj i k=17k j=E1n=1kn nj’ ]
dal momento che A2 = (0. Per continuita, ne seque
Eﬁ;:.b : . . E
nE1 <x,en> a_ 0 per ogni Xx €

e cid, assumendo la (i), implica

1 ann =0

e 8

a ,e'> =
1 n"n n

e 8

n

in virtlt della (xiii) del Teorema 8.
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Mostriamo adesso che (iv) => (i). Sia E uno spazio di Banach senza la pro-
prieta di approssimazione. Per la (xiv) del Teorema 8 esistono successioni

(xn) c E, (Xé) ¢ E' tali che

1;]{00 e
n'

=
e 8

ng1f]xn||||x , <x,xn>xn = { per ogni x e E,

ma

Allora la matrice A = ((<xn,x5>)) soddisfa le condizioni (18), ma

tr(A) = ;

I~ 8

; <xn,xn> # 0 .

C10 stabilisce in modo relativamente semplice 1'equivalenza delle asserzioni
(1)-(iv), mentre invece 1'equivalenza con la (v) & un po' piu complicata da di-

mostrare e percido la omettiamo.

]

Usservazione - £ importante notare che 4¢ (L duale E' ha La proprietd di ap-
prossimazione, allora anche E  fa possdiede ed in tal caso T e 4, (E,F) se ¢ 4040

1
s5¢ T' e NV (F',E') per ogni spazio di Banach F, risultando v,(T) = v,(T'). Inol-

| 1 1
tre Z(E,F) =X(E,F) per ogni spazio di Banach F.

Per i dettagli sulle dimostrazioni dei risultati esposti in questo paragrafo

rimandiamo a [28] (§18.3) e a [38](vol.I, pp. 29-36).

5 - La proprieta di approssimazione metrica.

Diciamo che uno spazio di Banach E ha fLa proprietd di approssimazicne meirica
se 1'identita di E pud essere approssimata uniformemente su ogni sottoinsieme

compatto per mezzo di operatori di rango finito e di norma £ 1.
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Parte del Teorema 8 pud allora essere esteso facilmente al caso della pro-

prieta di approssimazione metrica come segue:

TEOREMA 10 - Pen ognd spazic di Banach E e sequentd asserziondi om0 equi-

valenti:

(1) E ha La proprietd di approssimizione metrica,

L.

{ + =Y ' = 10 ‘ Vil o - ' : ' *
(1) Per ogni spazio di Banach F, %%(E,F) ¢ T -densa-n %fTE,F)

-

(111) Per ogni spazio di Banach F, %;I-‘(F,E) ¢ Trdensa %‘Z"’F,E) '

&

(V) Bre ) )

(v) Pern ogni spazic di Banach F ,8'applicazicne canonica x : F g E > LJH(F',E), Hf

3 1-denst An %ETE,E

¢ LsomeniLa.
a* # Il # ¥ # I..LI 1
(vi) Per ognd spazio di Banch F , 2lapplicazione canondca x : F'R lE-+{Jﬁ(F,E), Hi

e Lsomethica.

" ¥ F) ¥ & _— M - ] #
(vii) L'applicazione cancnica x : E' @E - P¢1 (E,E),11:!_ ¢ Lsometrica.

(viii) Pen ognd scelta di successiond (xn) cEoe (x;) c B faldl che
i

e 8

{Sx ,}fé)’f"S I ven ognié S e #(E,E),

N L r
L, 11X 4 [IX ff < € oy
= n

n' 'n

nisulia ~
=/ N
]né1“xn’xn’ IR

Come per il Teorema &, si riconosce facilmente 1'equivalenza delle condizioni
(1)-(iv) e 1'equivalenza delle condizioni (v)-(viii), essenzialmente in base alle

definizioni. Infine, 1a (i) significa che 1'identita I di E appartiene alla <-chiu

sura di BﬁTE £) e ¢ci0 naturalimente avviene se e solo se ogni funzionale
¥ euﬂl(E,E)' tale che [1<S,u>! <1 per ogni S ¢ BT(E ) soddisfa anche [<I,u> <1.
“ ol - —

Ma ¢i0 & proprio quanto asserisce la {viii), per 1a rappresentazione di u data

nel paragrafo precedente.

Ossenvazione 1 - Se E' ha la proprieta di approssimazione metrica, allora anche
- . . . . av ~ . . .
E la possiede e in tal caso 1'applicazione yx : E'g F - LﬁH(E,F),11] & isometrica.

Da questo e dai Teoremi 8 e 10 seqgue che se E o F' ha la proprieta di approssimazio-

ne metrica, allora [r+i(F,E),u1} e un sottospazio normato di [}ﬁ(F,E),11]
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Ossenvazione 2 - E' chiaro che 1a proprieta di approssimazione metrica impli
ca la proprietd di approssimazione. Se E & uno spazio di Banach riflessivo,
oppure separabile e isometrico al duale di un altro spazio di Banach,allora
:.ﬂ1(F,E)=11 ] = EA“(F,E),v1} per quanto detto alla fine del §3, e quindi

1
la proprieta di approssimazione e la proprietd di approssimazione metrica

sono equivalenti per E. Vedremo perd al §III.5 che cid non & vero in gene-

rale.

Osservazeone 3 - 1 sequenti spazi concreti hanno la proprieta di appros-
simazione metrica: spazi di Hilbert, Lp(1 < p <»), C(K) con K compatto, e
quindi Ep(1 <p =), C,C.5 €, pilt in generale, 1o spazic Cb(Y) delle

funzioni continue e limitate su uno spazic topolegico completamente regola-

re Y.

Per quanto detto in questo paragrafo rimandiamo a [28] (§§18.4 e 18.5)

e a [38] (vol. I, pp.37-40). )

6 - Operatori semi-integrali

E' uno dei meriti di Grothendieck 1'aver riconosciuto che alcuni ideali
interessanti di operatori non hanno buone proprieta di stabilita relativamen-
te alle operazioni canoniche su spazi di Banach, ci0é "restrizione alla cniu-
sura dell'immagine” e "passaggio a quozienti', come avevamo gia notato
nell'Osservazione 2 del §2 a proposito degli operatori nucleari. Questo &
anche 11 caso per gli operatori integrali e percid Grothendieck fu indotto
a dare aitre due definizioni. Per introdurle, richiamiamo i seguenti risul-

tati, peraltro ben noti.

F - ¥ A # m
1) Ognd spazic di Banach E ¢ {sometrico a un scirtospazdio £ (A) per un

0

opportune nsieme /A, e quindi a un sottospazic di unce spazdio L .

Infatti, sia ¢ la minima cardinalita di un insieme denso 1in BE' Allora
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BE' contiene un insieme debolmente denso (%; oo e /A) con card/A = ¢c e 1'is0

metria in questione & data dall'applicazione E 3 x - <x,x é)e E.Oﬂ)

, , . .. , . _—
2) Oand spazio d4 Banach E & Lsometrndico a un quozdente di £ [A) pern un

o . . . . 1
opportunc snsieme A, e qundi a un gquozdente di unce spazic Lo

Sia ¢ la minima cardinalita di un insieme (x, :oe/A) denso in B L'ap-

:
blicazione £'(A) > (5 aem) >

5 X, e continua e la sua immagine

‘%

J,
¢ densa e di seconda categoria, e pertanto una isometria su E in virtt del
Teorema dell "Applicazione Aperta.

oo 1 .
Denotando,una volta per tutte, con JE N S e QE L > B delle (50-

metrie del Lipo di quelle considerate al puntl 1) ¢ 2) rispettivamente, di

remo che T eZ(E,F) & un'applicazione semi-integralfe destra [(risp. sindistna)

se JcT (risp. TQE) ¢ un'applicazicne integrake.

I1 seguente teorema costituisce uno dei maggiori risultati della teoria.

TEOREMA 11 - (a) Se T eP(E,F) ¢ un'applicazione semi-integrale destra,
cllora esistone un compatto K, una misura di Radon posdltive u s K e ope

——_

L | . oo Vi , .
ratord Lineard continul S ¢ E » L (Kyu), R+ L°(K,u) =~ F  #afi da averss

. oL , o 2
ove | , o 'indezione canondca L (K,u) >~ L7(K,u).
oy

(b) Se T e (E,F) ¢ un'applicazione semi-integrale sinistra, allora esi-

Atoene wn compaile K, una mosura 4 Randon posdtiva u su K o e operatond £4-

2 1
neard continud S ¢ E > L(K,u), R : L (K,u) ~ F"  zabl da averss
i. T = RJ. .S
Jr 2,177
= y s - » & 2 4' . & - - .
ove J? 1 ¢ £ iniezlone cancnica L {K,u) »~ L (K,u) e Jr e L'asometria
-3

canonleca F - F™",
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(c) Se TeP(E,F) e S eZ(F,G) sono due applicazioni semi-integhali

destre o sinistre, allorna ST e un'applicazione nucleare di E .an G.

(o8]

La (a) seque dal fatto che, essendo 1'applicazione JeT : E- L inte-

grale, risulta per la (13),

. C R

JLmJFT R1 .. 1 S
ove J o © 1'isometria canonica L” » L ". Naturalmente Jo 1 =9 4 9,
e quindi, ponendo RZ = R1J2 2 abbiamo

JLmJF T = RZJm,Z S.

Consideriamo 1'applicazione S, =J .S : E - LZ(K,U). Poiché 1'immagine R.S,(E)

1 o, 7 2 1
2 di fatto contenuta in F e quest'ultimo & (isometrico a) un sottospazio di

L@ risulta S,(E) ¢ R—1

1 5 (F). Ma R;1(F) e un sottospazio chiuso dello spazio

di Hilbert LZ(K,p) e pertanto, se P & 1a proiezione ortogonale di quest'ultimo

Su R"1(F), si ha S

; = PS1, quindi T = R, PS,=R,PJ S e basta allora porre

1 2 71 2 T, 27

R =R.P per ottenere la fattorizzazicne desiderata.

fa

i}

La (b) segue dalla (a) per dualita.

Infine, per dimostrare la (c), per esempio nel casc di due applicazioni se
mi-integrali destre S,T, utilizziamo la (a) e scriviamo la S nella forma

S =R, J ,S,. Se Il e identita di Lm(K,u), 1'applicazione S, T = IS, T @& in-

1%, 271" 1 1
tegrale per definizione ed, essendo J_ . debolmente compatta, 1'applicazio-
ne  J_ 251T, e quindi anche la ST, sara nucleare per la (d) del Teorema 7.

Ossenvazione - I1 confronto tra Ta (a) e la (b) del teorema precedente mo-
stra che le applicazioni semi-integrali sinistre non hanno proprieta cosl buo-
ne come quelle delle applicazioni semi-integrali destre. E' per cid che que-
st'ultime sono state 1'oggetto di uno studio molto pil intenso e approfondi-
to che le prime, portando anche a rilevanti generalizzazioni, come mostreremo

in sequito.
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Avvertiamo infine che la nomenclatura "applicazioni semi-integrali destre”
¢ stata definitivamente abbandonata, nella letteratura, a favore della termi-
nologia "operatori assolutamente sommanti". La ragione diverra chiara quando

torneremo sull'argomento nel §III.2.

/. - Operatori di potenza p-sommabile (0 < p < 1) e operatori di ordine 0.

Sia 0 < p < 1. Un operatore T e Z(E,F) si dice di potenza p-sommabile se

ammette una rappresentazione del tipo

o0

) Ix = I X, x> er ogni x € E
(19 X = L& Xox Y, p g s
D e . . .
con (Eﬁ)e L7 e (x;) & {yn) successioni limitate in E' e F rispettivamente
(cf. Teorema 2). Ovviamente, possiamo sempre supporre che 1[xai§:§§yn!| =

per ogni n. Denotando con mfb La chasse degls cperatond da wofenza  p-sommi-
b«le tra spazi di Banach, possiamo munire ogni componente afb(E,F) della qua-

Si-norma

(20  (T) = dinf {1 (g ) ]
) wp( ) “(C”)"Ep

ove 1'estremo inferiore 2 preso su tutte le rappresentazioni (19} di T.

Evidentemente gli operatori di potenza 1-sommabile non sono altro che gl]
operatori nucleari introdotti al §2. Vale il sequente teorema, analogo al

Teorema 3:

TEOREMA 12 - (a) (¢g§vp) ¢ un Ldeale quasdi-nonmato compleito An cud F @
denac.

D) Se < allorna A7 ¢ 4 e v < v o osu V.
()Lp C]:r D q U“'D [3

e e , . ] | 0
(c) T e AV (E,F) se ¢ s0bo re esisteno cperatord R e (L ,F) e S e (E, L2 )

Q0
e wn operatone diagonale D 1 £ ¢P

. dedinite da
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De(n ) = (€ n) per (n)et,

con (£ ) e eP . tale che 44 abbia

T = RD_S.
3
(d) ,rb(H,H) = EE(H,H) pen ognd spazdlo di Hilbernt H e vp = Up :
(e) Se Se N e TenNs, allecna ST e N con l-= l+ i—— §- a
p q r r p q /Z

vr(ST)‘S vp(S) vq(T) .

La (a), (c) e (d) sono estensioni al caso 0 < p < 1 delle analoghe pro-
prietd degli operatori nucleari. Ovviamente nella (c) R & un operatore conti-
o da £° in F. La (b) & conseguenza immediata della (20) e del fatto che
eP e per p < g. Infine la (e), che & ovviamente di interesse solo ove
risulti r < 1, seque essenzialmente dal Teorema I.13(b) per mezzo di oppor-

tune fattorizzazioni di S e T attraverso spazi di Hilbert.

L'importanza degli operatori di potenza p-sommabile & sottolineata dal
sequente teorema, dimostrato da Grothendieck nello sforzo di identificare, al-
1a Tuce delle considerazioni fatte al §4, una classe di operatori tra spazi

di Banach per i quali la traccia avesse senso e fosse uguale alla somma de-

gli autovalori (problemi (P2) e (P4)).
TEOREMA 13 - (a) Se T EJTb(E,E), allora (An(T)) e £ con —==—-5 @

( 1/r

n

N8

; |Rn(T)!r) < (T)

(b) Se T e.ib(E,E) con p < 2/3, allorna esdiste La trhaccedla tr(T) e

I1 teorema mostra che se p < 2/3, allora la traccia & continua su

Eiﬁ{E,E),vp 1, avendosi per la (a) e (b)
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tr(T)] < 3

D'altra parte, la (a) mostra che se T & nucleare, allora (An(T) & 22.

Questo risultato & il migliore possibile, dal momento che esiste un operatore

nucleare su uno spazio C(K) (e si pud prendere per K la circonferenza uniteria
: 2 : : : : : fd

di R"), i cui autovalori formano una successione che appartiene a £° ma

non a Ep per nessun p < 2.
Per finire, consideriamo i1 caso p = 0. Poniamc £° = 510 2P e definia-

Mo cperatore dd ordine 0 ogni operatore T e Z(E,F) che ammetta una rappresen

tazione del tipo (19) con {Qn) e £°. Indicheremo poi con .r% La classe de-

al L operatondi di ondine 0 tra spazi di Banach. Notiamo subito che la succes-
sione (En) nella (19) pud sempre supporsi ordinata in modo tale che la (!En{)

sia non crescente. Cra per una tale successione si ha

n
o 1. P . P
©° > C = I o> niE |
p k=1 ‘gk; = 'n
e pertanto
Vpie :
Sup n EEPF C o per ogni p > U
n i

(e per ogni k e N ,

Questo c¢i induce a introdurre Lo spazic s delfle successiond rapidamente decre-

scenta, definito come
cO ' .
s = {(g ) : pk(g )= L, g <« per ogni k e NJ.

Tale spazio & uno spazio di Fréchet per la topologia generata dalla successio-
P P t

ne di semi-norme pk ed @ facile verificare che g g £°, T'inclusioneessendo
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continua (notiamo che £° ha una topologia vettoriale naturale che & metri-

zabile e completa, ma non localmente convessa, dal momento che si ha

po . A gk

k=1 ).

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 14 - (a)Jﬁ;@ un Ldeale che pud essere dotate di una fopologla vet-
toriale meinizabile ¢ completa (ma non Localmente convessa) e F 2 denso An

V&E pen tale Zopologia.

(b) ¥ = 0OV A& .
0O p>0

(c) T ehig(E,F) se ¢ sclo se T ammette una rappresentazdone deld 2lpo

(19) con (En) e S,
(d) T ehAB(E,F) se e sclo se esistono operatord R e¥(s,F) (o0 ReZ(L°,F)),

S e (E, L) e un operatore diagonale D : ¢ »>s(o D.: £ > £°) dekini-

3 3
to da
Dg(“n) = (En nn) per (nﬂ) e £,
con (gn) es (o (En) e £°), tald che s4 abbia

T = RD£S.

(e) T et_,:v’“o s¢ ¢ s0fo se T eLJVO .

(f) ~¢;(H,H) = EQ(H,H) (z.#£(£°)) wenr ogni spazic di Hilbent H.

Le proprieta (c), (d), (e) e (f) sono di facile verifica, come pure il fat--
to che “45 sia un ideale. Ora, per ogni coppia di spazi di Banach E e F risulta
A (E,F) = 3 A7, (E,F) (che ci da la (b)) e quindi A (E,F) pud essere

0 k=1 /K 0"

munito della topologia Timite proiettivo delle topologie generate dalle quasi-

norme m}/k sU ai%/b(EﬂF). Tutte queste topolgie sono metrizabili e complete
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e tale percid sara anche la topologia Timite proiettivo su hAB(E,F). Ne se-

gue la (a), la densita di .# in N essendo consequenza della densita di
(§8.5) o [28]

7 in (1;,vp) per ogni p > 0. Per le dimostrazioni, cf [49

(§19.9).

Osservazione 1 - Gli operatori di potenza p-sommabile forniranno lo spunto
per la teoria generale degli "operatori p-nucleari" per 0 < p < «, che sara
tratteggiata nel §III1.3, ed & quest'ultima nomenclatura che 2 ormai usata nel-

la letteratura.

Ossenvazione 2 - G111 operatori di ordine 0 sono oggi chiamati "operatori
fortemente nucleari" (o "s-nucleari") i1 j ‘
fort | ) e il loro 1deale si denota comunemente
con uf; . Tali operatori e gli spazi da loro generati sono stati studiati da
numerecsi autori (per i quali rimandiamo, per esempio, allz bibliografia in

= -
1

281), portando quindi a quella generalizzazione della nuclearita che 2 oggi

conosciuta come  "A-nuclearitda" (cf. (8 |).



