I - LA TEORIA CLASSICA.

Introduzione

Lo scopo di questa prima parte e di tratteggiare brevemente 1o sviluppo
della teoria classica degli operatori, cioé di quella parte della teoria de
gli operatori che precede 1'avvento di Grothendieck. Cosi, dalla nascita del
la teoria agli inizi del secolo ad cpera di Fredholm, che non a caso coinci-
de con la nascita dell'Analisi Funzionale, si procede, attraverso 1 lavori di
Hilbert, Schmidt, Lebesgue e Fréchet, verso una formulazione precisa di una
"teoria” degli operatori che si concretizza nei lavori di F. Riesz e, soprat
tutto, Banach. Emergono cosi gli operatori "classici”, C16é gli operatori di
Hilbert-Schmidt, compatti, debolmente compatti e completamente continui. I
principi motori della teoria, oltre naturalmente al principio primario di
"risolvere equazioni', sono chiaramente individuati nel problema della thac-
cLa e nel (pil recente) problema dell'approssimazione di Banach, fino a aiun
gere, attraverso l'algebra di Calkin, ad erigere 1o scenario nel quale si
sviluppera poi la teoria moderna degli operatori, basata sul lavoro di Gro-
thendieck e sull'uso sistematico del concetto di "ideale" da parte di Pietsch.

I1 lettore potra consultare i trattati [7] e [9] per gli argomenti esposti

in questa prima parte.
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I - Nascita dell'Analisi Funzionale.

Sebbene i processi di derivazione e integrazione possano essere conside-
rati come operazioni definite su classi di funzioni, fino alla fine del se
colo scorso questo punto di vista venne usato essenzialmente solo per conve
nienza di notazione. Ricordiamo che fu Pincherle (cf. [52], vol. I, p.92-141),
nel 1886, il primo matematico a insistere suil fatto che una funzione dovrebbe
essere considerata come un "punto” in un qualche insieme e ad usare una nota
zione operatoriale per 1'applicazione che associa, ad un funzione olomorfa

¢, la funzione

S - rA(E,t)&(t)dt s

¥
-

ove T & una curva nel dominio di olomorfia di ¢ e la funzione A & olo-
morfa. Questo primo accenno all'Analisi Funzionale fu immediatamente persegui
to da Volterra nel 1887 (cf. 63!, vol. I, p. 294-314)) con le sue "funzioni
di linee", arrivando poi, nel 1896 (cf. (63!, vol. II, p. 216-262) al concet

to generale di ci0 che Hilbert chiamera in sequito "equazione integrale del

secondo tipo",

o(t) - |
A

So(s,t}¢(s)ds = f(t) ,

nella funzione incognita ¢ (cf. anche [6721).

Fu perd con 1'inizio del secolo che incomincid a svilupparsi nell 'Analisi
quella tendenza astratta che si e poi evoluta 1in quella che 0ggil e conosciu-
ta come 1'Analisi Funzionale. Infatti, tra i1 1900 e 11 1910 si verifico una
improvvisa cristallizzazione di tutte le idee e metodi che si erano accumula-
ti nell'Analisi durante i1 XIX secolo. Questo fu dovuto essenzialmente alla

pubblicazione di quattro lavori fondamentali:

(i) L'articolo di Fredholm [15] del 1903 sulle equazioni integrali;
(ii) La tesi di Lebesgue [35] del 1904 sull'integrazione;

(i11) L'articolo di Hilbert [26] del 1906 sulla teoria spettrale;
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(iv) La tesi di Fréchet [13} del 1906 sugli spazi metrici.

L'articolo di Fredholm, ispirato dal lavoro di Volterra, inizia la teo-
ria delle equazioni integrali e pud essere considerato come la sorgente di
tutti 1 successivi sviluppi della teoria spettrale. Il suo effetto sul mon
do matematico fu profondo e, d'improvviso, la teoria delle equazioni inte-
grali divenne uno tra gili argomenti favoriti degli analisti. Uno dei pil at-
tivi assertori della nuova teoria fu David Hilbert che, tra i1 1904 e il
1906, pubblico sei Tavori sulle equazioni integrali tra i guali spicca 1]
lavoro [26] che pud essere considerato il primo articolo scritto in Analisi
Funzionale. In esso Hilbert addirittura abbandona il punto di vista delle
equazioni integrali per ritornare al concetto dei sistemi infiniti di equa-
zioni lineari, comprendendo che le prime possono essere considerate come
casi speciali dei secondi. Ed & proprio in questo studio che Hilbert comin-
cia a gettare le basi della teoria degli spazi di Hilbert e di quegli opera

tori che saranno pei detti operatond di Hitbort-Schmidt.

Allo stesso tempo Fréchet, nella sua famosa tesi, introduceva in Analisi
il concetto di struttuna, definendo assiomaticamente gli spazd metriled e fa-
cendo cosi confluire insieme Geometria, Topologia e Analisi. Ci0 & rafforza
to anche dalla grande enfasi posta da Fréchet su tre nozioni assolutamente
fondamentali, ci10é compattezza, comaletezza e separab i td, aprendo cosi
1a possibilita di trasferire la geometria euclidea in dimensione infinita.
Ed infatti, questo & proprio ci0 che viene realizzato dallo stesso Fréchet
14] e da Schmidt [58] nel 1908. Nell'articolo di Schmidt troviamo la defi-

2

nizione dello spazio £, con le nozioni di prodotto scalare, norma, ortogo-

nalita, insiemi chiusi e sottospazi vettoriali.

Queste punto di vista geometrico era gia stato adottato nel 1906-1907
da Fischer [12] e F. Riesz {54 (vol. I, p. 378-395) che, indipendentemente,
erano arrivati a auelio che ¢ 0qggi conosciuto come i1 fecrema di Fischer-Riesz

e che stabill un legame fino ad allora insospettato tra la teoria degli spazi
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di Hilbert e la teoria dell'integrazione. Quest'ultima, da Cauchy a Jordan

e Peano, si era evoluta in maniera completamente indipendente dalla teoria
spettrale ed & molto probabile che 10 sviluppo dell'Analisi Funzionale sa-
rebbe stato considerevolmente ritardato se 1'integrale di Lebesgue [35! non
fosse fortunatamente apparso sulla scena esattamente all'inizio del lavoro
di Hilbert sulle equazioni integrali. Con 1'aiuto di questo formidabile stru
mento, Fischer e F. Riesz potevano definire 1o spazio L2(I) su un interval-
lo compatto I ¢ R, che da ora in poi possiamo supporre, per comodita, esse

re 1'intervallo 50,1], e dimostrare 1'isomorfismo tra LZ(I} e Ez associan

. . 2 . _ . . C
do ad ogni "funzione" feL (I) la successione (& ) dei suoi coefficienti di
rourier rispetto ad un sistema ortonormale e completo. Ne consedquiva immedia
tamente che 1 risultati di Fredholm e Schmidt si potevano applicare senza al

cun cambiamento ad operatori "integrali”

(1) (Tf)(s) =  k(s,t)f(t)dt
I

con nuctec k(s,t) e Lg(lxl}.

Ma la consegQuenza piu importante del teorema di Fischer-Riesz fu che apri
la strada alla definizione degli <spazi |_D, dovuta a F. Riesz nel 1910
541 (vol. I, p. 403 e pp. 441-497), e alla teoria generale degli spazi nor-:
mati intrapresa da Helly nel 1921 [25] e formalizzata da Banach nella sua

fondamentale monografia |21.

Sin dai tempi di Hilbert e Riesz si era notato che gli operatori integra-
11 definiti dalla (1) per mezzo di una "funzione nucleo” non esaurivano cer-
to i1 concetto generale di operatore lineare, dal momento che nemmeno 1"iden

tita poteva essere espressa in tal modo. Nasce cosi i1 problema seguente:

(P1) Detewminane quall cperatord T pessone esserne rappresentatl da una

fomula del tine (1).

Tale problema dovra attendere fino al 1950 per avere una risposta soddi-

sfacente ! (cf. 60 ).
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L'articolo di Fredholm gia citato nel § 1 ebbe il merito di avviare
Hilbert e la sua scuola sulla strada degli spazi di Hilbert e degli ope-
ratori di Hilbert-Schmidt. Si da il caso che tali nozioni siano stretta-

mente collegate ad un altro problema di fondamentale importanza. Per for-

T

mulare tale problema ricordiamo che, se A = ((aiillé-una matrice nxn,

L

si definisce polnomic caratternistico di A 11 polinomio

\ ) - ﬂ“1
(2) p(x) = det(AI-A) = - tTA +. +trl
e thaccia di A 11 numero
N
(3) tr(A) = 121 aii

Gia nel 1840 Cauchy 5| aveva dimostrato che
t1 = tr{A) ,

il che implica, essendo ovviamente t, la somma degli zeri del polinomio

1
o{x) in {2), 1'uguaglianza fondamentaie

(4) tr(A) =

ove le quantita lj(A) sono gli autovalori di A contati secondo la Toro
molteplicitd algebriche. L'espressione a secondo membro della (4) & comu-
nemente chiamata la Craccca speftrale di A, Pertanto, nel contesto delle ma
trici, e evidente che la traccia (definita dalla (3)) & lineare, essendo la

somma degli elementi diagonali, e coincide con la traccia spettrale.

. n | , . .
Denotiamo ora con ( 1o spazio euclideo complesso ad n  dimensioni
. . n . n
e sia T un operatore in (¢ . Se (x1,...,xn) e una base per T o
r} ] ]
Tx. = .o, a..x. (i=1,...,n), la matrice A = ((a..)) si chiama una
LI S R NN '
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rappresentazione di T e, da quanto detto sopra, & facile dimostrare (cf.[Qj,

11, pp. 1016-1017) i1 seguente

TEOREMA 1 - (a) La quantita tr(A) non dipende dalla happresentazione A

di T e quindd dedindsce La thaccdia tr(T) detfl'operatore 1.

: Ai(T), ove A hi(T) sono gl autovalond do T centats

ne-1 3

(b) tr(T) = ;

secondo Le Lono molteplicitd afgebriche.,

(c) tr(T) = 0 s T & un operatorne nilpotente.

(d) tr(TS) = tr(ST) s S ¢ T  scono due cperatord su

Il problema 1 richiede le sequenti osservazioni.

-

Osseqvazione 1 - (a) motiva la definizione di ¢raccdla sunzionafe per la
traccia di un operatore definita per mezzo della (3) poiché mostra che ta-
le traccia e un funzicnale lineare in T. Per semplicita, noi continueremo

a usare 1l termine "traccia" per la traccia funzionale.

Osservazione 2 - (b) mostra che La thaccda d< un operatone codncdde con

La sua traccaa spetirale. Questo semplice fatto, insieme all'Osservazione 1,
& stato tenuto presente da grandi (e non tanto grandi) matematici sin dal

tempo di Cauchy ed ha contribuito a delineare 1'evoluzione dell'Analisi Fun-

zionale moderna.

Osscqvazione 3 - (c) @ un' ovvia conseguenza di (b) ma, come vedremo pil

tardi, le cose andranno orribilmente storte in un contesto piu generale.

IT Teorema 1 si estende immediatamente a operatori di rango finito da
spazi lineari in dualita <E,E'> a uno spazio lineare F. Infatti, se

x'" e E' ey e F, si ottiene un operatore T di rango 1 ponendo

Tx = <X,x'>y , x e k.



Ne seque che ogni operatore T di rango finito & dato da un'espressione

del tipo

X 0¥ . s E,
<X x1>y1 X €

ove x% e E' e y.eF (i=1,...,n). Se F =E, i1 numero

non dipende dalla rappresentazione finita di T: ¢ci0 & ovvio per n=1 e
si estende al caso generale per linearita. Pertanto, denotando con #(E,E)
CTansaeme degld operatond di nange 44indto su E, abbiamo che Ta traccia (6)
(che & ovviamente la stessa del Teorema 1(a)) & un funzionale lineare su

# (EL,E). E' naturale allora porsi il sequente problema:
(P2) Ouali topologie AL wessonce consdlderare su F#(E,E) pew Le gualdl La
- i ._i ! i 1
traccla rsultl contonua, e quande AL estenda ad wun Aunzoonale £~
neare ¢ continue sul complfotamente di  F(E,E) nilspette a tall to-

Questa domanda innocente segna il corso della storia!l

Nel 1909 I. Schur 59! dimostrd i1 seguente

TEOREMA 2 - Se A = ((aﬁ}) o una matrice nxn, A4 ha:
n ] l,n ;
7 2L IA (A L JaL LA,
(7) i=1 1( )it < i,d i

In vista dell'importanza che assumera in seguito i1 secondo menbro della

(7), conveniamo di porre

I,n .
c o (A) = ((F. Ja, . 1%)°
(8) (A = (EY a1
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Allora, se A e B sono due matrici nxn, Lalesco [34] nel 1914 mostrd

che

(9) 3

Ne seque che, se H & uno spazio di Hilbert e T = AB con A,B e %(H,H) si

na

(10) tr(M) ] <.z, [y < 9,(R)o,

Lo scenario adesso & predisposto e le questioni fondamentali sono:

(P3) Quali operatond su uno spazio dd Hilbert hanne una traccda?

(P4) Quando La traccda di un coperatore ¢ La scomma degld autovalord?

3 - Operatori di Hilbert-Schmidt

Gia i Tavori di Hilbert e Schmidt contenevano le idee espresse nel seguen

te

TEOREMA 3 - Sqia T £'eoperatche su LE(I) dednite dalla (1) con nuclec
k{is,t) e Lz(IxI) e tale che k(s,t) = k{t,s). Allora:

(a) T ha wa successicne (An(T)) di autevalord neald tald che

(11) é x (T)C = [ lk(s,t)[“ds dt
) Ix1I

(b) Ogni An(T) # 0 ha molteplicitd 4findta ¢ 11im AH(T) = 0 se¢ La

successioene (AH(T)) o ndinlta.

(¢c) Per cgna autovalore }.n( T), centate secondo La sua melteplicdtd,

esihte wna awtosunziene b d¢ T tale che
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=l 33 =
2\ 22 /&
» "'-1\ .&J?“h {‘_.:; '1_3'. . \E"} A
(12) Co(t) e (t) dt =0 per m # n. NTI
I S

_ , , . fa ,
(d) Per ognd coppia di funzicnd x,yel (1) risulta

(13) [ k(s,t)x(s)y(t)dsdt = ni |
Ix]I ) I I

Applicando allora la (11), (12) e (13) si ottiene

(14) Fo(Te 40 )17 = E 1 T4

non solo, ma s1 riconosce poi che 11 valore comune di tali serie e indipen-
. / : 2 . .

dente dal sistema ortogonale completo **n) scelto in L (1), cid che induce

a dare le sequente definizione: un operatore T su uno spazio di Hilbert H

e detto cperaterne do Hilbert-Schmidt se esiste un sistema ortonormale comple

to (e : o e/A) in H tale che

'k.‘:lll

- o,k
( {1 - :| I|'_ “ 0
iL15) x.Z(T) = (,,,, £ I:Te&u ) © <

LD~

Sussistono allora 1e seguenti caratterizzazioni, nelle quali indichiamo con
I loperatone aggaunto, nel senso della teoria degli spazi di Hilbert, del
1'operatore T. (Si noti che un operatore di Hilbert-Schmidt & necessariamen-

te limitato, come consecuenza immediata della definizione, e pertanto 1'ope-

ratore aggiunto esiste ed & anche esso Timitato).

TEOREMA 4. Sia T un operatone su wino spazic di Hilbent H . Le seqguentd

akpermazacnd sene equivalent:

(1) T 2 un cperatore di Hilbert-Schmidt,

(i11) Per cand sdstema oencumale complete (& @ ae A) in H 50 ha:

v
by

a6
('*‘) Do {0 ( C A YH AL O { ’J'] r CMAL O ( & ! 'E?” *
1i1) Per due (ndsp. pern cgnd coppla di) sdstemd crtonoumali comploti

e taeMN) ¢ (f, 1o eA) in H L ha



(iv) T* & un operatorne di Hilbert-Schmidt e

GZ(T*) = UZ(T)

(v) Lo spettro dell'cpenatone T*T  consiste dello zerne pAl una successione

(}h(T*T)) di autovalort talil che

J'}

(T) <=

i

) -* —
n=1

Naturalmente le uguaglianze in (ii)-(v) sono parte delle affermazioni, co-
sicché il Teorema 4 fornisce una varieta di metodi per calcolare la quantita

J?(T} (per la nozione di spettro di un operatore rimandiamo al §5). E' bene

osservare che nella somma a secondo membro della (15) solo al pil un numero

numerabile di termini pud essere diverso da 0.

Indichiamo con JE, per ragioni che saranno chiare in seguito, ' «ns<eme
. L “t1Y ) P T ~ 7 y L f ) -+ i—{ Y : - tf ~ .
aeglc operatonc ac Hilbert-Schmidt sw H.o S1 riconosce che -7, & uno spazio

St
o=

di Hilbert per il prodotto scalare

(16) (S,T) = L';F,EA(S eﬁ,T e:i) se S,T 892,
ove (e :ze/A) & un qualsiasi sistema ortonormale completo in H. Inoltre
(17) :.fz(T) = {T,T)° e L;2(5T) < ,-_f.-z(sy UZ(T),

i1 che mostra che ;%' e un'algebra di Banach per Ta norma I

Sia ora Z(H,H) &'nsieme degld cperatonl Limitati (o continud) su H. E'

ben noto che 2 (H,H) @ uno spazio diBanach per la norma operatoriale



DT = sup DT kb <1

[ndicando con  #(H,H) i1 sottospazio di £ (H,H) degli operatori di rango

finito, & facile verificare che sussiste il sequente

TEGREMA 5, (a) ig' ¢ un scttospazio Lineare di  ZL(H,H) contenente #(H,H).

y |

(T)  wexn T e /2

(c) Se R,TeZ(H,H) e Se &, allora RST e 55.

i _ ’ & i A
(d) #(H,H) ¢ deinse 4n ﬁé ver fa poama o, e dwigue

ancne per £a noama
Poiché < (H,H) & un'algebra di Banach, le proprieta (a) e (c) del Teorema 5

mostrano che % & un ‘deale (bilatero) nell'algebra ¢ (H,H) contenente #(H,H)

(vedi anche 11 paragrafo seguente).

Notiamo infine che i1 Teorema 4 & solo una generalizzazione apparente del

Teorema 2 dal momento che ogni spazio di Hilbert & congruente (cioé unitaria-

mente equivalente) ad uno spazio L (X,.) per un opportuno spazio X dotato di

misura positiva 1 , e che per tale spazi s1 ha il seguente
TEOREM 3¢ ’ : { : 2 ‘
EOREMA 6. Sca  uxu  La misune prodotte sw XX, Un cpetatone T sw L {X,u)

\
.~ . : 0 S P RSV : 8
0 di Halbernt-Scrmidt so o sofe se esiste ke L7(XxX,uxu) zale che

#
-

(Tx)(s) = [ k(s.t)x(t)dult), el % (X, u) .

>

La furnzione k e necessarniamente unica ed Anolire

(T) = |k ||

‘ L7 (Xx Xy pxu)

IT Teorema 6 dunque non solo stabilisce una equivalenza (essenzialmente)

tra 1 Teoremi 3 e 4, ma anche fornisce una prima risposta parziale al pro-



blema (P1) del §1.

Per le dimostrazioni dei Teoremi 4 e 5 vedi [9] (II pp. 1010-1013) o [27]

(pp. 55-59) mentre i1 Teorema:6 & un esercizio in [9)(II, p. 1083).

Osservazione - In questo paragrafo ¢i1 siano limitati a trattare operatori
su uno spazio di Hilbert H, ma ci10 non & in realta una restrizione. Infatti,
se e dato un operatore T : H1 > H2 tra due spazi di Hilbert diversi, & suffi-
ciente "ampliare" 1'uno o 1'altro in modo da ottenere due spazi della stessa
"dimensione hilbertiana". Ma allora tali spazi sono congruenti, quindi posso-
no essere identificati e si ricade nel caso precedente. Queste punto di vi-

sta verra mantenuto in seguito ogni qual volta avremo a che fare esclusivamen

te con spazi di Hiibert.

4. Ideali di operator:

In questo paragrafo apriamo una parentesi e, anticipando idee che verranno
formalizzate solo nell'ultima decade attraverso i1 lavoro di Pietsch negli
anni '60 (cf.[SO?), introduciamo la nozione astratta di ideaie di operatori.
C10 ¢i sara di grandissima utilita in seguito speciaimente per quante rigquar-

da la werminologia e le notazioni.

Indichiamo con & fa classe di "tuttld" ald operatondt Lineard Limitatl tha
swazi di Banach e con  L(E,F) €£'.insdeme di tall operateond dello spazic di
Banach E allo spazio di Banach F. Indichiamo inoltre con #* ‘a sctteoclas-

se di &L costiltudlta dagld operatond dd rango findto.

Per ogni sottoclasse Jdi & poniamo per definizione
F(EF) 2.2 NDL(E,F).

La sottoclasse ¥ sara detta un .(deale di{ ¢peratornc se si verificano le

condizioni seguenti:



11) # ¢ .¢ .
[2) Se S,T e 4(E,F), alfora S+Te . #(E,

(
( F)
(13) Se Se-#(E,F), Te;‘-f(EO,E) 0 Reff(F,FO), allona RSTe-ﬁ”(EO,FO) :

Ovviamente # & il pilu piccolo ideale di operatori (% & il piu grande

ma non 1o considereremo un ideale, essendo improprio).

Dato un ideale ¥ , qgli insiemi #(E,F) si chiamano le componentdl di
g e si dice chdusc se ogni componente #(E,F) @& chiusa in
Z{E,F) per la norma operatoriale. Ovviamente # non & chiusoc e come ve-
dremo i1 problema di determinare la "chiusura" di % avra un'importanza as-

solutamente determinante nello sviluppo della teoria.

Supponiamo che, dato un ideale ¥ , esista una funzione v a valori reali

tale che, dati comunque spazij di Banach EDjE,F,FO, s1 abbia:

(Q1) Se x'eE', yeF ¢ T : E - F ¢ {'eperatone dedinite da Tx = <X,x'>y

(x e E), atécra (T) =1!x"1} iy !l.

(Q2) Esuste una ccostante ¢ > 1che non divende da E e F, tafe che

v(S+T) < c(v(S) + vw(T)) pen cand coppia S,T e F(E,F).

(Q3) Se Reﬁf(F,FO), Se #SE,F) ¢ T eif(Eq,E), allora  v(RST) <R {ju(S) [T

Sionnti che queste condizioni implicano ST < w(T).

Diremo allora che v & una quasi-nouma per 1'ideale ¥ e che la coppia
(A v) e un ddeale quas (-nowmate. Tale ideale sara poi detto completo se cia-

scuna componente [.# (E,F),v)

(che & chiaramente uno spazio lineare topologico
metrizabile) & completa. Se poi in (Q2 & possibile scegliere c¢=1, allora
v & ovviamente una norma e in tal caso diremo che ((Jyv) & un L{deale nge~

malo.

Infine, chiameremo (deale hilbertiarc una sottoclasse # della classe di
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tutti gli operatori Tineari limitati tra spazi di Hilbert che verifichi le con
dizioni (I1)-(I3), ove naturalmente gli spazi che intervengono saranno ora tut
ti spazi di Hilbert. In generale, ometteremo il simbolo dello spazio e indi-
cheremo pure con .# le componenti J(H,H). Con riferimento al paragrafo
precedente, possiamo allora enunciare il Teorema 5 al modo seguente:

TEOREMA 5' - (ﬂg,uz) o un Adeale hilbentiano normatc ¢ complefo.

5 - Operatori compatti, debolmente compatti e completamente continui.

- Y-

- B rEEEE P mas

IT concetto di operatore compatto (o completamente continuo) & essenzialmente
dovuto a Hilbert 26], che 1o usava per forme bilineari  in Ez. In termini
di operatori, Hilbert richiede che 1'operatore trasformi successioni debol-
mente convergenti in successioni fortemente convergenti, cioe convergenti in
norma o, semplicemente, “convergenti®. Ma fu F. Riesz (cf. '53]) nel 1918 a dare
una definizione equivaliente usando il concetto generale di compattezza intro-
dotto da Fréchet e a chiamare compatftc un operatore T : E > F tra spazi di
Banach che trasformi insiemi Timitati di E In insiemi relativamente compatti
in F. Naturalmente tale definizione & equivalente a quella di Hilbert se &t
e rifiessivo (e quindi per 62), perché allora ogni insieme limitato di E &
relativamente debolmente compatto. In generale, chiameremo comoletamente con-
tinue un operatore tra spazi di Banach che soddisfi la definizione di Hilbert.
Infine, seguendo Kakutani (30 e Yosida ' 65, , chiameremo debolmente compaite
un operatore tra spazi di Banach che trasformi Insiemi limitati in insiemi de
bolmente relativamente compatti. Tali operatori furono introdotti nel 1938

in collegamento con la teoria ergodica e un estesissimo studio di essi e degli

operatori completamente continui fu poi compiute da Grothendieck (20! nel 1953.

Indicando allora con A, ¥ e # Lo class deald eperatond commattd, com-
pletamente contowd e debolmevite compattl, rispettivamente, possiamo riassu-

mere le loro proprieta nel sequente:

TEOREMA 7 - A, ¥ e W sone {deali chius< ¢ K ecy O W
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A questo va aggiunto il notevole

TEOREMA 8 - (a) TeX se e solc se T'ek.

(b) TeW sc¢ ¢ s0fo se T'ew .

T e naturalmente £'operatore aggiuntoe (o duafe ) dell'operatore T.

(a) & i1 classico risultato stabilito da Schauder [57] nel 1930 e (b) &

stato dimostrato da Gantmacher [16] nel 1940.

S1 noti che 1in generale non vi & nessuna relazione di inclusione tra gli
ideali ¥ e W. Infatti per due spazi di Banach E e F abbiamo che, se E &

riflessivo, allora Y(E,F) =X(E,F) eW(E,F) = L (E,F) e dunque YI(E,F) gtﬂiE,F).

D'altra parte, Grothendieck [20] ha mostrato che #C(I),C(I) g’ﬂfC(I),C(I)] =

Yoyt ¢ WL (1)L

= ¥[C(1),C(1)7, mentre XL (1) : T[L1(I),L!f1)§

e

Infine, vogliamo qui ricordare che i]}]avoro di Riesz ha portato a queila che
0ggi & conosciuta come la "teoria di Riesz-Schauder" degli cperatori compatti.
Richiamiamo che, dato un operatore lineareWcontinuo o no) definito su un sotto-
spazio di uno spazio ai Banach complesso t e a valori in E, s1 dice «nsieme nisol
vente dell'operatore T 1'insieme di tutti i numeri complessi X per i quali 1'ope

..1 _ o _ ) _ )
esiste, & definite su tutto £ ed & continuo (I denota 1'identita

ratore (AI-T)
di E). Tale insieme si indica con p(T) e i1 suo complementare o(T) in € si chiama
spetine dell'operatore T. Se TeZ(E,E), allora o (T) & un insieme compatto non

vuoto e vale la {cawmula delf naggleo spettrale:

supfinl @ e of(T)} = 1im iETn%|1/n_§i!T?\,

N->co
dimostrata in generale da Gelfand [17] nel 1941, Ogni x € o(T) per il quale
I'operatore  AI-T non & iniettivo si dice autovalore di{ T ed ogni xeE, x#0
tale che (XI-T)x = 0 & un autevettone di T corrispondente all' autovalore .

Forse i1 pit importante risultato della teoria di Riesz @ espresso dal seguente
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TEOREMA 9 - Se T ex(E,E) allora:

(a) 0 € o(T) e o(T) @ un ins<eme al P numerabale,
(b) Ogni » € o(T)N {0} 2 un autcvatoxe ed un wunto {(sclate do o(T).
g )

(c) Se of(T) & numerabile, ablona €'insdeme o(T) N {0} pud essene ondi-

nato AN una Auccessicne Che Convenge a zeno.

(d) Pern ognd » € o(T) N {0} 2a dimensione del sottospazio N(X) =

= {xekE : (A[-T)x=0} 2 {finita ed ¢ chiamata La melteplicltd geometrnica di A.

(e) Pern ognd x € oT) N {0} esdiste una prodlezione P tale che TPl = P_T.
A

Ay

La demensdone  del sottospazic PI(E) ¢ baindta ed ¢ cniamata La molteplicd-

ta algebrica di4 A

6 - Il problema dell'approssimazione.

Durante gli1 anni '20 Banach frattanto intraprendeva uno studio sistematico
degli spazi di Banach ottenendo una tale varieta di risultati di vastissima
portata (cf. 1] e '2]) da far compiere all'Analisi Funzionale i1 piu gran
balzo in avanti dai tempi del lavoro pionieristico di Hilbert. In tale studio
Banad s1 era accorto di quanto fosse importante, ai sensi della struttura del
lo spazio, il sapere se un dato spazio di Banach E avesse o meno una base.

Con ci0 si intende una successione (xn) ¢ £E tale che ogni elemento x € £ abbia

un'unica rappresentazione della forma

>

§
e 8

Rl |

4

-

n

ove (En) & una successione scalare e la serie converge nella norma di E. In

corrisoondenza ad una tale base esiste una unica successione (f”) di funzionali

1ineari, che nel caso di uno spazio di Banach sono automaticamente continui,

tal1 che

f(x)=1 e fI(x

A ; k) = 0 per k # n,
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cosicché possiamo scrivere

f (x)x per ogni x € E,

: E > E al modo sequente:

E' chiaro che ciascun P, & una proiezione continua e, poiché P, (x) » x (per

k k
k > «) per ogni xeE, ne seque per il Teorema della Limitatezza Uniforme (Ba-

nach-Steinhaus) che Pk ~ I (= jdentita di E) uniformemente su ogni sottoin-

sieme compatto di E. Se allora F & un altro spazio di Banach e T e #¥(F,E)
avremo che P T - T uniformemente su ogni insieme T(B) con B limitato in F,

k
ci0é PQ'+ T in Z(F,E) e quindi, poiché P, T e #(F,E) per ogni k, Te %#(F,E)

K _
(Ta chiusura essendo presa in Z(F,E)). Dunque X(F,E) ¢F#(F,E) il che, as-
sieme al Teorema 7, ci permette di concludere che ¥(F,E) :ﬁi{F,E). Abbia-

mo cosi determinato 1a chiusura di #(F,E) se E ha una base. Cido indusse Ba-

nach a porre il segquente problema®
(P5) Esdlste una base in ognd spazic di Banach separabile?

Occerviamo Che tutti gli spazi di Banach classici hanno una base. Per

spazi di Banach classici si intendono i sequenti spazi (ove indichiamo una
: D . ,
base tra parentesi): 3’((en)) (1 < p < =), Cr((en))’ C(1) (la base di Schauder),

Lp(I) (i1 sistema di Haar) (1 < p <;m);(cf.[38]3 vol. 1,p.3).

—_—

Consideriamo adesso uno spazio di Hilbert H non separabile e sia (e :ae /A)
o

un sistema ortonormale completo in H. Si ha

per ogni xeH e dal momento che

[
i

1% il

0
< b

= T i{x,e )|
ueﬂt( ij,)

per ciascun x solo un numero al pid numerabile di coefficienti (x,eﬂ) e diverso

b

da zero. Dunque, se F & unsottoinsieme finito di A e %F: H->H & la proiezione

ortogonale data da
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p -
E‘x) xéF(x’ea)eu ’
allora PF{K)——*K al variare di IF tra tutti i sottoinsiemi finiti di A

e quindi, come prima, %E_*I uniformemente su ogni sottoinsieme compatto di

H. Cid implica, come nel caso degli spazi di Banach con base, ¥ =%. Anti-

—

cipando un po' i tempi, possiamo allora generalizzare il problema (P5) a tut -
ti gli spazi di Banach (separabili o no) ponendo jlcosiddetto problema dell'ap-

prossimazione di Banach-Grothendieck:

(P6) Dato uno spazic di Banach E , & possibile approssimane €' identitd di
E con operatond doe nango finito undformemente su ognd sottoinsieme

compatlto?

S1 dira allora che L ha fLa proprietd di approssimazione se per B 11 proble-

ma (P6) ha risposta affermativa.

Come vedremo, il problema (P6) motivera gran parte della teoria degli opera-

tori, ma sara risolto soltanto nel 1973.

/ - Operatori a traccia.

r---

Riprendiamo adesso il problema della traccia discusso nel §2. Carlemann [4]

dimostrd nel 1921 che, se T appartiene alla classe di Hilbert-Schmidt 5;
(cf.83), allora T2 ha traccia e

Purtroppo, ci0 non assicura l'esistenza della traccia per T, come i1 seguente

semplice esempio mostra. Sia T : Ez > ﬁz 1'operatore definito da T(gn) =(n_15n)
per ogni (Eﬂ) e 32, Se {en) e la base ortonormale consueta di Eg, allora la se-
rie
5 Te ||2= 7 1
n=1 n ' n=1 n-*
2 2

converge e quindi T e ¥ (£ ,2° ). D'altra parte, la serije
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15

{Teﬂe):

]
1 n n n=1 n °

e 8

i

n

che potremmo essere indotti ad usare per definire la traccia tr(T), diverge.
Pertanto, la traccia non pud essere cosi definita per ogni operatore T & ié.
Abbiamo perd visto nel §3 che, se S e T sono operatori di Hilbert-Schmidt

su uno spazio di Hilbert H qualsiasi con base ortonormale (e :ae/A), allo-

i,

UL

ra la serije %ﬂ(SeW, Te ) converge assolutamente a un limite che non di -
o $4 .}

nende dalla base (eu) ed infatti, per la (16), tale limite & proprio il pro-
dotto scalare (S,T). E' questa osservazione che, nel 1936, indusse von Neumann,
con il contributo parziale di Murray (cf. iﬂj]) a studiare il problema della

traccia e a definire fa traccdia di R ¢ S, con R,Seéé, come la quantita

(18) tr(R,S) = ¢ (Se ,R*e ) .
3 o o
Naturalmente ci10 equivale a definire la traccia tr{(T) per ogni operatore T
della forma T = RS, con R,S € ig, cido che appunto permise a Murray e von
Neumann di identificare in aﬁg o 55 una classe di operatori su spazi di Hilbert
per 1 quali la traccia pud essere definita in accordo con 1 requisiti richiesti
dai problemi (P2) e (P3) del §2, perché infatti si ha per 1la (16), (17),(18) e

il Teorema 4 (iv),
(1) Etr(T)? = Etr(R,S)} = i(S,R*)] < 5,.(S) o

In verita, Murray e von Neumann definirono glc cperatordc a thraccaa COME que
gl1 operatori T su uno spazio di Hilbert H che ammettono una rappresentazione

del tipo

123

R, S

ol _
120) ! 1Tk k

K

con n un intero opportunc e Rk’sk ¢ ﬁé(H,H). Ma & facile vedere che la clas-
se ié o &, ottenuta per composizione, ¢ un ideale nel senso del §4 e quindsi
pud sempre prendersi n=1 nella (20).
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Conveniamo di porre 5? = 55 o 5§= ci0é di indicare con Sﬁ 1"1deale degli

"operatori a traccia". Sussiste allora il sequente importante
TEOREMA 10 - Se T e 5?(H,H), allona esistono sistemd ortogonald (en) e (fn)

in H tali che

Tx = I (x,e )f per ognd X € H,

CON ~
2 IF I e |} < e

cve L'ultima somma non dipende dalla parnticolare rappresentazione di T.

F
1
degli autovalori (e tale somma esiste per il risultato (10) di Lalesco e per

Perdo, i1 problema (P4), cioé se la traccia di T e ¢ uguale alla somma

il Teorema 5) dovra rimanere senza risposta ancora per molto tempo, perché sfor
2

tunatamente il risultato di Carleman si applica solo a T~ e non al prodotto

S T(S,T e 55). La risposta @ positiva, ma fu solo ottenuta nel 1959 da Lidskij
(36] per mezzo di una dimostrazione sorprendentemente difficile (vedi anche 61,
§3 o 19], II, pp. 1096-1105). In altre parole, vale 1'uguaqlianza

(21) tr(T) = Eq An(T) ner T € Eﬁ!

8 - Teorema Spettrale, Algebra di Calkin e Classi di von Neumann

In uno spazio di Hilbert H, il Teorema 9 di F. Riesz pud essere rafforzato
nel senso che cgnd operatone compatto autcaggiunte su H o ha un sistema di auto-
veltond che formane una base ortonormale pen H. Ne seque i1 seguente notevolis-

simo Teorema delfa Rappresentazione Spettriale (cf. [27., pp: 52-55 o 1281,§20.1):
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TEOREMA 11 - Ognd operatore T eH(H,H) ha una rnappresentazione del tipc

Qo

(22) T}{ = ;

R (T)(x,e )f (xeH),

1 'n n"n
cuve (En)a(fn) sono sastemd ontonormal L (non necessarniamente completi) mn H e
(a_(T)) ¢ una successdione decrescente di numeri — reald non negativi. Tale succes

sione ¢ anoltre undea, menthe L AdLstemd (en) ¢ (fn) sono "essenzialmente’ und-

Tale teorema & conseguenza del fatto che 1'operatore T*T & autoaggiunto e com-

patto e pertanto ha una (unica) successione decrescente di autovalori non negati-

. eyl . Ce s .. . - : :
Vi aﬂ(r) . La mancanza di unicita per i sistem] (en) e (f ) deriva dalla possi-

i

bilita di autovalori non semplici di T*T.

[ numeri an(T) sono detti numerd caratteristicsL d4 T ed hanno le proprieta dej
numeri di approssimazione enunciate in Parte I1II, &§&1. La loro importanza risiede,
oltre naturalmente che nel loro legame con i numeri di approssimazione, nel fat-

to che tali valori caratterizzano completamente, assieme ai sistemi (en) S (fn),

1'operatore T e pertanto per mezzo di essi & possibile dare una descrizione com-

pleta dell'algebra < (H,H) nel caso di uno spazio di Hilbert H separabile

P |

(cioé dell'algebra é”(EZjEZIL come dimostrato da Calkin !3i nel 1941,

e 4

Per tratteqgiare brevemente i punti salienti della teoria di Calkin (per Te

1

dimostrazioni dei quali rimandiamo a [3

e e

o a 611,§2) assumeremo da ora in poi
che H sia uno spazio di Hilbert separabile, ¢i0 essendo esseénziale per la ve-

rita di quanto affermeremo. Inoitre, ometteremo per brevita il simbolo H.

I1 nrimo passo nella teoria consiste nell'osservare che, s¢ ¥ ¢ un Ldeale 4n
L contenente wn eperatorne non compatte, allora I =L Ne segue che ogni idea

le massimale %, essendo chiuso (e naturalmente proprio), deve essere contenuto

e .

in A, per il Teorema 7 . D'altronde % = % - ,;5=[%”{cf. §6) e pertanto

deve risultare necessariamente @ = X. Se ne conclude che X ¢ f'unico Adeale
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(proprio) chiwse di £ e che, pertanto, per ogni ideale Fc ¥, risulta
F ¢ Fcx (dal momento che ogni ideale & contenuto in un ideale massimale).
Possiamo a questo punto invocare il Teorema 11 e, fissata una base ortonormale

(en) in H, formare lo spazio di successioni

(23) M) ={(¢ ) : se Te 1'operatore definito da

Tx = ) fn(x,en)en (xeH), allora Te#

Per le proprieta (I1),(I2) e (I3) di un ideale, & chiaro che A(.#) @ uno spazio
vettoriale di successioni contenente 1o spazio ¢ delle successioni finite. Inol

tre, si vede subito, per i1 Teorema 11 e il Teorema 9(c), che se (gn) e A #), al-
lora o (g“) & una successione finita o £ =~ 0. In ogni caso A (F) cc.. Inoltre,

se (gn) e »(#) e @& una qualsiasi permutazione di NN, allora anche (Er(n))elﬂﬂ)
1

Infine, seque facilmente dalla definizione di A(¥#) e dall'essere J un ideale

che, se (gn) e AM.¥) e (nn) & una successione tale che 1nni i_éﬁni, allo-

ra si ha pure (nn) e A(#. Tutto cid ci induce a definire un Ldeale di successto
ni (o spazio di Calkin) come uno spazio vettoriale X di successioni (complesse)

verificante le sequenti proprieta:

(S1) ¢ € A cc,.

(S2) Se (¢ ) e-x e (n.) @& tale che In_| < (£ | per cgnd 'n , allora

n n n

(nn) e A.

(S3) | E_,'n) e A, Lmolica (P;#__(n)) e per ognd permutazione w di K.

Possiamo allora riassumere quanto sopra dicendo che  A(#) & un ideale di
successioni. Viceversa, dato uno spazio di successioni x verificante (S1) e
denotando con  #()) 1'insieme degli operatori T tali che (an(T))eh , possiamo
domandarci quando accade che #(A) sia un ideale in 2 . Che cid si verifichi

esattamente quando » & un ideale di successioni & il punto centrale della teoria

e pud essere riassunto nel seguente teorema che stabilisce una corrispondenza biu

nivoca tra gli ideali di successioni e gli ideali propri di & .
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TEOREMA 12 - (a) Se # ¢ un «deafe proprio in ¥, allora AMFE) e un
ideale di successioni e #[n (#)] =F.

(b) Se A ¢ un Ldeale di successiond, allora F{A) 2 un Ldeale

proprio in L e Al F(N)] =2

Naturalmente , gli spazi ¢ e C corrispondono rispettivamente all 'ideale
. : , . ? . : :
minimo % e massimo ¥ , mentre £~ corrisponde a 5% per il Teorema 4(v) e
1 : . : : : .
2 corrisponde all'ideale Sq degli operatori a traccia per il Teorema 10. Inol-
tre & evidente che ./ sard un ideale normato o quasinormato con (quasi-) norma
v se e solo se £ =¢(x) con x un ideale di successioni normato o quasi-normato

con (quasi-) norma q, avendosi v(T) = q [(an(T))].

A questo punto, essendo stata stabilita per mezzo del Teorema 12 1'importan
za e maggiore trattabilita dei numeri caratteristici an(T) di un operatore com
natto T, viene naturale domandarsi quali siano le relazioni tra gli autovalori

X (T) e gli an(T), anche 1in connessione con il problema (P4) sulla traccia. Fu

i

in questo senso che simosserc le ricerche di vonNeumann e Schatten{44] negli

anni 1946-48 e che portarono all'introduzione degli ideali 5;. Questi non sono

altro che gli ideals ‘ﬁ(ﬁp) corrispondenti agli spazi P per 0<p<le= e JT(CO)
per p = «, CON gquasi-norme

(24) oM = (Ee MPP e o (M = a,M= 11T (Test).

Pertanto {bgsmp) & un ideale quasi-normato che & normato per 1 < p < =. Rimandia-

mo a [28] (§20.2) per uno studio dettagliato delle classi &. Qui ci limitiamo a
-

osservare il seqguente

TEOREMA 13 - Supponiamo 0 < p, g < «,
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(a) Se p<qg, allona X ¢ & e o (T) <o (T) per Te ¥.

P q q - P P
1 1 1 \
(b) Se Se ¥ eTe &, alblona STe ¥ con —=—+ — ¢ U(STJEG(S)U(T}-
P g r r P q v P q

Comunque, di tutte le relazioni tra An(T) e an(T)quET1a fondamentale fu

scoperta da Weyl [64! nel 1949 ed & la seguente, conosciuta come £a dasuguaglian
za d«o Weyr.:

k

(25) L (M < a_(T) (Te. #)

ove gli autovalori Aﬁ(T) sono ordinati secondo moduli non crescenti e contando
le Toro molteplicita algebriche. Dalla (24) e (25) seque allora

» (T)P < o (T)P (Te)

(26) ' M < o, p

=18

n

per tutti i p con 0 < p < », Ccioé (kn(T)) e P se Te 53 . Questo risultato

ha molte consequenze ed & una pietra miliare nella storia del problema (P4).

Concludiamo questo paragrafo con alcuni commenti sulle condizioni (S1),(S2)

e (S3) e sugli ideali di successioni e con una osservazione sul caso di spazi

di Hilbert non separabili.

In pratica, ogni spazio di successioni di un qualche interesse in Analisi
deve perlomeno contenere ¢ (cid d'altronde segue anche dalla (S2)). Uno spazio
che soddisfi la (S2) si chiama noamafe ed uno che soddisfi la (S3) simmetrndco.
G1i spazi normali hanno grande importanza e utilita nella teoria degli spazi
vettoriali topologici localmente convessi (cf. [32], §30), in quanto gli idea-
11 di successioni sono basici per le varie generalizzazioni della nuclearita

che sono state sviluppate recentemente {(cf., per esempio, [8]).

Ossenvazione - Se H @ uno spazio di Hilbert non separabile, denotiamo con
dim H la sua dimensione hilbertiana, cioé 1a cardinalita di un sistema orto-

normale e completo in H. Per ogni cardinale infinito ¢ < dim H, sia JE(H,H)
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1'"insieme degli operatori T e.Z(H,H) tali che dim T(H) < ¢. Si riconosce fa-

cilmente che J%(H,H) @ un ideale in 2(H,H) e che Lﬁc(H,H) @ un ideale

chiuso. Chiaramente, ui:(H,H) #7(H,H) perché 1'identita I non appartiene a

J.(H,H). Inoltre, Lﬂc(H,H):>;EIH,H), quest'ultimo essendo contenuto nell'idea-

le corrispondente alla cardinalita del numerabile. Se quindi dimH non & nume-

rabile, esisteranno in ¥ (H,H) degli ideali chiusi Lﬁb(H,H) contenenti pro-

priamente A (H,H), dal momento che vi saranno in % (H,H) operatori T non

compatti, ma tali che dim T(H) sia separabile (per esempio, proiezioni). Gli
ideali tEE(H,H) sono tutti e soli gli ideali chiusi di 2 (H,H). Naturalmente

se ¢ non e numerabile nessun ideale JE sara proprio in &, dato che I e&ﬂ%

se 1 & 1'identita di uno spazio di Hilbert H con dim H < c. Per i dettagli,

vedi [18],[39] o [50] (§5.4).



