INTRODUZIONE

Questo anticole & una versione notevolmente estesa e accresciuta,essenziol-
mente dovuta al seconde autore, di un cdcle di conferenze Zenufe dal primo auto-

ne presso L Seminario di Analisd dell'Universita di Lecce nef 4febbraio 1982,

Le confenenze sonc state apposta disegnate per esserne accessibildi a coloro £
quals, pur non essende cultord della materdia, hanno una modesta conoscenza ded
prancipd elementand dell'Analisi Funzionale, e perfinc a (buond) studentdi def se
condo blenndo di Matematica. In quesita oXtica, £'esposdizione indzda con una ha-
pida panoramica sulla nascita della teorda degll operatond tha spazd di Banach
e sua evoluzdione 44ine all'avvento di Grothenddieck, perscffermarnsd pod in maggio
ne dettaglic sul fondamentale Lavoro di Grothendieck e suf successive sviluppo

defla teonda, dovuto in Larga misura a Pletsch, fino al suo stato attuale.

A causa defla mole del materiale, gli autornd s4 sono dovutd necessariamente
Limitare a presentare gld enuncdatdi pii rilevanti ¢ a dare s0lo fe dimestrnazio-
nd pid semplicd, sachificande quindd La completezza afla compattezza e rdnvian-
do al fondamentale trattate di Pietsch [50] 4L Lettone desidercso di intrapren

dere uno studio serdo e approfondito dell'argomento.



I - LA TEORIA CLASSICA.

Introduzicone

Lo scopo di questa prima parte & di tratteggiare brevemente lo sviluppo
della teoria classica degli operatori, cioé di quella parte della teoria de
gli operatori che precede 1'avvento di Grothendieck. Cosi, dalla nascita del
la teoria agli inizi del secolo ad cpera di Fredholm, che non a caso coinci-
de con la nascita dell1'Analisi Funzionale, si procede, attraverso i lavori di
Hilbert, Schmidt, Lebesque e Fréchet, verso una formulazione precisa di una
"teoria" degli operatori che si concretizza nei lavori di F. Riesz e, soprat
tutto, Banach. Emergono cosi gli operatori “classici”, cioé gli operatori di
Hilbert-Schmidt, compatti, debolmente compatti e completamente continui. I
principi motori della teoria, oltre naturalmente al principio primario di
"risolvere equazioni", sono chiaramente individuati nel problema deffa thac-
cda e nel (pill recente) problema dellf'approssimazione di Banach, fino a giun
gere, attraverso 1'algebra di Calkin, ad erigere 1o scenario nel quale si
sviluppera poi la teoria moderna degii operatori, basata sul lavoro di Gro-
thendieck e sull'uso sistematico del concetto di "ideale" da parte di Pietsch.

I1 lettore potra consultare i trattati [7] e [9] per gli argomenti esposti

!
|
-

in questa prima parte.
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1 - Nascita dell'Analisi Funzionale.

Sebbene i processi di derivazione e integrazione possano essere conside-
rati come operazioni definite su classi di funzioni, fino alla fine del se
colo scorso questo punto di vista venne usato essenzialmente solo per conve
nienza di notazione. Ricordiamo che fu Pincherle (cf. [52], vol. I, p.92-141),
nel 1886, il primo matematico a insistere sul fatto che una funzione dovrebbe
essere considerata come un "punto" in un qualche insieme e ad usare una nota
zione operatoriale per 1'applicazione che associa, ad un funzione olomorfa

¢, la funzione
s - [A(s,t)¢e(t)dt

ove T & una curva nel dominio di olomorfia di ¢ e la funzione A & olo-
morfa. Questo primo accenno all'Analisi Funzionale fu immediatamente persegui
to da Volterra nel 1887 (cf. [63], vol. I, p. 294-314)) con le sue "funzioni
di Tinee", arrivando poi, nel 1896 (cf. (63!, vol. II, p. 216-262) al concet
to generale di cid che Hilbert chiamera in sequitc "equazione integrale del

secondo tipo",

s(t) - (* 5 (s5t)p(s)ds = (1),
a

nella funzione incognita ¢ (cf. anche [62]),

Fu perd con 1'inizio del secolo che incomincid a svilupparsi nell'Analisi
quella tendenza astratta che si & poi evoluta in quella che o0ggi & conosciu-
ta come 1'Analisi Funzionale. Infatti, tra i1 1900 e i1 1910 si verificO una
improvvisa cristallizzazione di tutte le idee e metodi che si erano accumula-
ti nell'Analisi durante i1 XIX secolo. Questo fu dovuto essenzialmente alla

pubblicazione di quattro lavori fondamentali:

(i) L'articolo di Fredholm [15] del 1903 sulle equazioni integrali;
(i1) La tesi di Lebesgue [35] del 1904 sull'integrazione;
(ii1) L'articolo di Hilbert [26] del 1906 sulla teoria spettrale;
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(iv) La tesi di Fréchet [13] del 1906 sugli spazi metrici.

L'articolo di Fredholm, ispirato dal lavoro di Volterra, inizia la teo-
ria delle equazioni integrali e pud essere considerato come la sorgente di
tutti i successivi sviluppi della teoria spettrale. I1 suo effetto sul mon
do matematico fu profondo e, d'improvviso, 1a teoria delle equazioni inte-
grali divenne uno tra g1i argomenti favoriti degli analisti. Uno dei pil at-
tivi assertori della nuova teoria fu David Hilbert che, tra i1 1904 e il
1906, pubblicd sei lavori sulle equazioni integrali tra i quali spicca il
lavoro [26] che pud essere considerato il primo articolo scritto in Analisi
Funzionale. In esso Hilbert addirittura abbandona i1 punto di vista delle
equazioni integrali per ritornare al concetto dei sistemi infiniti di equa-
zioni lineari, comprendendc che le prime possono essere considerate come
casi speciali dei secondi. Ed & propric in guesto studio che Hilbert comin-
cia a gettare le basi della teoria degli spazi di Hilbert e di quegli opera

tori che sarannc poi detti cperaternd di Hirbort-Schmidt.

Allc stesso tempo Fréchet, nella sua famosa tesi, introduceva in Analisi
il concetto di strutturna, definendo assiomaticamente gli spazd metiicd e fa-
cendo cosl confluire insieme Geometria, Topologia e Analisi. Cid & rafforza
to anche dalla grande enfasi posta da Fréchet su tre nozioni assolutamente
fondamentali, cioé compatitezza, completfezza e separabllitd, aprendo cosi
la possibilita di trasferire la geometria euclidea in dimensione infinita.
Ed infatti, questo & proprio cid che viene realizzato dallo stesso Fréchet
[14] e da Schmidt [58] nel 1908. Nell'articolo di Schmidt troviamo la defi-
nizione dello snazio fz, con le nozioni di prodotto scalare, norma, ortogo-

nalita, insiemi chiusi e sottospazi vettoriali.

Questo punto di vista geometrico era gia statc adottato nel 1906-1907
da Fischer [12] e F. Riesz [54] (vol. I, p. 378-395) che, indipendentemente,
erano arrivati a quello che ¢ o0ggi conosciuto come i1 fecnema di Fischea-Riesz

e che stabili un legame fino ad allora insospettato tra la teoria degli spazi
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di Hilbert e la teoria dell'integrazione. Quest'ultima, da Cauchy a Jordan

e Peano, si era evoluta in maniera completamente indipendente dalla teoria
spettrale ed & molto probabile che 1o sviluppo dell'Analisi Funzionale sa-
rebbe stato considerevolmente ritardato se 1'integrale di Lebesque K35j non
fosse fortunatamente apparso sulla scena esattamente all'inizio del lavoro
di Hilbert sulle equazioni integrali. Con 1'aiuto di questo formidabile stru
mento, Fischer e F. Riesz potevano definire 1o spazio LZ(I) su un interval-
lo compatto I ¢ R, che da ora in poi possiamo supporre, per comodita, esse
re 1'intervallo [0,1], e dimostrare 1'isomorfismo tra LZ(I) e 32 associan
do ad ogni "funzione" feLZ(I) la successione (sn) dei suoi coefficienti di
Fourier rispetto ad un sistema ortonormale e completo. Ne conseguiva immedia
tamente che i risultati di Fredholm e Schmidt si potevano applicare senza al

cun cambiamento ad operatori "integrali"

—
—_
~—r

(TF)(s) = | kis,t)f(t)dt
I

., 2, .
con nucfeo k(s,t) e L°(IxI).

Ma la conseguenza pil importante del teorema di Fischer-Riesz fu che apri
la strada alla definizione degli spazi Lp, dovuta a F. Riesz nel 1910
541 (vol. I, p. 403 e pp. 441-497), e alla teoria generale degli spazi nor-
mati intrapresa da Helly  nel 1921 [25] e formalizzata da Banach nella sua

fondamentale monografia [21}.

Sin dai tempi di Hilbert e Riesz si era notato che gli operatori integra-
11 definiti dalla (1) per mezzo di una "funzicne nucleo" non esaurivano cer-
to il concetto generale di operatore lineare, dal momentc che nemmeno 1'iden

tita poteva essere espressa in tal modo. Nasce cosi il problema seguente:

(P1) Deteuminare quall cperatond T possonce essere rappresentats da una

foamudla ded tipe (1).

Tale problema dovra attendere fino al 1950 per avere una risposta soddi-

sfacente ! (cf. '60).



- 5 -

2 - 11 problema della traccia.

L'articolo di Fredholm gia citato nel § 1 ebbe il merito di avviare
Hilbert e la sua scuola sulla strada degli spazi di Hilbert e degli ope-
ratori di Hilbert-Schmidt. Si da i1 caso che tali nozioni siano stretta-
mente collegate ad un altro problema di fondamentale importanza. Per for-
mulare tale problema ricordiamo che, se A = ((aijD & una matrice nxn,

si definisce polinomic caratternistice di A i1 polinomio

(2) p(x) = det(rI-A) = A - t5A +...+tn
e traccda di A 11 numero
n
2 —_— 3
(3) tr(A) = Iy 24

Gia nel 1840 Cauchy (5] aveva dimostrato che
t1 = tr{A) ,

i1 che implica, essendc ovviamente t, la somma degli zeri del polinomio

1
o{x) in (2), 1T'uguaglianza fondamentaie

(4) tr(A) = .z, A.(A)

ove le quantita Aj(A) sono gli autovalori di A contati secondo Ta Toro
molteplicitd algebriche. L'espressione a secondo membro della (4) & comu-
nemente chiamata la traccia spettrale di A. Pertanto, nel contesto delle ma
trici, & evidente che la traccia (definita daila (3)) & Tineare, essendo la
somma degli elementi diagonali, e coincide con la traccia spettrale.

. n : . . o
Denotiamo ora con ¢ 1o spazio euclideo complesso ad n  dimensicni

. . n . n
e sia T wun operatore in ¢ . Se (x1,...,xn) ¢ una base per C e

n
Tx. = .o, a..x. i=1,... atrice = .. i '
; 551 3555 (i=1, ,n), la matrice A ((a1J)) si chiama una
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rappresentazione di T e, da quanto detto sopra, & facile dimostrare (cf. |9

>

L.t

II, pp. 1016-1017) i1 seguente

TEOREMA 1 - (a) La quantita tr(A) non dipende dalla nappresentazione A
di T e quindi dedinisce La traccia tr(T) dell'operatore T.
n S
(b) tr(T) = §1 Ai(T)’ ove L Ai(T) sono g@d autovalond di T centats
secondo Le Lono molteplicitd afgebriche.

(c) tr(T) = 0 se T & un cperatore nilpotente.

(d) tr(TS) = tr(ST) s¢ S ¢ T  sono due cperatornd su ¢

I1 problema 1 richiede le seguenti osservazioni.

Osservazione 1 - (a) motiva la definizione di ¢raccda junzionale per la
traccia di un operatore definita per mezzo della (3) poiché mostra che ta-
le traccia & un funzionale lineare in T. Per sempiicita, noi continueremo

a usare il termine "traccia" per la traccia funzionale.

Osservazdone 2 - (b) mostra che fLa thaceda dd un operatone codncide con
ta sua trhaccdla spettrale. Questo semplice fatto, insieme all'Osservazione 1,
& stato tenuto presente da grandi (e non tanto grandi) matematici sin dal

tempo di Cauchy ed ha contribuito a delineare 1'evoluzione dell'Analisi Fun-

zionale moderna.

Osservazicne 3 - (c) @ un'ovvia conseguenza di (b) ma, come vedremo pil

tardi, le cose andranno orribilmente storte in un contesto piu generale.

IT Teorema 1 si estende immediatamente a operatori di rango finito da
spazi lineari in dualita <E,E'> a uno spazio lineare F. Infatti, se

x'" e E'" ey eF, si ottiene un operatore T di rango 1 ponendo

Tx = <x,x'>y , X e k.



Ne seque che ogni operatore T di rango finito & dato da un'espressione

del tipo
5 : ! E
(5) Tx = i <x,xi>yi, x ek,
ove x% e E' e v € Fo(i=1,...,n). S F =E, il numero
(6) (1) = .2 '

non dipende dalla rappresentazione finita di T: cid & ovvio per n=1 e
si estende al caso generale per linearita. Pertanto, denotando con #{E.E)
{"nsaeme dogli operatend di nange 44inito su E, abbiamo che la traccia (6)
{che & ovviamente la stessa del Teorema 1(a)) & un funzionale lineare su

F#(E,E). E' naturale allora porsi i1 sequente problema:

n

(P2) Quali tepologle AL pessone censdderarne su F(E,E) per Le quali La

traccela nAWLEL continua, e guindd 54 estenda ad un funzionale £~
neare e continue sul compfetamente d¢  F(E,E) nispetto a tall to-—

poelogie?

Questa domanda innocente segna il corso della storial
Nel 1909 I. Schur [59] dimostrd il seguente

TEOREMA 2 - Se A = ((ai')) 2 una matiice nxn, AL ha:

(7) g MRS gy TRy

In vista dell'importanza che assumera in seguito il secondo membro della

(7), conveniamo di porre

1 oLk
(8) o (A) = (L3 Ja,.1%)"
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AMllora, se A e B sono due matrici nxn, Lalesco [34] nel 1914 mostrd

che

(9) .21 i?\_i(ABH < o,(A) o

Ne seque che, se H & uno spazio di Hilbert e T = AB con A,B e Z(H,H) si
ha

10

(10) tr(T)] < L5 1L (AB) ] < o, (A),(B)

1=1 2
Lo scenario adesso e predisposto e le questioni fondamentali sono:

(P3) Quald operatoni su uno spazio d< Hilbert hanne una traccla?

(P4) Quando La traccdia di un cperatone & £a scmma degld autovalord?

3 - Operatori di Hilbert-Schmidt

Gia i lavori di Hilbert e Schmidt contenevano le idee espresse nel seguen

te
2
(

TEOREMA 3 - Sia T L'operatone su L7(1) deqinito dalla (1) con nuclec

kis,t) e Lz(IxI) e tafe che k(s,t) = k{t,s). Allora:

(a) T ha una successione (An(T)) dd autovalorn reald tald che

(11) o0 (T = [ lk(s,t)|%ds dt .
n=1 n :
IxI
(b) Ogni An(T) # 0 ha molteplicitd findta e  1im An(T) = 0 se L«
N-=o
successione (An(T)} ¢ inddindta.’

(c) Pern egnd autevalote )n(T), ccntate sccondo £a sua mefteplicdtd,

esiste una autofunzione b di T tale che



(12) { o, (t) ¢m(t) dt = 0 per m # n.

(d) Per ognd coppia di funziond x,yeLZ(I) nisulita

o

(13) [ k(s,t)x(s)y(t)dsdt = By () f x(t)@dt [ gft)y(t)dt.
IxI - I I

Applicando allora 1a (11), (12) e (13) si ottiene
(14) £1(Ts so )12 = EITs {17 <o

non solo, ma si riconosce poi che i1 valore comune di tali serie & indipen-
dente dal sistema ortogonale completo (;n) scelto in L2(I), cid che 1induce
a dare le seguente definizione: un operatore T su uno spazio di Hilbert H
e detto cperatere dd Hilbent-Schmidt se esiste un sistema ortonormale comple

to (el :a e/A) in H tale che

3
) <

(15) o (T) = ( :

i
)3

~No
4
vh

Sussistono allora le sequenti caratterizzazioni, nelle quali indichiamo con

= Lloperatone aggiunto, nel senso della teoria degli spazi di Hilbert, del
1'operatore T. (Si noti che un operatore di Hilbert-Schmidt & necessariamen-
te Timitato, come consecuenza immediata deila definizione, e pertanto 1'ope-

ratore aggiunto esiste ed & anche esso limitato).

TEOREMA 4. Sia T un operatore su wno spazdic di Hifbent H . Le seguents

akqermazicnd sone equivalent(:

(1) T 2 un cperatone di Hilbert-Schmide,

(11) Pen ognd sistema odoncumale complete (@ @ ce A) in H 84 ha:

v

L 1Te |12 =02(T)2< @
w7

(111) Pen due (nisp. pen ognd coppla di) sistomd ortononmali completi

le :taeM) ¢ (f, o eh) in Holha

o3
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H(Te )7 =0 (T) < .
o B

aE A BEA 2

(iv) T* ¢ un cperatore did Hilbert-Schmidt e

GZ(T*) = 02(7)

(v) Lo spettre dell'cperatore T*T  consdste dello zeno pdll una Auccedsione

(}h(T*T)) di autovalonl tald che

~
<

T 2 (TFT) = 0, (T) <o

n=1 2
Naturalmente le uguaglianze in {ii)-(v) sono parte delle affermazioni, co-
sicché i1 Teorema 4 fornisce una varieta di metodi per calcolare la quantita

n?(T) (per la nozione di spettro di un operatore rimandiamo al §5). E' bene

osservare che nella somma a secondo membro della (15) solo al pil un numero
numerabile di termini pud essere diverso da 0.

Indichiamo  con lé, per ragioni che saranno chiare in seguito, €'na<eme
deald cperaton( d( Hifbert-Schmidt sw H. Si riconosce che 3§ & uno spazio

di Hilbert per il prodotto scalare

(16) (S,T) = ugA(S e&,T e&) se S,Te 92,
ove (em coe /Ay @ un qualsiasi sistema ortonormale completo in H. Inoltre
(17) vZ(T) = (T,T)° e uz(ST) < :2(5) cz(T),

i1 che mostra che ﬁ{ e un'algebra di Banach per Ta norma P

Sia ora Z(H,H) £'insieme degli operatornd Limitati (o continud) sw H. E

ben noto che Z(H,H) & uno spazio diBanach per la norma operatoriale



1T = sup 4Tl x i <13

Indicando con  #(H,H) i1 sottospazio di ¥ (H,H) degli operatori di rango

finito, e facile verificare che sussiste il seguente

TEGREMA 5. (a) 55’ ¢ un scttospazio Lineare di  £(H,H) contenente #(H,H).

(c) Se R,Te¥(H,H) ¢ Se Lﬂ, allora RST e 55.

df o : s fd P {7 .
(d) #(H,H) ¢ dense 4n =§ wen fa norma ¢ dungque  anche per La nowma

Yoo

Poiché Y (H,H) & un'algebra di Banach}1e proprietia (a) e (c) del Teorema 5
mostrano che % & un {deafe (bilatero) nell’algebra #(H,H) contenente #(H,H)

(vedi anche i1 paragrafo seguente).

Notiamo infine che i1 Teorema 4 & solo una generalizzazione apparente del
Teorema 3 dal momento che ogni spazio di Hilbert & congruente (cioé unitaria-
. . 2 : . .
mente equivalente) ad uno spazio L7(X,u) per un opportuno spazio X dotato di

misura positiva = , e che per tale spazi si ha il seguente

TEOREMA 6. Sdia u=u  fa miswre prodotto su XX, Un epetatore T su L7 {X,u)
- . iy A PPN . 2
b di Hilbernt-Schmidt s 0 sofo se esiate ke L (X‘«X,‘,;?"\U} tale che

(Tx)(s) = [ k(s.t)x(t)du(t), el 20X, 1) .

La gurzione k & necessarndamente unica ed inolitre
5 (T) = [k 1] .
Lo (Xx Xy pxn)
IT Teorema 6 dunque non solo stabilisce una equivalenza (essenzialmente)

tra i Teoremi 3 ¢ 4, ma anche fornisce una prima risposta parziale al pro-

=



blema (P1) del §1.

Per le dimostrazioni dei Teoremi 4 e 5 vedi 9] (II pp. 1010-1013) o [27]

r
f

(pp. 55-59) mentre il Teorema:6 & un esercizio in 193(11, p. 1083).

Osservazione - In guesto paragrafo ci siano limitati a trattare operatori
su uno spazio di Hilbert H, ma ci0 non & in realta una restrizione. Infatti,
se ¢ dato un operatore T : H1 -+ H2 tra due spazi di Hilbert diversi, & suffi-
ciente "ampliare” 1'uno o 1'altro in modo da ottenere due spazi della stessa
"dimensione hilbertiana". Ma allora tali spazi sono congruenti, guindi posso-
no essere identificati e si ricade nel caso precedente. Questc punto di vi-

sta verra mantenuto in seguito ogni qual volta avremo a che fare esclusivamen

te con spazi di Hilbert.

4. Ideali di operatori

In questo paragrafc apriamo una parentesi e, anticipando idee che verranno
formalizzate solo nell'ultima decade attraverso il lavoro di Pietsch negli
anni '60 (cf.[SO?), introduciamo la nozione astratta di ideaie di operatori.
Ci0 ¢i sara di grandissima utilita in seguito specialmente per quanto riguar-

da la ®erminologia e le notazioni.

Indichiamo con & (fa classe di "tuttd" ali operatond Pineari Limitat{ tra
spazi di Banach e con  L(E,F) £'insdeme di tald cperatond dello spazic di
Banach E allfo spazio di Banach F. Indichiamo inoltre con F# fa sctteclas-

se di & costituita dagld operatond di rango findto.

Per ogni sottoclasse Jodi & poniamo per definizione
J(E,F) 2.4 N L(E,F).

La sottoclasse .# sara detta un (deale d{ operatond se si verificano le

condizioni seguenti:
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(1) # ¢ ¢ .

(I2) Se S,T e.#(E,F), alfora S+Te.#(E,F)

(13) Se Se #(E,F), Tei?(EO,E) e Rei?(F,Fo), allora RSTe-ﬂ(EO,FO)
Ovviamente # & i1 pil piccolo ideale di operatori (% e i1 piu grande

ma non To considereremo un ideale, essendo improprio).

Dato un ideale # , gli insiemi #(E,F) si chiamano le componentdl di
54 e 7 si dice chiiuse se ogni componente F#(E,F) @& chiusa in
Z(E,F) per la norma operatoriale. Ovviamente # non & chiuso e come ve-
dremg i1 problema di determinare la "chiusura" di %  avra un'importanza as-

soclutamente determinante nello sviluppo della teoria.

Supponiamo che, dato un ideale - , esista una funzione v a valori reali

tale che, dati comunque spazi di Banach EO,E,F,FO, si abbia:

(Q1) Se x'ef', yeF ¢ T : E = F & {'cperatone definite da Tx = <X,x'dy
(x e E), alfora o(T) =1x"]| lly|l.
(Q2) Esaste una cestante > liche non dipende da E e F, fale che

C
v(S+T) < c(v(S) + w(T)) per cand coppia S,T e #(E,F).

(Q3) Se ReZ(F.F ), S e AE,F) ¢ Ted(E ,E), allora v(RST) <R {[W(S) ([T

Si. nati che queste condizioni implicano [T |l < v(T).

Diremo allora che v & una quas.i-nouma per 1'ideale # e che la coppia
(Av) e un ddeale quas(-nowmato. Tale ideale sara poi detto completo se cia-
scuna componente [# (E,F),v] (che & chiaramente uno spazio lineare topologico
metrizabile) & completa. Se poi in (Q2) 2 possibile scegliere c¢=1, allora
v & ovviamente una norma e in tal caso diremo che (f,v) & un {deale noe-

maxto.

Infine, chiameremo J{deale hilbertianc una sottoclasse # della classe di
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tutti gli operatori Tineari limitati tra spazi di Hilbert che verifichi le con
dizioni (I1)-(I3), ove naturalmente gli spazi che intervengono saranno ora tut
ti spazi di Hilbert. In generale, ometteremo il simbolo dello spazio e indi-
cheremo pure con .7 le componenti F(H,H). Con riferimento al paragrafo

precedente, possiamo allora enunciare il Teorema 5 al modo seguente:

TEOREMA 5% - (“,0,) ¢ un {deafe hilbertianc normate ¢ completo.

2°72

5 - Operatori compatti, debolmente compatti e completamente continui.

IT concetto di operatore compatto (o completamente continuo) & essenzialmente
dovuto a Hilbert [26], che 1o usava per forme bilireeri  in 22. In termini
di operatori, Hilbert richiede che 1'operatore trasformi successioni debol-
mente convergenti in successioni fortemente convergenti, cioé convergenti in
norma o, semplicemente, "convergenti". Ma fu F. Riesz (cf. [53]) nel 1913 a dare
una definizione equivalente usando il concetto generale di compattezza intro-
dotto da Fréchet e a chiamare compatfo un operatore T : E >~ F  tra spazi di
Banach che trasformi insiemi limitati di E in insiemi relativamente compatti
in F. Naturalmente tale definizione & equivalente a quella di Hilbert se E
e rifilessivo (e quindi per 62), perché allora ogni insieme limitato di £ e
relativamente debolmente compatto. In generale, chiameremo completamente con-
tinue un operatore tra spazi di Banach che soddisfi la definizione di Hilbert.
Infine, seguendo Kakutani [30] e VYosida ' 65, chiameremo debolmente conpaite
un operatore tra spazi di Banach che trasformi insiemi Timitati in insiemi de
bolmente relativamente compatti. Tali operatori furono introdotti nel 1938

in collegamento con la teoria ergodica e un estesissimo studio di essi e degli

operatori completamente continui fu poi compiute da Grothendieck [20] nel 1953.
Indicando allora con %, ¥ e # Lo classd denld ooonatond comattl, com-
pletamente contiowd e debofmente cempattd, rispettivamente, possiamo riassu-

mere le loro proprieta nel seguente:

—

TEQREMA 7 - A, ¢ e ¥ sone (deall chiusd ¢ A ey O W
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A questo va aggiunto i1 notevole

TEOREMA 8 - (a) TeX ase e sofc se T'eX.

(b) Te# se ¢ s0bo se T'ew .

T' & naturalmente €'operatore agglunte (o duafe ) dell'operatore T.

(a) & i1 classico risultato stabilito da Schauder [57] nel 1930 e (b) 2

stato dimostrato da Gantmacher [16] nel 1940.

S1 noti che in generale non vi & nessuna relazione di inclusione tra gli
ideali ¥ e Y. Infatti per due spazi di Banach E e F abbiamo che, se E &
riflessivo, allora Y(E,F) =A(E,F) e#(E,F) = L(E,F) e dunque ¥(E,F) G #W(E,F).

D'altra parte, Grothendieck [20] ha mostrato che #[C(I),C{I) g wIC(1),C(1)] =

- ¥[C(1),C(1)], mentre I (1),0 (1) Wit (1),

(1] g v (1L,

Infine, vogliamo qui ricordare che i1 javoro di Riesz ha portato a quella che
0ggi & conosciuta come la "teoria di Riesz-Schauder" degli operatori compatti.
Richiamiame che, dato un operatore lineareW{continuo o no) definito su un sotto-
spazio di uno spazio di Banach complesso £ e a valori in E, si dice 4nsdeme nisof
vente dell'operatore T 1'insieme di tutti i numeri complessi X per i quali 1'ope
ratore (AI-T)—1 esiste, @ definite su tutto E ed & continuo (I denota 1'identita
di E). Tale insieme si indica con p(T) e i1 suo complementare o(T) in @ si chiama

spettrno dell‘operatore T. Se Te £ (E,E), allora o (T) & un insieme compatto non

vuoto e vale la 4ormula del nagadc spettrale:

sup{2l @ x e o(T) = Tim P70 " T,
N-»co
dimostrata in generale da Gelfand {?73 nel 1941. Ogni » e o(T) per il quale
1'operatore  AI-T non & iniettivo 31 dice autcovalone dd T ed ogni xeE, x#0
tale che (XI-T)x = 0 & un autovettone di T corrispondente all' autovalore .

Forse il pilt importante risultato della teoria di Riesz & éspresso dal seguente
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TEOREMA 9 - Se T e#(E,E) allora:

(a) 0 e o(T) @ o(T) & un {ns<eme al Pt numenabite.
(b) Ognd » € o(T)\N {0} & un autovaloxe ed un punte {(sclate di o(T).

(c) Se o(T) ¢ numerabilfe, alfona €'insdeme o(T) N {0} pud essere ondd-

nato 4n una successicne che converge a zero.

(d) Per ognd » € ofT) N {0} Qa dimensdione def sottospazio N(A) =

= {xeE : (AI-T)x=0} & finita ed & chiamata La moliteplicitd geometrica di A.

(e) Per ognd x e ofT) N {0} esiste una prodezione PA tale che TPK =P T.

La ddmensdove  del sottospazic P)(E) ¢ 4indita ed 2 chiamata La molteplici-

ta algebrica di A

6 - I1 problema dell'approssimazione.

Durante gli anni '20 Banach frattanto intraprendeva uno studio sistematico
degli spazi di Banach ottenendo una tale varieta di risultati di vastissima
portata (cf. [1] e [2]) da far compiere all'Analisi Funzionale i1 pil gran
balzo in avanti dai tempi del lavoro pionieristico di Hilbert. In tale studio
Banad si era accorto di quanto fosse importante, ai sensi della struttura del
lo spazio, il sapere se un dato spazio di Banach E avesse o meno una base.

Con cid si intende una successione (xn) c E tale che ogni elemento x € E abbia

un'unica rappresentazione della forma

ove (En) & una successione scalare e la serie converge nella norma di E. In
corrispondenza ad una tale base esiste una unica successione (f”) di funzionali
lineari, che nel caso di uno spazio di Banach sono automaticamente continui,
tali che

) =0 per k #n,
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cosicché possiamo scrivere

f (x)x per ogni x € E.

: E» E al modo sequente:

Definiamo ora gli operatori Pk :

P (x) =

X
k E

\
1 fn(X)xn .

E' chiaro che ciascun Pk & una proiezione continua e, poiché Pk(x) > X (per
k > «) per ogni xeE, ne seque per i1 Teorema della Limitatezza Uniforme (Ba-
nach-Steinhaus) che Pk - I (= jdentita di E) uniformemente su ogni sottoin-
sieme compatto di E. Se allora F & un altro spazio di Banach e T e ¥(F,E)
avremo che PkT + T uniformemente su ogni insieme T(B) con 8 limitato in F,
cioé ng T in Z(F,E) e quindi, poiché PkT e #(F,E) per ogni k, Te #(F,E)
(Ta chiusura essendo presa in Z(F,E)). Dunque X(F,E) ¢Z#(F,E) i1 che, as-
sieme al Teorema 7, ci permette di concludere che ¥(F,E) =3%{F,E). Abbia-

mo cosi determinato la chiusura di #(F,E) se E ha una base. Cio indusse Ba-

nach a porre il seguente problema
(P5) Esdiste una base in ogni spazic di Banach separabile?

Osserviamo che tutti gli spazi di Banach classici hanno una base. Per
spazi di Banach classici si intendono i sequenti spazi (ove indichiamo una
base tra parentesi): Ep((en)) (1 <p < =), Cn((en))’ C(I) (1a base di Schauder),
LP(1) (i1 sistema di Haar) (1 <p < =), (cf.[38], vol. I,p.3).

Consideriamo adesso uno spazio di Hilbert H non separabile e sia (ea:QE/ﬂ)

un sistema ortonormale completo in H. Si ha
X = I (X,e )e
aeﬂ( ? u) o
per ogni xeH e dal momento che
2 2

il = gl (e )1 <o,

agh
per ciascun x solo un numerc al pili numerabile di coefficienti (x,ea) e diverso

da zero. Dungue, se F & unsottoinsieme finito di A e %F: H-H & la proiezione

ortcgonale date da
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) =
]F{x) xéF(x’ea)ea ,
allora PF(x)——-x al variare di TF tra tutti i sottoinsiemi finiti di A

e quindi, come prima, %E‘*I uniformemente su ogni sottoinsieme compatto di

H. Cid implica, come nel caso degli spazi di Banach con base, ¥ =%. Anti-
cipando un po' i tempi, possiamo allora generalizzare il problema (P5) a tut -
ti g1i spazi di Banach (separabili o no) ponendo ilcosiddetto problema dell'ap-

prossimazione di Banach-Grothendieck:

(P6) Dato une spazic di Banach E , & possibile approssimane £'identita di
E con operatend di nango {inito uniformemente su ogni sottoinsieme

compatto?

Si dira allora che E ha fa proprietd di appressimazione se per E i1 proble-

ma (P6) ha risposta affermativa.

Come vedremo, i1 problema (P6) motiverad gran parte della teoria degli opera-

tori, ma sara risolto soltanto nel 1973.

7 - Operatori a traccia.

Riprendiamo adesso i1 problema della traccia discusso nel §2. Carlemann [4]

dimostrd nel 1921 che, se T appartiene alla classe di Hilbert-Schmidt &E

(cf.§3), allora TZ ha traccia e

Purtroppo, cid non assicura 1'esistenza della traccia per T, come il seguente
2 2 1

semplice esempio mostra. Sia T : £ - ¢ T1'operatore definito da T(gn) =(n gn)
per ogni (an) e 82. Se (en) ¢ la base ortonormale consueta di 82, allora la se-
rie

S UTe 2= % —

n=1" a n=1 n°

converdge e quindi T e 5%(32,32). D'altra parte, la serie
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18

b

1
n=1 n

38

{ =
n=1 T en’en)
che potremmo essere indotti ad usare per definire la traccia tr(T), diverge.
Pertanto, la traccia non pud essere cosi definita per ogni operatore T € ﬁ;.
Abbiamo perd visto nel §3 che, se S e T sono operatori di Hilbert-Schmidt
su uno spazio di Hilbert H qualsiasi con base ortonormale (eh tae/A), allo-

ra la serie éﬂ(Sew, Te ) converge assolutamente a un limite che non di -
o 9.4 a

pende dalla base (ea) ed infatti, per la (16), tale limite & proprio il pro-
dotto scalare (S,T). E' questa osservazione che, nel 1936, indusse von Neumann,
con il contributo parziale di Murray (cf. [43]) a studiare i1 problema della

traccia e a definire fa traccda di R ¢ S, con R,Se&é, come la quantita

(18) tr(R,S) = 7 (Se ,R*e ) .
o & o
Naturalmente cid equivale a definire la traccia tr{(T) per ogni operatore T
della forma T = RS, con R,S & ég, Ccid che appunto permise a Murray e von
Neumann di identificare in 3% o bg una classe di operatori su spazi di Hilbert
per i quali la traccia pud essere definita in accordo con i requisiti richiesti
dai problemi (P2) e (P3) del §2, perché infatti si ha per la (16), (17)-(18) e

i1 Teorema 4 (iv),
(19) tr(T)1 = [tr(R,S) | = [{S,R*)] < 0,(S) a,(R*) = UZ(R) 02(5)-

In verita, Murray e von Neumann definirono gfi cperatord a traccLa. COme que
gli operatori T su uno spazio di Hilbert H che ammettono una rappresentazione

del tipo

o3

(20) T = R, S

T kk

con n un intero opportunc e Rk’sk e 5§(H,H). Ma & facile vedere che la clas-

se é? o bﬁ, ottenuta per composizione, ¢ un ideale nel senso del §4 e quindi

pud sempre prendersi n=1 nella (20).
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Conveniamo di porre &q E 55 0 5%, cioé di indicare con Sﬁ 1'ideale degli
"operatori a traccia". Sussiste allora il seguente importante

TEOREMA 10 - Se T e Sq(H,H), allora esistono sistemd orntogonald (en) e (fn)

in H tabil che

Tx = k (x,en)fn per ognd % € H,
con -

EUE N e I} <o
e

tr(T) = £ (Fae ),

cve L'ultim somma non dipende dalla parnticolare nappresentazione di 7.

Perd, il problema (P4), cioé se la traccia di T e éf & uguale alla somma
degli autovalori (e tale somma esiste per il risultato (10) di Lalesco e per
il Teorema 5) dovra rimanere senza risposta ancora per molto tempo, perché sfor
tunatamente i1 risultato di Carleman si applica solo a T2 e non al prodotto
S T(S,T e 55). La risposta & positiva, ma fu solo ottenuta nel 1959 da Lidskij
[36} per mezzo di una dimostrazione sorprendentemente difficile (vedi anche [61],

§3 o [9], II, pp. 1096-1105). In altre parole, vale 1'uguaglianza

(21) tr(T) = xn(T) per T e 5?!

8 - Teorema Spettrale, Algebra di Calkin e Classi di von Neumann

In uno spazio di Hilbert H, i1 Teorema 9 di F. Riesz pud essere rafforzato
nel senso che ognd operatore compatto autcaggiunte su H  ha wn sdstema di auto-
vettond che formance una base ortonormale pern H. Ne segue il seguente notevolis-

simo Tecrema delfa Rappresentazione Spettrale (cf. [27), pp: 52-55 o 128],820.1):
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TEOREMA 11 - Ognd operatorne T e H(H,H) ha una rappresentazione del t{po

(22) Tx = é a (T)(x,e )f (xeH),

ove (en}’(fn) sone sdstemi ontoncimald (non necessarniamente completi) in H e

(an(T)) ¢ una successdione decrescente dd numerd  reald non negativi. Tale succes

sLone ¢ Anoltre undea, menthe £ sdlatemd (en) e (fn) sono "essenzialmente und-

A,

Tale teorema & consequenza del fatto che 1'operatore T*T & autoaggiunto e com-
patto e pertanto ha una (unica) successione decrescente di autovalori non negati-

) - 2 . . .. . - . .
vi an(f) . La mancanza di unicita per i sistemi (en) e (Tq) deriva dalla possi-
bilita di autovaliori non semplici di T*T.

I numeri an(T) sono detti numend caratteristici di T ed hanno le proprieta dei
numeri di approssimazione enunciate in Parte III, §1. La loro importanza risiede,
oltre naturalmente che nel loro legame con i numeri di approssimazione, nel fat-

to che tali valori caratterizzano completamente, assieme ai sistemi (en) e (fn),

-

1'operatore T e pertanto per mezzo di essi & possibile dare una descrizione com-
pleta dell'algebra £ (H,H) nel caso di uno spazio di Hilbert H separabile

(ciod dell'algebra éﬂ(ﬁz,izD, come dimostrato da Calkin [3] nel 1941,

Per tratteggiare brevemente i punti salienti della teoria di Calkin (per le
dimostrazioni dei quali rimandiamo a [3] o a 61],§2) assumeremo da ora in poi
che K sia uno spazio di Hilbert separabile, ¢id essendo essenziale per la ve-

rita di quanto affermeremo. Inoitre, ometteremo per brevita il simbolo H.

Il nrimo passo nella teoria consiste nell'osservare che, se¢ £ & un {deale An
L contenente un eperatore non cempatto, allora F - &, Ne segue che ogni idea
le massimale %, essendo chiuso (e naturalmente proprio), deve essere contenuto
in %, per i1 Teorema 7 . D'altronde % = % e F = (cf. §6) e pertanto

deve risultare necessariamente @ = .%. Se ne conclude che X ¢ {'unico Ldeale
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(proprio) chiwso di % e che, pertanto, per ogni ideale Fc ¥, risulta
F ¢ Fcx (dal momento che ogni ideale & contenuto in un ideale massimale).
Possiamo a questo punto invocare i1 Teorema 11 e, fissata una base ortonormale

(en) in H, formare lo spazio di successioni
(23) A(F) = {(an) : se T & 1'operatore definito da

Tx = z gn(x,en)en (xeH), allora Te#

Per le proprietd (I1),(I2) e (I3) di un ideale, & chiaro che A(#) & uno spazio
vettoriale di successioni contenente lo spazio ¢ delle successioni finite. Inol

tre, si vede subito, per i1 Teorema 11 e il Teorema 9(c), che se (gn) e A H), al-
Tora o (g“) ¢ una successione finita o £ - 0. In ogni caso ){(F) € Cy Inoltre,

se (gn) e A #) e @ una qualsiasi permutazione di N, allora anche (gr(n))el(ﬂ)
T

Infine, segue facilmente dalla definizione di A(#) e dall'essere JF un ideale

che, se (gn) e A9 e (nn) @ una successione tale che 1nni 5_§gn], allo-

ra si ha pure (nn) e A(9. Tutto cid ci induce a definire un Ldeale di successio
ni (0 spazio di Calkin) come uno spazio vettoriale 3 di successioni (complesse)

verificante le seguenti proprieta:

(S1) ¢ € cc,-

(S2) Se (an) -1 @ (nn) ¢ tale che !nné_i ;En\ per cgnd ono, allora

(nn) € A.

(S3) (En) e A, {mplica (5-(n)) e) per ognd pernmutazione v di N,

Possiamo allora riassumere quanto sopra dicendo che  A(#) & un ideale di
successioni. Viceversa, dato uno spazio di successioni x verificante (S1) e
denotando con  -#(1) 1'insieme degli operatori T tali che (an(T))ek , possiamo
domandarci quando accade che #(A) sia un ideale in 2 . Che cid si verifichi
esattamente quando » & un ideale di successioni & il punto centrale della teoria
e pud essere riassunto nel seguente teorema che stabilisce una corrispondenza biu

nivoca tra gli ideali di successioni e gli ideali propri di ¥ .
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TEOREMA 12 - (a) Se # ¢ un Ldeafe proprnio in ¥, allora AF) & oun
Ldeale di successiond ng[A (;)] = .

(b) Se » & un Adeale di successiond, allora F{r) & un Ldeafe

propriio n e Al F(N)] =

Naturalmente , gli spazi ¢ e Cy corrispondono rispettivamente all'ideale
. . : . 2 . , .
minimo % e massimo ¥ , mentre £~ corrisponde a 5% per i1 Teorema 4(v) e
1 . . , X . .
£ corrisponde all'ideale Sq degli operatori a traccia per il Teorema 10. Inol-
tre & evidente che . sara un ideale normato o gquasinormato con (quasi-) norma
v se e solo se .# =¢(x) con x un ideale di successioni normato o quasi-normato

con (quasi-) norma q, avendosi v(T) = g [(an(T))]-

A questo punto, essendo stata stabilita per mezzo del Teorema 12 1'importan
za e maggiore trattabilita dei numeri caratteristici an(T) di un operatore com
patto T, viene naturale domandarsi quali siano le relazioni tra gli autovalori

AP(T) e gli an(T), anche in connessione con il problema (P4) sulla traccia. Fu

in questo senso che simossero Te ricerche di vonNeumann e Schatten[44] negli

anni 1946-48 e che portarono all'introduzicone degli ideali 5?. Questi non sono

altro che gli ideali ‘ﬂ(ﬂp) corrispondenti agli spazi 2P per 0<pd= e uf(co)

per p = o, CON quasi-norme

oM = (S MY e o (M = aM=lTI (Tes).

Pertanto (bg,cp) & un ideale quasi-normato che & normato per 1 < p < =. Rimandia-

mo a [28] (§20.2) per uno studio dettagliato delle classi 4. Qui ci limitiamo a
+

osservare il seguente

TECREMA 13 - Suppondamo 0 < p, q < «.
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S < q, allorna ¥ c & e T) < T n T e .
(a) Se p < q, allora g c f oq( ) __op( ) pe e 4

+

1
g r- = "p g

=~ |—

(b) Se S e ég e Te sz, allora ST e Sﬁ con %

Comunque, di tutte le relazioni tra An(T) e an(T)que?1a fondamentale fu
scoperta da Weyl [64] nel 1949 ed & la seguente, conosciuta come fa disuguaglian

za di Wey?:

k

k
(25) I (M < a () (Te. A)

ove gli autovalori An(T) sono ordinati secondo moduli non crescenti e contando

le loro molteplicita algebriche. Dalla (24) e (25) segue allora

(26)

ne-18

P P :
£ MP <o (Tes:)

per tutti i p con 0 < p < =, cioé (An(T)) e 2’ se Te fﬁ . Questo risultato

ha molte conseguenze ed & una pietra miliare nella storia del problema (P4).

Concludiamo questo paragrafo con alcuni commenti sulle condizioni (S1),(S2)
e (S3) e sugli ideali di successioni e con una osservazione sul caso di spazi

di Hilbert non separabili.

In pratica, ogni spazio di successioni di un qualche interesse in Analisi
deve perlomeno contenere ¢ (cid d'altronde segue anche dalla (S2)). Uno spazio
che soddisfi la (S2) si chiama noamale ed uno che soddisfi la (S3) sdmmetrico.
G1i spazi normali hanno grande importanza e utilitd nella teoria degli spazi
vettoriali topologici Tocalmente convessi (cf. [32], §30), in quanto gli idea-
11 di successioni sono basici per le varie generalizzazioni della nuclearita

che sono state sviluppate recentemente (cf., per esempio, [8]).

Ossenvazione - Se H & uno spazio di Hilbert non separabile, denotiamo con
dim H la sua dimensione hilbertiana, cioé la cardinalitd di un sistema orto-

normale e completo in H. Per ogni cardinale infinito ¢ < dim H, sia “%(H,H)
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1'insieme degli operatori T e #(H,H) tali che dim T(H) < c¢. Si riconosce fa-

cilmente che J%(H,H) 2 un ideale in Z(H,H) e che .ﬁC(H,H) & un ideale

chiuso. Chiaramente,,ﬁ%(H,H) ##(H,H) perché 1'identitd I non appartiene a
ﬁC(H,H). Inoltre, .ﬁC(HJi)D KX(H,H), quest'ultimo essendo contenuto nell'idea-

le corrispondente alla cardinalita del numerabile. Se quindi dim H non & nume-

rabile, esisteranno in % (H,H) degli ideali chiusi Lﬂé(H,H) contenenti pro-

priamente #(H,H), dal momento che vi saranno in % (H,H) operatori T non
compatti, ma tali che dim T(H) sia separabile (per esempio, proiezioni). Gli
ideali tﬁL(H,H) sono tutti e soli gli ideali chiusi di ¥ (H,H). Naturalmente

se ¢ non & numerabile nessun ideale J% sara proprio in &, dato che I e J%

se 1 & 1'identitd di uno spazio di Hilbert H con dim H < c. Per i dettagli,
vedi [18],[39] o [50] (§5.4).
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IT. L'ERA DI GROTHENDIECK.

Introduzione.

Avendo brevemente passato in rassegna nella Parte I 1'evoluzione storica del-
la teoria classica degli operatori tra spazi di Banach, veniamo adesso alla co-
siddetta teoria moderna, cioé a quella parte della teoria degli operatori che si
@ sviluppata a partire dal lavoro di Grothendieck nel 1955. In tale anno appari-
va infatti la monumentale tesi di Grothendieck [22] che senza dubbio apportd il
pil grande e significativo contributo all'Anaiisi Funzionale dai tempi di Ba-
nach. Parte dei risultati in cosa contenuti erano stati annunciati indipendente-
mente da Grothendieck [19] e Ruston [55] nel 1951, presentando una teoria che
generalizzava al tempo stesso la classica teoria di Fredholm e la teoria degli
operatori a traccia agli spazi di Banach. L'idea di Grothendieck fu di svilup-
pare la teoria di von Neumann e Schatten (cf. [44] e [56]) nell'ambito degli
spazi localmente convessi e, a differenza di molte generalizzazioni, questa eb-
be 1'effetto di produrre una grandissime varieta di risultati estremamente pre

fondi e significativi.

In questa parte ci occuperemo esclusivamente del lavoro di Grothendieck e
cioé essenzialmente dei risultati contenuti nella sua tesi [22]. La tesi di
Grothendieck si compone di due parti: la prima & dedicata ad una trattazione
sistematica dei prodotti tensoriali topologici, dalla gquale scaturiscono le no-
zioni importantissime di operatore nucleare, integrale e assolutamente sommante,
mentre la seconda presenta la teoria degli spazi nucleari (interamente dovuta a
Grothendieck) per una esposizione moderna della quale rimandiamo a [49], [277 o[41].
Qui a noi interessera solo la prima parte e 11 §1 della seconda, riguardo ai
cui contenuti & bene dire subito che forse i1 merito maggiore di Grothendieck
@ stato quello di aver visto il profondo ed intimo Tegame che lega i proble-

mi (P2), (P4) e (P6) (e quindi, naturalmente, anche (P5)).

Tutti i risultati dei §§1-7 sono dovuti a Grothendieck (cf. [21],722] e [23])
.anche se molte volte faremo riferimento ad altri testi come [49],[27] e [28] per

dimostrazioni pil snelle accessibili.
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1. Prodotto tensoriale proiettivo di spazi di Banach

Siano E,F spazi lineari, sia B(E,F) 1o spazio lineare di tutte le forme
*
bilineari sul prodotto ExF e sia B{E,F): 41 duale algebrico di B(E,F), cioé
1o spazio lineare di tutti i funzionali lineari su B(E,F). Ad ogni coppia

*
(x,y) e ExF associamo 1'elemento u, y e B(E,F) definito come segue:

u y(b) = b(x,y) per ogni b e B(E,F).

*
Osserviamo che 1'applicazione g : (x,y) - u, y di ExF 1in B(E,F) & bi-
Tineare. L'inviluppo lineare di R(ExF) in B(E,F) si denota con E @ F
e si chiama prodottc Zensoriale di E e F . Scriveremo, come d'uso, x @Yy

per 1'elemento ux y di E @ F, cosicché ogni ze E @ F pud scriversi come

n
Z= .51 X, B Y., con x~i eE e yi e F.
Avvertiamo perd che tale rappresentazione non & certo unica.
Siano ora E e F spazi di Banach. Ponendo

; . n | ) I
(1) 1(z) = Anf .2 lix iy ]

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni (ovviamente fini-

n

te) di z = 1§1 xi ® y; e E g F, otteniamo una norma su E ® F. Munito di tale

norma, £ @ F si indica con E § F e si chiama prodotto Zensorndale prolettive di
E e F. Denotiamo con E 5 F 1o spazio di Banach ottenuto completando E B F.

I1 sequente teorema, che fornisce una rappresentazione esplicita di E §’F, ; uno
dei risultati fondamentgali della teoria (per la dimostrazione, cf. anche [28],

p. 337).

TEOREMA 1 - Ogni z.e E E Fooammette una rappresentazione del Lipo

(¢ ¢]

£ = n§1 En Xn ® yn ’

]

ove (En) e L e (xn),(yn) bone successiond Limitate in  E,F adlspettivamente.
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Consideriamo adesso il prodotto tensoriale E' g F. Ad ogni elemento

n _
z = .1 x% R y, € E'@ F possiamo associare 1'cperatore T e Z(E,F) defi-

1

nito da

e 3

Tx = <x,x%>y1 per ogni x e E,

i=1
L'applicazione X : z - T si riconosce essere un isomorfismo algebrico di
E'® F in Z(E,F) la cui immagine & chiaramente #(E,F), cid che permet-

te di identificare quest'ultimo spazio con E'g F. Avendos]

Ix(z) I = 1T = sup 1Tl Ix il < 1) <
nl o ! 1 ‘I
sup{i515<x,x1>}\xy1]1 x I < 1} <
[x " 1y 1l
I, I Ty
r tutte le rappresentazioni z = i§1x§ @ y,. ne segue, per Ta (1),
(2) x(z) || < =(z) per ogni ze E' Q@ F

e quindi Ta continuita di X da E'®@ F a %(E,F).Ma allora X ha una (unica)
n n
estensione continua, che denoteremo ancora con X, al completamento E' @ F ,

con valori in 2 (E,F). A questo punto si pone il seguente notevelissimo problema

Qv
(P7) E'" L'applicazione X : E' @ F »L(E,F) necessariamente indiettiva per

ognd coppda di spazdi di Banach E e F 7

L'importanza di tale problema deriva dalle seguenti considerazioni. Se

n
z = L, x! @x.eE'®@E, allora
i=1 1 i

tr(z)| = !1

123
=

L,xi> < n, ke I xe
[AS MR £ ERERAE N

1

e quindi, essendo tr(z) indipendente dalla rappresentazione, si ottiene per

1a (1)5
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(3) ftr(z)| < =(z) .

Cid mostra che la traccia & continua su E'® E e dunque ha un'estensione
m

-~
continua a tutto E'@ E avendosi, per il Teorema 1,

(4) tr(z) =

M8

<X 4x'>
n=1 n'n

oo

per ogni z = n51 xrlmﬁ X, € E"ﬁ’: E. E chiaro perd che tale risultato pud es-

sere usato per definire la traccia per ogni operatore nell'immagine  x(E' 'EE)
di E'® E in 2(E,E) solo nel caso in cui la x risulti iniettiva, potendosi

porre allora
(5) tr(X(z)) = tr(z) per ogni ze E'® E.

Ny
E' quindi necessario studiare sia 1'immagine x(E'E E) sia 1'iniettivita del-

Ta X.

2 - Operatori nucleari

Affrontiamo per primo lo studic dell'immagine x(E"é F) per arbitrari spa -
zi di Banach E,F e, seguendo Grothendieck,definiamo cperatorne nucleane ogni
operatore T e x(E' 'é F). Come conseguenza immediata del Teorema 1 abbiame
la seguente caratterizzazione degli operatori nucleari (cf. Teorema I1.10).

TEOREMA 2 - Un operatore T e P(E,F) ¢ nucleane se e sofo se esdstono succes-

L 1 | vy
siond (r,n) e L, (xn) e BEl 0 (yn) a BF' ali che

[ee]

T ) ! :
(6) X = L €n<x,xn>yn per ognd x € E.

Equivalentemente, T e L(E,F) & nucleare s¢ e 4080 se esistono successiond

-1

(xé) e E' e (yn) e tali da aversi

H

x| ! @

He1 8

(7)

n
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e

(8) Tx =
n

XX Dy pern ogni X € E.
1 n"“’n

i 18

Indicando con .Aq La classe degldi operatondi nucleari tra spazi di Banach,

abbiamo dunque ;wq(E,F) = X(E' B F) per definizione e quindi »A}{E,F) alge-
v

bricamente & un quoziente dello spazio di Banach E' R F. Possiamo allora mu-

nire ,A}(E,F) della norma quoziente vy s risultando chiaramente per la (1),

(7) e (8)s
(9) v (1) = inf 1

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni di tipo (8) di T.

La norma v, data dalla (9) 2 detta noama nucleare di T. Equivalentemente,

v, (T) = dinf z

1 n e,

1'°n'

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le rappresentazioni di tipo (6) di T.

Ossenvazione 1 - L'applicazione X &, come abbiamo gia detto, un isomorfismo
igebrico di E'E F su #(E,F) cJ¢;(E,F). Ora,se zeE'gF, la norma n(z) data
dalla(1) & presa su tutte le rappresentazioni finite di z come elemento di
E'B F, mentre la norma v1(x(z)) del1'operatore x(z) e #(E,F), data dalla
(9), & presa su tutte le rappresentazioni f.(nite ¢ possibilmente infinite, del
tipo (8), dell'operatore Xx(z) come elemento di b45(E,F). Ne segue la disugua-

glianza

(10) v1(x(zD.§ m(z) per ogni ze E'@®F

dalla quale non si pud dedurre che le norma vy e siano equivalenti su E' BF
(e in generale non Lo sono, come vedremo nel §I1I11.5). Ora, sappiamo dalla (3) che
la traccia tr(z) & continua su E'R E per la norma =, ma non possiamo certo

asserire che 1o sia anche per la norma v, (e in generale sAcn £o &) e pertanto

1
non pud essere estesa in generale a »¢i(E,E), che & i1 completamento di x(E'g E)
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nella norma v,. Ne concludiamo che, mentre cgni efemento z € E' B E ha una

T
thaceda ben dedinita dalla (4), cdid non € necessariamente vero per L£'operatore

nucleare  X(z). Questo rinforza le considerazioni fatte alla fine del §1.

Per finire,diamo le seguenti proprieta notevoli degli operatori nucleari,
per le cui dimostrazioni rimandiamo per esempio, a [28] (§17.3) o [27](§2.2).
TEOREMA 3 - (a) ( 4-'1",\)1) ¢ un Ldeale nonmato completo An cul F & densc.
(b) U4j c.x.
(c) Se T e.t%, alfona T e.w}

(d) Siane E,F,G spazd di Banach con G setteospazic di E. Oand

e v1(T’) £v1(T) .

operatore T e_45(G,F) pud cssene esteso ad wn cperatone T e.*a(E,F).

(e) T e.ti(E,F) se e solo se esdlstono cpernatond R e;ﬁ(E},F),
© ) 1

S e (E,8 ) e un operatore diagonale Dr VA de4inito da

]
00

Dg(nn) = (En nn) per (nn) e &,

con (gn) e 21, tali che s4 abbia

T=RD_ S,
g

(F) 4,

(H,H) = .sf]"(H,H) per ognd spazdo di Hilbent H e Ve = oy

La (e) ci dice che 1'operatore Dg che vi appare & un "prototipo" di operatore

nucleare, avendosi inoltre vy

che 1'ideale 4, & una estensione agli spazi di Banach dell'ideale hilbertiano
i

5?.

(D) =i|D£iI=§1(gn)!§£1 mentre la (f) mostra

faat

Ossernvazione 2 - Purtroppo nella (c¢) non abbiamo equivalenza, cioé per vii

non vale il Teorema [.8. La ragione di cid sta nel fatto seguente. Sia Tewﬂ(E,F)
e sia G un sottcspazio chiuso di F contenente 1'immagine T(E). A differenza

di quanto accade per un operatore compatto, non & vero in generale che T, con-
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siderato come un operatore da E a G, appartenga a .4&(E,G). Ne seqgue che

se un operatore T : E > F @& tale che T' e.Aq(F',E'), allora T“EJ%(E",F”)
e quindi la restrizione di T" ad E, cioé T, appartiene a VWH(E,F“}. Non

ne seque perd, per guanto detto sopra, che TeanE,F) (mentre cid sara banal-
mente vero se F 2 riflessivo). Si ha anche T euv;(E,F) se E' oF" ha la
proprietd di approssimazione. Sempre in questo ordine di idee, menzioniamo una
ulteriore patologia degli operatori nucleari rispetto agli operatori compat-
ti e cicé, se T euNH(E,F) e G & un sottospazio chiuso di E contenuto in
T‘1(0), non & necessariamente vero che 1'operatore TO : E/G -~ F 1indotto da

T sia nucleare. Per una discussione completa delle patologie di cui sopra,

cf. [22] (pp. 85-88).
Osserviamo infine i1 seguente risultato di interesse (cf. [28], p.425).

TEOREMA 4 - (./4-%',\)1) ¢ Al pil piccolo dideale normato complefo.

L'enunciato del teorema significa che se (#4v) & un qualsiasi ideale norma-
to completo, risulta necessariamente JV] cs e (7)< V1(T) per ogni T e,
cid che, per la (10)-e per 1'osservazione fatta dopo le condizioni (Q1)-{Q3)

del §1.4, ci permette di rafforzare la (2) come segue:

(11) Hx(z) 1 < vix(z2)) € v1(x(z)) < w(z) per ogni ze E'ER F.

3. Operatori integrali

Riprendiamo i1 prodotto tensoriale E @ F del §1 e consideriamo la sua imma-

gine X(ER'F) in £ (E',F). Coen la norma

(12) Wz 1l = 1lx {z) || per ogni z e ER F,
ERF diventa uno spazio normato che si indica con ER F e si chiama prodoito
e
tensordale indettive di E ¢ F. Ora i1 duale di EE F pud essere identificato
m

con lo spazio B(E,F) di tutte le forme bilineari continue su E x F (cf. [28],

p. 325) e pertanto, avendosi per la (2) e la (12)
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ne segue che il duale di E g F pud essere identificato con un sottospazio
€
ME,F) di B(E,F). Chiameremo {orme bilineari integrall gli elementi di (E,F),

dal momentc che vale la seguente rappresentazione:

TEOREMA 5 - b e YE,F) se o s0lo 52 esiste una misura di Radon v su BE‘XBF‘

tale da avensd

b(x,y) = [ <x,x'">Ky,y'>dul(x'y')  per ogni (x,y)eExF.
BE,xBF,
Siamo ora in grado di dare la nozione di operatore integrale e precisamente
diremo che T : E -+ F & un operatore integrale se 1'associata forma bilineare

bT su ExF', definita come

bT(x,y') = <Tx,y'> per ogni (x,y') e ExF',

e una forma bilineare integrale, cioé se bT e G(E,F'). Denoteremo con dﬁ(E,F)
L'insdieme di tuttd gli operatond integrali da E a F. Su tale insieme possiamo

definire una norma Y detta norma integrale, per mezzo della relazione

11fT) = HbTH per ogni Tefi(E,F).

Sussiste allora la segquente caratterizzazione:

TEOREMA 6 - Pen ognd openatone Lineare T @ E » F Le seguentd asserziond

sono equivalentd:

(1) T e 4 (EF)

(11) Esdste una misura di Radon v su BE‘ X BF“ tale do aversi
<Tx,y'> = X"y y Ddu(x Ly ") per ognd (x.y') & ExF'.
BE1XBFII

(i11) Esdste un compatic K, una misura di Radon u su K e operatond

S eL(E,L7(Ku)) [0S el (E,C(K))] ¢ ReL(L'(,u),F") tali che, se § @ 2 iso-
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metria cononica di F i FU" o J : ¢ £'.immensione canondica dd Lm(K,u) in
L1(K,p), 84 abbia:
(13) JFT=RLLS1 S,

nisultando inoline
ove L'estremo Anfernione (che & pod un mindimo) & presc su tutte Le misure di Radon

v osu K pern Le quall sussista La (13) con [IR|| <1 e IS < 1.

ltr(TS) |
18

(iv) sup{ i S eF(FE)Y =c¢ <= , nisultando 11(T) =C

La (iii) mostra che 1'immersione canonica L™ (K,.) - L1(K,u) (e quindi anche
1'immersione C(K) - L1(K,u)) 2 un prototipo di operatore integrale, mentre la
(iv) collega gli operatori integrali alla nozione di traccia. Passando poi alle

proprieta degli operatori integrali abbiamo

TEOREMA 7 - (a) hﬁ’1ﬁ) 2 un Ldeale normato complefto e quindi contiene J&],

avendosd 11(T)‘£ v1(T) pern ognd T e-41(per i1 Teorema 4).

(b) { c ¥

(c) Te Jﬁ se ¢ sobe se T' e Jq, avendosd in tal caso 11(T) = 11(T‘).

(d) Se T e Jﬁ ¢ Se#H, allora ST e»Wa e v1(ST) §1155111(T) .

(e) dﬁ(H,H) = $q(H,H) per ognd spazio di Hilbert H.

Notiamo che 1a (b) segue dalla (13), dal momento che 1'immersione cancnica

[ee]

1 . . , . . .
J o L (K,u) ~ L (K,u) si fattorizza attraverso uno spazio di Banach riflessivo,
per esempio Lp(K,u), con 1 < p < e, Inoltre, (c) segue essenzialmente dalla (13),
mentre (d) @ uno dei risultati fondamentali della teoria ed ha, come conseguenza

immediata, che uﬂ(E,F) =lA£(E,F) per ognd spazio di Banach F rdiglessive.In tal

caso, & quasi superfluo osservare che le norme e v, coincidono. Pili in gene-

rale, 84 ha .ﬂd(E,F) =l1i(E,F) ognd qual volta F & wuno spazio di Banach separa-



- 35 -

bile, Lsometrico al duale di uno spazio di Banach. Infine, (e) segue immediata-
mente dalla (d) e dal Teorema 3 (f), mostrando altresi che 4 & un'altra esten
sione agli spazi di Banach(naturalmente pit ampia di 4d per 1a (a)) dell'idea-

le hilbertiano $ﬂ.

Per le dimostrazioni dei risultati di cui sopra, il lettore potra consulta-

re, per esempio, (28] (§17.4 e pp. 394-395).

4. La proprieta di approssimazione.

Con riferimento alle conclusioni tratte alla fine del §1, affrontiamo ades-
so la questione dell'iniettivita dell'applicazione X : E‘% F >Z(E,F) (proble
ma (P7)). E' una delle maggiori scoperte di Grothendieck 1'aver legato tale pro
blema, e quindi Ta teoria degli operatori nucleari, con il problema dell'appros-
simazione (P6), con il problema generale della traccia (PZ) e con i1 problema
(P4) dell'identita tra traccia (funzionale) e traccia spettrale. Precisamente,
richiamando quanto detto nel §I.6, abbiamo i1 segquente fondamentale teorema,
ove indichiamo con = La Zopologdia su Z(E,F) della convergenza uniforme sud

sottoinsiemi comoattl di E.

TEOREMA 8 - Per ognd spazdo di Banach E Le segueniti asserziond sonc equiva-

Lentdi:

(1) E ha La proprietd di approssimazione.

Pern ognd spazic di Banach F, #(E,F) édmonLﬁyEfL
Pern ognd spazio di Banach F, 2 (FE)édmwoﬁ1=?JF£L
F(ELE) & densc 4n pS.‘)T_(E,E).

)
1)
i1)
iv)
(v) #(F,E)
) #
) #
)

1"

X(F,E) pern ogni spazio di Banach F.
- (F,E)

(F,E) = H(F,E) per cani sottespazic chiuso F di €y

X(F,E) pern ogni spazde di Banach F separabile e niflessdivo.

i

(vi
(vii

N Cf '
(viii) Per ogni spazio di Banach F £'applicazione canonica ¥ : F g E +<Z(F'E)

v -
¢ indettiva e quindi & una Lsometrnia d¢ F R E dn L1{(F‘,E),v1}
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A"
(ix) Per ogni spazic di Banach F £'applicazione canonica x : F'B E-2(F,E)

v
2 Andettiva e quindi 2 una {someirdia di F'BOE su [A»{(F,E),%]

(x) L'applicazione canonica x : E' 8 E —L(E,E) 2 ndettiva ¢ quindl & una

wometnia di E'H E su [H(E,E),v,]

(xi) Le nowme 7w e v,(cf. (1) e (9) codincidone su E' B E.

1

(x11) La traccda @ continua su E'® E pern La nowma v, e quindi 84 estende ad
P

1
un undeo Aunzdonale Lineare continuc su [u4}(E,E),u1].

(xiii) Se ze E'H E o x(z) = 0, aklora tr(z) = 0.

(xiv) Per ognd scelta di successiond (xn) cE ¢ (xg) c E' zaldi che

0

[s o)
Elx i X N o< = XX =
n=ﬂ! n‘l lxn,, < e LyXIOX 0 per ognd  x ek,

wisudta

ne-s 8

X oL,x'> = 0.
n=1 non

Osserviamo che 1'equivalenza delle condizionil(i)-(vii) si basa essenzialmente
sul tipo di considerazioni fatte nel §1.6, mentre 1'equivalenza delle condizio-

ni (viii)-(xiv) risale a quanto detto nel §1 e nell'Osservazione 1 del §2. Per

compietare, diamo la dimostrazione dell'equivalenza (i) &> (xiv).

Cominciamo col far vedere che i funzionali lineari e continui su ¥ (EL,E) so-
T

no esattamente i funzionali y della forma

(14 _ % |
(14 T = 17, <T x_,x'>
) »u> n=1 n’’n
con (x ) cE, (x') cE' e Solx o lx' i < e
n ) ( n né1 1% nol
Infatti,se v ha una rappresentazione come sopra, possiamo assumere ?\xnfE = 1

per ogni n e scedliere una successione (nn) di numeri positivi tale che

l=c<.
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Sia K 1'insieme (n;1 xn) U{0}. Allora K 2 compatto e avendosi

- -1
¢ % Co | | :
I<T,u> | < nEqn !Ixn I giT(nn xn);l <Cosup {fITx|l @ xeKy ,

n
il funzionale y risulta t-continuo. Inversamente, supponiamo che u sia

un funzionale lineare continuo su % (E,E). Allora deve aversi
T

(15) |<T,u>|<C supl ||Tx []: x e K}

per un opportuno insieme compatto K ¢ E ed un'opportuna costante C > 0. Ora &
ben noto che ogni insieme compatto di uno spazio di Banach & contenuto nella chiu
sura dell'inviluppo assolutamente convesso di una successione che tende a 0 e per
tanto possiamo supporre che K coincida con la chiusura dell'inviluppo assoluta-

mente convesso di una successione (x ) tale che lenli - 0.
Poniamo

- . Hy 11 50 13
CO(E) 1(yn) ry, eE e Jyn -0},

Si riconosce facilmente che co(E) @ uno spazio di Banach per la norma

Ny )1l

n C

l

) sup {ly 11,
e i1 suo duale & 1o spazio di Banach
2(E) = Uy) sy e B e Iy ), = n§1!lygf? < =},
Sia S:Z(E,E) » CO(E) 1'applicazicone definita dalla relazione

(16) S(T) =(T xn) .

Dalla (15) segue

[<T,u)> 1< € osup{ [|Tx It x = E X,

T % . 5 ! ) Ty 1| = CIIS(T) Il
<Cosup {1 An!;T x, 1l I» | <1y <c sHpQ.Tyn‘| CIs(T) Il
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e pertanto esiste un funzionale lineare e continuo v, definito sulla chiusura

di SIAE,E)] in ¢ (E) tale che

(17) <S(T)3V> = <T,u> .

Per i1 Teorema di Hahn-Banach, possiamo allora estendere v a un funzionale

lineare e continuo Vv  su tutto CO(E), risultando gquindi Ve £1(E'). Se

allora v = (xé), con xa e E' e n§1 }1xg|i< », otteniamo per la (16) e (17),

CTU> = <S(TY, V> = 1. <T x . x'> .
n= n n

1

Avendo cosi stabilito la (14), osserviamo che, per definizione, la (i) del Teo-
rema 8 significa che 1'identita I di E appartiene alla chiusura di #(E,E) in

# (E,E). Ora, ci0 avviene se e solo se ogni funzionale lineare e continuo u

in Z(E,E), che si annulla sugli operatori di rango 1, si annulla pure su I.

Ma per la (14), cid 2 esattamente quanto asserito dalla (xiv).

Diamo infine alternative formulazioni del problema dell’approssimazione
che mostrano 1'intimo Tegame esistente tra tale problema e alcuni problemi di

Analisi Classica.
TEOREMA 9 - Lle seguenid asserziond sono equivalenti:

(1) Ogni spazio di Banach ha La proprietd di approssimzione.

(i1) Ognd scttospazic chiuse di c, ha La proprietd di approssimazione.
.. . 2 . ,
(111) Ogni operatore T e‘JH(Co’Co) tale che T =0 soddisfa tr(T) = 0.
(iv) Ognd matrice infindita A = ((akn)) di scaland tafe che

soddisda

(v) Ognd funzicne continua k(s,t) su (0,11 x 50,1} tale che
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[ k(r,s) k(s,t)ds = 0 per ogni r,t e [0,1]

soddisfa N

L'implicazione (i) == (ii) & ovvia, mentre non & difficile vedere, anche se

1
sentato mediante una matrice infinita A soddisfacente le prime due condizioni

bisogna fare un po' di conti, che T EJV(CO,CO) se e solo se T pud essere rappre-

della (18). Cid mostra 1'equivalenza (iii) & (iv).

Per stabilire che (ii) == (iv) consideriamo una matrice A soddisfacente le
condizioni (18) e per k e N indichiamo con a, la successione (akn:n e N). Chia

ramente ak e c0 per ogni k e percid possiamo considerare 1'inviluppo Tineare

chiuso £ degli elementi 3 in €y Sia (ek) la base naturale di 51 = cé e sia
e' la restrizione di e, a £ per ogni k. Notiamo che

k k
T la Il e 1l T e, | 1= L @
ké] | akl!E l;ek MEl S k%‘] Ilak ‘Cg Hek lzl k§1 mgxlaknl < .
Inolt (= B isult
noltre, se x = k§1 Ck ak, risulta
T <x,e'>a = @ C ? a =
n=1">n" n k=1 "k nE1 "kn n
= T ¢ % oa T a e = e F (YT.a a de.=0
k=1 "k n=1 "kn j=1 nj j k=1k j=1'n=1"kn nj ]

dal momento che A2 = 0, Per continuitd, ne segue

n§1 <x,en> a = 0 per ogni x e E

e cid, assumendo la (ii), implica

e 8

[es]
fya =0

a ,e'> =
n 1 "nn

n=1 n n

in virtu della (xiii) del Teorema 8.



- 40 -

Mostriamo adesso che (iv) => (i). Sia E uno spazio di Banach senza la pro-
prieta di approssimazione. Per 1a (xiv) del Teorema 8 esistono successioni

(xn) cE, (Xé) c E' tali che

NP SR ESEE I 0 per ogni x e E,

A\
pd
-
>
5 -
A
>
1}

ma

Allora la matrice A = ((<xn,x$>)) soddisfa le condizioni (18), ma

tr(A) = I, <& x> 40 .

1

Cid stabilisce in modo relativamente semplice 1'equivalenza delle asserzioni
(i)-(iv), mentre invece 1'equivalenza con la (v) & un po' pil complicata da di-

mostrare e percid la omettiamo.

s

Osservazione - £ importante notare che se i€ duale E' ha La proprietd di ap-
prossimazione, allora anche E  La possiede ed in tal caso T e,&H(E,F) se e soko

(F',E") per ogni spazio di Banach F, risultando v1(T) = u%(T‘). Inol-

~

52 T' e A’}

tre Z(E,F) =X(E,F) per ogni spazio di Banach F.

Per i dettagli sulle dimostrazioni dei risultati esposti in questo paragrafo

rimandiamo a [28] (§18.3) e a [38](vol.I, pp. 29-36).

5 - La proprieta di approssimazione metrica.

Diciamo che uno spazio di Banach E ha fa proprieta di approssdimaz.icne meirica
se 1'identita di E pud essere approssimata uniformemente su ogni sottoinsieme

compatto per mezzo di operatori di rango finito e di norma £ 1.
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Parte del Teorema 8 pud allora essere esteso facilmente al caso della pro-

prieta di approssimazione metrica come segue:

TEOREMA 10 - Per cognd spazic di Banach E  Le seguentdl asserzdond A0no equi-

vafentd:

(1) E ha La proprietd di approssimzione meixica,

{33) ; 210 / i — ¢ - L l
{11) Per ogni spazic di Banach F, B;‘#(E,F) e T - densa An %&f’(E,F)

(ii1) Per ognd spazio di Banach F, ?%(F,E) ¢ T-densa 4n [E?(F,E)

(¥) Bae,E)

u 1
(v) Pern ogni spazic di Banach F ,2'applicazione canonica X : F 8 E > [ A4 (F',E), 1.
1 1

3 1-densn An BK(E,E) .

¢ somelrdca.

f‘\_' al
(vi) Per ognd spazic di Banch F , Z'applicazione canendca x : F'R E +{.ﬁ1(F,E}, 111

¢ Lsometrndea,

. % - . - — o~ - - -
(vii) L'applicazione canonica x : E' @E » [4 (E,E),Hj & Lsometrica.

(viii) Pen ognd scelta di successiond (xn) cEe (x]:) c BE' zali che
1

ei8

T iyt 1 ¢ |
L X 'Ixni' e i

" <an,x;]>§§§"SH pern ognd S eF(E,E),

1

sl ta

PEIREE

| Z,<
| 21\xn,xn <

n

Come per i1 Teorema &, si riconosce facilmente 1'equivalenza delle condizioni
(i)-{iv) e 1'equivalenza delle condizioni (v)-(viii), essenzialmente in base alle
definizioni. Infine, la (i) significa che 1'identita I di E appartiene alla t-chiu
sura di B_. e cid naturalmente avviene se e solo se ogni funzionale

F(ELE)
u eﬁ,f;(E,E)' tale che [<S,u>| <1 per ogni S e B_ s soddisfa anche [<I,u>|<1.

F(E,E)
Ma cido & proprio quanto asserisce la (viii), per la rappresentazione di u data

nel paragrafo precedente.

Osservazione 1 - Se E' ha la proprietd di approssimazione metrica, allora anche

E la possiede e in tal caso 1'applicazione y : E! é F o E.ﬂ1(E,F),11I & isometrica.

Da questo e dai Teoremi 8 e 10 segue che se E o F' ha la proprieta di approssimazio-

ne metrica, allora [,:t"!(F,E),w} & un sottospazio normate di ["({I(F’E)"TI
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Osservazicne 2 - E' chiaro che la proprieta di approssimazione metrica impli
ca la proprietd di approssimazione. Se E & uno spazio di Banach riflessivo,
oppure separabile e isometrico al duale di un altro spazio di Banach,allora
[.?!(F,E},11 ] = £4€(F,E),v1} per quanto detto alla fine del §3, e quindi
la proprietd di approssimazione e la proprieta di approssimazione metrica
sono equivalenti per E. Vedremo perd al §II11.5 che cid non & vero in gene-

rale,

Osservazione 3 - 1 sequenti spazi concreti hanno la proprieta di appros-
simazione metrica: spazi di Hilbert, Lp(1 < p < =), C(K) con K compatto, e
quindi £P(1 <p =), c,c, e, pil in generale, lo spazio - Cb(Y) delle
funzioni continue e limitate su uno spazio topologico completamente regola-

re Y.

Per quanto detto in questo paragrafo rimandiamo a [28] (§§18.4 e 18.5)

e a [38] (vol. I, pp.37-40). .

6 - Operatori semi-integrali

E' uno dei meriti di Grothendieck 1'aver riconosciuto che alcuni ideali
interessanti di operatori non hanno buone proprieta di stabiliti relativamen-
te alle operazioni canoniche su spazi di Banach, cioé "restrizione alla chiu-
sura dell'immagine” e "passaggio a quozienti', come avevamo gia notato
nell'Osservazione 2 del §2 a proposito degli operatori nucleari. Questo &
anche i1 caso per gli operatori integrali e percid Grothendieck fu indotto
a dare altre due definizioni. Per introdurle, richiamiame i seguenti risul-

tati, peraltro ben noti.
- - . - . o0
1) Ogni spazdic di Banach E ¢ {sometrice a un soitospazio £ (A) per un

[ee]

opportuno insieme /A, e quindi a un sottospazic di une spazdic L .

Infatti, sia ¢ la minima cardinalitd di un insieme denso in BE' Allora
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BE‘ contiene un insieme debolmente denso (&é :a e /A) con card/A = c e 1'iso

metria in questione & data dall'applicazione E 3 x - (<x,x:)2)e Emﬂﬂ).

2) Ogni spazic di Banach E 2 {sometnico a un quozdiente di £1VAJ pesr un

S . . . , 1
opportunc Ansieme /A, e quindl a un quozdente di unc spazio L

Sia ¢ la minima cardinalita di un insieme (xa :ae/A) denso in B L'ap-

£

plicazione £1Oﬂ) 2 (¢ :aeA)» 5. Ex eE @& continua e la sua immagine
o oAe o

¢ densa e di seconda categoria, e pertanto una isometria su E in virtd del

Teorema dell'Applicazione Aperta.

Denotando,una volta per tutte, con JE CE LT e QE : L‘I + E delfe is0-
methie del tipe di quelle considerate al punti 1) ¢ 2) rispettivamente, di -
remc che T e (E,F) & un'applicazione semi-integrale destrna [risp. Adindistra)

se JFT (risp. TQE) ¢ wun'applicazione integhale.

IT seguente teorema costituisce uno dei maggiori risultati della teoria.

TEOREMA 11 - (a) Se T eL(E,F) 2 un'applicazione semi-integrale destra,
allora esdstone wn compatto K, wna misura di Radon positiva u su K e ope

Coa . .. oo 2 . .
ratond Lineand continul S : E -~ L (Kyu), R« L°(K,u) =~ F  tafl do avernss

. .. , B 2
ove J 5 @ Lindezione canondca L (K,pu) - L7(K,u).
o0y

(b) Se T eZ(E,F) ¢ wun'applicazicone semi-integrale sinistra, allora esi-

Atoene un compatte K, una misura d4 Randen positiva u su K o e operatond £4-

. 3 2 1 L .
neard continud S o+ E o Lo(K,u), R+ L (K,u) = F"  zabl da aversd
i T = RJ S
I 2,1
- _ 2 ! oL . .
ove J? , ¢ £ indiezdione cancnica L (K,p) »~ L (K,n) e ip 2 L' isometrnia
Loyl

canondca F =+ F",
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(c) Se TeZL(E,F) e S eZ(F,G) sono due applicazioni semi-integrnall

destre o sinistre, allora ST & un'applicazione nucleare di E in G.

La (a) segue dal fatto che, essendo 1'applicazione J.T : E > L7 dinte-

F
grale, risulta per la (13),
. = R.J
JLmJFT R1 o1 S
ove ij & 1'isometria canonica Lm - Lm ", Naturalmente Joo 1 = JZ : Jm 2
e quindi, ponendo R2 = R1J2,1, abbiamo

JLwJF T = RZJm,Z S.

Consideriamo 1'applicazione S,l = J_ 2S : E - LZ(K,U). Poiché 1'immagine RZS1(E)
@ di fatto contenuta in F e quest'ultimo & (isometrico a) un sottospazio di

P risulta ST(E) Cc R£1(F). Ma R£1(F) & un sottospazio chiuso dello spazio

di Hilbert LZ(K,U) e pertanto, se P & la proiezione ortogonale di quest'ultimo

-1 X .
= ] = - J
su R2 (F), si ha S PS1, quindi T RZPS1 R2P >

R = R2P per ottenere la fattorizzazione desiderata.

e basta allora porre

S
1 52

La (b) segue dalla (a) per dualita.

Infine, per dimostrare la (c), per esempio nel casc di due applicazioni se
mi-integrali destre S,T, utilizziamo la (a) e scriviamo la S nella forma

S =R,J .S,. Se 12 identita di L (K,u), 1'applicazione s,T =15, T & in-

17,271 1
tegrale per definizione ed, essendo J 0 debolmente compatta, 1'applicazio-
ne J_ 251T, e quindi anche Ta ST, sara nucleare per la (d) del Teorema 7.

Ossenvazione - I1 confronto tra T1a (a) e la (b) del teorema precedente mo-
stra che le applicazioni semi-integrali sinistre non hanno proprietd cosi buo-
ne come quelle delle applicazioni semi-integrali destre. E' per cid che que-
st'ultime sono state 1'oggetto di uno studio molto pil intenso e approfondi-
to che le prime, portando anche a rilevanti generalizzazioni, come mostreremo

in seguito.
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Avvertiamo infine che la nomenclatura "applicazioni semi-integrali destre”
¢ stata definitivamente abbandonata, nella letteratura, a favore della termi-
nologia "operatori assolutamente sommanti". La ragione diverra chiara quando

torneremo sull'argomento nel §III.2.

7. -Operatori di potenza p-sommabile (0 < p < 1) e operatori di ordine 0.

Sia 0 < p < 1. Un operatore T e (E,F) si dice di potenza p-sommabife se

ammette una rappresentazione del tipo

) Tx = f WX ni e E
(19; X nzi gn <X xn>yn per ogni X R
con (&# e 20 e (xé) e (yn) successioni limitate in E' e F rispettivamente
{cf. Teorema 2). Ovviamente, possiamo sempre supporre che ilxai}ﬁiiyn!] = 1

per ogni n. Denotando con gtb La classe degll cperatond di wotenza — p-sommi-
bife tra spazi di Banach, possiamo munire ogni componente ufb(E,F) della qua-

si-norma

(20 , (T) = inf iz ) ]
) vp() inf {|( n),£p

ove 1'estremo inferiore 2 preso su tutte le rappresentazioni (19) di T.

Evidentemente gli operatori di potenza 1-sommabile non sono altro che gli
operatori nucleari introdotti al §2. Vale i1 seguente teorema, analogo al

Teorema 3:
TEOREMA 12 - (a) L%;,vp) ¢ un Ldeale quasdi-nchmaio completo An cud F e

denso,

o) Se , alfo AT co A 2 VoA LA .
(b) Se p < q, allfora 1pc$q 0 uqf_ . I 113
(c) T etté(E,F) se e 4000 se esdsitone cperatond R e&”(ﬂ1,F) ¢ S e (E, L)

e wun operatene diagonale D £ -~ P deginite da

Y
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D (n,) = (£, n,) per (n) et 5

con () e eP . tale che 44 abbia

T = RD_S.
£
(d) _rb(H,H) = EE(H,H) pen ognd spazio di Hilbert H e vp = Op .
(e) Se SeN eTeds , allona ST e AN con J—= l.+ l~— 3 e
p q r r p q 2

vr(ST) < vp(S) vq(T) .

La (a), (c) e (d) sono estensioni al caso 0 < p < 1 delle analoghe pro-
prieta degli operatori nucleari. Ovviamente nella (c) R & un operatore conti-
nuo da Ep in F. La (b) 2 conseguenza immediata della (20) e del fatto che
eP e per p < g. Infine la (e), che & ovviamente di interesse solo ove
risulti r < 1, segue essenzialmente dal Teorema 1.13(b) per mezzo di oppor-

tune fattorizzazioni di S e T attraverso spazi di Hilbert.

L'importanza degli operatori di potenza p-sommabile & sottolineata dal
seguente teorema, dimostrato da Grothendieck nello sforzo di identificare, al-
la Tuce delle considerazioni fatte al §4, una classe di operatori tra spazi

di Banach per i quali Ta traccia avesse senso e fosse uguale alla somme de-
gli autovalori (problemi (P2) e (P4)).

TEOREMA 13 = (a) Se T et (E.E), attora (h (1) e ¢ con 1=2-2

© iryt/r .
(g DM v

(b) Se T 8‘1b(E,E) con p < 2/3, allora esdste La traccda tr(T) ¢

w48

tr(T) = 1 An(T).

I1 teorema mostra che se p < 2/3, allora la traccia & continua su

[{E(E’E)’vp |, avendosi per la (a) e (b)
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[tr(M] < E M < CE D

y ryt/r . \
n:1|l"~n(Tl ) i ‘)p(T.f'

D'altra parte, la (a) mostra che se T & nucleare, allora (An(T) e 22.

Questo risultato & i1 migliore possibile, dal momento che esiste un operatore

nucleare su uno spazio C(K) (e si pud prendere per K la circonferenza uniteria
; 2, . . . X ) 2

di  R"), i cui autovalori formano una successione che appartiene a £ ma

non a Ep per nessun p < 2.

Per finire, consideriamo il caso p = 0. Poniamo £° = glo P e definia-

mo cperatore di ordine 0 ogni operatore T e Z(E,F) che ammetta una rappresen

tazione del tipo (19) con (gn) e £°. Indicheremo poi con Ay La classe de-

gll cperatoni di ondine 0 tra spazi di Banach. Notiamo subito che la succes-
sione (gn) nella (19) pud sempre supporsi ordinata in modo tale che la (!&ni)

sia non crescente. Cra per una tale successione si ha

n
- e 1P | p
>c = 1 > niE |
TG T I 2,
e pertanto
/Py .
sup n !&rﬁ { e per ogni p > 0 .
n H

£ o er ogni keN .
n= ' n] P g

Questo ci induce a introdurre Lo spazic s delle successiond rapddamente deche-

scentd, definito come
< T 3
s = {(& ) : pk(g R lt  |<« per ogni k e N},

Tale spazio & uno spazio di Fréchet per la topologia generata dalla successio-

ne di semi-norme pk ed & facile verificare che s g £°, T'inclusioneessendo
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continua (notiamo che £° ha una topologia vettoriale naturale che & metri-
zabile e completa, ma non localmente convessa, dal momento che si ha

S 1/k
o - 0N
£ k=1 e,

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 14 - (a)Jﬁ;é wr {deafe che puld essere dotato di una topologla vet-
toriale metrizabile e completa (ma non Locafmente convessa) e # & denso n
Ay pen tale topolfogia.
(b)y ¥ =N 4 |
0 p>0° P
(c) T ebig(E,F) se ¢ sclo se T ammetite una happresentazione deld 2dpo
(19) con (En) e s.

(d) T e.&;(E,F) se e sclo se esistono cperatord R e (s,F) (o ReZ(L£°,F)),

S e(E,€7) ¢ un operatore diagonale D, : £ > s(o D, £ > £°)  dedini-

to da
Dg(nn) = (En nn) per (nn) e £,

con (gn) es (o (En) e £°), tali che 54 abbia

T = RDES.

(e) T e(#} se e solo se T e_Vb .

(f) t&;(H,H) = Eg(H,H) (=#(£°)) per ognd spazdie di Hilbernt H.

Le proprieta (c), (d), (e) e (f) sono di facile verifica, come pure il fat--

.

to che “‘B sia un ideale. Ora, per ogni coppia di spazi di Banach E e F risulta
‘tg(E,F) = kfj ”1ﬁ/k (E,F) (che ci da la (b)) e quindi 'fté(F,F) pud essere
munito della topologia Timite proijettivo delle topologie generate dalle quasi-

norme W su E,F). Tutte queste topolcie sono metrizabili e complete

A
i/k 1k
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e tale percid sarad anche la topologia Timite proiettivo su uAg(E,F). Ne se-
gue la (a), la densita di .# in '?b essendo conseguenza della densita di
F in (t%,vp) per ogni p > 0. Per le dimostrazioni, cf [49] (§8.5) o [28]

{§19.9).

Osservazione 1 - GIi operatori di potenza p-sommabile forniranno lo spunto
per la teoria generale degli "operatori p-nucleari" per 0 < p < «, che sara
tratteggiata nel §III.3, ed & quest'ultima nomenclatura che 2 ormai usata nel-

la letteratura.

Osservazione 2 - G111 operatori di ordine 0 sono oggi chiamati "operatori
fortemente nucleari" (o0 "s-nucleari") e il lToro ideale si denota comunemente
con uﬁg . Tali operatori e gli spazi da loro generati sono stati studiati da
numercsi autori (per i quali rimandiamo, per esempio, alla bibliografia in
'28]), portando quindi a quella generalizzazione della nuclearitd che & oggi

conosciuta come  “A-nuclearitd" (cf. [8 7).
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ITT - SEGUENDO GROTHENDIECK

Introduzione

Questa parte finale tratteggia a grandi linee 1'evoluzione della teoria
deali operatori dall'epoca di Grothendieck ai giorni nostri. Dato 1'enor-
me sviluppo subito dalla teoria a seguito del lavoro di Grothendieck, 1'e
sposizione & necessariamente concisa e, soprattutte, incompleta. Sono evi
denziati comunque 1'uso della nozione di ideale di operatori e il suo im-
piego sistematico, dovuto a Pietsch, nella costruzione della teoria moder
na cosi come si presenta oggi. Cosi, dopo aver passato in rasseagna gli
ideali piu rappresentativi ed alcune procedure per la costruzione di nuo-
vi ideali a partire da ideali dati, si perviene all'esame delle relazioni

e dei teoremi di moltiplicazione tra i vari ideali, per terminare infine

con alcuni problemi aperti generali che sono fondamentali per la teoria.
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1 - Operatori p-approssimabili (0 < p < =)

Siano E e F spazi di Banach e sia T e (E,F). Per cgni n e N si defi-

nisce numero di approssimazione di ordine ndd T i1 numero
an(T) = inf{ l|T-S|i : S e#(E,F) e dim S(E) < n} .

E' facile verificare che i numeri di approssimazione an(T) godono
delle seguenti proprieta:
(A1) T = a1(T) > z_an(T) > a

(A2) a (AT) = [2! a (T) per ogni scalare M.

n n
3 d e PIE F
(A3) am+n_1(S+T) S_am(S) + an(T) per S, T e L(E,F).
(A4) fa_(S) - a (T) < [is-T|| pern S,T e (E,F).
(AS) am*n—i(ST} g_am(S) an(T} per T e (E,F) ¢ S e (F,G).

(A6) an(T) = 0 se e sclo se dim T(E) < n.

Chiaramente, un operatore T e Z(E,F) appartiene a .%#(E,F) se e solo se

(an(T)} € C- In tal caso si ha, per la (A1)

Tutto cid pud essere generalizzato nel modo seguente. Sia 0 < p < «. Un

-

operatore T e (E,F) sara detto p-approssimabile se la successione (an(u))

p

appartiene a cp per p <> g a s per p = «, Indicheremo poi con a&b fa

classe degldl operatond D-appressinmib{£4 € porremo

o (T) = l(a (T) )] 7
(1) o (T) = e (T) 1] p per T e .,

Tali classi furono introdotte da Pietsch (cf.[47]) nel 1963.
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Per quanto detto sopra, risulta (@;,am) = Q§W|||). Tale classe & chia-
mata classe degldl operatord approssimpili e denotata con % in onore di
Grothendieck. Essa verra considerata pilu in dettaglio nel §5 e percid

per il resto di questo paragrafo supporremo 0 < p < = .

Per le classi ,mz vale i1 seguente

TEOREMA 1 - (a) wa ap) 2 un Lideale quasi-noamato complete in cud Fé

denso.
b) Se p < q, na o ¢ ), < su o,
(b) Se p < q, allora A
(c) Ognd T eLﬁE(E,F) ammelte una rappresentazdione del tipo

Tx =

ne1g

X! and
gn <X n>yn pern ognd X e E,

n=1

, vy )c BF e (£) e P e tate che

ove (xn) c B N

1/

I o<2.6'P (1)

’ /‘ \ . .
(d) ._(5{1C e \,15 120~1 éu@f.l.

(e) lng(H,H) = ﬁ;(H,H) per ognd spazio di Hilbernt H e ap = cp

La (a) non & troppo difficile da dimostrare, la (b) & ovvia, mentre la (c)
richiede una certa accortezza ed implica immediatamente la (d). Finalmente,
la (e) seque dal fatto che, <n uno spazic di Hilbernt, & numerd di approssima-
zione codncddono con 4 numesrl caratitenisiicd che appaiono nel Teorema 11 del
§1.8. Cid mostra che gli 1dea11,g§ sono una naturale generalizzazione agli
spazi di Banach degli ideali ﬁg di von Neumann considerati 2l §1.8. Ma 1'ana

logia si spinge oltre, poiché abbiamo:

TEOREMA 2 - (a) La fraccda ¥ continua su  F(E,E) pen La quasi-nonma oy

e quindi ammette una undca estensdione a EQQ(E,E)3&1E » avendosd
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(2) tr(T) < 12 oc,](T} pern ognd T e.sﬂ'1(E,E)-
(b) Se T e._m/1(E,E) allora
0.'9 ! y ol < @
e
(4) tr(T) = n§1 ln(T) .

La (a) segue immediatamente dalla (c) del Teorema 1, ma non implica as-
solutamente niente sulla somma degli autovalori. Infatti, la (b) & recente,
la (3) essendo dovuta a Johnson, Kdnig, Maurey e Retherford [?9} e la (4)

a Konig [31].
Per le dimostrazioni del Teorema 1 e del Teorema 2 (a) rimandiamo a [28]

(§19.8) (ma cf. anche [49] , Chapter 8).

Osserviamo infine che vari altri tipi di "numeri" (cioé di successioni nu-
meriche) possono essere associati ad un operatore T e Y(E,F) e che & addirit -

tura possibile formulare in generale una teoria assiomatica (cf. [50], 11).

2 - Operatori assolutamente p-sommanti (1 < p < ).

Riprendiamo ora gli operatori semi-integrali del §I1.6 e notiamo che,
come conseguenza del Teorema 11 di tale paragrafo si ha che, se T & un'ap-
nlicazione semi-integrale destra di uno spazio di Banach E in uno spazio di
Banach F, allora per ogni successione (xn) ¢ £ tale che (<xn,x‘>) S £} per

ogni x' e E', risulta ([T x_|I) e £1. Essendo tale proprietd una caratteriz-
g ¥ n

zazione, possiame allora generalizzare tali applicazioni nel modo seguente.

Innanzitutto, poniamo per 1 < p < =,

ﬁp(E) = {(x )cE: (|lx
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ed inoltre

w[)] = g D se 1<p <o,

e che cO(E) g un sottospazio chiuso di ﬂu)(E).

Poniamo poi

p:‘ = P E‘ - = ! [ e o]
£7E] = {x ) c £ “pt(xn)l sup 1] (<x x> - < o}
xeB_, £
£
e

E]= E : i x' e E'}.
cOLE] {(x )cE (<xn,x >) e c, Per ogni x' e

Di nuovo, £PFE] & uno spazio di Banach per la norma £ [(xn)] e CO[E]
un sottospazio chiuso di Eﬁ[Ej. Inoltre, risulta evidentemente,

Pe) ¢ 2P [E] (x )]

Siamo ora in grado di dare Ta seguente definizione. Un operatore T : E+F &
detto assolutamente p-sommante se (T xn) e ¢P(F) per ogni (xn) e ¢" [E].G1i ope

ratori assolutamente 1-sommanti (cioé le applicazioni semi-integrali destré del
§I11.6) sono semplicemente chiamati operatond assofutamente scmmanti.

Osserviamo che per p =« si ottengono semplicemente tutti gli operatori in
#(E,F), mentre gli operatori che trasformano elementi di cO[E} in elementi di
CO(F) sono esattamente gli operatori completamente continui del §I.5. Cid giusti-
fica la restrizione 1 < p <= che manterremo nel presente paragrafo.

Osserviamo inoltre che un operatore assolutamente p-sommante

T & automatica-
mente continuo. Infatti, se non Jo fosse, esisterebbe (xn) & KE{E} tale che
x> 2", Ma allora (277x ) e £PLE] e

) (z—nTxn)E EF(F), da cui una contraddi-
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Zione,

Indicando con .?;(E,F) Clinsieme degli operatoni assolutamente  p-som-

mantl da E a F, abbiamo dunque Jz(E,F) ¢ #(E,F) e risultando

(5) ()] See

) Te Z(E,F
] [(x)] per T e Z(E.F),

p
possiamo denotare con ﬂp(T) 1'estremo inferiore delle costanti c per le
quali la disuguaglianza precedente 2 verificata. Si riconosce allora che
tp & una norma e che vale il

TEOREMA 3 - le seguenti asserziond  sone equivalenti:

() T e 2 (EF).

(11) Es4iste ¢ > 0 tale che per cgni insdeme finite (x1,....,xk) 44 ha

sl

11, 1P VP cesupt

I

i

1

<><J_,><'>p)1"p cx' e B}

In tal caso, ﬂp(T) coancide con La pdl pdecola delfle costanti ¢ di cud sopra.
(111) Esdstone una misura di probablfitd u  su B ¢ wna cestante ¢ > 0 za-
24 da avernsd

(7) HTx ] < e (f i<x,x'>§p dy(x'))1/p pern cgnd x e E.
B
E !

In tal caso, vD(T} codnedde con La pil pieccla delle costanti ¢ di cudl sopra.

(iv) Esitone wno spazdic compatic K, una misura di Radon positiva v su K e

cpenatend S e LE,C(K)), R e (LP(K,u) L) tald da averss

(8) J.T = RJS,

o3
b

ove J_ 2 L'dndezione canonica C(K) - Lp(K,p) e JF ¢ L'applicazione F + L

di cud af §I1.6. In tal case possiamo scegliere 1 come una misura di probabi-

L4td, S come una Lsomeitria e R tafe che IR} = ﬂD(T).
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E' abbastanza facile riconoscere 1'equivalenza della (i) e (i1) tramite
1'equivalenza della (5) e (6). La (7) & ben nota come disuguaglfianza di
Pietsch mehtre 1'equivalenza della (i) e della(iv) & conosciuta come Teo-

nema defla Fattondizzazione di PLetsch in onore di quest'ultimo,che intra-
prese lo studio sistematico degli operatori assolutamente p-sommanti nel 1967(cf.[481L

Ossenvazione 1 - Segue dal Teorema 3, usando la (8), che se T € QE(E,F),

allora esistono un compatto K, una misura di Radon positiva p su K e opera-
tori S e L(E,C(K)), R eﬁ?(Lz(K,p),F) soddisfacenti le condizioni della (iv)

tali che

T = RJZS'

Osservazione 2 - L'equivalenza della (1) e della (iv) del Teorema 3 mostra

che Jp ¢ un prototipo di applicazione assolutamente p-sommante.

Possiamo ora enunciare il seguente

TEQREMA 4 - (a) {ﬂg,ﬂp)) ? un Ldeafe normate completo ¢ quindi contdene

AL, avendoss ﬂp < v
] AS

1

(b) Se p < g, allora P c? o o m <u su 2.
p q q -

(c)n?p c v A

(d) :9"p(H,H) = SfZ’(H,H) per ognd aspazio di Hilbent H.

La verifica della (a) & abbastanza standard, la seconda parte essendo con-
sequenza del Teorema 4 del §I1.2. La (b) segue dalla (6), mentre la (c) & con-
seqguenza della (3) e della (d) del Teorema 3. La (d) invece & difficile ed &
un risultato profondo che sfrutta la cosiddetta "disuguaglianza di Khintchine":

—

per i dettagli rimandiamo a [28] (§ 20.5) o a [27] {Exercise 2.E£.9).

4

Ossenvazione 3 - In generale, gli idealid L¢; e 4 sono incomparabili, nel

senso che A¢ 3% e 9% ¢4, La prima risulta dal fatto che se TeSG(H,H}
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cong>2 mT¢g SE(H,H), allora T appartiene aX* (H,H) ma non a EZ(H,H),

per Ta (d). La seconda risulta dal fatto che, per esempio, 1'iniezione ca
nonica Jp : C(K)""%Lp(K,u) appartiene a é?p per 1'Osservazione 2, ma
certamente non appartiene a % Ne concludiamo che % non & denso in
P ).

( p- P

Per le dimostrazioni, vedasi [28] (§§ 19.4, 19.5 e 19.6) o [27] (§2.5 e
2.6).

3 - Operatori p-nucleari, quasi-p-nucleari e p-integrali (1 < p < =),

Come nel paragrafo precedente abbiamo generalizzato il concetto di opera-
tore assolutamente sommante a quello di operatore assolutamente p-sommante,
possiamo nello stessc modo generalizzare la nozione di operatecre nucleare.
Precisamente. per cominciare sia 0 < p < =, Un operatore T : E + F sara deE
to p-nucfeake se esistono successioni (xé) € ED(E‘) e (yn) e(ﬁp)‘[F] ta-
11 che

(9) Tx = .

ne8

1 <x,xn>yn per ogni xek.

Per estendere tale definizione al caso p== useremo cO(E') in luogo di Em(E')
e quindi T sara detto w-nucfeare se ammette una rappresentazione del tipo

1 1 ] .
(9) con (xn) € CO(E ) e (yn) e £ [F]

Denoteremo con (?b La classe degli operatond p-mucleard (0 < p < =),
Tali operatori, come pure gli operatori p-integrali che verranno discussi pil

tardi, furono introdotti da Persson e Pietsch nel 1969 (cf. {46]).
Notiamo subito che Ta (9) pud sempre essere posta nella forma

) Tx = 5. '
(10) X = Ly B <x,xn>yn (x e E)
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o0

con (gn) € Ep, (Xé) cB_., e (yn) e (Ep)'FJ. Ma, essendo (Ep)' =L per

E 1
0 <p <1, vediamo subito per la (10) che gli operatori p-nucleari con 0 < p < 1
non sono altro che gli operatori di potenza p-sommabile gia trattati al §II.7.

Pertanto, per il resto di questo paragrafo possiamo limitarci al caso 1 < p < =,

Ponendo, con le notazioni del paragrafo precedente,

. r ~ 1 1
vp(T) = inf {ﬂpL(Xé)}-EpIL(yn)J} (— + o s 1)

=R

per ogni T eHVb(E,F), ove 1'estremoc inferiore & preso su tutte le rappresenta-
zioni del tipo (9), otteniamo una norma su .Vb. Sussiste allora i1 segquente

teorema, analogo al Teorema 12 del §II1.7.

TEOREMA 5 - (a) Se 1 < p £ =, (Ag,vp) ¢ un Ldeale nonmato completo per L

quale valgono Lo proprietd (a)-(c) del Teorema 12 del §I1.7 (cen ¢, at posto

ai 2P per P = ®).

(b) Se 1 < p <, wa(H,H) = SE(H,H) per ognd spazic di Hilbent H.

Come per gli operatori nucleari (cf. 1'Osservazione 2 del §I11.2), se Tev%(E,F)
e G & un sottospazio chiuso di F contenente T(E), non accade in genere che
T e.ib(E,G). A questa difficolta si pud ovviare considerando, in luogo di L1b,
La classe ;?p degldl operatori quasi-p-nuclearnd definiti come segue. Richiaman-
do quanto detto all'inizio del §II1.6, diremo che un operatore T e (E,F) @
quasi-p=nucleare (1 < p <«) se 1'operatore JeT @ p-nucleare. In altre parole,
T eth(E,F) se e solo se JFT e,Ag(E,L ). Abbiamo allora, con la solita conven-
eP

zione di usare Co al posto di per p = «,

TEGREMA 6 - (a) T e 8 (E.F) sc ¢ soko se esiste (x)) e PUE) tare da aversi

(1) HTx | < x,x'>) I per ognd  x e E.
- n £4P
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In tal caso, 44 ottiene una noama qp Al .yp(E,F) considerande La quantitd
q (T) = inf m [(x")],
: )]
Llestnemo inferndione essendo preso su utte Le successiond (xé) e ﬂp(E‘) pen Le
quali La (11)  risultl verndpicata.

{(b) (za,qp) ¢ un Ldeale nernmato completo contenente ,wp e q, < vy A

(c) Se p < r, allora j% c jr e q S‘qp Al .Qp.

) 6 1 =
(d) [ 2,,q, [

[

o
22V 1

(&) [2 .,q]1 =[x,

1]

(f) Se1<p<= abllcra 2 ¢ # e 7m_=q. su 2 .
- P p P p p
(g) Sec E' ¢ F ha La proprietd di appressimazione allfona F(E,F) ¢ denso in

[ip(E,F),qp 1 e pertanto quest'ultime ideale & La chiusura di F#(E,F) 4n

2 (EF) 1.
[Z(EF) ]

(h) Se 1 < p <=, QD(H,H) = 5§(H,H) per ogni spazio di Hilbent H.

Le dimostrazioni delle proprietd (a),(b),(c) e (f) sonc piuttoste standard, i
mentre la (d) segue dal fatto che ogni sottospazio chiuso di £2 ha un comple-
mentare topologico e la (e) da una ben nota caratterizzazione degli operatori
compatti.La (g) e Ta (h) per p = 1 richiedono invece pili attenzione mentre la

(h) per 1 < p < = segue immediatamente dalla (b), (f) e dai Teoremi 4(d) e 5(b).

Continuando nello stesso ordine di idee, generalizziamo infine la nozione di
operatore integrale usando la caratterizzazione fornita dal Teorema 6 del §II.3.
Precisamente, per 1 < p < = diremo che un operatore T e L(E,F) @ p-integrale
se esistono un compatteo K, una misura di Radon u su K e operatori

S e,ﬁ’(E,ﬁm{K,;)) lo Se L(E,C(K))] e R ei{(Lp(K,p),F“) tali da aversi



(12) Jg o,

(o0
2

ove jF ¢ 1'isometria canonica di F in F" e J e 1'immersione canonica di
LK, u) in LP(K,u), quest'ultima essendo quindi un prototipo di operatore

p-integrale. Ponendo

ove 1'estremo superiore & preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (12), si

ottiene una norma 1p sull'insdieme .FE(E,F) dd tuttl gl operatornd p-integrali

da E ad F, avendosi inoltre

TEOREMA 7 - (a) ("ﬁ)’Tp) ¢ un Ldeale ncamato complete contenente ,&%

(b) Se p<q, albora ¥ ¢ F o 1 <1 su £ .
p q q— p D

¥
(d) Se 1 <p<e, J;(H,H) = 5§(H,H) per ognd spazio di Hilbeat M.

) = (3%,ﬂ2), ma -i)g ,% per 1 {p <=y p# 2.

(e) Te 3%(E,F) s¢ e solo se JFT e .%(E,F).

Come al solito, la (a) e la (b) sono standard, mentre la prima parte della
(c) segue dalla (12) e dall'Osservazione 1 del §2. Per la seconda, osserviamo
che 1'iniezione canonica £ » £? 2 assolutamente sommante, ma certo non in-
tegrale; per il caso 1 < p <« e p # 2 rimandiamo a [45] o a [50](22.4.13,
remark). Infine la (d) seque essenzialmente dalla (e) e dal Teorema 4(d}, men
tre la (e) mostra che gli operatori p-integrali e assolutamente p-sommanti stan
no nella stessa relazione degli operatori p-nucleari e quasi-p-nucleari. Ci0

motivera una delle procedure che saranno discusse al §6,

Per le dimostrazioni rimandiamo a [28](8§ 19.7, 20.5 e 19.6.6).
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4 - Operatori p- fattorizzabili (1 < p < =) e operatori di Hilbert.

Considerando gli operatori introdotti nei paragrafi precedenti, si nota
immediatamente una caratteristica comune e cioé che tutti sono caratterizzati
per mezzo di opportune fattorizzazioni del tipo "> P o C(K) = L. Iso
lando questo aspetto, possiamo aliora definire p-fattenizzabife (1 < p £ =)
un operatore T e %(E,F) per i1 gquale esistono operatori S eé?(E,Lp(X,u)) e
R e2(LP(X,u),F") tali che

ove jF 2, come al solito, 1'isometria canonica di F in F". Qui (X,H) & un
opportuno spazio dotato di misura, che possiamo sempre assumere positiva.
Ovviamente, gli operatori «-fattorizabili non sono altro che g1i operatori w-in
tegrali. Denotiamo con ﬁfp(E,F) L' insdieme di tutti gli operatoni p-4attonizza-
bif{ da E a F. Ponendo

kp(T) = inf !R]| S| .

o

ove 1'estremo inferiore & preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (13), ot-

teniamo una norma su nyg(E,F). Per quanto detto sopra,(g;,km) = Cf;,lm).

-

Osserviamo inoltre che T ecg% se e splo se T ammette una fattorizzazione
del tipo (13) attraverso uno spazio di Hilbert. E' per questo che un tale opera-

tore T & detto operatore di Hilbent e la classe &PZ si denota anche con  # .

TEOREMA 8 - (a) Lg;,xp ) ¢ un Lideafe normato completo.

b £ ¢ ¥ o x <1 g .
(b) e gy e gL e g

(¢) Te éfm(E,F) se ¢ solo se esdstone un compatto K e operaterd

S e X(E,C(K)),R e L(C(K),F") tali da aveasd

JFT = RS,

(d) T e:fz(E,F) s¢ ¢ 8000 se esistono une spazic di Hilbent H e operatorni
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S e L(E,H),R e #(H,F) zali che

T = RS.

(e) Se 1< p <o, ;fp(H,H) =% (H,H) pern ogni spazio di Hilbert H.

La (a) & di facile verifica, per la (b) basta confrontare le fattorizzazio-

ni (12) e (13), la (c) segue dall'identita ¥ = .£ e dalla definizione di

bperatori p-integrali, mentre la (d) si stabilisce con una dimostrazione simi-
le a quella del Teorema 11(a) del §II.6 (cf. anche 1'Osservazione 1 del §2).
Infine la (e) proviene dalla fattorizzazione attraverso LP degli spazi a dimen
sione finita 2; (cf. [50], §§ 19.3 e 22.1).

Lo studio sistematico degli operatori in ﬁgg fu intrapreso in [37],[33] e[40].

5 - Controesempi alla proprietd di approssimazione e loro conseguenze.

Riprendiamo adesso i1 problema dell‘'approssimazione trattato nei §§II1.4 e
11.5. Nel 1973 Enflo [10] pubblicd i1 suc famoso controesempio alla proprietd
di approssimazione mostrando che esiste un sottospazio chiuso di ¢, senza
la proprietd di approssimazione, con questo risolvendo negativamente i1 pro-
blema (P6) e quindi anche i1 problema della base (P5) (cf. §I.6) e i1 relazio
nato problema dell'approssimazione metrica (cioé se tutti gli spazi di Banach

hanno la proprieta dell'approssimazione metrica, cf. § I1.5).

Successivamente, vari autori hanno migliorato 1'esempio di Enflo mostrando
che anche gli spazi Fid (1 <p <=, p# 2) contengono sottospazi senza la pro#
prieta di approssimazione, mentre Figiel e Johnson [11], sempre nel 1973, riu
scivano a dimostrare 1'esistenza di spazi di Banach aventi la proprieta del-
1'approssimazione ma non quella dell'approssimazione metrica. Per i dettagli,

cf. [381(vol. I, § 2de p. 42, vol. II, pp. 107-111).

In base ai Teoremi 8 e 9 del §I1.4 T'esistenza di uno spazio di Banach E sen

za fa proprietd di approssdimazione ha le sequenti notevolissime conseguenze.
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1) L'applicazione X : E' BE » L(E,E) non & indettiva e quindi anche il

problema (P7) del §II.1 & risolto negativamente.

2) Le nomme 1 e vy non coineddone su E' @ E, e quindd La traccda non

pud essene estesa a UW;(E,E). In altre parole, esiste T E=4&(E,E) per il quale

la traccia non pud essere definita.

3) Esdste un cperatore T e'ﬁq(co,co) con T2 = 0 ¢ tr(T) = 1. Per un tale

T gli autovalori sono evidentemente tutti nulli, quindi la traccia spettrale e
nulla e non pud ovviamente coincidere con tr(T). Pertanto anche i1 problema

{P4) del §1.2 & risolto negativamente per i1 caso degli spazi di Banach.

4) L'operatore T di cud al punte 3) pud esserne scedto come una matrice

A = ((akn)} i scaland tale che Az = 0, per egnd k xisuwlta a N # 0 s0lo pen

k
un numere fndto di velerd don e

18

(max |a n{)p o per ognd p > %—'

k=1 k

Osserviamo che in tale disuguaglianza non pud prendersi p 5_% perché al-

11t

Tora 1'operatore T apparterrebbe ad e quindi la sua traccia coincide-

A
2/3
rebbe con la traccia spettrale, per il Teorema 13(b) del §II.7.

Infine, dal fatto che esiste unc spazio di Banach F per cui #(F,E) ;JVIF,E)
deduciamo il seguente fondamentale

TEOREMA 9 - % § .

Ricordiamo che @ @& la classe (%, i| Il) degli operatori approssimabili
introdotti al §1. E' naturale che 1'inclusione propria asserita dal Teorema 9,

conseqguenza diretta dell'esempio di Enflo, abbia motivato uno studio intenso

della classe @ . Qui ci limiteremo a dare le sequenti proprieta.

TEOREMA 10 - (a) % 2 un Ldealfe noiamate completo ed @ A£ pii picccole ddea-

e chiwre in Y.
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(b) ;/p c?g e |l |l <a.  su q’/p per ognie p > 0.

(c) A4 c¥ e |l || < Vo AU AL per ogni 0 < p < =,

(d) Te% e e s0l0 s0 T' €% .

(e) T eX(E,F) se e s0f0 e JF—‘T e @(E,L7).

(f) T exAX(E,F) se e scbo se TQE e (L1,F).

(g) % (H,H) =4(H,H) per cgni spazic di Hilbent H.

Le proprieta (a).(b),(c) e (g) sono pill o meno evidenti. La (d) non lo &,

in quanto dovuta alle (certamente non ovvie) uguaglianze an(T) = an(T') per

ogni T e X eogni nelN (cf. [50], § 11.7.4 p. 152). Per la (e) osserviamo

che se T eA(E,F) allora JFT e%(E,Lm) =;~€(E,L°°) dal momento che L ha

la proprieta di approssimazione.Viceversa se JFT e4(E,L7), allora JFTle’[E,J:T(E)'

quindi T =90 JeT e H[E,T(E)] e, a fortiori, T e (E,F). Infine, per la
(f) notiamo che T e ¥ (LY,F) implica TQ e A(L*,F) e quindi T ex(E,F).
Viceversa se T e (E,F), allora TQE e#(LY,F) e pertanto TQE e (LY, F) (cf. 28],

Teorema 2, p. 404), dal momento che i1 duale L di L1 ha 1a proprieta di appros-

simazione.
Concludiame con la seguente

Osservazione - Siano E e F spazi di Banach tali che né E' né F hanno 1a pro-
prietd di approssimazione metrica, ma F ha la proprietd di approssimazione

(cf. [11]). I1 Teorema 10 del §I1.5 ci dice allora che 1'applicazione

L

X :E'BF -+ E-—ﬂ(&ﬂr’»ﬂ, che & iniettiva,non e isometrica e cid implica che
T A (E,F),v.] non & un sottospazio normato di [ £ (E,F),1. 1 , in virtu del-
. 1 - 1

1'0Osservazione 1 del §II.5.

Inoltre, in [11] Figiel e Johnson stabiliscono 1'esistenza di un operatore
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T en4q tale che T e-*i (cf. 1'0sservazione 2 del §II.2).

6 - Procedure.

Questo paragrafo & dedicato alla costruzione di nuovi ideali di operatori
a partire da ideali dati. Non enumereremo tutti i metodi in esistenza,ma so-

1o 1 pil significativi. Una regola

ro F o> v¢r

_ . r o .
che definisce un nuovo ideale # per ogni ideale .# & chiamata procedu-

ra Menzioniamo due proprietd speciali delle quali godono molte procedure.

. r r
Monotondia se 4 c%, allora 4 ¢ %y

Idempotenza (ﬂr)r = 4 per ogni . #

Motivati dai Teoremi 7 e 8 del §I.5, dalle definizioni del §II.6 e, pil
in generale, dalle definizioni del §3 e dai Teoremi 7(e), 9 e 10, studieremo
Te seguenti procedure: chiwswra, duale, inLetfiva e surgettiva. Per il resto
di questa Parte III invitiamo il lettore a tener presene per sua comodita

la Tabella degli Ideali (considerati in questo testo) che abbiamo riportato a
pp. 82-83.
1) Chiusura

Sia .# un ideale di operatori. Un operatore T e .2’ (E,F) tra spazi di Ba-

nach appartiene alla chiusura 7 se TeJJE,F) in  L(E,F).
E' chiaro che 4 & un {deafe di operatori e che La regola
c : 7 -~ g

¢ una procedura monotona e <dempotente. Naturalmente, un ideale # & chiuso se

e solo se F =4 . La chiusura & la pil antica delle procedure ed abbiamo il
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seguente

TEOREMA 11 - (a) GEL ideali g .y¥s W sono chiusd.

y :‘,;‘z'z'l = - ..—_f/' .
(b) ‘s:jp # o= D 40 G

(d) #(\) = f; =% =% pern spazi di Hilbert.

Per la (a) osserviamo che % & chiuso per definizione ed & i1 pil piccolo
ideale chiuso, mentre X, ¥ e ¥  sono chiusi per il Teorema 7 del §I.5.

(b) e (d) seguono dal fatto che gli ideali in gquestione contengono # e sono

contenuti in % , mentre la (¢, segue dal Teorema 6.

2) Duale
Sia # un ideale di operatori. Un operatore T e%(E,F) appartiene al dua--
d d
le f se T'e F(F',E'). J & un ideale di operatorni e  La regola
d: ¢ - gd

¢ una procedura monotona. Si noti che tale procedura non & Ldempotente perché,

in generale, ¥ ¢ Lﬂd)d nen sone comparablfl. Infatti, per quanto detto alla

1 con T' ecﬁ{. Ne segue,

per i1 Teorema 3{(c) del §II1.2, che y S hr? . Maallora A4 chdd

fine dell'Osservazione del §5, vi sono operatori T ¢ A

1 -
1 ; per la mo

notonia e quindi ,45 gm#?d . D'altra parte, se X & 1'ideale degli operatori

T eZ(E,F) con T(E) separabile, & chiaro che de ; ¥ (ed infatti 1'iden-

tita di ¢, 0 £1 appartiene a X ma non a xdd). Un ideale .# & detto simmetnd
co se F= 4,

TEOREMA 12 - T seguentl Ldeali scno .54'mne,t';.{fcxf:.;¢p TGt 2y FHNY, A A

.1,

. . . d . o .
Si noti che, in generale, ¥ e ¢ sono ‘incomparabili come mostra il

: . 1 . .
sequente esempio. E' ben noto che in 2 ogni successione debolmente convergen-
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te @ anche fortemente convergente, ma cid non & vero in ¢, © quindi anche in
o . . .0 . . )
£ . Ne segue che 1'identita di £ appartiene a ¥ ma non a 1’d, men -

tre 1'identita di cO appartiene a w”d ma non a v

2) Iniettiva

Sia .# un ideale di operatori. Un operatore T e-Z(E,F) appartiene all'.in-

viluppo indettdvo v se JFT eJ(E,Lm). F' 3 un ideale di operatori, ovvia-

mente contenente 4, e fa negola
icg - A

. C s . . i
¢ una procedura monctona e Ldempotente. # si dice indeftive se # =5
TEOREMA 13 - (a) 1 seguentd Ldeall sono iniziiivi:éF,%ﬁﬁﬁ,?h, 6%,,2p,%3 W .

(v) &1 =K, # -2 (1< <), 1; =2 (1<p <.

L'infettivitd di ciascuno degli ideali-#, #.,%, N ¥sW B0 evidente, o ben
nota oppure facile a dimostrarsi. Le due ultime uguaglianze nella (b) seguono
dalle definizioni e quindi implicano 1'iniettivita di f% € &b, essendo
tale procedura idempotente. Infine, dalla ¥ c.¥ segue gyT cA mentre 1'in
clusione opposta deriva dal fatto che ogni spazio L ha la proprieta di appros

simazione.
4} Surgettiva

Sia .4 un ideale di operatori. Un operatore T e.% (E,F) appartiene al-

S

1" inviluppo surgetidivo 27 se TQ[__ e,ﬁ(L1,E). FZ & un ddeale di operatond,

ovviamente contenente ¥, e fLa hegofa

I

wr
a

) , , . Y s
2 una procedwrta monotond e &danpotanta.-y si dice surgetiivo se g= 97 .
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TEOREMA 14 - (a) GEL Adeald SF,;f,%V,/ib,vi" soene sdungetltivd,
(b) % =%, y° =¥

La (a) & ben nota eccetto per # , per il quale segue dal Teorema 13(a)
e dal Teorema 15 pil in basso.Chiaramente G s ¢ ¥, mentre 1'inclusione op-
posta segue dal fatto che il duale di L1 ha Ta proprieta di approssimazione.
Infine 1'inclusione < c¥° pud essere stabilita notando che, se T e%(E,F),
allora E pud essere rappresentato come il quoziente di uno spazio £1Gﬂ) (ove
/A & un insieme opportuno di indici) e per quest'ultime spazio 1'identitd ap-

partiene a ¥ , come osservato subito dopo i1 Teorema 12.

Ovviamente le procedure 3) e 4) non hanno senso per gli ideali hilbertiani

F X e ..(f,
(X) 5

Concludiamo questo paragrafo notando che iniettivitd e surgettivita sono

proprietd duali, dal momento che vale i1 seguente
TEOREMA 15 - Pen ognd «deale £  nisulia

<1s si 'ﬂds =K}1d ‘ﬁd1 c ui51

L' inclusione a destra potende essere propria. Ne segue che se ¥ 8 indettdvo
: . d . ) . s
(nisp. surgettivo), allera 97 & surgettdivo (nisp. indettive) e che, pertan

20, Aindettivditd e surgettlvultd sono equivalentd per ognid Ldeafe simmeinico.

7 - Relazioni tra ideali.

I vari teoremi che abbiamo riportato sugli ideali qui trattati meostranc che
esistono molte relazioni di inclusione tra questi ideali. Per comodita del let
tore illustriamo queste relazioni nella Tabella delle Inclusioni riportata a
p. 84 ove le frecce indicano inclusione. Ci sembra dovéroso, a questo pro-

posito, fare un certo numerc di osservazioni, specialmente a proposito delle
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inclusioni pill significative o sorprendenti. Con riferimento alla Tabella

delle Inclusioni procederemo dall'alto verso il basso.

Ossenvazdione 1 - Tutte Le dnclusiond sono proprie, in generale: cid & eviden

te per la maggior parte di esse, mentre per le restanti daremo esempi in sequi-
to.

Ossenvazione 2 - Per ognd Ldeale # e numeni reald 0 < s <t <= sl ha

U% c i, L' inclusione essendo propria. Cid & di facile verifica eccetto per
2 e £ (1 <s <), Ora il caso di # segue da quello di ii (Teorema
7(e)) e per quest'ultimo si pud dimestrare che 1'injezione canonica

C(

K) - Lt(K,p) (1 <t <), che appartiene a 3i per 1'Osservazione 2 del §2,

non appartiene a nessun ideale 32 con 1 <s <t (cf., per esempio, [27] ,
Exercise 2.E.3 p. 123).

Osservazicne 3 - Le inclusioni, e i1 fatto di essere proprie, sono tutte o
evidenti, o consequenza dei teoremi enunciati e delle osservazioni fatte,

con eccezione forse delle sequenti: u¢; +‘w; per 0 < r <1 e

1-r

2 » P, 4 > # peri<s <= Ora, abbiamo gia vistoche £ c ¥ e
s s s 5 - 5 s
Qq o %?; d'altra parte Ta prima inclusione & ovviamente propria perché 1'identi-

ta IS di LS appartiene a 69; ma certo ron a =€ (che altrimenti Is = IE

sarebbe nucleare per i1 Teorema 7(d) del §I1.3, quindi compatta e percid L
avrebbe dimensione finita), mentre la seconda lo & perché 1'iniezione canonica

C(x) » LS(K,u) appartiene a 3: ma non a js dal momente che non & compat-

ta (ricordiamo che ﬂs c N per ogni s).

Mostriamo ora che .1; c per 0 <r < 1. S Te ~‘}(E,F) allora
T-r
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X ! ] r
Tx = k§1 gk<x,xk>yk con (xk) c BE" (yk) c BF e (gk) e £ . Supponendo la

successione (gk) non negativa e non crescente, cosa che possiamo sempre fare,

abbiamo (cf.§1)

T ' | K
2, (1) ﬁi‘e‘BE leln B Xy i <2 &
-4 1-?" Iy 1 r ] ]
b & S &g e 1l

P

e quindi (an(T)) e 2 1-r , cioé Te .ﬁ; e LA; c ;ﬁ? . Per vedere che

-r 1-r

1'inclusione & propria basta considerare il caso degli spazi di Hilbert, nel

quale abbiamo, dato che ~I¥-> r, </ = & ¥ o= A per il Teo-
1-r r r :? r r

T-r 1-r
rema 1{e) e i1 Teorema 12 del §II.7.
Infine, #; ¢4 ma N ¢ (1 <p <) poiche »4”1"(?,21) ¢~os/p(£°°,£1)
(1 < p < «): basta considerare, come nell'Osservazione 5 pit in basso, un

operatore diagonale DE : £m -+ 21 tale che (En)e=£1 ma la successione

(an(DE)) nella (14) non appartenga a nessun 7 con p <

Osservazione 4 - Non & stranc che 32 ¢~ﬁ2 dato che 7 contiene opera-

“

tori non compatti.Quelloche pud forse sorprendere 2 che pure ‘@E ¢ 32, dal mo-

mento che ’gE contiene solo operatori compatti in un senso molto "forte".

Un esempio di operatore in rﬁ@ ma non in :3% & fornito dall'operatore dia-
1 .
gonale Dr :if(ﬁz,z ) definito da

D (n ) = (En nn)

1
ove £ - [n Tog (n+1) ] . Infatti abbiamo
] J
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oo oo _ %

2

2,0 < sup B gy Il < (2, g
(n JeB .,
n £

e quindi
F.a(D)2< I, T €2= 7% 5 £2 = T KE2 < w
n=1 YNtV S nE1 kER Ok T KET nE1 Sk T okE1 Sk

D'altra parte, se fosse anche Dgefg allora, dal momento che 1'iniezione canoni-

ca J :21 -+ £2 appartiene a 42, si avrebbe ng & 3% ° 9; c.A? (per il
Teorema 18(i) del prossimo paragrafo), cioé DE e.ii come operatore £1 -+ 21.
Ma non @ difficile vedere che un operatore diagonale Dg eé?(£1,£1) & nuclea-

re se e solo se (En) e 21, i1 che non & vero per la successione (gn) conside-

rata.

Osservazione 5 - Quest'ultima osservazione & forse la pil importante. I
Teorema 13(b) del §II.7 e i1 Teorema 2,relativi alla traccia, invitano a con-

frontare gli ideali 44é/3 e ¢ga per vedere se 1'un  teorema non possa

dedursi dall'altro. Cid non & i1 caso perché gli ideali V#é/a e cﬂﬁ non so-

no comparabili, come procediamo a mostrare. Intanto non & difficile far vedere

1,31) appartiene a ‘zq se e solo se

appartiene a A, e quindi se e solo se (En) e £1. Basta pertanto prendere

1
(En) in 21 ma non in 22/3

che un operatore diagonale DE e (2

per ottenere un operatore in ﬁ% e non in JV2/3.

. co 1 . . .
Inversamente, sia D_ : £ - 2 1'operatore diagonale associato alla successio-

£
ne Eo= [n% 1og(n+1)]—3 . Poiché (£ ) e £2/3, abbiamo D_ e.# . D'altra
n n £ 2/3

parte (ma cid & tutt’ altro che immediato), si ha

(14) an(Dg’ = ZLn &y per ogni n e N ,
quindi

2 a0)-% Fe = 5 ke = Tk Togo(ke)] T = 4w

n=1 n £ n=1 k=n"k k=1 ko k=1 -
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e pertanto Dg ﬁ&f1

Resta cosi stabilita 1'incomparabilitd degli ideali !wq e _¢2/3. Pos-

siamo solo dire che entrambi sono propriamente contenuti in ‘W%’ per le Os-
servazioni 2 e 3,

8 - Teoremi di moltiplicazicne

Per finire, consideriamo brevemente alcuni esempi tra i pil significativi
dei cosiddetti "Teoremi di moltiplicazione", cioé delle relazioni che si ot
tengono quando si compongono due operatori appartenenti allo stesso ideale o

a ideali diversi.

Cominciamo col definire idempotente ogni ideale # per il quale si abbia
-fz =4 . Ovviamente risulta sempre 2% c.# e quindi per dimostrare

1'idempotenza di un ideale ¥ basta far vedere che Fc ~72.
Sussiste il seguente

TEOREMA 16 - GUL Ldealdl F,¢, %%, ;ﬁp ,16,1{ sonce Ldempotent.d, mentre gli

aktni non Lo sono (ma F(X) Lo & pen centd spazi  A).

Infatti, supponiamo per cominciare che T e F(E,F). Allora dimT(E) < = e
quindi 1'iniezione canonica I : T(E) ~ F appartiene a %(T(E),F). Denotando
con T0 1'operatore T pensato come operatore da E a T(E), risulta allora
T eF(ET(E)) e T=IT. Dunque Fc7° .

L'idempotenza di =46 segue dal Teorema 14(d) del §I1.7 e dal fatto che ogni
successione in s pud scriversi come i1 prodotto di due successioni in s men-
tre # & idempotente perché entrambi gli operatori che intervengono nella fat-

torizzazione del Teorema 8(d) appartengono a

Per w osserviamo che T e w (E,F) se e sofamente se T = RS, con S e¥(E,G)

e R e (G6,F), G essende une spazic di Banach niflessive [6].
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Ma allora S e W(EG) , Re % (G,F) e quindi W C #'2.
L'idempotenza di ¥ segue dal ben noto fatto che per ogni sottoinsieme
compatto A di uno spazio di Banach F pud trovarsi un insieme compatto e as-
solutamente convesso B ¢ F  tale che A sia sottoinsieme compatto dello

spazio di Banach FB generato da B.

Passiamo adesso ad ﬁ%. Usando 1a definizione, dato T eifb(E,F) per la

(13) abbiamo jFT = RS, con S eﬁf(E,Lp), R e:?(Lp,F”) e jF 1"isometria cano-

nica di F in F". Sia Iq 1'identita di Lp. Siccome, ovviamente Ip € :!L,
r

abbiamo S = 1S e;?}. Sia poi RO la restrizione di R alla chiusura S(E)

in LP. Evidentemente Ro e £(S(E),F) e esiste R e;f(Lp,F”) tale che

jF.R0 = R, Denotando con IO 1'iniezione canonica di S(E) in Lp, ne segue

allora che jFR REO e quindi che R0 e:fh. Dunque T = RS = ROS e£Z§ .

O:
Infine, per ¥ procediamo come segue. Dato T e%(E,F) e ¢ » 0, sia

(Tn) ¢ #(L£,F) wuna successione di operatori tali da aversi

—
i

HMg
—
™

R

i I =\ il
T < Cee) T

1 'n nk1

Si.scelgano allora operatori Sn eEF(E,Gn) e Rn e 37(GF,F) tali che

.
. o= = 1T 12 i spazi di -
T Rnsn e HRnl1 ||Sn[* tITni‘ , ove i Gn sono spazi di Banach opportu
ni. Sia
r.‘-nz’ - . , "o T o 2 3% ol
G =1 &Gn) = {(xn) tx €6 e ]Kxn)|l-( nélllxn!!G )¢ < »)

n
e siano Jn e Qn rispettivamente 1'iniezione canonica Gn + G e la proiezio-

ne canonica G A-Gn. Ponendo
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risulta

RI= Us = GEy 1T, 1D < e gt

1
Inoltre S e¥4(E,G), R e 4(G,F) e finalmente, T = RS e?@z(E,F).

E' bene notare che gli ideali hilbertiani.#()\) sono idempotenti solo per
certi spazi A di successioni (cioé per spazi x tali che X = AZ), mentre
il fatto che i rimanenti ideali non sianc idempotenti sara conseguenza pil

o meno ovvia dei teoremi che daremo in seguito.

Veniamo adesso ad alcuni teoremi notevoli di moitiplicazione per i quali

rinviamo i1 lettore a [50] (sebbene gui i risultati siano sparsi un po' ovun-

que).
1 1
TEOREMA 17 - (a) & cf = o/ , —+—=—, 0 <p, %
A Pa <
(b) J% 0 ;% c ~i . %—+ %—= %-i 1, 1 <p, g
(c) S0 e, T<pLriqgle
. 1 1 1
(d) <45 0 Aq CAL E—+ Pl <1, 1<p,g<w
. , 1
(e} % 0% C{’"ﬁw%““ih 1<p.g<e
. S 1 1 1
(f) 2y 02,2, ooy £ 1 <Pl
_ : 1 1 i
>4l (":,_()( - e = — o0
(9) .g 0 “% « 5t 3 it 0 <p.g¥<
TEOREMA® 18 - (a) o 3} o 3% .
. . ) ; 1 1 1
F oA =4 F oP = | 4 —= -
(b) s q Loe ,% 0 . - + 37 <1, 1 <p, gl



d
(d) & op c#, 1<p<o.
) ; Pp 0 <p

T 1 1
1 s , ﬂ / —_— _— = — co
(e) po/,&o,tq,1o CJY"erq riT’ 1 <p, g«
(f) Z 0o L cuy, PoA c ¥ e 2o J”c-i’,l+l=l<1,
P q r-p q r P q rp q r -

1 <p, q <o,

? /"/) = :.5;0 'Y :’1’
(9) p © q r 0 2

&P we A
(h) 5 O # ) -

(1) //’2 c,;t-'1' N -912, ma 3’7’2 ¢ %;’) (0 <p<2).

(1) Y ow=x% o %/g W oot =w NV .

I /, ) ”, . . s ’-g N o .
(m) # o ¢1 Yy pnﬂop¢¢p (1 < p < =)

n) #o # ? ., 1 <p< =,
(n) 0 b p

Le dimostrazioni di quasi tutti i risultati enunciati nei due teoremi pre-
cendenti sono estremamente tecniche e pertanto qui c¢i Timiteremo a fare solo
alcuni commenti e a dare qualcuna delle dimostrazioni meno tecniche. Riguardo

al Teorema 18, la (a), la (i) (nella forma :?P? c-/[fi) e la uguaglianza nella

(m) sono tre famosi risultati di Grothendieck, ciascuno dei quali & conosciu-

to con il nome di "Teorema Fondamentale di Grothendieck" (la situazione fa un

po' pensare a Weierstrass!). La prima parte della (m) era gia stata menziona-
ta (Teorema 7(d) del §I1.3), mentre 1'inclusione ;’/’2 o 11 era stata essen-

zialmente dimostrata, seppur nella forma %’;2 ci‘v’i, nel Teorema 11{c) del §II.,6.

. 2 , .
Per vedere che si ha anche .:'/}’2 ¢/, ricordando 1'Osservazione 1 del § 2 ba
P g
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sta considerare il seguente diagramma

T T
3 Z o F LIS
S
s, 7 \\1 T
R R
2\ IRy
C(K,)) —— L C(K,) —— [
2 J ( J
2 2
74 21 . ap 2,2 _ 2 2 -
Dato che J2 e 2(C(K),L ), abbiamo J281R2 e 2(L L) 2(L L)

- 2.z i i indi T = o 3
2(L ,L7) per i Teoremi 1(e) e 4(d) e quindi 1T2 R1(J281R2)J252 elu%(E,C).

Naturalmente questo tipo di dimostrazione implica pure la (h), mentre la
(g) pud essere ottenuta nel modo seguente. In primo luogo osserviamo che i

primi tre ideali nella (g) sono contenuti in £P2 Supponiamo poi che sia-

5
no dati T, e-ﬁz(E,F) e T, e 7 (F,G) e consideriamo di nuovo i1 diagramna di

fattorizzazione di cui sopra. Dato che le iniezioni canoniche J2 apparten-
gono a % abbiamo per la (i) J.5,T.=J,S,R.J.S &=4'(E,L2)=.4”{E,£2). Poniamo

2 >0 T2 e 1 L
JZS1T2=T. Allora, per il Teorema 3(e) del §II1.2 esisteranno R e (2 ,£°),Se ¥ (E, 2 )

e un operatore diagonale DF c L 21, con (En) e 21, tali da aversi T=RD_S e quindi

E

T1T2 = R1T = R1RDCS.Ma D, e 4;(£m,£1) e Re 5ﬁ(£1,£2) =£f(£1,£2) (uguaglian-
| 5 o >

za profonda per la cui dimostrazione, di natura tecnica rimandiamo a [38]

(vol. I, pp. 69-70)); pertanto T1T2 € ?ﬁ 0 '% . Cid impTlica immediatamente

_ _ ) 2
P 0 .t1 = 4; 0 Jg =7, » per quanto detto sopra. A questo punto resta da

2 2z .. . . . .
far vedere che ,¢2 c.A e quindi, continuando nella dimostrazione, ripren-

2
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La (d) & pilu o meno da aspettarsi e non 2 troppo difficile da dimo-
strare, mentre la dimostrazione delle (b), (c¢) e (e) & abbastanza tecni
ca e di vasta portata. Per concludere, dimostriamo la (f). Per 1a (c)

del Teorema 18 abbiamo
2 mﬂ=%%E%oxm%o%o%=XthmWo%o%
cHo P otWo P oXNcHo Po Po
p q p q #
cWo PoH o9
r r r

ove abbiamo usato i Teoremi 16, 18(n) e 17(e).

9 - Problemi aperti

Terminiamo questa schematica della teoria degli operatori enumerando
alcuni problemi aperti, che possono servire da incentivo per 1o studen-

te, per lo studioso e pure per il cultore della materia.

1) 11 problema di restrizicne

Dato un ideale .#, determinare la sua componente #(H,H), H essendo

uno spazio di Hilbert.

I teoremi enunciati nel testo forniscono la soluzione per tutti gli idea

11 ivi considerati.

2) I1 problema di estensione

Dato un ideale hilbertiano J;, un ideale ./ tra spazi di Banach si chia
ma estensione di .%)seaﬂ(H,H) = J%(H,H) per ogni spazio di Hilbert H. Per
esempio, 1'ideale F{H,H) ammette una unica estensione, cioé %. Lo stes-
so & vero per < (=.#(£°)), la cui unica estensione 2 d&a. Si noti a que-

0
sto proposito che i1 problema della determinazione degli ideali hilbertiani

F()) aventi una unica estensione & stato completamente risolto di recente
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dagli autori in [42]. Ne segue che, al di fuori di tali casi, un

ideale  hilbertiano J;(H,H) possiede un'infinita (in generale)

di estensioni diverse e si tratta di determinarne almeno alcune. Per esempio,

5?(H,H) ha come estensioni ﬁﬁ,-ﬁ e LA?, mentre 5§(H,H) ha, tra le

altre, le estensioni ﬂé, J; (1<p S_m),tﬂg (1 <p <), 5% (1 <p <)

e -9p(1 < p < =). Sarebbe interessante, a questo proposito, determinare la
"migliore" estensione di 52 (ma 2 chiaro che la interpretazione del termi-
ne "migliore" 2 una profonda questione filosofica!).

3) I1 problema delle estensioni particolari

Tale problema & intimamente connesso con i1 problema precedente. Dato un
ideale hilbertiano L%, si possono automaticamente formare varie estensioni
di .% a ideali tra spazi di Banach. Qui ci limiteremo ad accennare alle due
pil importanti.

Un operatore Te% (E,F) appartiene alla esfensdione superione .ﬁzuD di gﬂ5
se RTSeng(H,H) per tutti gli Se¥'(H,E) e Re.Z(F,H) (come al solito,qui prendia

mo lo stesso spazio di Hilbert H, di accordo con 1'Osservazione del §I1.3).

Un operatore T e (E,F) appartiene alla estensione inferiore .anf di

%, se esistono uno spazio di Hilbert H e operatori S e(E,H), T0 € =f)(H,H)

e Re L (H,F) taliche T = RTOS.

Abbiamo allora i1 seguente semplicissimo.

TEOREMA 19 - tfzuD e ,ﬁqnf sono ndlspettivamente La pdii grande e £a

pdil piccola estensione dd U%

Cid significa che se .4 & una qualungue estensione di n%, allora risulta

inf sup

necessariamente ”¢o c . c Lﬂo , come il lettore non avra alcuna diffi-



colta a provare.

Dato allora un ideale hilbertiano J%, sorge il problema di
determinare le sue estensioni "privilegiate” (¢ZUp e .ﬂ;nf . E' bene ri

cordare che bg ammette un'unica estensione, cioé -4;, e che le esten-

sioni superiore e inferiore degli ideali di von Neumann 55 (1 <p<w)

sono tutte determinate, benché non rientrino tra gli ideali considerati

in questo testo(infatti,ﬁ‘gnf = AN ) e .9§UP = ? Per dare

(p,;f,?

(p,2,2) °

un'idea della difficolta del problema ci limitiamo a osservare che

s ¢ Y GAHGYGLT .

Infatti, & chiaro che L/;nf ce. Ma 1'estensione inferiore & inietti-

va e surgettiva ([50], p.219), mentre % non lo & (Teoremi 13 e 14) e cid
prova la prima inclusione propria. Le altre sono gia state dimostrate eccet-
to 1'ultima. Ora, se Te v (E,F) e S e.Z(H,E), Re¥(F,H), allora, essen
do S € #(H,E), risulta TS e H(H,F) per i1 Teorema 18{1) e quindi

RTS & #(H,H) = “(H,H), cioé Te 5ﬁiuD. Dunque v ¢ S’ZUD . D'altra
parte, sia Ip T'identita di £° per 1 < p <2 (risp. 2 < p < =) e sianc

S eﬁf(ﬂz,ﬁp), R eriﬂ(ﬂp,ﬂz). Per un risultato di H.R. Pitt, S ey#(ﬂz,ﬂp)
(risp. R eﬁf(zp,ﬁ') e quindi RIpS ea%’(iz,ﬂz) = (£2,£2), cioé
sup - T .Sup

I e ¥ . Mal ¥ e quindi ¥ S .
p co p¢ q ; g T

4) I1 problema delle procedure

Considerata una qualsiasi delle procedure delineate al §6 si pone i1

problema di determinare (se possibile pil o meno “intrinsecamente") il nuo-
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vo ideale da essa generato. Con questo intendiamo porre il problema di
determinare, a partire da un dato ideale # , gli ideali .ﬁ;.fd,.fi e
5, Naturalmente, dato che le varie procedure non sono commutative. in
generale, tale problema pud essere allargato a quello di determinare, per
un dato ideale ¢ , ideali della forma (((.# )d)i)S ecc., e da qui la
possibilita di infinite tesi tendenti ad accertare fantasmagoriche relazioni
di appartenenza © fattorizzazione. Rincarando la dose, notiamo che Te quat-
tro procedure a cui abbiamo accennato nel §6 non esauriscono le procedure

conosciute, né tanto meno quelie che possono essere inventate. Dunque, ¢i so-
no dei problemi reali, mentre si possono inventare molti di pil problemi fittizi.

5) 11 problema delle scale

I Teoremi 17 e 18 suggeriscono i1 cosiddetto "problema delle scale", cioé
il problema di investigare le relazioni di composizione e inclusione tra idea
11 di operatori appartenenti alla stessa scala (p.e. 'g,uvh, é@ ecc.) o a
scale differenti, e di stabilire se le eventuali inclusioni siano proprie o
meno. Tale problema comprende, in particolare, il "problema del prodotto",
cicé i1 problema di determinare (pili o meno esattamente) 1'ideale Zo%¥

a partire da due ideali dati # e %

]

Osservazione - Per i problemi 1),2)e 5) si hanno gid moltissimi risultati
che danno risposte per la maggior parte degli ideali di interesse ( non colo

per quelli qui considerati).

A nostro parere, i problemi 1) e 2) sono fondamentali. I1 3) & importante
{perché permette di controllare i1 2) in qualche modo), ma piuttosto "sfug-
gente" e forse addirittura intrattabile in alcuni casi e cid vale pure per

i problemi 4) e 5).
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TABELLA DEGLI

IDEALI

Definizione Fattorizzazione
) ... (0<p<t T
operatori p-approssimabili ;E— ) E ———»F
S i Ir
ffL—B—*'Kl
£
operatori di rango finito
operatori approssimabili
. PR T
operatori di Hilbert ===z E =i
AYA
H
. . T j
operatori p~integrali mem> E — F L F"

operatori compatti

operatori p-fattorizzabili

operatori p-nucleari

C(K),Lw(K,p)—voLp(K,U)

J
“,p
(mme> E —= F  3E. pn
AN /R
L® (X, 1)
T
€ ) JOE e

operatori fortemente nucleari <===> ot T

Componente su H

54
P

. (0<pg=)

N

F
(1<p<=)
F
1)

i

(p

A

&

(1<p<ee)

N

(1<p<=)

S

(0<p<t)
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J
. . T F o0
operatorl assolutamente p-sommanti <=m=> E — F —e [,

s | /' ®

CK) —= LP e,
P

o

. . ; T J
operatoril quasi nucleari <==> E —= F Ko
R

s |
£m D—--> f.p
£ (c se p=w)
o

operatori completamente continui

operatori debolmente compatti <mee> E -— F

o

(1<p<=)

(1<p<=)

&



TABELLA DELLE INCLUSIONI

F
|
N
0
|
N4
r
/ l
& b v e
1~x
\ |
H,
/ ‘
'% D f1“’"""?/’1 — 2
| | |
L — g 7 2q -~ A
/ |
H = L e =P 2, = 4
| l
o o - Np —— : ;;
\ | J/
P o g{) —— A = 2.
‘ﬂmx ym \ /
W on
\
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