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I - LA TEORIA CLASSICA.

Introduzione

Lo scopo di questa prima parte è di tratteggiare brevemente lo sviluppo

della teoria classica degl i operatori, cioé di quella parte della teoria de

gli operatori che precede l'avvento di Grothendieck. Così, dalla nascita del

la teoria agli inizi del secolo ad opera di Fredholm, che non a caso coinci-

de con la nascita dell 'Analisi Funzionale, si procede, attraverso i lavori di

Hilbert, Schmidt, Lebesgue e Fréchet, verso una formulazione precisa di una

"teoria" degli operatori che si concretizza nei lavori di F. Riesz e, sopra!

tutto, Banach. Emergono così gl i opel"atori "classici", cioé gl i operatori di

Hilbert-Schmidt, compatti, debolmente compatti e completamente continui.

principi motori della teoria, oltre naturalmente al principio primario di

"risolvere equazioni", sono chiar'amente individuati nel pILobtema dilla bLac.

c..w. E nel (più recente) ~)/wbeema dde'appILOM,i.maz,{.one di Banach, fino a giu~

gere, attraverso l'algebra di Calkin, ad erigere lo scenario nel quale si

svilupperà poi la teoria moderna degl i operatori, basata sul lavoro di Gro

thendieck e sull 'uso sistematico del concetto di "ideale" da parte di Pietsch.

Il lettore potrà consultare

in questa prima parte.

trattati [7] e [9J per 91 i argomenti esposti
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1 - Nascita dell' Ana l i s i Funzi ona l e.

Sebbene i processi di derivazione e integrazione possano essere conside

rati corre operazioni definite su classi di funzioni, fino alla fine del se

colo scorso questo punto di vista venne usato essenzialmente solo per conv~

nienza di notazione. Ricordiamo che fu Pincherle (cf. [52J, vol. I, p.92-141),

nel 1886, il primo matematico a insistere sul fatto che una funzione dovrebbe

essere considerata come un "punto" in un qualche insieme e ad usare una nota

zione operatoriale per l'applicazione che associa, ad un funzione olomorfa

~, la funzione

s ~ fA(s,t)~(t)dt

r

ove l" è una curva nel dominio di olomorfia di ~ e la funzione A è 010

morfa. Questo primo accenno all 'Anal isi Funzionale fu imn-ediatamente persegu.2.

to da Volterra nel 1887 (cf. [63J, vol. I, p. 294-314)) con le sue "funzioni

di linee", arrivando poi, nel 1896 (cf. ~63], val. Il, p. 216-262) al concet

to generale di ciò che Hilbert chiamerà in seguito "equazione integrale del

seconao tipo",

t
<p(t) - ( S (s,t).p(s)ds = f(t) ,

~ o
a

nella funzione incognita ç, (cf. anche (621).

Fu però con l'inizio del secolo che incominciò a svilupparsi nell 'Analisi

quella tendenza astratta che si è poi evoluta in quella che oggi è conosciu

ta come l 'Anal isi Funzionale. Infatti, tra il 1900 e il 1910 si verificò una

improvvisa cristall inazione di tutte le idee e rretodi che si erano accumula

ti nell 'Analisi durante il XIX secolo. Questo fu dovuto essenzialmente alla

pubbl icazione di quattro lavori fondamental i:

(i) L'articolo di Fredholm [15J del 1903 sulle equazioni integrali;

(ii) La tesi di Lebesgue [35J del 1904 sull 'integrazione;

(iii) L'articolo di Hilbert [26J del 1906 sulla teoria spettrale;
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(iv) La tesi di Fréchet 1-13l del 1906 sugli spazi metrici.

L'articolo di Fredholm, ispirato dal lavoro di Volterra, inizia la teo

ria delle equazioni integrali e può essere considerato come la sorgente di

tutti i successivi sviluppi della teoria spettrale. Il suo effetto sul mon

do matematico fu profondo e, d'improvviso, la teoria delle equazioni inte-

grali divenne uno tra gli argomenti favoriti degli analisti. Uno dei più at

tivi assertori della nuova teoria fu David Hilbert che, tra il 1904 e il

1906, pubbl icò sei lavori sulle equazi oni integral i tra i qual i spicca il

lavoro [26J che può essere considerato il primo articolo scritto in Analisi

Funzionale. In esso Hilbert addirittura abbandona il punto di vista delle

equazioni integrali per ritornare al concetto dei sistemi infiniti di equa

zioni lineari, comprendendo che le prime possono essere considerate come

casi speciali dei secondi. Ed è proprio in questo studio che Hilbert comin

cia a gettare le basi della teol'ia degli spazi di Hilbert e di quegli oper~

tori che saranno poi detti Op(0~Cl-tc.'1--i d.i HV'buet-Schmùi.t.

Allo stesso tempo Fréchet, nella sua famosa tesi, introduceva in Analisi

il concetto di sUwti(V1a, definendo assiomaticamente gl i .6paz.{. me;tuc.{ e fa

cendo così confluire insiellE Geometria, Topologia e Analisi. Ciò è rafforza

to anche dalla grande enfasi posta da Fréchet su tre nozioni assolutamente

fondamental i, ci oé compa.:tte.zza, COIll}J.tUe.Zza e .6 e.rar.ab.i.t.d:à , aprendo così

la possibilità di trasferire la geometria euclidea in dimensione infinita.

Ed infatti, questo è proprio ciò che viene realizzato dallo stesso Fréchet

[14] e da Schmidt [58-] nel 1908. Nell 'articolo di Schmidt troviamo la defi

nizione dello spazioe
2

, con le nozioni di prodotto scalare, norma, ortogo

nal i tà, insiemi chiusi e sottospazi vettorial i.

Questo punto di vista geometrico era già stato adottato nel 1906-1907

da Fischer [12J e F. Riesz 154J (volo I, p. 378-395) che, indipendentemente,

erano arrivati a quello che è o~Jgi conosciuto come il tr.oltema. eU Fùche,~-R.{.e.6z

e che stabilì un legame fino ad allora insospettato tra la teoria degl i spazi



- 4 -

di Hilbert e la teoria dell' integrazione. Quest'ultima, da Cauchy a Jordan

e Peano, si era evoluta in maniera completamente indipendente dalla teoria

spettrale ed è molto probabile che lo sviluppo dell 'Analisi Funzionale sa

rebbe stato considerevolmente ritardato se l'integrale di Lebesgue [35~ non

fosse fortunatamente apparso sulla scena esattamente all 'inizio del lavoro

di Hilbert sulle equazioni integral i. Con l'a iuto di questo formidabile str~

mento, Fischer e F. Riesz potevano definire lo spazio L
2

(1) su un interval

lo compatto t~, che da ora in poi possiamo supporre, per comodità, ess~

re l'intervallo [0,1], e dimostrare l 'isomorfismo tra L2(1) e .e. 2 associan

do ad ogni "funzione" feL 2(1) la successione (~n) dei suoi coefficienti di

Fourier rispetto ad un sistema ortonormale e completo. Ne conseguiva imnedia

tamente che i risul tati di Fredholm e Schmidt si potevano appl icare senza al

cun cambiamento ad operatori "integral i"

(1) (Tf)(s) = : k(s,t)f(t)dt

con JlllC eco k (s, t) e L2( j x I) .

Na la conseguenza più importante del teorema di Fischer-Riesz fu che aprì

la strada alla definizione degli 'pazi LP, dovuta a F. Riesz nel 1910

[54J (vol. I, p. 403 e pp. 441-497), e alla teoria generale degl i spazi nor-'

mati intrapresa da Helly nel 1921 [25~ e formalizzata da Banach nella sua

fondamentale monografia [21.

Sin dai tempi di Hilbert e Riesz si era notato che gli operatori integra

li definiti dalla (1) per n-ezzo di una "funzione nucleo" non esaurivano cer

to il concetto generale di operatore lineare, dal momento che nemmeno l 'ide~_

tità poteva essere espressa in tal modo. Nasce così il problema seguente:

(Pl) Vc.te'lIlÙJI([JlC q(la~.i. uPCMU:OJI..i. T POòM'IIC' eò;(:"lC Jt.apl.'~e.~l'lI.ta.t.i. da Wla

nMJlULea dee tipo (1).

Tale problema dovrà attendere fino al 1950 per avere una risposta soddi

sfacente ! (cf. 160:).
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L'articolo di Fredholm ~ià citato nel § ebbe il merito di avviare

Hilbert e la sua scuola sulla strada degli spazi di Hilbert e degli ope

ratori di Hilbert-Schmidt. Si dà il caso che tali nozioni siano stretta-

mente collegate ad un altro problema di fondamentale importanza. Per for-

mulare tale problema ricordiamo che, se

s i de f i ni sce pot-tHom.{D cMa.Uv:. i..6t-i.c.o di

A = ((a .. )) è una matrice
1J

A iì pol inomio

nxn,

e .tltacc-i.a di A il numero

(3)
n

tr(A) _ i~1 ai i

Già nel 1840 Cauchy [5J aveva dimostrato che

t
l

= tr(A) ,

il che implica, essendo ovviamente t
1

la somma degli zeri del polinomio

p(A) in (2), l 'uguagl iònza fondamentale

(4)
n

tr(A) = .L
l

dA)
l = l

ove le quantità Ài(A) sono gli autovalori di A contati secondo la loro

moltepl icità algebriche. L'espressione a secondo n-embro della (4) è comu

nemente chiamata la LWCCÙ, I>prdt!'cafe d'i A. Pertanto, nel contesto delle ma

trici, è evidente che la traccia (definita dalla (3)) è lineare, essendo la

somma degli eh'menti diagonali, e coincide con la traccia spettrale.

Denotiamo ora con [n lo spazio eucl ideo complesso ad n dimensioni

e sia T un operatore in [n. Se (Xl"" ,x
n

) è una base per' n e

Tx.
l

n
.)=~ a .. x.
J=I l,) J

(i=l, ... ,n), la matrice A = ((a .. )) si chiama una
l J
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ltapp1uuentaùoVle di T e, da quanto detto sopra, è facile dimostrare (cf. [9J,

II, pp. 1016-1017) il seguente

TEOREMA 1 - (a) La qwut.U-I:à tr(A) nOvt d.<.pende dal.ta JtappJte<leYl~taz'<'orte A

d'<' T e qU.ÙtM de6ùt.iJ.>ce ta t"-acc.i.a. tr( T) de-te' ope!ta:tolre T·

n
(b) tr(T) ; i~l Ài(T), ove.i. À. (T) Mno gu cw:tovatoM d.i

1
T

6econdote .eOltO moLtept.i.c.dà atgeblt.{che.

(d) tr(TS) ; tr(ST) ·6e S e T

Il problema 1 richiede le seguenti osservazioni.

OMe'tva:.i.ol1e 1 - (a) motiva la definizione di t·'taccia 1tm:.i.OrIa.te per la

traccia di un operatore definita per mezzo della (3) poiché mostra che ta

le traccia è un funzionale lineare in T. Per semplicità, noi continueremo

a usare il termine "traccia" per la traccia funzionale.

O<l.~e·LVaz.<..ol1e 2 - (b) n'Ostra che .ea tJta.cc.i.a di. UVi opeltato'tc coù!c.ide. COVI

fa MW .tJtace-lct -6peA:.Lta.te.. Questo sempl ice fatto, insieme all 'Osservazione 1,

è stato tenuto presente da grandi (e non tanto grandi) rmtel1\3tici sin dal

tempo di Cauchy ed ha contribuito a delineare l'evoluzione dell'Analisi Fun-

z i ona l e modern1l.

OMe/waz.{orte 3 - (c) è un' ovv'ia conseguenza di (b) rm, come vedl-emo più

tardi, le cose andranno orribilmente storte in un contesto più generale.

Il Teorema 1 si estende immediatamente 11 operatori di rango finito da

spazi lineari in dualità <E,E') a uno spazio lineare F. Infatti, se

x' e E' e y e F, si ottiene un operatore T di rango 1 ponendo

Tx <x,x' )y x e E.
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Ne segue che ogni operatore T di rango finito è dato da un'espressione

del tipo

( 5) Tx
n

'<1 <x,x :>y.,
l = l l

x eE,

ove x~ e E' e y. e F (i
1 1

l, ..... , n). Se F E, i l numero

(6 ) tr(T)
n

'<1 <y.,x~>
1 = 1 1

non dipende dalla rappresentazione finita di T: ciò è ovvio per n=l e

si estende al caso generale per l inearità. Pertanto, denotando con .'i"(E,E)

t'''-I1.o-'.eme. deg.f.-t ope.M-toJU d,,- Jtal1go 5Ùldo w E, abbiamo che la tt'accia (6)

(che è ovvian'ente la stessa del Teorema 1(a)) è un funzionale lineat'e su

.F(E,E). E' naturale allora porsi il seguente problema:

(P2) QuaLi. -topo.fcg.i.e.oi. pOf.,.!>one C.ovu,"-de7(VLe~U j"(E,E) I:'C'L te qu.a..t-'. .e.a

.t;z.ac.e.ta JtL!>u..Cu. ce'I1..tÙ1lW, e. ql[.i.I1M f.,.i e.f.,.te.llda ad W1 5u.nz.ec,l{[.fe. .Ci.

ne.aJte. e. c.on-t..illlw òut compte.tamen-tc di. j"(E,E) Jtùpe..tto a taU te-'

pofog.<.e?

Questa domanda innocente segna il corso della storia!

Nel 1909 I. Schur [59J dimostrò il seguente

TEORENA 2 - Se. A ((a .. )) è Wl{l mat>'L.i.c.e. nxn, f.,'<. ha:
1J

(7) l n
.t la .. 12

•
1 , J l J

In vista dell 'importanza che assumerà in seguito il secondo merrbro della

(7), conveniamo di porre

(8)
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Allora, se A e B sono due matrici nxn, Lalesco [34] nel 1914 mostrò

che

(9 )

Ne se9ue che, se H è uno spazio di Hilbert e T AB con A,B e.9'(H,H) si

ha

( 1O)

Lo scenario adesso è predisposto e le questioni fondamentali sono:

(P3) Qu.a€.-<: opVta:to/t-i- òu. W'IO òpaz-i-o d-i- Hil bert !teulIlO una -f/~acc-la?

(P4) Quando ./'a ,tMcc-ia d-i- Wl opVta:toJte è fu MlllIl1a degL.i au:tovM.OI<.,U

3 - Operatori di Hilbert-Schmidt

Già i lavori di Hilbert e Schmidt contenevano le idee espresse nel segue!:l,

te

TEOREMA 3 - S.ia T./'· ope,M-fo/te M L2(I) de~,in,Cto daUa (1) con 11l1Ue.O

k(s,t) e L
2

(IxI) e :tate che. k(s,t) = k(t,s). AUo!<.a;

(À (T))
n

( 11) f Ik(s,tlI 2 dsdt.
Ix I

(b) Ogni À (T) cf O ha moUepuc-Ctà 6-i-J1,{"ta e. l i m À (T)
n n

n-"'"

O òe .fa

(!.-6-<A,te w'/.a aCL ta nLLM z-Lorl,e. ~n

À (T), ccn.ta.to .;ecolrdo fa Ma mo.L.tepU,c,i.tà,
n

M T late che,
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( ~n(t) <P (t) dt
I m

o per m f n.

( 13) f k(s,t)x(s)y(t)dsdt
Ix I

= n!' Àn(T) f x(t)4I\t)dt f <p~t)y(t)dt.
I I

Applicando allora la (11), (12) e (13) si ottiene

( 14 )
1>'"); I(TQ,<p)12
n ,m I n m I

,~~~ solo, ma si riconosce poi che il valore comune di tal i serie è indipen

dente dal sistema ortogonale completo (~) scelto in L2(1), ciò che induce
'n

a dare le seguente definizione: un operatore T su uno spazio di Hilbert H

è detto opVL~tc~e d~ HdbV'..t~chmi.c'vt se esi ste un si stema ortonormale compl~

to (e : et eIA) in H tale che
o.

( 15)

Sussistono allora le seguenti caratterizzazioni, nelle quali indichiamo con

T* C'OpcA~ot',e agg.Lwtto, nel senso della teoria degli spazi di Hilbert, del

l'operatore T. (Si noti che un operatore di Hilbert-Schmidt è necessariamen

te limitato, come conseçuenza immediata della definizione, e pertanto l'ope

ratore aggiunto esiste ed è anche esso limitato).

TEOREMA 4. S (11 T Wl opVLa.tone ~u [(HO "paz~o d~ H.i.tbVLt H . Le ,egue'lt-i.

aH0~ma2.i.oH~ ,OViC equ.ivatwU:

(i) T è W1 OpcA~o/[e <li H.ubeJl..t-Schn:ùu:.

( i i ) l'e/[ og'u~ ~.i.Mc "I([ O~cJwJl.mcU.e compeeto (e

'"
,: liTe", Il' =0'2(T)'< 00

l16fJ.

( i i il re/[ due (.~.iJ.>p. pe ~ OgVi.i. copp.La d~) ~Ù.tc'Jll~ ontcmonmat~ u"J'ptc-1..L

(e", et e lA) e (fa : a e/A) ~ H .~~ fw
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E E I (T e , f ) I2 = 02 (T) <= .
Cle lA BeiA Cl B

(i v) T* è un opVtcUolLe dA. iLi i'.bVt:t-Sc.hmùU e

( v) Lo .6peU/w d~ I opVtcUOILe T*T c.oYV.'>.u...te ddi'.o zVto p.ill una ~u.c.c.M.6.i.Gl'le

(-ì. (T*T)) cL<. a.u.tovai'.o.t'<' w..<. c.he
n

2

I Àn(T*T) = 02(T) <= .
n=1

Naturalmente le uguagl ianze in (ii}-(v) sono parte delle affermazioni, co

sicché il Teorema 4 fornisce una varietà di metodi per calcolare la quantità

02(T) (per la nozione di spettro di un operatore rimandiamo al §5). E' bene

osservare che nella somma a secondo membro della (15) solo al più un numero

numerabile di termini può essere diverso da O.

Indichiamo con .~', per ragioni che saranno chiare in

degu (')Jc..~cUc.ù di. H.a.ber...t-Schlltid.t .6ll H. Si riconosce che

di Hilbert pel' il prodotto scalare

segui to, [' in~ieme.

.~~ è uno spazio

( 16) (S,T)" LA(S e ,T e )ae Cl et
se S,T e'B

2
,

ove (e ::1. e lA) è un qualsiasi sistema ortonormale completo in H. Inoltre
Cl

( 17) e

il che mostra che .'f è un'algebra di Banach per la norma "2'

Sia ora 2'(H,H) .i'.'.il'l.6.i.eme dcgU opeMtu.'t.i. e..i.mdati lo cOIL-tint~i) u( H. E'

ben noto che Y(H,H) è uno spazio di Ba.nach per la norma operatoriale
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Il T li = sup f !trxil: [!x li ~ 1} .

Indicando con §(H,H) il sottospazio di 2'(H,H) deali operatori di rango

finito, è facile verificare che sussiste il seguente

TEOREMA 5. (a).'/' è Wl J.,cUoJ.,pClz,io tÙle.Me. d-<' 2"(H,H) cOl'de.ne.YLte. ?(H,H).
Z

(b) iiT ii ~ GZ(T)

(c) Se R,T e~(H,H) e,

T e Y-: .
L

Poiché .'/(H,H) è un'algeb'ra di &nach, le proprietà (a) e (c) del Teorema 5

mostrano che ,~ è un i..acafe (bi latero) relì 'algebra Y(H,H) contenente ,ç(H,H)

(vedi anche il paragl"afo seguente).

Notiamo infine che il Teorema 4 è solo una general izzazione appal"ente del

Teorem~ 3 dal momento che ogni spazio di Hilbert è congruente (cioé unitaria
2

mente equivalente) ad uno spazio L (X ,"l pel" un opportuno spazio X dotato di

misura positiva c, e che per tale spazi si ha il seguente

TEOREI~A 6. Sia UX:J ,('(( mi,ÒllJW pltodotto Ml X"X. Un opc.'la:to~c T 611 L2(X,[,)
2

è d.l H.iJ.beA.t-Sclrnudt ,òe e. ,ò",fo M'. e,ò.l6te k e L -(XXX,~"IJ) taCe che

(Tx) (s) ( k(s,t)x(t)d~(t),

X

2
xeL (X, u) .

"2(T) = Ilk il _
L'(X.X,~xu)

Il Teorema 6 dunque non solo stabilisce una equivalenza (essenzialmente)

tra i Teoremi 3 e 4, ma anche fornisce una prima rispost'a parziale al pro-
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bl ema (P 1) de l §1.

Per le dimostrazioni dei Teoremi 4 e 5 vedi [9] (II pp. 1010-1013) o [27J

(pp. 55-59) mentY'e il Teorema:6 è un esercizio in [9J(11, p. 1083).

OMVl.vazioY1e - In questo paragrafo ci siano limitati a trattare operatori

su uno spazio di Hilbert H, ma ciò non è in realtà una restrizione. Infatti,

se è dato un operatore T: Hl -+ H
2

tra due spazi di Hilbert diversi, è suffi

ciente "ampliare" l'uno o l'altro in modo da ottenere due spazi della stessa

"dimensione hilbertiana". Ma allora tali spazi sono congruenti, quindi posso

no essere identificati e si ricade nel caso precedente. Questo punto di vi

sta verrà mantenuto in seguito ogni qual volta avremo a che fare esclusivamen

te con spazi di Hilbert.

4. Ideali di operatori

In questo paragrafo apriamo una parentesi e, anticipando idee che verranno

formalizzate solo nell 'ultima decade attravel'so il lavoro di Pietsch negì i

anni '60 (cf. [50]), intl-oduciamo la nozione astratta di ideale di operatori.

Ciò ci sarà di grandissima utilità in seguito specialmente per quanto riguar

da la ~erminologia e le notazioni.

Indichiamo con 2' fa c.fM'le d.i. "tH-tti" gU OPVl.cU:oJt.i. ~i.nea.ù Li.mi,t.a-ti. bta

,lpazi di &ulach e con 2'( E, F) r' il1J.>iell1e cii. :taLi. opeAatorvi. ddfo J.>pazio di

Banach E ateo .;pazio eLi. Bauach F. Indichiamo inol tre con !7 PCl !'>o.aocfa!.>

.se. d~ 2' c.o,;;t;.tu..{Xa dagU. operca,te'1.i. di J<al1go tl-t11.U:O .

Per ogni sottoclasse .:J dl' .sO . d f' ..~ ponlamo per e lnlZlone

.l'(E,F) El 1Ì2'(E,F).

La sottoclasse.!l' sarà detta un .i.dc.aee di ope..~.cU:oJt.i. se si verificano le

condizioni seguenti:
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(I 1) § cf .

(12) Se S, T e ,1-(E ,F), (lUOlta

(13) Se Sef(E,F), Te2'(E ,E)
o

S+Te,9'(E,F) .

e Re2'(F,F ), (LUo,~a RSTe,f(E ,F ) .
o o o

Ovviamente JF è il più piccolo ideale di operatori (2' è il più grande

ma non lo considereremo un ideale, essendo improprio).

Dato un ideale ..f , gl i insiemi jt(E,F) si chiamano le eompoYle,'!.U di

e si dice ch~(L6o se ogni cOlTponente J(E,F) è chiusa in

..'t'(E,F) per la norma operatoriale. Ovviamente ,Y; non è chiuso e come ve-

dremo il problema di determinare la "chiusura" di ,"F avrà un' importanza as-

solutamente determinante nello sviluppo della teoria.

Supponiamo che, dato un ideale ,f, esista una funzione v a valori reali

tale che, dati comunque spazi di Banach E ,E,F,F , si abbia:
o o

(01) Se x'eE', yeF e T: E -,.F è {'cpeJt(Lt('~e dc.nÙI.Lto da Tx

(x e E), ate o~a v (T) ~ iIx' Il !1y Il .

<x,x')y

(02) E<lùtc. ul1a eo.~tante c!. 1. cl1('. 11011 Cvt)Nl1de do_ E e F, ,fa{c_ c/te

,,(S+T) ~ c('O(S) + v(T)) pe.~ ogl1'_ COPPÙl S,T e,Y'(E,F).

(03) Se Re2'(F,F ), S e ..f(E,F) e T e..'t'(E ,E), ai'.ec)!w v(RST) _< iiR Il'O(S) ilT IIo o

'ci, nnb che queste condizioni impl icano I:T Il :: v(T).

Diremo allora che v è una qua<l_t-Ylot,ma per l'ideale ,Y' e che la coppia

(j';v) è un ,ideale ql((o;\ t-'Witmato. Tale ideale sarà poi detto eOIl1pleto se cia

scuna componente [5 (E,F) ,V! (che è chiaramente uno spazio lineare topologico

metrizabile) è completa. Se poi in (02) è possibile scegliere c~1, allora

v è ovviamente una norma e in tal caso diremo che

nnto.

(.1, v ) è un ~de(Le.e II{R'-

Infine, chi ameremo -tdrare 1,t.ebol-t~taIiC una sottocl asse .1 dell a cl asse di
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tutti gl i operatori l ineari l imitati tra spazi di Hilbert che verifichi le con

dizioni (11 )-(13), ove naturalmente gl i spazi che intervengono saranno ora tut

ti spazi di Hilbert. In generale, ometteremo il simbolo dello spazio e indi-

cheremo pure con J le componenti Y'(H,H). Con riferimento al paragrafo

precedente, possiamo allora enunciare il Teorema 5 al modo seguente:

Il concetto di operatore compatto (o completamente continuo) è essenzialmente

dovuto a Hilbert [26], che lo usava per forme biline::ri in ~2. In termini

di operatori, Hilbert richiede che l 'ope'-atore trasformi successioni debol

mente convergenti in successioni fortemente convergenti, cioè convergenti in

norma o, sempl icemente, "convergenti". I~a fu F. Riesz (cf. ~53J) nel 1918 a dare

una definizione equivalente usando il concetto generale di compattezza intro

dotto da Fréchet e a ch i ama re conpat:to un opera tore T : E -, F tra spa z i di

Banach che trasformi insiemi limitati di E in insiemi relativamente compatti

in F. Naturalmente tale definizione è equivalente a quella di Hilbert se E

è riflessivo (e quindi per i), perché allora ogni insieme limitato di E è

relativaJrente debolmente compatto. In generale, chiameremo (è(;mp eet.amc lite. (è(Or, .

.tùlUO un operatore tra spazi di Banach che soddisfi la definizione di Hilbert.

Infine, seguendo Kakutani [30J e Yosida [ 651, chiameremo d~bo~mevtt(è conpa.:.:to

un operatore tra spazi di Banach che trasformi insiemi limitati in insiemi de

bolm2nte relativamente compatti. Tali operatori furono introdotti nel 1938

in collegamento con la teoria ergodica e un estesissimo studio di essi e degli

operatori completamente continui fu poi compiutGl da Grothendieck [20] nel 1953.

pee;f.amen.te (è(;J1tùllÙ e deboe>n~.Jit(è (èOHpa.tu, rispettivamente, possiamo riassu-

mere le loro proprietà nel seguente:

TEOREMA 7 - )f, 1
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A questo va aggiunto il notevole

TEOREMA 8 - (a) Te% i>e e M.(O i>e T'eK.

(b) Te'II· i>e e MJto i>e T'e;fIi.

T' è naturalmente .('opv,a;(:OI[e. agg.tLltLto (o d=te) dell 'operatore T.

(a) è il classico risultato stabilito da Schauder [57] nel 1930 e (b) è

stato dimostrato da Gantmacher [16J nel 1940.

Si noti che in general~ non vi è nessuna relazione di inclusione tra gl i

ideali ''// e '/II, Infatti per due spazi di Banach E e F abbiamo che, se E è

riflessivo, allora t"\E,F) =:K.(E,F) e 'IV(E,F) = 2'(E,F) e dunque 'l'(E,F) ~ if'(E,F).

D'altra parte, Grothendieck [20] ha mostrato che .%[C(I),C(I)J ~ #[C(I),C(I)]

= r[c(I),c(I)j. mentre $'IL
1
(I),L

1
(1)1 ~ifi~Ll(I).Ll(I)] ~ r[L 1(I),L 1(Ifj .

Infine, vogliamo qui ricordare che il lavoro di Riesz ha portato a quella che,
oggi è conosciuta come la "teoria di R1esz-Schauder" degl i operatori compatti.

Richiamiamo che, dato un operatore lineare'l'(continuo o no) definito su un sotto

spazio di uno spazio di Banach complesso E e a valori in E, si dice .ù1i>-<:'eme wo.t

ve.tue dell 'operatore T l'insieme di tutti i numeri complessi À per qual i 1 'op~

ratore (ÀI-Tl-
1

esiste, è definito su tutto E ed è continuo (I denota l'identità

di E). Tale insieme si indica con p(T) e il suo complementare 0(T) in (l si chiama

opU:;VlO dell 'operatore T. Se Te..'i'(E,E), allora o (T) è un insieme compatto non

vuoto e val e la 601[mu.ta de..t I[(1gg-<:'o ope.ft"a.e.e.:

sup{I)·! ) e o(T)l l im IIT
n

Il
l
/

n
:::,IIT Il,

n-

dimostrata in generale da Gelfand [17] nel 1941. Ogni À e o(T) per il quale

l'operatore ÀI-T non è iniettivo si dice a~tovatol[e ~ T ed ogni xeE, xfO

tale che (ÀI-T)x = O è un all:tove.U:i).~e. di T corrispondente all' autovalore À.

Forse il più importante risul tato della teoria di Riesz è espresso dal seguente
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TEOREr~A 9 - Se T e;f'"(E,E) al.l:olta:

(a) O e 0(T) e o(T) è UYI ùlòirrrX' a.l: p-i.ù 'lume~ab-i.te.

(b) Ogn-L A e o(T) \ {O} è un ((U~ovalo·~(' ed un punto .iM!~a.to d-i.. a(T).

(c) Se- o(T) "numvwb.i.l:e, a1.eolLa i'ùl~-i..eme o(T)" (Ol può ~MMe o~.d-i.-

na.to ,in una 6uece.<\~.{one che c.onwlIge a zelLO.

(d) Pelt og"l.i ), € o(T) '- {(Il fa d-LmeYl!.l.{one dei òot~06paz-i.o N(A) ~

(xeE : (AI-T)x~O) è Mn~ ed è eh-i.am-ta .ea moUepi-i.c.dà ge-omet.J1)ca d{ À.

(e) PeA ogn-i. A e o(T) '- {O} e~ùte lLYla pItO-Le.z-i. one P, tal~ che TP P,T.
A A A

La d-LmeM-i.ovle deR. ,;oLt06paZ-LO PA(E) è 6ùlda ed è ch.iama.ta Ca moU:epiic.-i. ..

tà a-CgebJt-i.ea d-L A

6 - 12_2!.oblema dell 'approssimazione.

Durante gli anni '20 Banach frattanto intraprendeva uno studio sistematico

degli spazi di Banaeh ottenendo una tale varietà di risultati di vastissima

portata (cf. [1] e [2J) da far compiere all 'Anal isi Funzionale il più gran

balzo in avanti dai tempi del lavoro pionieristieo di Hilbert. In tale studio

Banam si era accorto di quanto fosse importante, ai sensi della struttura del

lo spazio, il sapere se un dato spazio di Banach E avesse o rreno una ba.;e.

Con ciò si intende una successione (x ) c E tale che ogni elemento x e E abbia
n

un'unica rappresentazione della forma

x

ove (I;n) è una successione scalare e la serie converge nell a norma di E. In

corrispondenza ad una tale base esiste una unica successione (f ) di funzionali
Il

lineari, che nel caso di uno spazio di Banach sono automaticamente continui,

ta l i che

f (x )
n n

e o per k f n,
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cosicché possiamo scrivere

x = [1 f (x)x
n= n n

per ogni x e E.

per ogni xeH e dal momento che
2 2

Il x Il = ~1(x,e)1 < <X> ,
c< a .

per ciascun x solo un numero a l più numerabile di coefficienti

Definiamo ora gli operatori P
k

: E ~ E al modo seguente:

k
Pk(x) = L

1
f (x)x

n= n n

E' chiaro che ciascun P
k

è una proiezione continua e, poiché Pk(x) ~ x (per

k ~ w) per ogni xeE, ne segue per il Teorema della Limitatezza Uniforme (Ba

nach-Steinhaus) che P
k
~ J (= identità di E) uniformemente su ogni sottoin

sieme compatto di E. Se allora F è un altro spazio di Banach e T e,;f(F,E)

avremo che P
k

T ~ T uniformenente su ogni insieme T(B) con B l imitato in F,

cioé P~ ~ T in 2"(F,E) e quindi, poiché PkT e~(F,E) pe~ ogni k, Te§(F,E)

(la chiusura essendo presa in 2'(F,E)). Dunque .Jf:'(F,E) cY(F,E) il che, as

sieme al Teorema 7, ci permette di concludere che .Jf(F,E) =3"(F,E). Abbia

mo così determinato la chiusura di .'V(F ,E) se E ha una base. Ciò indusse Ba

nach a porre il seguente problema:

(P5) E}.,.u.,.:te lma baM -i.n og,ù ~I.;az.i.o cU Ba.rla.ch ~epaJtab.i..i'e?

Osserviamo che tutti gli spazi di Banach classici hanno una base. Per

spazi di Banach classici si intendono i seguenti spazi (ove indichiamo una

base tra parentesi): tp«e )) (1 < p < 00), c «e )), C(I) (la base di Schauder),
n - o n

Lp(I) (i l si s tema di Haa r) (1 .5. p < 00) > (cf. [38], volo J, p. 3) .

Consideriamo adesso uno spazio di Hilbert H non separabile e sia (e :c<e lA)
c<

un sistema ortonormale completo in H. Si ha

x = ~AI (x,e )e
Ci",,,, a a

(x,e ) è diverso
c<

da zero. Dunque, se f è unsottoinsieme finito di lA e PJF: H ~ H è la proiezione

ortogonale data da
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~1F(x) = E-(x,e)e
xeF a a

allora P.,(x)-x al variare di lF tra tutti i sottoinsiemi finiti di lA

e quindi, come prima, PW-I uniformemente su ogni sottoinsieme compatto di

H. Ciò implica, come nel caso degli spazi di Banach con base, Jf' =!J;. Anti

cipando un po' i tempi, possiamo allora generalizzare il problema (P5) a tut

ti gli spazi di Banach (separabili o no) ponendo ilcosiddetto p~obtema dett'ap

p~ooo~az~one ~ Banach-G~othen~eck:

(P6) Dato una opaz-t.a ~ Banaclt E , è paM~bde app~aM~~e .t'~dentda ~

E con op~ato~ ~ Mngo 6~~a un-t.60~memente oU agM MUa-t.n6~eme

co »!'Juta?

Si dirà allora che E ha ta p~op~eta ~ app~006~az~one se per E il proble

ma (P6) ha risposta affermativa.

Come vedremo, il problema (P6) motiverà gran parte della teoria degli opera

tori, ma sarà risolto soltanto nel 1973.

7 - Operatori a traccia.

Riprendiamo adesso il problema della traccia discusso nel §2. Carlemann [4J

dimostrò nel 1921 che, se T appartiene alla classe di Hilbert-Schmidt ~

(cf.§3), allora T2 ha traccia e

2 ~ 2
tr(T ) = n~l Àn(T) .

(e ) è la base ortonormale consueta di
n

per ogni

Purtroppo, ciò non assicura l'esistenza della traccia per T, come il se9uente

semplice esempio mcstra. Sia T: t 2
+ t 2 l'operatore definito da T(4) =(n- 14 )

n n

l'.2, allora la se-

rie
00

E ! I T e 11 2
n= 1 ,. n

00 1
E -

n=l n2

converge e quindi T € y"(i,i). D'altra parte, la serie
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00

/.1no n

che potremmo eSSere indotti ad usare per definire la traccia tr(T), diverge.

Pertanto, la traccia non può essere così definita per ogni operatore T e ~.

Abbiamo però visto nel §3 che, se S e T sono operatori di Hilbert-Schmidt

su uno spazio di Hilbert H qualsiasi con base ortonormale

ra la serie 1
A

(Se , Te )
o.q. et o.

(e :ae/A), allo
o

converge assolutamente a un limite che non di-

pende dalla base (e ) ed infatti, per la (16), tale limite è proprio il pro-
o

dotto scalare (S,T). E' questa osservazione che, nel 1936, indusse von Neumann,

con il contributo parziale di Murray (cf. ~43J) a studiare il problema della

traccia e a definire ta -V!acda cU R e S, con R,Se,:,z, come la quantità

( 18 ) tr(R,S) _ /. (Se ,R*e )
C'l Cl a

Naturalmente ciò equivale a definire la traccia tr(T) per ogni operatore T

della forma T = RS, con R,S e ~, ciò che appunto permise a Murray e von

Neumann di identificare in ~ o y,: una classe di operatori su spazi di Hilbert

per i quali la traccia può essere definita in accordo con i requisiti richiesti

dai problemi (P2) e (P3) del §2, perché infatti si ha per la (16), (17),(18) e

il Teorema 4 (iv),

( 19)

In verità, Murray e von Neumann definirono gLi- Ope-'ta.-tO.1.-i. a .t.~ac.c-<:a, come qu~

gl i operatori T su uno spazio di Hilbert H che armrettono una rappresentazione

del tipo

(20) T

con n un intero opportuno e Rk,Sk e i~(H,H). Ma è facile vedere che la clas

se JZ o ~, ottenuta per composizione, è un ideal e nel senso del §4 e quindi

può sempl'e prenders i n= 1 nella (20).
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Conveniamo di porre Y1" Sf o .sz, cioé di indicare con Y,' l'ideale degl i

"operatori a traccia". Sussiste allora il seguente importante

TEOREMA 10 - Se T e ~1(H,H), atto~a e~~tono ~~tem~ o~toqona~ (e ) e (f )• n n

-tn H taU c.he

Tx L (x,e )f peA ogn~ x e H,
n n n

con
00

Ilfn Il Ilen ti < 00n~1

e

tr(T) n~1(fn,en) ,

Però, il problema (P4), cioé se la traccia di T e Y,' è uguale alla somma

degli autovalori (e tale soma esiste per il risultato (10) di La1esco e per

il Teorema 5) dovrà rimanere senza risposta ancora per molto tempo, perché sfor

tunatamente il risultato di Carleman si applica solo a T
2

e non al prodotto

S T(S,T e 92). La risposta è positiva, ma fu solo ottenuta nel 1959 da Lidskij

[36J per mezzo di una dimostrazione sorprendentemente difficile (vedi anche [61J,

§3 o [9], II, pp. 1096-1105). In altre parole, vale l 'uguagl ianza

( 21) per T e :Y,'!

8 - Teorema Spettrale, Algebra di Ca1kin e Clas~ di von Neumann

In uno spazio di Hilbert H, il Teorema 9 di F. Riesz può essere rafforzato

nel senso che Ogl'li. ope~ato,~e conpcl,Uo au.toagg'(l1l'l,to ~u H ha llit. ,j,w.tema d,i.. au.to

ve-t,to~~ che. 6o~mal'lo una bMe. or...t(JIlO.~mai'.e. pe!l H. Ne segue i 1 seguente notevo1 i s

simo Teo!l.e.ma deLi'.a Rapp~e~e.l1taz-i.one. Spc..t;tJlai'.e. (cf. [27], pp; 52-55 o [28J ,§20.1):
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TEOREMA 11 - Ogn.i opeJta..toll.e T e.Jf'(H,H) ha una ![.appll.eMntaz.i.one deR. tipo

(22) Tx (xeH),

ove (e), (f) Mno J.>.L.6tem.i. Oll..to.10JuraC.i. Inon nec.eM(l~.i.amen:te c.ompR.eti).i.n H e
n n

J.>-i.OM. è -i."o,~t~e un.ic.a, men.t/~.e .i. J.>'(.;:tem.{ (e
n

) e (fn) J.>ono "eMe'tz-iiLCmente" wi.i.

c.i..

Tale teorema è conseguenza del fatto che l'operatore T*T è autoaggiunto e com

patto e pertanto ha una (unica) successione decrescente di autovalori non negati

vi a (T)2. La mancanza di unicità per i sistemi (e ) e (f ) deriva dalla passi ..
n n n

bilità di autovalori non semplici di T*T.

I numeri an(T) sono detti ntL»lcA.i cMa..t.:teJL.{.;tù..i. d-i T ed hanno le proprietà dei

numeri di approssimazione enunciate in Parte III, §1. La loro irrportanza risiede,

oltre naturalmente che nel loro legame con i numeri di approssirrazione, nel fat

to che tal i valori caratterizzano completamente, assieme ai sistemi (e ) e (f ),
n n

l'operatore T e pertanto per mezzo di essi è possibile dare una descrizione com

pleta dell 'algebra 2'(H,H) nel caso di uno spazio di Hilbert H separabile

(cioé dell 'algebra .Y'(i,l:2), come dimostrato da Calkin [3] nel 1941,

Per tratteggiare brevemente i punti sal ienti della teoria di Calkin (per le

dimostrazioni dei qual i rimandiamo a [3J o a [61J ,§2) assumeremo da ora in poi

che H sia uno spazio di Hilbert separabile, ciò essendo essènziale per la ve

rità di quanto affermeremo. Inoltre, ometteremo per brevità il simbolo H.

Il IJrimo passo nella teoria consiste nell 'osservare che, ~e .f è tu! .i.deaee .in

f : 2'. Ne segue che ogn i idea

le massimale qy, essendo chiuso (e naturalmente proprio), deve essere contenuto

in .X, per il Teorema 7 . D'altronde '{IJ ::>!F e :F = Jf (cf. §6) e pertanto

deve risultare necessariamente 1[/1 = Jf. Se ne conclude che X 0 .C'un.ieo .i.declCe
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ipJtopJÙoi dùu!.lO eli 5E e che, perta!1to, per ogni ideale /1 c 5E , risulta

:F c ,1- c X (dal morrento che ogni ideale è contenuto in un ideale massimale).

Possiamo a questo punto invocare il Teorema 11 e, fissata una base ortonormale

(e ) in
n

H, formare lo spazio di successioni

À(.f) = (~ ) : se T è l'operatore definito da
n

Tx = E ~ (x,e )en n n n
(xeH), allora Te~

Per le proprietà (11),(12) e (13) di un ideale, è chiaro che Àlf) è uno spazio

vettoriale di successioni contenente lo spazio 4> delle successioni finite. Inol

tre, si vede subito, per il Teorema 11 e il Teorema 9(c), che se ( ~ ) e l. (,f), al 
n

lora o (~rl) è una successione finita o ~n -> O. In ogni caso À(f) c co' Inoltre.

se (~n) e 1.(..9') e TI è una qualsiasi permutazione di lN, allora anche (~TI(n))eÀ(A,

Infine, segue facilmente dalla definizione di 1.(,1) e dall 'essere ...II' un ideale

che, se e (nn) è una successione tale che In I < l~ I, a110-n - n

ra si ha pure (nn) e À(.f). Tutto ciò ci induce a definire un '<'deale eli ~ucce.-6~'<'o

n'<' (o ~paz.<.o eli Calk'<'n) come uno spazio vettoriale À di successioni (complesse)

verificante le seguenti proprietà:

(51)

(52) Se (~n) E·À e Inni è ~e. che. Inni < I~nl

(n ) e À.
n

pe.Jt cgn.<. : n , a.UoJtQ

Possiamo allora riassumere quanto sopra dicendo che À~JI') è un ideale di

successioni. Viceversa, dato uno spazio di successioni À verificante (51) e

denotando con ,1'(À) l'insieme degl i operatori T tal i che (an(T) )eÀ , possiamo

domandarci quando accade che ,f(À) sia un ideale in 5I!. Che ciò si verifichi

esattamente quando À è un ideale di successioni è il punto centrale della teoria

e può essere riassunto nel seguente teorema che stabilisce una corrispondenza biu

nivoca tra gl i ideal i di successioni e gl i ideali propri di !f.
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TEOREMA 12 - (a) Se ~ è Wl -<'deaJ.e p'~opJUo -<'11 Sf, a-UoJta

-<'deaJ.e etl ~Uc.ceM,lol1-<' e.1 [>- C9')] =~ •

(b) Se >- è UI1 ,LdeaJ.e d,l ~Uc.cu~-<'on-<., aJ.-lolta ~ (i.) è UI1 -<'deaJ.e

pltOp'~-<'o -Ul Sf e >-[.1(>-)J = À.

~ e c corrispondono rispettivarrente all 'idealeo
minimo Y; e massimo Jf , r'1ent r e i corrisponde a ~ per il Teor~ma 4(v) e

t 1 corrisponde all 'ideale Y, degl i operatori a traccia per il Teorema 10. 11101-

tre è evidente che j1 sarà un ideale normato o quasinormato con (quasi-) norma

v se e solo se ,~=)1(>-) con >- un ideale di successioni normato o quasi-normato

con (quasi-) norma q, avendosi

A questo punto, essendo stata stabilita per mezzo del Teorema 12 l 'importa~

za e maggiore trattabilità dei numeri caratteristici a (T) di un operatore comn ,-

patto T, viene naturale domandarsi quali siano le relazioni tra gli autovalori

À (T) e gli a (T), anche in connessione con il problema (P4) sulla traccia. Fu
n n

in questo senso che si mossero le ricerche di von Neumann e Schatten[44J negl i

anni 1946-48 e che portarono all 'introduzione degli ideali t. Questi non sono

altro che gli ideali ~(-lp)

per p = =, con quasi-norme

corrispondenti agli spazi -lP per O<p<= e J (c )
o

(24) ° (T) = ( E
1
" (T)P) l/p e 0_(T) = al (T)= Ilili

p n= n -
(Teo7") .

p

Pertanto (07",0 ) è un
p p

mo a [28J (§20. 2) per

osservare il seguente

ideale quasi-normato che è normato per 1 ~ p ~ -. Rimandia-

uno studio dettagliato delle classi Y. Qui ci limitiamo a
p

TEOREMA 13 - SupPon{amo O < p, q ~ -.
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5 e- !l' e T e 51', CLUOM 5T e Y'
p q r

(a) Se p < q, ~tto~a 5f c Sf
p q

(b) Se

e a (T) < a (T) pM
q - P

1 1
COY1 - = - +

r p
1
q

T e Y.
p

e. a (5T) < O (5)0 (T).
r - p q

Comunque, di tutte le relazioni tra À (T)
n

e an(T) quella fondamentale fu

scoperta da Wey1 [64J nel 1949 ed è la seguente, conosciu t,' come ta. d.Wu.glLl1gUa!2.

za cU Wey'-;

(25)

ove gli autovalori \(T) sono ordinati secondo moduli non crescenti e contando

le loro molteplicità algebriche. Dalla (24) e (25) segue allora

(26) E À (T)P < a (T)P
n=1 n - p

(TeY' )
p

5f . Questo risultato
p

nella storia del problema (P4).

(À (T)) e ,ep se T e
n

miliare

per tutti i p con O < p < 00, cioé

ha molte consEguenze ed è una pietra

Concludiamo questo paragrafo con alcuni commenti sulle condizioni (51),(52)

e (53) e sugli ideali di successioni e con una osservazione sul caso di spazi

di Hilbert non separabi1i.

In pratica, ogni spazio di successioni di un qualche interesse in Analisi

deve per10meno contenere ~ (ciò d'altronde segue anche dalla (52)). Uno spazio

che soddisfi la (52) si chiama Y10~ma,ee ed uno che soddisfi la (53) <I.{.mme.t!t.{.co.

G1 i spazi normali hanno grande importanza e util ità nella teoria deg1 i spazi

vettoria1i topo10gici localmente convessi (cf. [32J, §30), in quanto gli idea

li di successioni sono basici per le varie generalizzazioni della nuc1earità

che sono state sviluppate recentemente (cf., per esempio, [8J).

O<l<le~vaz.{.oY1e. - 5e H è uno spazio di Hilbert non separabi1e, denotiamo con

dim H la sua dimensione hilbertiana, cioé la cardinalità di un sistema orto-

normale e completo in H. Per ogni cardinale infinito c ~ dim H, sia ,!I(H,H)
c
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l'insieme degl i operatori T e2'(H,H)

cilmente che .9'c(H,H) è un ideale in

tali che dim T(H) < c. Si riconosce fa

2'(H,H) e che j (H,H) ~ un ideale
c

chiuso. Chiaramente, jc (H,H) ;,2'(H,H) perché l'identità I non appartiene a

Jc(H,H). Inoltre, ,.1c(H,H):> .Jf'(H,H), quest'ultimo essendo contenuto nell'idea-

le corrispondente alla cardinalità del numerabile. Se quindi dim H non è nume-

rabile, esisteranno in 2'(H,H) degli ideali chiusi ji (H,H) contenenti pro
c

priamente $(H,H), dal momento che vi saranno in 2'(H,H) operatori T non

compatti, ma tali che dim T(H) sia separabile (per esempio, proiezioni). Gli

ideali ji (H,H) sono tutti e soli gli ideali chiusi di 2'(H,H). Naturalmente
c

se c non è numerabile nessun ideale J sarà proprio in 2', dato che I e ,j'-
c c

se è l'identità di uno spazio di Hilbert H con dim H < c. Per i dettagli,

vedi [18J, [39} o [50J (§5.4).
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II. L'ERA DI GROTHENDIECK.

Introduzione.

Avendo brevemente passato in rassegna nella Parte I l'evoluzione storica del

la teoria classica degli operatori tra spazi di Banach, veniamo adesso alla co

siddetta teoria moderna, cioé a quella parte della teoria degli operatori che si

è sviluppata a partire dal lavoro di Grothendieck nel 1955. In tale anno appari

va infatti la monumentale tesi di Grothendieck [221 che senza dubbio apportò il

più 9randee significativo contributo all 'Ana, isi Funzionale dai tempi di Ba

nach. Parte dei risultati in cosa contenuti erano stati annunciati indipendente

mente da Grothendieck [19J e Ruston [55] nel 1951, presentando una teoria che

generalizzava al tempo stesso la classica teoria di Fredholm e la teoria degli

operatori a traccia agli spazi di Banach. L'idea di Grothendieck fu di svilup

pare la teoria di von Neumann e Schatten (cf. [44J e [56J) nell 'ambito degl i

spazi localmente convessi e, a differenza di nulte generalizzazioni, questa eb

be l'effetto di produrre una grandissilT'a varietà di risultati estremamente prQ

fondi e significativi.

In questa parte ci occuperemo esclusivamente del lavoro di Grothendieck e

cioé essenzialmente dei risultati contenuti nella sua tesi [22J. La tesi di

Grothendieck si compone di due parti: la pri~a è dedicata ad una trattazione

sistematica dei prodotti tensoriali topologici, dalla quale scaturiscono le no

zioni importantissime di operatore nucleare, integrale e assolutamente sommante,

mentre la seconda presenta la teoria degl i spazi nucleari (interamente dovuta a

Grothendieck) per una esposizione moderna della quale rimandiamo a [49J, [27] 0[41].

Qui a noi interesserà solo la prima parte e il §1 della seconda, riguardo ai

cui contenuti è bene dire subito che forse il merito maggiore di Grothendieck

è stato quello di aver visto il profondo ed intimo legame che lega i proble-

mi (P2), (P4) e (P6) (e quindi, naturalmente, anche (P5)).

Tutti i risultati dei §§1-7 sono dovuti a Grothendieck (cf. [21J, [22J e [231)

.anche se molte volte faremo riferimento ad altri testi come [49J, [27J e [28J per

dimostrazioni più snelle accessibili.
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1. Prodotto tensoriale proiettivo di spazi di Banach

Siano E,F spazi lineari, sia B(E,F) lo spazio lineare di tutte le forme
*bilineari sul prodotto ExF e sia B(E,F)" il duale algebrico di B(E,F), cioé

lo spazio lineare di tutti i funzionali lineari su B(E,F). Ad ogni coppia
*(x,y) e ExF associamo l'elemento u e B(E,F) definito come segue:x,y

u (b) ~ b(x,y)
x,y per ogni be B(E,F).

*Osserviamo che l'applicazione ~ (x ,y) + U di ExF in B(E,F) è bi-x,y
lineare. L'inviluppo l ineare di ~(ExF ) in B(E ,Fr si denota con E ~ F

e si chi ama pJto do:U:.o .te.l'U>oJUctte. eLi. E e. F Scri veremo, come d'uso, x ~ y

per l'elemento u dix,y E 0 F, cosicché ogni ze E ~ F può scriversi come

n
Z~i~1Xj~Yi' con x. e E e y. e F., ,

Avvertiamo però che tale rappresentazione non è certo unica.

Siano ora E e F spazi di Banach. Ponendo

(1)
n

n(z) ~ inf i~1 lixillliYi li

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresentazioni (ovviamente fini-

te) di
n

z ~ .1:, x, ~ y. e E ~ F, otteniamo una norma su E ~ F. Munito di tale,~ , ,
norma, E ~ F si indica con E ~ F e si chiama pJtodo:U:.o .te.n~orvÙtte. pJto~e..tt{vo d~

~ 1T
E e. F. Denotiamo con E ~ F lo spazio di Banach ottenuto completando E ~ F.

'" 7r
Il seguente teorema, che fornisce una rappresentazione esplicita di E ~ F, è uno

dei risultati fondamentqali della teoria (per la dimostrazione, cf. anche [28),

p. 337).

'"TEOREMA 1 - Ogn~ Z,G E @ F amme.:U:.e. una JtappJt~e.n.taz~one. del ~po

00

love. (~ ) e l e. (x ),(y ) ~ono ~ucce.~~~on~ LL~e. hl E,F ~pe..tt{vame.n.te..
n n n
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Consideriamo adesso il prodotto tensoriale E' 0 F. Ad ogni elemento

n
z - , x' El y e E' 0 F possiamo associare l'operatore T e se(E,F) defi-

- i=1 i i

nito da

Tx
n

i~1 <x,xj>y i per ogni x e E.

L'applicazione x: z ~ T si riconosce essere un isomorfismo algebrico di

se(E,F) la cui immagine è chiaramente j"(E,F), ciò che permet-

te di identificare quest'ultimo spazio con E' /il F. Avendosi

Ilx(z) Il = IIT Il = sup { Il Tx Il: Ilx Il ~ 1) ~

n
sUP{i~11<x,x?IIIYi Il: Ilx l! ~ 1) <

n
i ~, Il xiii Il y iii

r tutte le rappresentazioni z = .2
1
x'. ® y., ne segue, per l a (1),

l = l l

(2) IIX(z) Il ~ ,,(z) per ogni z e E' 0 F

e quindi la continuità di x da E' 0 F a :t'(E,F). Ma allora À ha una (unica)
1l '"estensione continua, che denoteremo ancora con x, al completamento E' 0 F ,

con valori in se(E,F). A questo punto si pone il seguente notevolissimo problema

'"(P7) E' i'app~az~one x : E' 0 F ~Y(E,F) nec~6~~ne~te ~ettiva p~

ogn~ copp~ ~ 6paZ~ ~ Banach E e F?

L'importanza di tale problema deriva dalle seguenti considerazioni. Se
n

z = ", x~ 0 x. e E' 0 E, allora
1= l l

e quindi, essendo tr(z) indipendente dalla rappresentazione, si ottiene per

la (1),
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!tr(z)! i n(z)

Ciò mostra che la traccia è continua su E'0 E e dunque ha un'estensione
~ TI

continua a tutto E' @ E avendosi, per il Teorema 1,

(4) tr(z) = i
1

<x ,x'>
n= n n

per ogni
rJ

z= l: x';Illx eE'~E.E
n= 1 n n

chiaro però che tale risultato può es-

'"sere usato per definire la traccia per ogni operatore nell' immagine x(E' ~ E)

di E'l E in S"(E,E) solo nel caso in cui la x risulti iniettiva, potendosi

porre a11 ora

(5 ) tr(X(z)) = tr(z) per ogn i z e E' l} E.

E' quindi necessario studiare sia l'immagine

la x.

2 - Operatori nucleari

'"x(E' ili E) sia l' iniettività de1-

'"Affrontiamo per primo lo studio dell'immagine X(E' @ F) per arbitrari spa-

zi di Banach E,F e, seguendo Grothendieck,definiamo opeJLa..toJte l'w.c.teMe ogni

operatore T e X(E' ~ F). Come conseguenza immediata del Teorema 1 abbiamo

la seguente caratterizzazione degli operatori nucleari (cf. Teorema 1.10).

TEOREMA 2 - Un ope!ta..to.~.e. T eS"(E,F) è nuc.teMe. u e M.tO -6e e.o-Ù>.tono -6ucce.-6
1

-6ioni (é n ) e .t , (x~) e BE' e (Y
n

) e B
F

, .t~L che

00

(6) peJt ogni x e E.

Equiva.ten.teme.n.te, T ei"(E,F) è Yluc.te~~e -6e e <lo.to <le e-6;~.tono -6ucce-6-6ioni

(x') ~ E' e (y) e F ~ d~ aver~i
n n

00

E 'I x' Iln= 1 l n
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""Tx E <X,X'>y
n= 1 n n

peJt ogl1'<' x e E.

Indi cando con

abbi amo dunque

.AI" .ea cf.MU deg.e.<. opeJtlLtoJU 11u.cf.elV!.'<' tra spazi di 8anach,
1 '".A'1 (E,r) = X(E' ~ F) per definizione e quindi .Acl (E,F) a1ge-

'"bricamente è un quoziente dello spazio di Banach E' ~ F. Possiamo allora mu-

nire _Ali(E,n della norma quoziente \)1 ' risultando chiaramente per la (1),

(7) e (8),

(9 ) v
l

(T) = inf E Ilx
n
' Il

n=1

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresentazioni di tipo (8) di T.

La norma data dalla (9) è detta l1o~ma 11u.c.telV!.e d.<. T. Equivalentemente,

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresentazioni di tipo (6) di T.

O&&e~vaz'<'ol1e 1 - L'applicazione x è, come abbiamo già detto, un isomorfismo

;gebrico di E' g F su Y(E,F) C.!Vj(E,F). Ora,se zeE'@F, la norma n(z) data

dalla(l) è presa su tutte le rappresentazioni finite di z come elemento di

E' ~ F, mentre la norma v
1
(x(z)) dell 'operatore x(z) e3"(E,F), data dalla

(9), è presa su tutte le rappresentazioni 6.ùUte. c pOM.<.bume.l1-f.e .<.rt6.ùUte, del

tipo (8), dell'operatore x(z) come elemento di .A'i(E,F). Ne segue la disugua-

gl ianza

( , O) per ogni z e E' Q1) F

dalla quale non si può dedurre che le norma v, e n siano equivalenti su E' ~ F

(e in generale 11011.e0 &0110, come vedremo nel §III.5). Ora, sappiamo dalla (3) che

la traccia tr(z) è continua su E' ~ E per la norma n, ma non possiamo certo

asserire che 10 sia anche per la norma v, (e in generale nOI1 .eo è) e pertanto

non può essere estesa in generale a .A, (E,E), che è il completamento di x(E' ~ E)
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S e5f(E,;:W) e un opeJtatOfle d-lagona.te D~
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nella norma v,. Ne concludiamo che, me,nfAe 09n-<- uemerlto z e E' ~ E ha una

tltacua ben de6hlda da.U..a (4), c-<-ò non è neceMaJU.ame.f1te veJto peJr. .t' opeJtatoJte

J1llc.teMe x(z). Questo rinforza le considerazioni fatte alla fine del §1.

Per finire,diamo le seguenti proprietà notevoli degli operatori nucleari,

per le cui dimostrazioni rimandiamo per esempio, a [28J (§17.3) o [27](§2.2).

TEOREMA 3 - (a) Ct.;",v
1

) è un -lde-aLe nOflmato compLeto m CU-<- :?7 è delUo.

(b) JV, c Jf:
(c) Se T e. v

1
' aUOfla T' e.Al1 e v1(T ') ~ v1(T)

(d) S-<-ano E,F,G 4paz-<- d-l Banach con G 4otto4paz-<-o d-l E. 09n-<

opeJtatofle, T e.;t", (G, F) può eMMe. e,;teM ad W1 Cpe!latofle T e.A1 (E, F) •

4e e~~fo'10 or-eJtato/(j, R e 5f (L
1

, F),
'" l

: L· -+ .e' de1-<-ndo da

D~(nn) = (;n nn)

con (~n) e ;:1, tal-<- che ~-<- abb-la

(11 ) e [ ,
n

T = R D S.
E.

(f) 1,(H,H) = ~(H,H) peA og~~ ~paz~o d-l H~beAt H e v
1

= a,.

la (e) ci dice che l'operatore

mentre la (f) mostranucleare, avendosi inoltre

D che vi appare è un "prototipo" di òperatore
~

v, (DE.) = Il Dt.: Il = Il (t.:n
) Il;:1

che l'ideale..v
l

è una estensione agli spazi di Banach dell'ideale hilbertiano

Y(.

OMeJtvaz~one 2 - Purtroppo nella (c) non abbiamo equivalenza, cioé per "v,

non vale il Teorema 1.8. La ragione di ciò sta nel fatto seguente. Sia TeJV,"(E,F)

e sia G un sottospazio chiuso di F contenente l' immaqine T(E). A differenza

di quanto accade per un operatore compatto, non è vero in generale che T, con-
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T E/G .... F indotto da
o

sia nucleare. Per una discussione completa delle patologie di cui sopra,T

ti e cioé, se T e,A'1(E,F) e G è un sottospazio chiuso di
-1

T (O), non è necessariamente vero che l'operatore

siderato come un operatore da E a G, appartenga a '~l(E,G). Ne segue che

se un operatore T: E .... F è tale che T'e ..h1(F',E'), allora T"e~V,(E",F")

e quindi la restrizione di T" ad E, cioé T, appartiene a JYì(E,F"). Non

ne segue però, per quanto detto sopra, che Te~(E,F) (mentre ciò sarà banal

mente vero se F è riflessivo). Si ha anche T eJ!'1(E,F) se E' o F" ha la

proprietà di approssimazione. Sempre in questo ordine di idee, menzioniamo una

ulteriore patologia degli operatori nucleari rispetto agli operatori compat-

E contenuto in

cf. [22J (pp. 85-88).

Osserviamo infine il seguente risultato di interesse (cf. [28J, p.425).

TEOREMA 4 - (Al', v 1) è il.. p.w. p.<.c.c.oR.o À.de.a.f.e l1O!tmiLto QorrqaR.uo.

L'enunciato del teorema significa che se (J1,v) è un qualsiasi ideale norma-

to con'Pleto, risulta necessariamente fl
1

cJ1 e

ciò che, per la (10)'e per l'osservazione fatta

del §I.4, ci permette di rafforzare la (2) come

v(T) .s. v 1(T) per ogni T e'#1'

dopo le condizioni (Q1)-{.Q3)

segue:

( 11) !Ix(z) ii .::. v(x(z)) .s. "1 (x(z)) .s. 7[(z) per ogn i z e E' ~ F.

3. ,9peratori integral i

Riprendiamo il prodotto tensoriale E (:Il F del §1 e consideriamo la sua imma

gine x(UlIF) in.'f'(E',F). Con la norma

( 12) Ilz Il = lix (d Il per ogni z e EI!l F,

E FJ F diventa uno spazio normato che si indica con E I:l F e si chiama p.'todo-Uo
E:

ten1JoJU.a.te .<.n'<'e-f:uvo cU E e. F Ora il duale di E.~ F può essel'e identificato
11

con lo spazio .a3(E,F) di tutte le forme bilineari continue su E x F (cf. [28J,

p. 325) e pertanto, avendosi per la (2) e la (12)
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Ilz il ~ TT(Z) ,

ne segue che il duale di E (!) F può essere identificato con un sottospazio
E:

'3'(E,F) di .'B(E,F). Chiameremo 6oltme. b.Ul.-ne.aJU -mte.glta.U. gl i elementi di <W(E,F),

dal momento che vale la seguente rappresentazione:

TEOREMA 5 - b e qy(E,F) ~e. e. ~oto ~e. ~~te una ~U!ta d~ Radon ~ ~u BE,xB F
,

Me da aVeM~

b(x,y) . <x,x'><y,y'>d~(x 'y')
BE,xB F,

pelt agnJ. (x,y)eExF.

Siamo ora in grado di dare la nozione di operatore integrale e precisamente

diremo che T: E + F è un opeltatolte ~tegltate se l'associata forma bilineare

bT su ExF', definita come

bT(x,y') = <Tx,y'> per ogni (x,y') e ExF',

è una forma bilineare integrale, cioé se b
T

e '<l'(E,F'). Denoteremo con ~(E,F)

t.'~~~eme cU.:t~ gu opeltatolt~ ~n:teg~ da E a F. Su tale insieme possiamo

definire una norma ~, detta norma integrale, per mezzo della relazione

per ogni Te", (E,F).

Sussiste allora la seguente caratterizzazione:

TEOREMA 6 - Pelt ogn~ opeltato.~e u.MMe T : E + F te. ~eguenu MMAuoiù

~ano eq~vatev~4:

(i) T e .;; (E,F)

(i i) E~À.4:te. (ma mÀ.4U!ta d;' Radar. ~ ~u BE' x BF" W.e da. aveM~

<Tx,y'> f <x,x'><y",y'>d~(x' ,y") pelt ogI'Ù (x,y') e ExF'.
BE,xB F"

( i i i ) E~~.te un c.ompat:to K, (ma mÀ.4U!ta ~ Radon ~ ~u K e opeMt:tOIt~

S e2)(E,Loo(K,~)) [o S e2(E,C(K))j e R e2(L 1(K,P),F") taU c.he, u. jF è .e.'À.4o-
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me..tJùa conoyùca cL<. F ,{.n F" l'. J
1 00, 1

L (K,~), ~,{. abb,{.a:

( 13)

\ (T) = c
1

JÙ6uLtando ~o.ttltl'.

\ (T) = i nf Il ~ iI ,
1

OVI'. .['l'..6btl'.mo m6cuuolz.I'. (chI'. è po,{. un nu.~ol è plz.I'.M .6U. w:t:te tI'. wUlz.e cL<. Radon

~ ~u K peJz. te. quaU .6UM~m fu (13) con Il R Il ~ 1 l'. 115 iI ~ 1.

(iv) sup ( Itr(T5) I : 5 eY(F ,El} = c < 00 , JÙ6utt:ando

115 Il

La (iii) mostra che l'immersione canonica LOO(K,~) ~ L1(K,~) (e quindi anche

l'immersione C(K) ~ L1(K,~)) è un prototipo di operatore integrale, mentre la

(iv) collega gli operatori integrali alla nozione di traccia. Passando poi alle

proprietè degli operatori integrali abbiamo

TEORn1A 7 - (a) (.Ii' li) è un '{'dl'.MI'. nOIz.mat:o compte.t:o l'. q~cL<. contil'.l1l'. %"

aVl'.l1do~,{. l1 (T) ~ '0
1

(T) peJz. og~ T e A, (per il Teorema 4).

(b) ~ clr.

(c) T e J, .61'. l'. .6o.fo.61'. T'e .1
1

' avel1d0.6,{. ~ M ca.60 l1(T) = \,(T').

(d) Se T e J1 l'. S e.,,-, at-folz.a 5T e'~ e v, (ST) ~ 115 IIl1(T)

(e) J1(H,H) 51(H,H) peJz. ogn,{. .6paz,{.o cL<. H;~beAt: H.

Notiamo che la (b) segue dalla (13), dal momento che l'immersione canonica
00 1

J L (K,~) ~ L (K,~) si fattorizza attraverso uno spazio di Banach riflessivo,

per esempio LP(K,~), con 1 < p < 00. Inoltre, (c) segue essenzialmente dalla (13),

mentre (d) è uno dei risul tati fondamental i della teoria ed ha, come conseguenza

immediata, che ,~(E,F) = .>1; (E,F) pl'.lz. ogn). .6paz,{.o cL<. Banach F !Ù6.te.M,{.vo. In tal

caso, è quasi superflu.~ osservare che le norme \, e '0
1

coincidono. Più in gene

ra l e, .6,{. ha .J', (E,F) ="1 1(E, F) og~ quM vo.tm F è ww ,:,paz,{.o cL<. Banach M.pMa-
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bite, ~~ome~co a1 d~e ~ uno ~paz;o ~ Ba~ach. Infine, (e) segue immediata

mente dalla (d) e dal Teorema 3 (f), mostrando altresì che )'1 è un'altra esten

sione agli spazi di Banach(naturalmente più ampia di A'1 per la (a)) dell 'idea

le hilbertiano V,.

Per le dimostrazioni dei risultati di cui sopra, il lettore potrà consulta

re, per esempio, [28J (§17.4 e pp. 394-395).

4. La proprietà di approssimazione.

Con riferimento alle conclusioni tratte alla fine del §1, affrontiamo ades-
"-

so la questione dell 'iniettività dell 'applicazione x: E'fil F +2'(E,F) (probl~

ma (P7)). E' una delle maggiori scoperte di Grothendieck l'aver legato tale pr~

blema, e quindi la teoria degl i operatori nucleari, con il problema dell 'appros

simazione (P6), con il problema generale della traccia (P2) e con il problema

(P4) dell 'identità tra traccia (funzionale) e traccia spettrale. Precisamente,

richiamando quanto detto nel §I.6, abbiamo il seguente fondamentale te'orema,

ove indichiamo con 1,fa ~opotog~ ~u 2'(E,F) deR~a co~ve4ge~za un;60~me ~ui

MUOW;e~u. co»pcù.-c; ~ E.

TEOREMA 8 - P~~ ogni ~paz).o d{, BaMch E te, ~eglie~u, aMe~z;o~; M~O equiva

.eeYl.~;:

(i) E ha ta p~op~;ctà ~ app~o~~;~z;one.

(i i) Pe4 og~; ~paz).o ~, BaMch F, y( E,F) è de~o hl

(i i i) Pe4 ogni ~pazio di BaJ1ach F, Y( F, E) è denM m

( i v) Y ( E, E) è de,~ o Ùl 2' (E, E) .
T

(v) Ji(F,E) =.k(F,E) pe4 og~i ~pazio ~,Banach F.

(vi).Cf; (F ,E) = .Jf(F ,E) pe4 ogn.l ~pazio di Bana.ch F ~epaJulbite e ~.i..6tul.;i\Jo.

('Iii) .'F(F ,E) = j({F ,E) pe4 ogn,l 6OUo~pazio chiMo F di c .
o "-

(v i i i) Pe4 og~~, ~paz;o d)' Barlach F t' app.e';'caz~.(lHe ca~o~ica x : F ~ E +.5f( F' E)
"- . -

è m~.eili\Ja e. qumdi è. una ~ome-t't-la di F ~ E Ùl k1i'(F' ,E) ,\i1 J .
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'"(ix) p~ og~~ ~paz~o di Ba~ach F t'app~caz~o~e ca~o~ca x F'~' E~~(F,E}

'"è ~~e:t:Uva e QtU.~di è una ~ornebU.a. di F' ~ E "'u. [A,-(F ,E} ,v,]

(x) L' app~az~.oyte cano~~c(( X: E' tiJ E --,,Sf( E, E} è ~~e:t:Uva e Qt.Ur.di è u.~a
~

~orre:tJt~ di E' ~ E l>u. ["'1(E,E},v11 .

(xi) Le ~oJtme 11 e v
1
(cf. (1) e (9)) co~udono ~u. E' ~ E.

(x i i) La :tJt((CC~ è coYLt.<.nM l>u. E' ~ E p~ ta noJtIl"lt v1 e q~ndi "'~ e.~.teytde ad

un u.ytùo 6u.~z~o~ate. weMe coYLt.<.~o "'u [..IV
1

(E, E) , v1] .

(xiii j Se ""z e E' Lis1 E X(z) = O, attoJta tr(z) = O.

(xiv) p~ ogyt~ ~ceUa di ~u.cceM~oyt~ (x ) c E e (x') c E' :ta~ c.he.
n n

Ilx' Il < 00 e E1<X,X'>xn n= n n

00

L <x,x '> = O.n= 1 n n

O peJI. oglù. X e E,

Osserviamo che l'equivalenza delle condizioni(i)-(vii) si basa essenzialmente

sul tipo di considerazioni fatte nel §I.6, mentre l'equivalenza delle condizio

ni (viii )-(xiv) risale a quanto detto nel §1 e nell 'Osservazione 1 del §2. Per

completare, diamo la dimostrazione dell 'equivalenza (i) < > (xiv).

Cominciamo col far vedere che i funzional i l ineari e continui su

no esattamente i funzionali u della forma

2' (E,E) so-
T

( 14 )

con (x ) c E, (x') c E' e
n n

00

L Il'x Il I. Ixn', Il < 00 •n= 1 n'

Infatti, se

per ogni n

u ha una rappresentazione come sopra, possiamo assumere Ilx Il
n

e scegliere una successione (nn) di numeri pos~tivi tale che
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-,
K l'insierre (n x) u {aL Allora K è compatto e avendosi

n n

I<T,u> I ~ nE,nn Ilx~ Il IIT(n~\) Il < C sup { IITx Il : x e K}

il funzionale u risulta T-continuo. Inversamente, supponiamo che u sia

un funzionale lineare continuo su 2' (E,E). All ora deve aversi
T

( '5) I<T,u>I~C sup{ IITx Il: x e K}

per un opportuno insierre compatto K c E ed un'opportuna costante C > O. Ora è

ben noto che ogni insierre compatto di uno spazio di Banach è contenuto nella chiu

sura dell' inviluppo assolutamente convesso di una successione che tende a O e pe.!:.

tanto possiamo supporre che K coincida con la chiusura dell' inviluppo assoluta-

mente convesso di una successione (xn ) tale che Ilxn Il .,. o.

Poniamo

c (E) = {(y ) : y e E e IIYn Il -> O } •
o n n

Si riconosce facilmente che c (E) è uno spazio di Banach per la norma
o

e il suo duale è lo spazio di Banach

l'(E') = {(y') : y' e E'
n n

sup Ily Il ,
n

e Il (y~) il 1 = n1, IIY~ Il < oo}.
l

Sia

( 16)

S:2'(E,E) .,. c (E) l'appl icazione definita dalla relazione
o

S(T) =(T x ) .
n

Dalla (15) segue

I<T,u»!_< C sup{ IITx !I: x = E1À x, E,IÀ 1<1 }n= n n n= n-

< C sup {E,À IIT x l'I:n= n' n

00

n~1lÀnl ~ '} ~ C s~p IITx n Il C IIS(T) I!c
o
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e pertanto esiste un funzionale lineare e continuo v, definito sulla chiusura

di S~E,E)]

(17)

in c (E) tale che
o

<S(T),v> ; <T,u> .

Per il Teorema di Hahn-Banach, possiamo allora estendere v a un funzionale

lineare e continuo ~ su tutto c (E), risultando quindi ~ e t
1(E'). Seo

a11 ora (x') conx'eE'
n ' n e n~1 IIx~ 11< 00, otteniamo per la (16) e (17),

'" 00<T,u> ; <S(T),v>; 1:
1

<T x ,x '> .
n= n n

Avendo così stabilito la (14), osserviamo che, per definizione, la (i) del Teo

rema 8 sisnifica che l'identità I di E appartiene alla chiusura di Y(E,E) in

::f' (E,E). Ora, ciò avviene se e solo se ogni funzionale 1ineare e continuo u
1

in ~(E,E), che si annulla sugli operatori di rango 1, si annulla pure su I.

Ma per la (14), ciò è esattamente quanto asserito dalla (xiv).

Diamo infine alternative formulazioni del problema de11 'approssimazione

che mostrano l'intimo legame esistente tra tale problema e alcuni problemi di

Analisi Classica.

TEOREt-'A 9 - Le <leguel"-u M<II!Az-<'on'<' Mno equ..<.vaJenti:

(i) Ogn.<. <Ipctz'<'o cU Biu1ach ha ta pJtop-'Ùetii cU app.toM.<.nuuone.

(i i) Ogn.<. <IoUo<lpaz.<.o ch.i.w>o cU c ha ta pJtop.'Ùe.-tà cU appJto<l<l-<-rruz'<'one.o

( i i il Oijn-<' opeJtatoJte T e AI', (c ,c ). o o
2

tale che T = O <IodcU<l6a tr(T) = O.

( 18) o

ann O.

(v) Ogn.<. 6u.n z-<'one COn.t.i.nllll k(s, t) <Iu. [0.11 x [0,1 J W.e che
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l

J k(r,s) k(s,t)ds = O peA ogn.<. r,t e [D,q
o

l

f k(t,t)dt = O .
o

L'implicazione (i) ) (ii) è ovvia, mentre non è difficile vedere, anche se

bisogna fare un po' di conti, che T eJv.
1

(c ,c ) se e solo se T può essere rappre-
. o o

sentato mediante una matrice infinita A soddisfacente le prime due condizioni

della (18). Ciò mostra l'equivalenza (iii) ~ (iv).

Per stabilire che (ii) > (iv) consideriamo una matrice A soddisfacente le

condizioni (18) e per k e]ll indichiamo con ak la successione (akn:n e In. Chi.?_

ramente ak e Co per ogni k e perciò possiamo considerare l'inviluppo lineare

chiuso E degli elementi ak in co' Sia (e k) la base naturale di [1 = c~ e sia

ek la restrizione di ek a E per ogni k. Notiamo che

m . lInoltre, se x k~' ck ak, r1SU ta

dal momento che A2
= O. Per continuità, ne segue

ro

E1 <x, e '> a = On= n n

e ciò, assumendo la (ii), implica

in virtù della (xiii) del Teorema 8.

per ogn i x e E
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Mostriamo adesso che (iv) ==> (i). Sia E uno spazio di Banach senza la pro

prietà di approssimazione. Per la (xiv) del Teorema 8 esistono successioni

(x ) c E, (x') c E'
n n tal i che

ma

Possiamo supporre che

pe r ogn i x e E,

t tx t t -+ On
e

Allora la matrice A = ((<x ,x'») soddisfa le condizioni (18), ma
n n

Ciò stabilisce in modo relativamente semplice l'equivalenza delle asserzioni

(i)-(iv), mentre invece l'equivalenza con la (v) ~ un po' più complicata da di

mostrare e perciò la omettiamo.

,
O~~Vtvaz'<'one - E importante notare che ~e -il. duale E' Ila. la }:J/topll..<.e-tà eU ap-

P~Q~~'<'ma.z.<.one, aeto~a anche E la po~~.<.ede ed in tal caso T eAv,(E,F) ~e e ~olo

~e T' eJ!1(F',E') per ogni spazio di Banach F, risultando v,(T) = v,(T'). Inol

tre ~(E,F) =.Ji:'(E,F) per ogni spazio di Banach F.

Per i dettagli sulle dimostrazioni dei risultati esposti in questo paragrafo

rimandiamo a [28J (§'8.3) e a ,38](vol.I, pp. 29-36).

5 - La proprietà di approssimazione metrica.

Diciamo che uno spazio di Banach E ha .fil pttOpJU.uà eti. app~oM.<.nuz.i.CJ1e me.tJt.i.c.a

se l'identità di E può essere approssimata uniformemente su ogni sottoinsieme

compatto per mezzo di operatori di rango finito e di norma < 1.
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Parte del Teorema 8 può allora essere esteso facilmente al caso della pro

prietà di approssimazione metrica come segue:

TEOREMA 10 - PV!. Ogl1A. /.)pa.z~o cU Ba.na.c.h E .te /.)eç/uen.tZ aM V!.z~on<' /.) ono equ

valent~:

(i) E ha. .ta. pJtopil.i.età. ci<. a.ppJtoM~tmZ~one. tre.t~~ca.

( i il! PV!. ogn<. /.)paz~o ci<. BaV!a.ch F, ~(E,F) è , - denM m ~(E, F) .

( i i i) PV!. ogru:. /.)paùo cU BaY!CI.ch F, ~(F,E) è ,-dm/.)(( .01 ~(F, El .

(iv) ~(E,El ~ ,-de.Ma ~ B.\p(E,E) .

i' .u., ome.~ca .

(vi) PV!. ogni. /.)pau.o cU Ba.Y!ch F , .t'appR~caz~of1e. ca.'1oni.ca X

(vii) L'a.ppUcaz~one caY!on<.ca X : E' 0 E -+ [J,(E,E),l,J è .u.,ome.tJU.ca.

(vi i i) Pe.Jt ogY!~ /.)ce..Ua. ci<. /.)ucce./.)/.)~on<. (x
n

) c E e (x') c E' taU che.
n

nOO=L 1 Iix ! I Il x' Il < '"n n e I ~ 1<Sx , x' > 'I < 'II SII'n= n n - I

Come per il Teorema 8, si riconosce facilmente l'equivalenza delle condizioni

(i)-(iv) e l'equivalenza delle condizioni (v)-(viii), essenzialmente in base alle

definizioni. Infine, la (i) significa che l'identità I di E appartiene alla ,-chiu

sura di ~~(E,E) e ciò naturalmente avviene se e solo se ogni funzionale

u e Y',(E,E)' tale che I<S,u>1 ~ 1 per ogni S e BY(E,E)' soddisfa anche I<I,u>I~1.

~la ciò è proprio quanto asserisce la (viii), per la rappresentazione di u data

nel paragrafo precedente.

O/.)/.)V!.vaz~oY!e 1 - Se E' ha la proprietà di approssimazione metrica, allora anche

E la possiede e in tal caso l'appl icazione x: E'~' F -+ [-9'1 (E,F), 1
1
] è isometrica.

Da questo e dai Teoremi 8 e 10 segue che se E o F' ha la rroprietà di approssimazio-

ne metrica, allora [,,jr,(F,E),v
1

] è un sottospazio normato di [J,(F,E),ll]'
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O~~eAvaz~one 2 - E' chiaro che la proprietà di approssimazione metrica imp15
ca la proprietà di approssimazione. Se E è uno spazio di Banach riflessivo,

oppure separabi1e e isometrico al duale di un altro spazio di Banach,allora

[ ..9',(F,E),1 1 J = 1;A~(F,E),\111 per quanto detto alla fine del §3, e quindi

la proprietà di approssimazione e la proprietà di approssimazione metrica

sono equivalenti per E. Vedremo però al §III.5 che ciò non è vero in gene

rale.

OQ~eAvaz~one 3 - I seguenti spazi concreti hanno la proprietà di appros

simazione metrica: spazi di Hilbert, LP(1 ~ P ~ 00), C(K) con K compatto, e

quindi .eP(l ~ p ~ 00), c,co' e, più in generale, 10 spazio Cb(Y) delle

funzioni continue e limitate su uno spazio topo10gico completamente regola

re Y.

Per quanto detto in questo paragrafo ri~andiamo a [28J (§§18.4 e 18.5)

e a ["38J (volo I, pp.37-40).

6 - Operatori semi-integrali

E' uno dei meriti di Grothendieck l'aver riconosciuto che alcuni ideali

interessanti di operatori non hanno buone proprietà di stabilità relativamen

te alle operazioni canoniche su spazi di Banach, cioé "restrizione alla chiu-

sura dell' immagine" e "passaggio a quozienti", come avevamo già notato

nell 'Osservazione 2 del §2 a proposito degli operatori nucleari. Questo è

anche il caso per gli operatori integrali e perciò Grothendieck fu indotto

a dare altre due definizioni. Per introdurle, richiamiamo i seguenti risul

tati, peraltro ben noti.

00
1) Ogn~ ~paz~o cf..<. BarIllc.h E è ùome.tù.cC' a. llI1 M:tto~paz~o .e !lA) peA un

00
OppO!L.tuno .ul~~e.m!- lA, e qU.{YLd-i. a W1 M.tto~).'az.{o d~ W'lO ~paz~o L •

Infatti, sia c la minima cardinal ità di un insieme denso in BE' Allora
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contiene un insieme debolmente denso (x' :CL e lA) con cardlA = c e l' iso
CL

metria in questione è data dall 'applicazione E .:. x -> «x, x' ~ e l" (fA) •
CL

2) OgtÙ J.>paz.{.o fU BaMc.h E è ùome.:t!ùc.o a Wl quoz.{.e.n:te. fU ,e
1

VA) prvt un

oppolLtuno .{;u.{.e.me. lA, e. qu-i.J1fU a un quo z.{.ente. fU uno J.>paz.{.o L1.

Sia c

pl icazione

la minima cardinalità di un insieme

,el(1A)3(ç; :CLe;1\)-.. l;"ç;x eE
CL CLqn CL CL

(Xu : CL e lA) denso in BE . L'ap

è continua e la sua immagine

è densa e di seconda categoria, e pertanto una isometria su E in virtù del

Teorema dell' Appl icazione Aperta.

Denotando,una volta per tutte, con J
E

: E -.. L
oo

e. QE : L
1

-.. E deR~e. ~o

me..t'!~e dù .t-i.po d-i. que.Ue coY'..ll.~dell.a,:te U punti 11 e. 2) rispettivamente, di .

remo che T e.Y'(E,F) è w,'appucaz.{.one J.>enu.-~te9Jtafe de-6.tJta. !risp. J.>.Ùl~.tJta.)

.~e. JFT (risp. TQE) è Wl'appUc.az-i.one ùl-te.gJtafe.

Il seguente teorema costituisce uno dei maggiori risultati della teoria.

TEORE~lA 11 - (a) Se. T e2'( E,F) è tm' appe..{.caz.{.one J.>em.{. -ùt-teg!l.afe deJ.>tM,

aUo.~.a u)~tCI1C Wl c.cmpatio K, ul1a wUJr.<1 fU Radol1 pOJ.>~\'a Il J.>u K e. oPS:.

Jtate!I..{. unecJU COYL.t~I1M S : E -.. Loo(K,)J), R : L2(K,Il) -.. F W.{. da aveM.{.

T

cve J 2 è e.' .{.J1.{.cz.(ol1e c.anon.{.ca
00,

RJ"',2 S,

00 2
L (K,Pl -.. L (K,Il).

(b) Se. T e.5P (E,F) è un'appuc.az.{.cne J.>e.nu.-ùl-tegJtafe J.>~~tM, aUoJta e.f.>.{.-

J.>tel1o un c.ompa.t.to K, ul1a m~Ll.ta d-i. Randt'YI pOJ.>~va Il J.>Ll K e ope,tato!l...~ .e-<.-

11eM.{. c.ol1.umu S : E -.. L2(K,)J), R : L1(K,\.l) -.. F" ta.L~ da aveA!.>.{.

ove J è .e.' .{.11.{.ez.{.0l1e2,1
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(c) Se T esP(E,F) e 5 ejf(F,G) ~ono due app~caz~on~ ~emi-~nteg~~

de~tJte o ~~tJte, a.UMa 5T è un'app.fj.caz~one nuc.teMe. M E ~ G.

'"La (a) segue dal fatto che, essendo l'applicazione JFT : E + L inte-

grale, risulta per la (13).

ove è l'isometria canonica '"L '"+ L " Na tura l mente J
"', 1

e quindi, ponendo R2 = R,J 2,1' abbiamo

jLooJF T = R2Joo ,2 5.

Consideriamo l'applicazione 51 = Joo,25 : E + L2(K,)J). Poiché l'imrragine R251(E)

è di fatto contenuta in F e quest'ultimo è (isometrico a) un sottospazio di

,-00" risulta 51 (E) c R;l(F). Ma R;l(F) è un sottospazio chiuso dello spazio

di Hilbert L2(K,)J) e pertanto, se P è la proiezione ortogonale di quest'ultimo
-1

su R2 (F), si ha 51 = P5 1, quindi T = R2P51=R2PJoo,25 e basta allora porre

R R2P per ottenere la fattorizzazione desiderata.

La (b) segue dalla (a) per dualità.

Infine, per dimostrare la (c), per esempio nel caso di due applicazioni se

mi-integrali destre 5,T, utilizziamo la (a) e scriviamo la 5 nella forma

5 = R1J",,25,' 5e I è identità di Loo(K,)J), l 'appl icazione 51 T = 15, T è in

tegrale per definizione ed, essendo J 2 debolmente compatta, l'applicazio-
00,

ne J",,251T, e quindi anche la 5T, sarà nucleare per la (d) del Teorema 7,

O~~~vaz~one - Il confronto tra la (a) e la (b) del teorema precedente mo

stra che le applicazioni semi-integrali sinistre non hanno proprietà cos1 buo

ne come quelle delle applicazioni semi-integrali destre. E' per ciò che que

st'ultime sono state l'oggetto di uno studio molto più intenso e approfondi

to che le prime, portando anche a rilevanti generalizzazioni, come mostreremo

in seguito.
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Avvertiamo infine che la nomenclatura "applicazioni semi-integrali destre"

è stata definitivamente abbandonata, nella letteratura, a favore della termi

nologia "operatori assolutamente somrranti". La ragione diverrà chiara quando

torneremo sull 'argomento nel §III.2.

7. -Operatori di potenza p-sommabile (O < p ~ 1) e operatori di ordine O.

Sia O < p ~ 1. Un operatore T e2'(E,F) si dice di potenza p-<\Ommabue se

ammette una rappresentazione del tipo

( 19)
00

Tx = L
1

~ <x,x')y
n= n n n

per ogni x e E,

con

(cf.

(i; ) e.eP e
n

Teorema 2).

(x') e (y) successioni l imitate in E' e F rispettivamente
n n

Ovviamente, possiamo sempre supporre che !Ix~ 11= IIYn Il = 1

per ogni n. Denotando con .(".e.a. c.[aMe deg.e..<. opVta;tolL'<' d.<. pote'Ha p-J.>omma-. p

bue tra spazi di Banach, possiamo munire ogni componente Ji~p(E,F) della qua-

s i -norma

(20) v (T) = i nf i! (~ ) Il
p n .eP

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresentazioni (19) di T.

Evidentemente gli operatori di potenza 1-sommabile non sono altro che gli

operatori nucleari introdotti al §2. Vale il seguente teorema, analogo al

Teorema 3:

efç'.V1~O.

e v < v .;,u .Y·q - p p

e Wl opVtC'...to!Le di.agona.fe D~
00 p:.r -+ f
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COrt (E; ) e R. P, Me. che. -6-<- abbJ..a
n

peJt

T = RDE;S.

(d),Vp(H,H) = ';';;(H,H) peJt ogrtÀ.. -6paz-<-o eU HdbeJtt H e. v = o
p p

1 1 1 3
(e) Se. seo"vpe.Te,;V,aLtoM STeJVcort-=-'+--- e

q r r p q 2

v (ST) < v (S) v (T)
r - p q

La (a), (c) e (d) sono estensioni al caso O < p i 1 delle analoghe pro

prietà degl i operatori nucl eari. Ovviamente nell a (c) R è un operatore conti

nuo da R.P in F. La (b) è conseguenza immediata della (20) e del fatto che

.f.P c R.
q

per p < q. Infine la (e), che è ovviamente di interesse solo ove

risulti r < 1, segue essenzialmente dal Teorema I.13(b) per mezzo di oppor

tune fattorizzazioni di S e T attraverso spazi di Hilbert.

L'importanza degli operatori di potenza p-sommabile è sottolineata dal

seguente teorema, dimostrato da Grothendieck nello sforzo di identificare, al

la luce delle considerazioni fatte al §4, una classe di operatori tra spazi

di Banach per i qual i la traccia avesse senso e fosse uguale alla somma de

gli autovalori (problemi (P2) e (P4)).

r
TEOREMA 13 - (a) Se. T eJl"'p(E,E), aUoM (Àn(T)) et COrt

1 1
-:;:; -
r p 2

(b) Se. T e.i' (E,E) con p i 2/3, a.U,O"-a e..6ù,te. .ta. tJr.acda tr(T) e.
p

tr(T) = 1
1

À (T).
n= n

Il teorema mostra che se p i 2/3, allora la traccia è continua su

[v(E,E) ,v 1, avendosi per la (a) e (b) l

P P
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D'altra parte, la (a) mostra che se T è nucleare, allora (), (T) e i.
n

Questo risultato è il mig1 iore possibile, dal morrento che esiste un operatore

nucleare su uno spazio C(K) (e si può prendere per K la circonferenza uniteria

d l· lR2) , . t l . f . h . D
2 maCUl au ova 01'1 ormano una succeSS10ne c e appartlene a ~

non a .e.P per nessun p < 2.

Per finire, consideriamo il caso p = O. Poniamo .e.0 = n .e.P e definia
p>o

ma opvw.tOJi.e. d'<' o.~eUne. O ogni operatore T e2"(E,F) che amrretta una rapprese~

tazione del tipo (19) con

gL.~ opVtlUOJt'<' rU OJtrUne. O

sione (E; ) nella (19) può
n

sia non crescente. Ora per

'" > cp

e pertanto

(1;; ) e .eo. Indicheremo poi con o·V k:a daMe. de.-
n o

tra spazi di Banach. Notiamo subito che la succes

sempre supporsi ordinata in modo tale che la (lE; I)
n

una tale successione si ha

per ogni p > O .

Ma è facile vedere che ciò irrp1ica pure

per ogn i k e JJ .

Questo ci induce a introdurre .te <lpaz'<'o s delle. <lucc.e.<I<I'<'on.{, Jtap'<'dame.Yl.te. de.c.Jte.

<I C. e.n.t.<., definito come

s = {(E; )
n

Pk(E;n)" 1:1 nklE; 1< '" per ogni k e IN}.n= n

Tale spazio è uno spazio di Fréchet per la topo1ogia generata dalla successio

ne di semi-norrre Pk ed è facile verificare che s ~ LO, l 'inclusione essendo
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continua (notiamo che tO ha una topologia vettoriale naturale che è metri

zabile e completa, ma non localmente convessa, dal momento che si ha

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 14 - (al.~ è Wc -<.dea.te che può ullVte dotato d,{ una topotog-<.a. vet

toJUa.te metlr-i.zab.de e compteta (ma f'lon toca.tmef'lte cOf'lve.6.6a) e /F è deMo -<'n

(b)

(c) T e JV(E,F) .6e e ./>Cto.6e T am~t..te Uf'la JtappJtueY!taz.i-of'le det :Upo
o

( 19) con (i;n) eS.

(d) T e~(E,F) .6e e MtO.6e e.6~tono opeJtatoJU R e.2"(s,F) (o Re.5f>(tO,F)),

S e.2"(E,~) e un opeJtatoJte d-<.a.gonate Di;: t
OO

~ sto Di;: t
OO

~ tO) de6~

to da

con (i;) e s ( o
n

T ~ RDi;S.

(e) T e AI"o .6 e e hOto .6 e T' e,.V
o

•

(f) JV (H,H) ~ .\l'(H,H) (=Jt(tO)) peJt ogn,{ ,spaz-<'o d,{ HdbeJtt H,
o o

Le proprietà (c), (d), (e) e (f) sono di facile verifica, come pure il fat-

to che .,11"0 sia un ideale. Ora, per ogni coppia di spazi di Banach E e F risulta

JVo(E,F) ~ k~ v1'"l/k (E,F) (che ci dà la (b)) e quindi· JVo(E,F) può essere

munito della topologia limite proiettivo delle topologie generate dalle quasi-

norme v
1

/ k su vll/k(E,F). Tutte queste topolgie sono metrizabili e cOfT1Jlete
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e tale perciò sarà anche la topol09ia limite proiettivo su .;I/(E,F). Ne se
o

essendo conseguenza della densità digue 1a (a), 1a den s i tà di Y; i n }'. o
Y; in (l',v) per ogni p > O. Per le dimostrazioni, cf r49-1 (§8.5) o [28]

p p
(§i9.9).

OÒéekVaZ~ne 1 - Gli operatori di potenza p-sommabile forniranno lo spunto

per la teoria generale degli "operatori p-nucleari" per O < p ~ "', che !larà

tratteggiata nel §III.3, ed è quest'ultima nomenclatura che è ormai usata nel

la letteratura.

OMekvaZ.{.Ol1e 2 - Gl i operatori di ordine O sono oggi chiamati "operatori

fortemente nucleari" (o "s-nucleari H) e il loro ideale si denota comunemente

con .;V . Tal; operatori e gl i spazi da loro generati sono stati studiati das
numerosi autori (per i quali rimandiamo, per esempio, alla bibliografia in

[28J), portando quindi a quella generalizzazione della nuclearità che è oggi

conosciuta come "À-nuclearità" (cf. [8 ].).
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III - SEGUENDO GROTHENDIECK

Introduzione

Questa parte finale tratteggia a grandi linee l'evoluzione della teoria

degl i operatori dali 'epoca di Grothendieck ai giorni nostri. Dato l'enor

rre sviluppo subito dalla teoria a seguito del lavoro di Grothendieck, l'e

sposizione è necessariamente concisa e, soprattutto, incompleta. Sono evi

denziati comunque l'uso della nozione di ideale di operatori e il suo im

piego sistematico, dovuto a Pietsch, nella costruzione della teoria moder

na così come si presenta oggi. Così, dopo aver passato in rassegna gli

ideali più rappresentativi ed alcune procedure per la costruzione di nuo

vi ideali a partire da ideali dati, si perviene all 'esame delle relazioni

e dei teoremi di moltipl icazione tra i vari ideaI i, per terminare infine

con alcuni problemi aperti generali che sono fondamentali per la teoria.
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- Operatori p-approssima?ili (O < p ~ 00)

Siano E e F spazi di Banach e sia T eY(E,F). Per ogni n e]N si defi

ni sce numvw dJ.. appJto-B-<-maz-<-one di. otr.d.i.ne n dJ.. T i 1 numero

a (T) = inf{ !IT-S li
n

S es"(E,F) e dim S(E) < n} .

E' facile verificare che

delle seguenti proprietà:

numeri di approssimazione a (T) godono
n

(Al) IIT Il = a , (T) >... ~ an(T) .è an+
1

(T) ~ ... > O.

(A2) an(Hl = lÀ! an(T) pef( ogn; J.>co.1aM À.

(A3 ) a 1(S+T) < a (S) + a (T) petr. S, T e.'{"(E,F).m+n- - m n

(M) iam(s) - am(Tl! ~ IIS-T Il

(A5) a 1(ST) < a (S) a (T)m+n- - m n

petr. S,T e2"(E,F).

p~t T eY(E,F) e S e2"(F ,G).

(A6) a (T) = O !.le e Mto J.>e dim T(E) < n.
n

Chiaramente, un operatOl-e T e.5t'(E,F) appartiene a .i(E,F) se e solo se

(a (T)) e c . In tal caso si ha, per la (Al)
n o

!IT II = II(a(T))11
n t'"

Tutto ciò può essere

operatore T e Y'(E,F)

appartiene a t P per

generalizzato nel modo seguente. Sia O < p ~ "'. Un

sarà detto p-apptr.o~J.>-<-~([bJ.te se la successione (a (T))
n

p < 00 e a c per p = 00. Indicheremo poi con si tao p

p.·o.ppr,OM.{.nubV'J. e porremo

(1) per T e ,'i.
p

Tal i classi furono introdotte da Pietsch (cf. [47J) nel 1963.



- 52 -

Per quanto detto sopra, risulta (<J1 ,a ) = C~IIII). Tale classe è chia-
~ 00

ma ta c1.a.-oòe degu opeJtiLtotU.. appJtoMùub-LU e denota ta con '§ i n onore di

Grothendieck. Essa verrà considerata più in dettaglio nel §5 e perciò

per il resto di questo paragrafo supporremo O < p < 00 •

Per le classi si vale il seguente
p

TEOREMA 1 - (a) W. a) è un ~de.a.f.e qUCtò-<'-noJtmeLto comp.tùo -l.n CM .'Fè
p, P

den!>O.

( b) Se p < q, CtUoJta SI! c ~
p q e. a < a llU slp 'q - p

(c) Ogn-<' T e.~ (E,F) ammette una JtappJteòentetz-<'one de..t t-<.po
p

pe.Jt ogn-<. x e E,

IlE; )11 < 2. 6
1
/

p
et (T).

'n p - p
.t

(e) .d (H,H) = :'/ (H,H) pe.Jt ogn-<. llpaz-<'o d-<. /Wbe..u H e. ap p p

La (a) non è troppo difficile da dirrostrare, la (b) è ovvia, mentre la (c)

richiede una certa accortezza ed implica immediatamente la (d). Finalmente,

l a (e) segue da l fa tto che, -l.n uno llpaz-<'o d-<. H-<.e.beAt, ~ Itume.Jt-<' d-<. appJtoM-<-rrU

uone. co-l.nc-<'dono Qon -<. nwneJ''''<' QC'Jta..t:te.Jt-<.òuc-<' che appaiono nel Teorema 11 del

§ I. 8. Ciò mostra che gli ideali sf sono una naturale generalizzazione agl ip
spazi di Banach degli i dea l i if di von Neumann considerati al §I.8. t~a l 'anap
l ogi a si spinge oltre, poiché abbiamo:

TEOREMA 2 - (a) Ln .t;r,ncc-<-et è ccnW1UCt -6ll .'F(E,f) peA .l'a qllet.~-<'-Jl(lJtlra al

e qu-<.nd-<. amme.t.te W1a un-<'ca e.,~ten.6-<'of1e a r-c~ (E,E) ,0.1] , avendo!.>.(
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(2) tr(T) ~ 12 a
1

(T)

(b) Se. T e ~1 (E ,E) a-UOILa.

pe/t agni T e Jlt
1

(E, E)·

< '"

e.

(4)

La (a) segue imnediatamente dalla (c) del Teorema 1, ma non impl ica as

solutamente niente sulla somma degl i autovalori. Infatti, la (b) è recente,

la (3) essendo dovuta a Johnson, Konig, Maurey e Retherford [29J e la (4)

a Konig [31J.

Per le dimostrazioni del Teorema 1 e del Teorema 2 (a) rimandiamo a [28]

(§19.8) (ma cf. anche ~-49J ' Chapter 8).

Osserviamo infine che vari al tri tipi di "numeri" (cioé di successioni nu

meriche) possono essere associati ad un operatore T e~(E,F) e che è addirit

tura possibile formulare in generale una teoria assiomatica (cf. [50J. 11).

2 - Operatori assolutamente p-sommanti (1 s.. p < 00).

Riprendiamo ora gli operatori semi-integrali del §II.6 e notiamo che.

come conseguenza del Teorema 11 di tale paragrafo si ha che, se T è un'ap

plicazione semi-integrale destra di uno spazio di Banach E in uno spazio di

Banach F, allora per ogni successione (x ) c E tale che «x ,x'» e II per
n n

ogni x' e E', risulta (I!T x Il) e ll. Essendo tale proprietà una caratteriz
n

zazione, possiamo allora generalizzare tali applicazioni nel modo seguente.

Innanzi tutto, poniamo per ~ p .:. "',



- 54 -

ed i no ltre

c (E) = {(x) c E : (11x il) e c } .
o n n o

E' irrrnediato verificare che lP(E) è uno spazio di Banach per la norma

11 [(x )J
p n = 11 ( Il xn Il) Il p

l
se

e che c (E) è un sottospazio chiuso di loo (E).
o

Poniamo poi

{(x) c E
n

s [(x )Jp. n sup
xeB

E
,

Il «x ,x' »Il < oo}'n I p
l

e
c[El={(x)cE :«x ,x'» e c per ogni x' e E'}.

o - n n o

Di nuovo, lP[E] è uno spazio di Banach per la norma s [(x
n
l] e c [El è

p o -

un sottospazio chiuso di lOO[E]. Inoltre, risulta evidentemente,

s L-(x )J < II [( x 11 .p n - p n-

Siamo ora in grado di dare la seguente definizione. Un operatore T: E.. F è

detto CtMoru.tamen.te p-Mmmm.te se (T x ) e tP(F) ·per ogni (x ) e .eP [E].G1i ope
n n -

ratori assolutamente l-sommanti (cioé le applicazioni semi-integrali destr4' del

§II.6) sono semplicemente chiamati opeAa.to~~ ao6o~tamen.te 6om~.

Osserviamo che per p = 00 si ottengono semplicemente tutti gli operatori in

2'(E,F), mentre gl i operatori che trasformano elementi di c [El in elementi di
o "

c (F) sono esattamente gli operatori completamente continui del §I.5. Cià giusti
o

fica la restrizione 1 ~ P < 00 che manterremo nel presente paragrafo.

Osserviamo inoltre che un operatore assolutamente p-sommante T è automatica

lTente continuo. Infatti, se non lo fosse, esisterebbe (x ) 6 too(E) tale che
n

(2-
n

Tx
n
1 ~ lP(F), da cui una contraddi-



- 55 -

zione.

Indicando con

manti da E a F,

g> (E, F) e' -Ùt!.l-<-eme degu opeJta..totU M!.lofU-tamente
p

abbiamo dunque .9' (E,F) c 2'(E,F) e risultando
p

p-Mm-

( 5) pe r T e g> (E, F) ,
p

possiamo denotare con TI (T) l'estremo inferiore delle costanti c per le
p

quali la disuguaglianza precedente è verificata. Si riconosce allora che

TI è una norma e che vale il
p

(i) T e g> (E,F).
P

(i i) E!.lù,.te c > O to.fe che peA ogr~i. .i.Y!!.l.zeme j-Ùtdo (x 1' •••• ,x
k

) !.l.i. ha

(6 ) ( . ~.' IITx. II P)1/p {( ~ , "p)1/p
J;1' J ~csup j~11<Xj,X>1

In tat CMO, TI (T) co-Ùtc-<-de. CO~1 fa p.w. p-<-ccof.a dette CO,~.talt.U c cU ctU. !.lopJr.a.
p

(i i i) E!.lÙ,tOllO Wla mù,M.a cU pJr.cbab-<-'Li.tà \l .~U BE' e W1a. C06.tante c > O ta

Li. da avl!Jr>~-<-

pM C'gl'li x e E.Il Tx ii < c(7)
1 .

(f l<x,x'>I P d\l(x')) /P

BE'

In tm CMO, TI (T) cO.{Ylc.z.de eO~1 fa. p.zil p-<-eecfa. dee..e.e c.o!.l.tanti C cU eLLi. MpJr.a.
p

(iv) E!.l-<-tùno UllO !.lpaz-<-o compatto K, Urta nJù,utr.a di. Radon po!.l-<-..tJ..va \l !.lll K e

ope.tlLtC'!l-<- 5 e.'f'(E,C(K)), R eY'(LP(K,\l),Loo).taU da aVe):.6-<-'

(8)

ove J
p

d-<-' c.ui af §II.6. In .ta.f c.a6o p0J.>.6J.JW10 !.leegfJ..e'le.

00

e J F è f'appucaz-<-one F + L

\l come una m-<-J.>utr.a cU pJr.obab-<--

f.aà, 5 come una ù,ome.t.ua e R me c.he IIR li = TI (T).
P
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E' abbastanza facile riconoscere l'equivalenza della (M) e (i i) tramite

l'equivalenza della (5) e (6). La (7) è ben nota come cW,u.gu.a.gwnza cU

P;'e:t1>ch mehtre l'equivalenza della (i) e della (i v) è conosciuta come ho··

~ema. detta F~o~zzaz;'one cU P;'e:t1>ch in onore di quest'ultimo,che intra-
prese lo studio sistematico degl i operatori assolutamente p-sommanti nel 1967(cf. [48}),

OM~vaz;'one 1 - Segue dal Teorema 3, usando la (8), che se T e ·9'2(E,F),

allora esistono un compatto K, una misura di Radon positiva ~ su K e opera

tori S e2"(E,C(K)), R e2"(L
2

(K,\J),F) soddisfacenti le condizioni della (iv)

ta l i che

O..I-6e/tvaz;'one 2 - L'equivalenza della (i) e della (iv) del Teor'ema 3 mostra

che J è un prototipo di applicazione assolutamente p-sommante.
p

Possiamo ora enunciare il seguente

TEOREMA 4 - (a) (~,TI )) è u.n ;'deate no~ma.to compteto e qu..{.nd/ cont.{.enep p

<\' a\lendo-6.{. TIP ~ \1 1 •

(b) Se p < q, atto4a 9' c.3' e.
p q TI < 1i

q - P
.?/'

p

(c) fjJ cF nir
p

(d) fjJ p(H,H) = 512(H,H) p~ ogn.{. -6paz;'o cU f{i..tb~ H.

La verifica della (a) è abbastanza standard, la seconda parte essendo con

seguenza del Teorema 4 del §II.2. La (b) segue dalla (6), mentre la (c) è con

seguenza della (3) e della (d) del Teorema 3. La (d) invece è difficile ed è

un risultato profondo che sfrutta la cosiddetta "disuguaglianza di Khintchine":

per i dettagli rimandiamo a [28] (§ 20.5) o a [27J (~xercise 2.E.9).

OM~vaz;'OYle 3 - In generale, gli ideali d' e % sono incomparabili, nel
p

senso che .1((. q; e 9> (..Ji. La prima risulta dal fatto che se TeY'(H,H)
p p q
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con q > 2 ma T ~ 52(H,H), allora T appartiene aX{H,H) ma non a .9'p(H,H),

per la (d). La seconda risulta dal fatto che, per esempio, l'iniezione ca

nonica J : C(K) -> LP(K,\J) appartiene a .9' per l'Osservazione 2, ma
p p

certamente non appartiene a ,)1' Ne concludiamo che .9" non è denso in

(9',n).
p p

Per le dimostrazioni, vedasi [281 (§§ 19.4, 19.5 e 19.6) o [27] (§2.5 e

2.6) .

3 - Operatori p-nucleari, quasi-p-nucleari e p-integrali (1 ~ P ~ 00).

Come nel paragrafo precedente abbiamo general izzato il concetto di opera

tore assolutamente sommante a quello di operatore assolutamente p-sommante,

possiamo nello stesso modo generalizzare la nozione di operatore nucleare.

Precisamente, per cominciare sia O < p < 00. Un operatore T : E + F sarà det

to p-I'H.l.UeaJte se esistono successioni (x~) e tP(E') e (Y
n

) e(t
p

) I [FJ ta-

li che

(9 ) per ogn i xeE.

00
Per estendere tale definizione al caso P=OO useremo c (E') in luogo di t (E')o
e quindi T sarà detto oo-rw.c..te.aJte se ammette una rappresentazione del tipo

(9) con (x') e c (E') e (y) e t'[FJ.
n o n

Denoteremo con ./vp fu C.etv~H de.gu opeJtlUOlU p-l'1.uc.teM..<:. (O < p ~ 00).

Tali oper&tori, come pure gli operatori p-integrali che verranno discussi più

tardi, furono introdotti da Persson e Pietsch nel 1969 (cf. [46]).
Notiamo subito che la (9) può sempre essere posta nella forma

( 10) Tx = r r <x,x'>y
n= 1 "n n n

(x e E)



- 58 -

con (E,) e .tP, (x') c BE' e (y ) e (.tP)'[F]. Ma, essendo (.tp) , = l" pern n n

o < p ~ 1, vediamo subito per la (10) che gli operatori p-nucleari con O < p ~ 1

non sono altro che gli operatori di potenza p-sommabile già trattati al §II.7.

Pertanto, per il resto di questo paragrafo possiamo limitarci al caso 1 ~ p ~ 00.

Ponendo, con le notazioni del paragrafo precedente,

v (T) = inf bI [(x' l]· E [(Yn)j)p p n p'
(.1. +.1. = 1)
p p'

per ogn i

zi on i de 1

T e.AI (E,F), ove l'estremo inferiore è preso su tutte le rappresenta
p

tipo (9), otteniamo una norma su .AI. Sussiste allora il seguente
p

teorema, analogo al Teorema 12 del §II.7.

TEOREMA 5 - (a) Se 1 ~ p ~ "', (.AI ,v ) è [m Ldeale rwJr.ma:to comp.teto peJt -Le
p P

Quale valgono.te pJtopM.età (a)-(c) de.t TeoJtema 12 de.t §II.7 (con c al pOòto
o

d ; oP p)
~ -L peJt = '" •

(b) Se 1 < p ~ 00, ~'p(H,H) = SZ(H,H) peJt og~ òpaz~o ~ H-LebeJtt H.

Come per gli operatori nucleari (cf. l'Osservazione 2 del §II.2), se Te.Al(E,F)
p

e G è un sottospazio chiuso di F contenente T(E), non accade in genere che

si può ovviare considerando, in luogo di A',
P

segue. Richiaman-

T e.AI (E,G). A questa difficoltà
p

fu daMe fil degLi. opeJtatOM. QUM~-p-nue..teM-L defin i ti come
p

do quanto detto all 'inizio del §II.6, diremo che un operatore T e2'(E,F) è

QUM~-p-rwc.te.Me (1 ~ P ~oo) se l'operatore JFT è p-nucleare. In altre parole,
00

T e ~p(E,F) se e solo se JFT e ~(E,L ). Abbiamo allora, con la solita conven-

zione di usare c al posto di .tP per p ="',
o

TEOREMA 6 - (a) T eQ (E,F) òe. e. M.tO òe. eò~te. (x') e RP(E') tale. da aVeJ[ò~
p n

( 11) il Tx Il < Il (<x, x'» Il
n .t P

reA ogn~ X e. E.
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q -6U
P

q (T) = inf 11 ,(X')],
p p. n

./'. I e.z,.tJte.mo .ù16 vUOJte. e.M vldo pitU> o -6U .tu.t.te. .e.e. -6UC.C.e.M-<:'OfU (x ') e ./'.P (E ') pe.it ./'.e.
n

(b) Up ' qp) è W1 -<:.de.lÙe. noitma.to c.omp./'.e..to c.on.te.I1e.l1.te. .fi'p

(c) Se. p < r, aX./'.oita ~ c g e. q < q -6U ~ .
p r r - p p

e. q <v -6UJII.
P - P P

(d) [~2,q2 ]

(e) [ 3=, qJ
[ ;i/ V l. 2' 2 .'

[ Il'Il.X, l' I, J ,

(f) Se. 1 ~ p < = aX./'.CM .d c if' e. TI = q -6[( !2
p p p p p

(g) Se E' o F ha .l'.a pitopit-<:.e.tà d-<:. appkC-6-6-<:'maz-<:'ol1e. attoita s"(E,F) è del1-6o /fi

[.2 (E,F),q J e peJt-tanxo que.-6.t'u./'.tirro -<'de.lÙe è ./'.a c.h..ÙJJ.>Ma d-<:. ,Y(E,F)-<:'np p

[.9'(E,F),TI J.
P P

(h) Se 1 < p < 00, !2 (H,H) = Je
2

(H,H) peit ogn-<. -6paz-<.o d-<:' H-<..e.beit-t H.
- P

Le dimostrazioni delle proprietà (a),(b),(c) e (f) sono piuttosto standard, lo:

n~ntre la (d) segue dal fatto che ogni sottospazio chiuso di .1'.2 ha un comple

mentare topologico e la (e) da una ben nota caratterizzazione degl i operatori

compatti .La (g) e la (h) per p = 1 richiedono invece Pili attenzione mentre la

(h) per 1 < p < 00 segue immediatamente dalla (b), (f) e dai Teoremi 4(d) e 5(b).

Continuando nello stesso ordine di idee, generalizziamo infine la nozione di

operatore integrale usando la caratterizzazione fornita dal Teorema 6 del §II.3.

Precisamente, per 1 ~ p ~ 00 diremo che un operatore T e.'f'(E,F) è p-.[l1.tegitlÙe

se esistono un compatto K, una misura di Radon ~ su K e operatori

5 e 51' (E,LOO(K,~)) [o 5 e .'i/(E,C(K))} e R e.'E(LP(K,)J),F") tali da aversi
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jFT = R J S,
00, p

c i!I p0t < p < 00, p ~ 2.
r p -

'~(H,H) p0t ogn~ ~paz~o ~ Hdb~ H.

ove jF è 1 'isometria canonica di F in F" e J è l'immersione canonica di
\ 00, P

Loo(K,~) in LP(K,~), quest'ultima essendo quindi un prototipo di operatore

p-integrale. Ponendo

\p(T) = inf IIR Il il SII'

ove l'estremo superiore è preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (12), si

ottiene una norma \ sull '~n~~eme .1 (E,F) ~ ~~ g~ Op0tato~ p-~egkati
p p

da E ad F, avendosi inoltre

TEOREMA 7 - (a) Cl , l ) ii tm ~dea.te rwJtmato comp.te.-to conterlen-te < Vpp p

(b) Se p < q, a.e..e.oJta .:1 c.1 e \ < \ ~u. .1p q q - p . p

(c) (~'\2) = (.9'2,112), ma Y'p

( d) Se 1 < p <00, J (H, H) =- p

(e) T e ç} (E,F) ~e e M.tO ~e
p

Come al solito, la (a) e la (b) sono standard, mentre la prima parte della

(c) segue dalla (12) e dall 'Osservazione 1 del §2. Per la seconda, osserviamo

che l'iniezione canonica .tl + .t2 è assolutamente sommante, ma certo non in-

tegrale; per il caso 1 < p < 00 e p f 2 rimandiamo a [45J o a [50J (22.4.13,

remark). Infine la (d) segue essenzialmente dalla (e) e dal Teorema 4(d), me.!:!.

tre la (e) mostra che gl i operatori p-integral i e assolutamente p-sommanti sta.!:!.

no nella stessa relazione degli operatori p-nucleari e quasi-p-nucleari. Cib

motiverà una delle procedure che saranno discusse al §6.

Per le dimostrazioni rimandiamo a r28J(§§ 19.7, 20.5 e 19.6.6).
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4 - Operatori p- fattorizzabili (1 < p ~ =) e operatori di Hilbert.

Considerando gli operatori introdotti nei paragrafi precedenti, si nota

immediatamente una caratteristica comune e cioé che tutti sono caratterizzati

per mezzo di opportune fattorizzazioni del tipo L= + LP o C(K) + LP. Is~

lando questo aspetto, possiamo allora definire P-6~o~~zzab~e (1 ~ P ~ =)

un operatore T e.5l'(E,F) per il quale esistono operatori 5 e2'(E,LP(X,\l)) e

R e.5l'(L P(X,\l),F U) tali che

( 13)

ove jF è, come al solito, l 'isometria canonica di F in FU. Qui (X,Il) è un

opportuno spazio dotato di misura, che possiamo sempre assumere positiva.

Ovviamente, gli operatori =-fattorizabili non sono altro che gli operatori oo-in

tegrali. Denotiamo con .5P (E,F) !'~n~~eme ~. ~~ g~ op~o~ p-6~o~zza-
p

b~ da E a F. Ponendo
VTl = inf IIR Il !IS Il ,

ove l'estremo inferiore è preso su tutte le fattorizzazioni del tipo (13), ot

teniamo una norma su fL> (E,F). Per quanto detto sopra,($!",À ) = (.J,1 ).P 0000 0000

Osserviamo inoltre che T e 9"2 se e solo se T ammette una fattorizzazione

del tipo (13) attraverso uno spazio di Hilbert. E' per questo che un tale opera

tore T è detto op~o~e ~ H~b~ e la classe .51'2 si denota anche con Jf.

TEOREMA B - (a) (5,t:', À ) è W1 ~dea..e.e nMmMo eomp!uo.
p p

(b) .1 c:t'p e. À < l ~u J
P P - P P

(c) K e OpMMO~

5 e.'f'(E.C(K)),R e.'f'(C(K) ,FU) M~ da ave.M~
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S e .5f(E,H),R eY(H,F) :ta..U c.he

T = RS.

(e) Se 1 < p <=, .5f (H,H) =.5f(H,H) p~ og~ ~paz~ ~ H~b~t H.
P

La (a) è di facile verifica, per la (b) basta confrontare le fattorizzazio

ni (12) e (13), la (c) segue dall 'identità 2' =..; e dalla definizione di= =
operatori p-integrali, mentre la (d) si stabilisce con una dimostrazione simi

le a quella del Teorema 11(a) del §I1.6 (cf. anche l'Osservazione 1 del §2).

Infine la (e) proviene dalla fattorizzazione attraverso LP degli spazi a dimen

sione finita .e.~ (cf. [50J, §§ 19.3 e 22.1).

Lo studio sistematico degl i operatori in se fu intrapreso in [3iJ, [:l3J e [40J.
p

5 - Controesempi alla proprietà di approssimazione e loro conseguenze.

Riprendiamo adesso il problema dell'approssimazione trattato nei §§I1.4 e

11.5. Nel 1973 Enflo [10J pubblicò il suo famoso controesempio alla proprietà

di approssimazione mostrando che esiste un sottospazio chiuso di c senza
o

la proprietà di approssimazione, con questo risolvendo negativamente il pro-

blema (P6) e quindi anche il problema della base (P5) (cf. §1.6) e il relaziE.

nato problema dell 'approssimazione metrica (cioé se tutti gli spazi di Banach

hanno la proprietà dell 'approssimazione metrica, cf. § 11.5).

Successivamente, vari autori hanno migliorato l'esempio di Enflo mostrando

che anche gli spazi .e.P (15 p <= , p ~ 2) contengono sottospazi senza la pro~'

prietà di approssirrazione, mentre Figiel e Johnson [11J, sempre nel 1973, riu

sci vano a dimostrare l'esistenza di spazi di Banach aventi la proprietà del

l'approssimazione ma non quella dell 'approssimazione metrica. Per i dettagli,

cf. [38](vol. I, § 2 d e p. 42, volo II, pp. 107-111).

In base ai Teoremi 8 e 9 del §I1.4 l'esistenza di uno spazio di Banach E 6el1

za ea pltoplt..i.e:tà eLi appltOM.zmaz.i.one ha le seguenti notevolissime conseguenze.
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-
1) L'appucaz-<-one X: E' li) E -+ .'t'(E,E) non è -<-n-<-e.t:U.va e quindi anche il

problema (P7) del §II.l è risolto negativamente.

2) Le noJtme 11 e

2
con T = O e tr(T) = 1. Per un tale

può eMette el.>:teM a .A~(E,E). In altre parole, esiste T e '!IJ(E,E) per il quale

la traccia non può essere definita.

3) E!.>-<-J.>te, un opettCLtotte T e ';V
1

(c , c )
o o

T gli autovalori sono evidentemente tutti nulli, quindi la traccia spettrale è

nulla e non può ovviamente coincidere con tr(T). Pertanto anche il problema

(P4) del §I.2 è risolto negativamente per il caso degli spazi di Banach.

4) L' opettCLtotte T dJ. ClL[ at punto 3) può e.Mette I.>ceUo come una mCLttt-<-ce

A = ((a kn )) cL[ I.>cataJÙ me che A
2

= O, pett 09>1-<- k~-<-J.>lll:ta a
kn

f O Mio pett

lln >1umetto o-<-n-Lto dJ. vato/Ù dJ. n e

2
pett og>1-<- p > "3

Osserviamo che in tale disuguaglianza non può prendersi p ~ ~ perché al-

lora l'operatore T apparterrebbe ad JV e quindi la sua traccia coincide-
2/3

l'ebbe con la traccia spettrale, per il Teorema 13(b) del §II.7.

Infine, dal fatto che esi ste uno spazio di Banach F per cui 9(F',E) ~,X'(F ,E)

deduciamo il seguente fondamentale

TEOREMA 9 - ~ç ~ %

Ricordiamo che <§ è la classe (.5<', II II) degl i operatori approssimabili

introdotti al §1. E' naturale che l'incl~sione propria asserita dal Teorema 9,

conseguenza diretta dell 'esempio di Enflo, abbia motivato uno studio intenso

della classe ,I} • Qui ci 1imiteremo a dare le seguenti proprietà.

TEOREMA 10 - (a) ~tJ è Wl aeate >1ottmCLto compte.:to ed è il r-<-ù p-<-Cco.to -<:dea-
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(b) .;1 c(/j e Il Il < a -6U '~ p~A ogf1-<- p > O.p - p

(c) AI" c (/j e Il Il < \! -6U fi' peJt ogYJ..~ O < p ~ "'.p - p P

(d) T e(/j -6e e M-tO -6e TI e ~ .

(e) T eJf(E, F) -6 e e M-tO -<le J FT e é§ (E, L"') •

(f ) T e Jf (E, F) -6 e e M-tO -6 e TO E e {'I (L1 ,F ) .

(g) (§(H,H) :Jf\H,H) peJt ogf1,{. I.lpa.z-<-o cL<- HdbeJtJ: H.

Le proprietà (a).(b),(c) e (g) sono più o meno evidenti. La (d) non lo è,

in quanto dovuta alle (certamente non ovvie) uguagl ianze a (T) : a (T') per
n n

ogni T e.)f e ogni n e lN (cf. [50J, § 11.7.4 p. 152).

che se T eJf(E,F) allora JFT e.:f(E,L"') : §(E,L"') dal

Per la (e) osserviamo

'"momento che L ha

la proprietà di approssimazione. Viceversa se JFT e (/j(E,L"'), allora JFT€:fLE,JFT(E).

quindi T : J-l J '[ -F FT e .X E, T(E)] e, a fortiori, T eyt(E,F). Infine, per la

(f) notiamo che TO
E

e (/j (L~,F) implica TO
E

eJf(Lt,F) e quindi T e;f(E,F).

Viceversa se T eJf(E,F), allora TO
E

eJf(Lt,F) e pertanto TO
E

€(/j(L 1 ,F) (cf. [28J,

Teorema 2, p. 404), dal momento che il duale L'" di L1 ha la proprietà di appros-

simazione.

Concludiamo con la seguente

0-6-6eJtvaz,{.one - Siano E e F spazi di Banach tali che né E' né F hanno la pro

prietà di approssimazione metrica, ma F ha la proprietà di approssimazione

(cf. [11]). Il Teorema 10 del §II.5 ci dice allora che l'applicazione

X : E' ~ F -+ [·t1
1
(E,F), -(1]' che è iniettiva,non è isometrica e ciò implica che

[.N
1

(E,F)'\!1] non è un sottospazio normato di ['/1(E,F),1
1
1 ' in virtù del-

l'Osservazione 1 del §II.5.

Inoltre, in [11] Figiel e Johnson stabiliscono l'esistenza di un operatore
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T ~ .,\~ tale che T' e,~ (cf. l'Osservazione 2 del §II.2).

6 - Procedure.

Questo paragrafo è dedicato alla costruzione di nuovi ideali di operatori

a partire da ideali dati. Non enumereremo tutti i metodi in esistenza, ma so

lo i più significativi. Una regola

che definisce un nuovo ideale 5'r per ogni ideale ,Y- è chiamata p,~ocedu-

n.a Menzioniamo due proprietà speciali delle quali godono molte procedure.

Monotonia se J' c6,Y, allora
r r

,f c qy

Idempotenza. dr ,
,r per ogn l .f

Motivati dai Teoremi 7 e 8 del §I.5, dalle definizioni del §II.6 e, più

'in generale, dalle definizioni del §3 e dai Teoremi 7(e), 9 e 10, studieremo

l e seguenti procedure: CiUlUuM, dua-f.e, J.n-ie..u.i.va e ~uJtge..tUva.. Per il resto

di questa Parte III invitiamo il lettore a tener presene per sua comodità

la Tabella degli Ideal i (considerati in questo testo) che abbiamo riportato a

pp. 82-83.

1) Chiusura

Sia f un ideale di operatori. Un operatore T e Y (E,F) tra spazi di Ba-

nach appartiene alla C h.-i.U.6Ulta. f se T e }:E,F) in .'l'(E,F).

E' chiaro che j è. un .i..de.ale dJ.. ope.,t(ùolt-i e che .e.a n.ego.f.a.

C : ,:7.... .f

è. Wla pn.ocedtth.<1 mù>wtona. e .i.de.rrpotente. Naturalmente, un' ideale .!f è clUlL<lo se

e solo se .'1 =} . La chiusura è la più antica delle procedure ed abbiamo il
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seguente

TEOREMA 11 - (a) GRA. -<.dea1.-<' :§ ,j(,'f/,'If/

(b) si =0/ =)i' =;V =,I} •
p p o

(c) j di.
P

(d) .;: (À) = ~ = ~I} =.)f peA <lpau d-<. H.dbeM:.

Per la (a) osserviamo che (I} è chiuso per definizione ed è il più piccolo

ideale chiuso, mentre Jt, .y e'W sono chiusi per il Teorema 7 del §I.5.

(b) e (d) seguono dal fatto che gl i ideal i in questione contengono y; e sono

contenuti in <§ , mentre la (c) segue dal Teorema 6.

2) Duale

Sia ,; un ideale di operatori. Un operatore T e2'(E,F) appartiene al dua-'

l e ,/ d se T' e ,; (F' , E' ). y,d è W1 -<'dea1.e d-<. opeJtata!t-<' e ta. !tegota.

;:d

è una p!taceduJta monotona. Si noti che .tc~e p!toceduJta non è -<'dempoten.te perché,

in generale,.~ e (fd)d non <lona campaJtab-<.U.lnfatti, per quanto detto alla

fine dell'Osservazione del §5, vi sono operatori T t.A1 con T' e.A1' Ne segue,

per il Teorema 3(c) del §II.2, che .v, ~ A!~ . Maallora ~ cA/~d per la mo-

notonia e quindi .;\1 ~fi~d . D'altra parte, se X è l'ideale degl i operatori

T e.2'(E,F) con T(E) separabile, è chiaro

tità di c o il appartiene a X ma non a
o

co se .1: y,d.

dd
che X ~ X

xdd
). Un ideale

(ed infatti l' iden

,; è detto .6-<'mne.tJt.i.

TEORE~1A 12 - I <legueYI.t.i. .i.dei1U .6Ono -6ù.ne..Ù''''{'c.f:.c1'p,g;~Ij,Y/; l'" .0(À),..;f,;\~,

.'I~, '# .

Si noti che, in generale, .f e

seguente esempio. E' ben noto che in

sono :incomparabi l i come mostra il

ogni successione debolmente convergen-
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te è anche fortemente convergente, ma ciò non è vero in c e quindi anche ino
i

oo
Ne segue che l'identità di i l

appartiene a "f/ ma non a :vd , men .
d

tre l'identità di c appartiene a :v ma non a ''f/.
o

3) Iniettiva

Sia .f un ideale di

vuuppo m'<-ew vo .f i

operatori. Un operatore T eiP(E,F) appartiene all 'm·
00 i

se JFT e J'(E,L ) ..~ ii un .<.deJLf.e cU OpeJta.tOIU, ovvia-

mente contenente .f, e io. Jtego.ta.

i
ii, una pJtoceduJla mono.toYlLt e '<-dempo.ten.te. J' si di ce mù..t.t.<.vo se ./ = J

(b)

L'iniettività di ciascuno degli idea·li.~,YI"Jt,.;V ,'f/,"fI/ è o evidente, o ben
o

nota oppure facile a dimostrarsi. Le due ultime uguaglianze nella (b) seguono

dalle definizioni e quindi implicano l'iniettività di .9J e f!, essendop. p
tale procedura idempotente. Infine, dalla 0' c.?f segue '37' cX mentre l'in

00

clusione opposta deriva dal fatto che ogni spazio L ha la proprietà di appro~

simazione.

4) Surgetti va

Sia f un ideale di operatori. Un operatore T e 2' (E,F) appartiene al-

l ',~nvuuppo -6UAge:tt~vo ,J" s se TQE e JI' (L 1, E). .fs ii un '<-de,ale d"<' opeJta.toJt'<-,

ovviamente contenente ,7" e io. Jtego.ta

s
S : ,.1 -»- ~1'

è una pJtocedUILit mOlw-COYla e J..dempo.tell.te . .1 si dice -6U1Lge.t.t.<.vo se
s

51 =1' •
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TEOREMA 14 - (a) Gli -i..deaLi. .5Y;,./f"Yt', A/ ,w' -6ono -6 uJtgeft<.v-i...
o

(b) (1 s = 1",

La (a) è ben nota eccetto per ,li , per il quale segue dal Teorema 13(a)

e dal Teorema 15 più in basso. Chiaramente "§S cJY, mentre l'inclusione op

posta segue dal fatto che il duale di L1 ha la proprietà di approssimazione.

Infine l'inclusione ,f.f c'Y s può essere stabilita notando che, se T e.f.f(E,F),

allora E può essere rappresentato come il quoziente di uno spazio .e.
1VA) (ove

lA è un insieme opportuno di indici) e per quest'ultimo spazio l'identità ap

partiene a 'f/', come osservato subito dopo il Teorema 12.

Ovviamente le procedure 3) e 4) non hanno senso per gli ideali hilbertiani
y
p'

Concludiamo questo paragrafo notando che iniettività e surgettività sono

proprietà duali, dal momento che vale il seguente

TEOREMA 15 - p~ ogn-i.. -i..deale "7

.1'.' ,(nc..fu-6-i..one a de-òtJta po.tendo e-ò-6~e pJteopJu:.a. Ne -6 eglle c.he -6 e.1 è J.n.J..e.t.t,(vo

(Jt-i..-6p. -6 uJtg eft<.vo ), aUolta y<d è -6uJtge..t:tJ..vo (Jt-i..-6p. -i..Yl-i..eft<.vo) e, c.he, P~!!.

.to, -i..Yl,(eft<.vdà e -6uJtgeft<.vdà -60no equ.-Lva./'.en.tJ. p~ ogn-i.. -i..dea./'.e -6.unme.tn--Ù:o.

7 - Relazioni tra ideali.

I vari teoremi che abbiamo riportato sugl i ideal i qui trattati mostrano che

esistono molte relazioni di inclusione tra questi ideal i. Per comodità del let

tore illustriamo queste relazioni nella Tabella delle Inclusioni riportata a

p. 84 , ove le frecce indicano inclusione. Ci sembra doveroso, a questo pro-

posito, fare un certo numero di osservazioni, specialmente a proposito delle
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inclusioni più significative o sorprendenti. Con riferimento alla Tabella

delle Inclusioni procederemo dall 'alto verso il basso.

O~~~vaz~o~e 1 - T~e ie ~ci~~o~ ~o~o prcop~~r-, in generale: ciò è eviden

te per la maggior parte di esse, mentre per le restanti daremo esempi in segui

to.

OM~vaz~one 2 - p~ og~ ~de.al.e f e YlumeJr...t ~eai~ O < s < t < 00 ~~ ha.

,~c ~, i'~C~~O~~ e~~e~do p~op~a.. Ciò è di facile verifica eccetto per

9 e .f (1 < s < 00). Ora il caso di ,1' segue da quell o di 9' (Teorema
s 5 - S s

7(e)) e per quest'ultimo si può dimostrare che l'iniezione canonica

C(K) .. Lt(K,u) (1 < t < 00), che appartiene a CfJ per l'Osservazione 2 del §2,
t

non appartiene a nessun ideale ii' con 1 < s < t (cf., per esempio, [27] ,
s

Exercise 2.E.3 p. 123).

OM~vaùone 3 - Le inclusioni, e il fatto di essere proprie, sono tutte o

evidenti, o conseguenza dei teoremi enunciati e delle osservazioni fatte,

,fcY' e
s s

per O < r < 1 eJÌ'" .. .9'J'
r r

1-r

.2 ...9, ,1' ":7 per 1 < s < "". Ora, abbiamo già visto che
5 s 5 5

con eccezione forse delle seguenti:

f) c 9·
s s'

tà I
s

d'altra parte la prima inclusione è ovviamente propria perché

di Ls appartiene a :L' ma certo non a J (che al trimenti
s s

l'identi-

I 1
2

s s

sarebbe nucleare per il Teorema 7(d) del §11.3, quindi compatta e perciò L
S

avrebbe dimensione finita), mentre la seconda 10 è perché l'iniezione canonica

C(K) .. Ls(K,u) appartiene a 9 ma non a .2 dal momento che non è compat-
s s

ta (ricordiamo che il c.;f
s

per ogni s).

Mostriamo ora che "j! c "c:l
r r

1-r

per O < r < 1. Se T e v 1! (E,F) allora
r
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r
(~k) e t . Supponendo la

successione (~k) non negativa e non crescente, cosa che possiamo sempre fare,

abbiamo (cf.§1)

r
e quindi (a (T)) e t l-r , cioé

n
Te.# e

r
1-r

.AI c J7j' • Pe r vede re che
r r

l-r

l'inclusione è propria basta considerare i l caso degli spa z i di Hilbert, nel

quale abbiamo, da to che -.!'- > r , ,r'2 /( 1 ~ = A per il Teo-
1-r r r

1-r 1-r

rena l(e) e il Teorema 12 del §II.7.

Infine,Al CC!! ma

(1 ~ p < 00): basta considerare, come

operatore diagonale D~ t
oo

+ t 1
nell 'Osservazione 5 più in basso, un

1
tale che (~)e't ma la successione

n

OMeJwaz-<-Orte 4 - Non è strano che

(an(D~)) nella (14) non appartenga a nessun t'P con p < 00

,'J} i s/ dato che 2l contiene opera-
, 2 2 2

tori non compatti. QUoell o che può forse sorprendere è che pure sf
2

~ 9"2' dal mo

mento che '#2 contiene solo operatori compatti in un senso molto "forte".

Un esempio di operatore in sf2 ma non in

gonale D~ :Y'U,2 ,t') definito da

D (n) = (~ n )
~ n n n

!I è fornito dall 'operatore dia
2

ave [n 109 (n+1) '1-1_ . Infatti abbiamo
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an(Dr,) .s.
00

Inkl (kfn E;2)~sup 1: E;k <
(nn)~Bt2

k=n k

e quindi

00

an(DE;)2 .s. nI1
00 2 00 k

E;~
00

1: k~ n r,k k~1 1: = k~'
kç2 < 00

n=l n=' k

D'altra parte, se fosse anche DE;e'~ allora, dal momento che l'iniezione canoni

ca J :.t' -...e2 appartiene a .02' si avrebbe DE; J e '~ o ~ C -AJ (per il

Teorema 18(i) del prossimo paragrafo), cioé DE; e "A, come operatore .tl -...tl .

~~ non è difficile vedere che un operatore diagonale

re se e solo se (E;) e l1, il che non è vero per la
n

rata.

1 1
DE; e~(.t ,.t ) è nuclea-

successione (E; ) conside
n

O~~~tva~one 5 - Quest'ultima osservazione è forse la più importante. Il

Teorema 13(b) del §II.7 e il Teorema 2,relativi alla traccia, invitano a con

frontare gli ideali ~/3 e sl
1

per vedere se l'un teorema non possa

dedursi dall 'altro. Ciò non è il caso perché gl i ideal i '~/3 e ~ non so

no comparabili, come procediamo a mostrare. Intanto non è difficile far vedere

che un operatore diagonale DE; e~(l 1,l
1) appartiene a ~ se e solo se

appartiene a ft e quindi se e solo se (E;) e l'. Basta pertanto prendere
1 n

(E;n) in .t' ma non in i l3 per ottenere un operatore in ~ e non in .#2/3

Inversamente, sia DE; ,: loo -..,e1 l'operatore diagonale associato alla successio-

ne E;n = [nr 10g(n+1)r
3

. Poiché (E;n) e i/3, abbiamo DE; e.#2/3' D'altra

parte (ma cià è tutt' : altro che immediato), si ha

( 14) an(Dt;)
00

= L r,k per ogni n e]N ,
k=n

quindi
00

a (D )
00 00 00 00 _ ~ 3 . _1

L = 1: k~nt;k k~1 kt;k k~ l lk log (k+1)J . + 00

n=l n t; n=1
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e pertanto DE; ~ d
1

'

Resta così stabilita 1 'incomparabilità degli ideali d, e À'2/3' Pos

siamo solo dire che entrambi sono propriamente contenuti in d
2

, per le Os

servazioni 2 e 3.

8 - Teoremi di moltiplicazione

Per finire, consideriamo brevemente alcuni esempi tra i più significativi

dei cosiddetti "Teoremi di moltiplicazione", cioé delle relazioni che si ot

tengono quando si compongono due operatori appartenenti allo stesso ideale o

a ideali diversi,

basta far vedere che

per il quale si abbia,f

e quindi per dimostrare
2,f c J ,

Cominciamo col definire ~dempotente ogni ideale
2 2

J =.5 ,Ovviamente risulta sempre ,f c J

l'idempotenza di un ideale .!/

Sussiste il seguente

TEORE~1A 16 - GU deCLU ff"lf,!/r,y{, .Cf'p ,,,jo' '/r MIlO ,<'dempotent-i, mentlLe, g~.{,

al,:tJu non lo Mno (ma .1(>,1 to è peA ceAU òpaz-i À),

Infatti, supponiamo per cominciare che T e ff(E,F), Allora dimT(E) < '" e

quindi 1 'iniezn:one canonica I: T(E) + F appartiene a y(T(E),F). Denotando

con T l'operatore T pensato come operatore da E a T(E), risulta allorao
T e§(E,T(E)) e T = Il . Dunque ,'7 c ,cy;2
o o

segue dal Teorema 14(d) del §II.7 e dal fatto che ogniL I iderrpotenza di

successione in s

,#
o

può scriversi come il prodotto di due successioni in s men-

tre .Yf è idempotente perché entrambi gli operatori che intervengono nella fat

torizzazione del Teorema 8(d) appartengono a.)l(' ,

Per 1// osserviamo che T e 1V(E,F) <le, e, M1!.amente M, T = RS, con S e.Cf'(E,G)

e R eY(G,F), G e,Mlendo uno òpaz~o eLi, Banadt Jt;,6leMl~vo [6J.
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Ma allora Se lI/(E,G) , R e#'(G,F) e quindi 2
j{I ciJI .

L'idempotenza di X segue dal ben noto fatto che per ogni sottoinsieme

compatto A di uno spazio di Banach F può trovarsi un insieme compatto e as-

solutamente convesso B c F tale che A sia sottoinsieme compatto dello

spazio di Banach FB generato da B.

Passiamo adesso ad 51'. Usando la definizione, dato
p

(13) abbiamo jFT ~ RS, con S eSt'(E,L P), R eSt'(LP,F") e

T eY (E,F) per la
p

jF l' isornetria cano-

nica di F in F". Sia Ip l'identità di LP. Siccome, ovviamente Ip € Sf/p'

abbiamo S = IpS e S"'p' Sia poi Ro la restrizione di R alla chiusura S(E)

in LP. Evidentemente R e .'f'(S(E),F) e esiste R eSf'(LP,F") tale che
o

j R = R. Denotando con I l'iniezione canonica di S(E) in LP, ne segueF o o

allora che jFR = R[ e quindi che R est'. Dunque T = RS R S eSt'2
o o o p o p

Infine, per '!1 procediamo come segue. Dato T e'!1(E,F) e E > O, sia

(T ) c ,?(E,F) una successione di operatori tal i da aversi
n

e
00

n~1 IITn!1 i (1+d IIT Il .

Si, scelsano allora operatori Sn e.?"(E,Gn) e

T = R S e Il R Il = Il S Il = Il T Il ~, ove i Gnn n n n n n

ni. Sia

R e Y(G,F) tal i chen n

sono spazi di Banach opportu-

rispettivamente l'iniezione canonica

Ponendo

e siano J e
n

ne canonica

G - l2(G ) = ((x) : x
n n n e G

n e jj(xn) II=( n!1 lixn II~ )~ < oo}
n

G + G e la proiezio
n

e
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ri sulta

Inoltre S e~ç(E,G), R e<§(G,F) e finalmente, T ~ RS eC§2(E,F),

E' bene notare che gli ideali hilbertianUt(À) sono idempotenti solo per
2certi spazi À di successioni (cioé per spazi À tali che À = À), mentre

il fatto che rimanenti ideali non siano iderrpotenti sarà conseguenza più

o meno ovvia dei teoremi che daremo in seguito.

Veniamo adesso ad alcuni teoremi notevoli di moltiplicazione per i quali

rinviamo il lettore a [50J (sebbene qui i risul tati siano sparsi un po' ovun

que) ,

TEOREMA 17 - (a) .#
p

osi
q

1 1 1
::; .:;;1,-+-=-

r p q r O<p,q<"',

(b) JP o '~
1 1 1c .:}' , - + - ~ - < 1,

r p q r- ip,qi'"

1 1 1
-+-=- <1,
p q r 1 i p, q i"'·

ip,qi"',

1 < p ,q i "'.

O < p,q < '"

1iP,qi"'·

1 1 1
-+-=- <1,
p q r

1 1 1
-+-~- il,
p q r

1 1 1
-+-=- i 1,
P q r

1 1 1
-+--.=-
p q r

fox c !J'
l l'

e. Jof/7' J
p q r

(c) xp o~ c xr '

(d)
~

o AI C JV ,q r

(e) !J' o :3' c 9
p q r

(f) 9 o 9 q
c.!)

r 'p

(g) .'l' o :l' = .';l',
p q r

TEOREMA· 18 - (a)

(b) J 0.11' .Ai·
P q r

(c) .f o J =;le e. f O YJ' O .X'p p '. p i p < "',
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(d)
dY' 00/ cJ,p . p p l.s.p<oo.

(e);j/ J ..v o JV ,.A/ o iIi' c A' , l + l = l < 1,. p o q" p q p q r p q r

1 1
(f) g> o ,/ c. "r' .C!J> o )/' C 1/ e f!} o g> c.3 , - + - = < 1,p q /,- P q r p q r p q r

< p, q < 00.

(g) JjJ o [JjJ
p q

0/2 c A' n.Jlf
2 1 2'

2
ma 9

2
t ~ (O < p < 2).

(1 ) 'r o iV= ,YI e Jf ~ "/t' o 1~ = j.{/' (ì "y .

( i )

,v" ma. "Ir o .f- t,i"
P P

(l<p<oo).

(n) 11/ o y
'p 1<p<oo.

Le dimostrazioni di quasi tutti i risultati enunciati nei due teoremi pre

cendenti sono estremamente tecniche e pertanto qui ci limiteremo a fare solo

alcuni commenti e a dare qual cuna delle dimostrazioni meno tecniche. Riguardo

al Teorema 18, la (a), la (i) (nella forma .'ii'~ c~) e la uguaglianza nella

(m) sono tre famosi risultati di Grothendieck, ciascuno dei quali è conosciu

to con il nome di "Teorema Fondamentale di Grothendieck" (la situazione fa un

po' pensare a Weierstrass!).

ta (Teorema 7(d) del §II.3),

zialmente dimostrata, seppur

Per vedere che si ha anche

La prima parte della (m) era già stata menziona

mentre l' inclusione 9~ c A; era stata essen

2
nella forma .'ii' 1 c· ~, nel Teorema l1(c) del §II.6.

2
9 2 c.c1'(', ricordando l'Osservazione 1 del § 2 ba
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sta considerare il seguente diagramma

E
T

Z F
T, - G

Sz 1
l' '\ ìR,
!

/ R2
/z . @C(K

Z
) • L C(K 1)J

2 J
2

Da to che J
Z

e .':1'2(C(K),L Z), abbiamo
9 2 2 _ '~(L 2,L 2) =J 2S,R2 e 2(L,L)-

Naturalmente questo tipo di dirrostrazione implica pure la (h), mentre la

(g) può essere ottenuta nel modo seguente. In primo luogo osserviamo che i

primi tre ideali nella (g) sono contenuti in g>~ . Supponiamo poi che sia-

no dati T
2

e :9'2(E,F) e T
1

e 9"Z(F,G) e consideriamo di nuovo il diagramma di

fattorizzazione di cui sopra. Dato che le iniezioni canoniche J
2

apparten

gono a'~ abbiamo per la (i) JZS,T2=J2S,RzJ2SZ€·A;(E,L2)=.k,(E,.e2). Poniamo
. , 2 m

~ZS,T2=T. Allora, per il Teorema 3(e) del §II.2 esisteranno R e~(.e ,.e ),Se~(E,.e )

00' 1e un operatore diagonale D~ : .e +.e , con (;n) e .e , tali da aversi T=RD~S e quindi

T,TZ = R,T = R,RD~S.Ma D~ e#;(.e
00

,.e
1

) e R e ~(.el.l) =,SP(.e' .i) (uguaglian

za profonda per la cui dimostrazione, di natura tecnica rimandiamo a [38]

(vol. I, pp. 69-70)); pertanto T,Tz e ~ o ~ . Ciò implica immediatamente

2
.':1' o ~ = 9 o 2i'q =.012 ' per quanto detto sopra. A questo punto resta dar - 1 p

far vedere che -"l'; c.A-'~ e quindi, continuando nella dimostrazione, ripren-
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La (d) è più o meno da aspettarsi e non è troppo difficile da dimo

strare, mentre la dimostrazione delle (b), (c) e (e) è abbastanza tecni

ca e di vasta portata. Per concludere, dimostriamo la (f). Per la (c)

del Teorema 18 abbiamo

Il o f) =Xo ,'3' o XO$' o ~O,Jf=,)fo t'ì'0X'0 i?Jo./fp q p p q

c./fo 9' o 'f(Io ~ o Xc ,Jf o PJ>0 9'0,jff
P P q

c jif o 9 oX o fj
r r r

ove abbiamo usato i Teoremi 16, 18(n) e 17(e).

9 - Problemi aperti

Terminiamo questa schematica della teoria degli operatori enumerando

alcuni problemi aperti, che possono servire da incentivo per lo studen

te, per lo studioso e pure per il cultore della materia.

1) Il problema di restrizione

Dato un ideale J, determinare la sua componente .J(H,H), H essendo

uno spazio di Hilbert.

I teoremi enunciati nel testo forniscono la soluzione per tutti gli idea

li ivi considerati.

2) Il problema di estensione

Dato un ideale hilbertiano f, un ideale J tra spazi di Banach si chia
o

ma e.6;(;e.I1.6.(one. di ,1' se .1'(H,H) = J (H,H) per ogni spazio di Hilbert H. Per
o o

esempio, l'ideale ff{H,H) ammette una unica estensione, cioé ,V;;, Lo stes-

so è vero per Y' (= .1'(tO)), la cui unica estensione è .AI. Si noti a que-
o o

sto proposito che 11 problema della determinazione d~gli' ideal i hilbertiani

J(À) aventi una unica estensione è stato completamente risolto di recente
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dagl i autori i n [42]. Ne segue che, a l di

ideale hilbertiano .5 (H ,H) possiede
o

fuori di tali casi, un

un' i nfi n i tà (i n genera l e)

di estensioni diverse e si tratta di determinarne almeno alcune. Per esempio,

'~(H,H) ha come estensioni .91 y e "A~, mentre ~(H,H) ha, tra lel' 1

altre, le estensioni .912' ..I (1 < p < oo),ff ( 1 < p ~ 00), f?!' (1~p<oo)p - p p

(ma è chiaro che la interpretazione del termi-

questione filosofica!).

.'/
2

"mi gl i ore" è una profondane

e f} (1 < p < 00). Sarebbe interessante, a questo proposito, determinare la
p -

"migliore" estensione di

3) Il problema delle estensioni particolari

Tale problema è intimamente connesso con il problema precedente. Dato un

ideale hilbertiano ..I, si possono automaticamente formare varie estensionio
a ideal i tra spazi di Banach. Qui ci l imiteremc ad accennare alle duedi ..I

o
più importanti.

Un opera tore Te:! (E, F) appa l't i e ne a 11 a e.6-te.rl-6-<-one. ~upeJÙoJte. .;rsup di .5
o o

se RTSe.f(H,H) per tutti gli SeY'(H,E) e Re.:f(F,H) (come al solito,qui prendia
o -

mo lo stesso spazio di Hilbert H, di accordo con l'Osservazione del §I.3).

Un operatore T ejf(E,F) appart i ene a 11 a e..6-ten~-<-oYle. -<.n. 6eJt-<-oJte. ..Ii nf
o

di

.50 se esistono uno spazio di Hilbert H e operatori S eY'(E,H), T € f (H,H)
o o

e Rejf(H,F) tali che T = RT S.
o

Abbiamo allora il seguente semplicissimo.

TEOREMA 19 - J sup
o

p;inf
o

~ Olto !LÙ> pe.-t-t-<.vame.nte. la. p-w grea.Ylde. e. .e.a.

è una qualunque estensione di f, allora risulta
o

c .I/ c J
Sup

, come il lettore non avrà alcuna diffio

che se J
inf

..lo

Ciò significa

necessariamente
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colt~ a provare.

Dato allora un ideale hilbertiano ,1, sorge
o

determinare le sue estensioni "privilegiate" .1~uP e

il problema di

1inf E' bene ri. o .

cordare che Y' amrrette un'unica estensione, cioé .AI, e che le esten-
o o

sioni superiore e inferiore degli ideali di von Neumann Y' (1 < p < 00)

p -
sono tutte determinate, benché non rientrino tra gli ideali considerati

. (. f tt' ,..,i nf 1/
]n questo testo 1n a l, j = v'( Z 2)P p, ,

e Y'sup = 9' . Per dare
p (p,2,2)

un'idea della difficolt~ del problema ci limitiamo a osservare che

Infatti, è chiaro che yinf c~§. Ma l'estensione inferiore è inietti-
cc

va e surgettiva ([50], p.219), mentre u} non lo è (Teoremi 13 e 14) e ciò

prova la prima inclusione propria. Le altre sono già state dimostrate ecce t-

to l'ultima. Ora, se T e'Y(E,F) e 5 e Y(H,E), R e.sf(F,H), allora, essen

do 5 e #V(H,E), risulta T5 e .%(H,F) per il Teorema 18(1) e quindi

RT5 e jf'(H,H) = Y(H,H), cioé T e ysup. Dunque"Y c Y'sup, D'altra
00 00 00

parte, sia Ip l'identità di

5 eY.'(i2,iP), R e.Y.' (.tP ,i),

(risp. R ef(.tP,l) e quindi

I e Y' sup
p 00

'1 I d'f'. "a p"

i P per 1 < p < 2 (risp. 2 < p < 00) e siano

Per un t'isultato di H.R. Pitt', 5 e.%(i,eP)

RI 5 e Jf (i ,i) = .'C (i ,i), cioé
p

. d' ".",,supe qu l n l "r ~ J 00

4) Il problema delle procedure

Considerata una qualsiasi delle procedure delineate al §6 si pone il

problema di determinare (se possibile più o meno "int~insecamente") il nuo-
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vo ideale da essa generato. Con questo intendiamo porre il problema di

determinare, a partire da un dato ideale cf , gl i ideal i }, Id, .)'i e

.jS • Naturalmente, dato che le varie procedure non sono commutative. in

generale, tale problema può essere allargato a quello di determinare, per

un dato ideale f ,ideali della forma (((.f )d)i)s ecc., e da qui la

possibilità di infinite tesi tendenti ad accertare fantasmagoriche relazioni

di appartenenza o fattorizzazione. Rincarando la dose, notiamo che le quat

tro procedure a cui abbiamo accennato nel §6 non esauriscono le procedure

conosciute, né tanto meno quelle che possono essere inventate. Dunque, ci so-
no dei problemi reali, mentre si possono inventare molti di più problemi fittiz~.

5) Il problema delle scale

I Teoremi 17 e 18 suggeriscono il cosiddetto "problema delle scale", cioé

il problema di investigare le relazioni di composizione e inclusione tra idea

l i di operatori appartenenti alla stessa scala (p.e. J ,JIf' ,& ecc.) o a
p p p

scale differenti, e di stabilire se le eventuali inclusioni siano proprie o

meno. Tale problema comprende, in particolare, il "problema del prodotto",

cioé il problema di determinare (più o meno esattamente) l'ideale jol1lj

a partire da due ideal i dati J e {Ij

OMeJtvaZ,{OJ1e - Per i problemi 1),2)e 5) si hanno già moltissimi risultati

che danno risposte per la maggior parte degli ideali di interesse ( non solo

per quelli qui considerati).

A nostro parere, i problemi 1) e 2) sono fondamentali. Il 3) è importante

(perché permette di controllare il 2) 'in qualche modo), ma piuttosto "sfug

gente" e forse addirittura intrattabile in alcuni casi e ciò vale pure per

i problemi 4) e 5).
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TABELLA DEGLI IDEALI

Definizione

(O<p~l)
operatori p-approssimabili ==->

Fattorizzazione Componente su H

{
. (O<p<"')

y; operatori di rango finito .11'

rg operatori approssimabili :)f

.K operatori di Hilbert <-.) E T .. F :E

S\ ~
H

operatori p-integrali
T jF

F" ~.1> <-> E F

S"- l R (1<p~"')

'" (K,ll)-,-LP(K,ll)C(K) ,L Y,'
J

(p = 1)"',p

:;f operatori compatti ~r

operatori p-fattorizzabili
T ~ F" !E

~
<-> E - F

S'\.. I R (l<p<oo)

LP(X,ll)

operatori p-nucleari E
T

~#p <~> .. F

S R
00

.e.P.t .. (l<p~"')
DI';

(c se p="') .'/o p

(O<p~l)

T

"il
operatori fortemente nucleari <=a=> E ... F

o .'{;
S l. R

'".t .. s,lO

D~
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operatori p-sormnanti
T

assolutamente <-> E

S

C(K)
J

p

operatori quasi nucleari E
T i<-> F

J
F 00

F L

/ R

LP(K,\l)

00

L
y

2

s

.e
00

- .eP

Di; CC se p=oo)
o

operatori completamente continui

operatori debolmente compatti <-->
T

E

\ /
G=G"

F



TABELLA DELLE INCLUSIONI

!f'
1

d: .9'
..T 1 - 1

-----,sf r

l-r

~ - ,!'q- .9'q

/
JIt'= !f' ~= i?i'2 • 2

22

l

o < r < 1, 1 < q < 2, 2 < p < 00
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