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APPENDICE

14. Semi-bande.

In anni recenti diversi autori (Benzaken-Mayr (1975) i¢l, Howie (1977) 141,
Piochi (1981) 118/, ..... ) hanno studiato con tecniche diverse i semigruppi

generati daiidempotenti (o semi-bande).

Vogliamo qui indicare un diverso metodo ¢i approccio ailo studio di una se
mi-banda, un metedo semplice, "“diretto”, che, comunque, permette di ottenere

rapidamente cualche primo risultato.
Premettiamo le sequenti definizioni e 1 sequenti Teoremi gia noti.

Sia S un semigruppo senza annullatori diversi da zero (si pud supporre
che ogni semiaruppo soddisfi a questa condizione [14!), allora S ha la se-

guente decomposizione disgiunta (decomposizione sinistra di Szép) :

S:igﬂsi ()
dove
S, = {aeS/aScsS e 4 xesS, x#0 3" ax = 0}
S,={aeS/as=5 e 4 yeS, yf0 2" ay = 0]
S, = {ae S—(S0 U S1J / aScSe A XysX, € Sy X, F X, e ax, = ax,}
S3 = {a e S-~(SO U 51) / aS =S e 4 YysY, € S, Y, # y, € ay, = ayz}

S . ={aeS-(S US, U 52 US.) /aSc$S i}

4 C 1 3

- - S ~
S {a e S (S0 us, u 52 U 53} / aS = S}

1
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Dualmente si definisce per S la decomposizione destra di Szép

(2)

(v
H

He Oon
-

1=0 1

Siano ora S.ND, = C.. e r= {C..}. .
y 3 N i3 1,3=0,1,...,5

Se i sottoinsiemi Cij sono non vuoti, allora essi sono sttosemigruppi di

S e risuita:

5
S = g C.. ,C..00¢c. =9 se (i,j) # (h,k) (3)

La decomposizione (3) di un semigruppo S viene detta la TI'-decomposizione

di S.

Teorema 14.1. La T-decomposizione di una banda S e la seguente:

1) se 1S, allora S

= {1}_; 625 = CBE =

5 = Ug

S = COO U C02 U C20 U L22 U i1} 3

2) se 1 €8S, allora

i
e

a) se Sp 7 B, Cgy = Sgs Cop

r:
S ng U CO2 U CZD U C22 U 55

b) se D, # @, C,p = Dpy Cpp = 0

_ | :
S COO U 002 U CZO U 622 s D5ﬁ

Dim. v.|13}|,pag.14.




- 46 -

Teorema 14.2. Un semigruppo S & una banda sse la sua decomposizione sinistra

di Szép e cosi data:

Fo
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2) S_ & rettangolare e in esso ogni elemento & unitad sinistra;

)
S—
s
H
-
—

o= Uo L (i=1,2), dove Te classi L sono sottosemigruppi rettangolari

di S.

Dim. v. 12|, pag. 9.

Sia ora S una semi-banda, ossia un semigruppoc generato dall'insieme E = {ei}ief
L

di idempotenti. Ogni elemento s € S si pud dunque scrivere nella forma

s=e, e, ....e, , k>1, e ec€L.

1 1 A 1
1 2 k 1

Se consideriamo i1 sottosemigruppi eiS di S (i e I), si ha, evidentemente,

S = U, e.S.
iel 1

Sia S* = ) e S
el 1

Teorema 14.3. Se S* # P, ogni elemento s e S* & uno zero a destra per S.

Viceversa, se S ha elementi zero-destri, allora S*(#8) contiene tali elementi.

i
Ly
&

Dim. Sia s e S*, per oani e, € E. poiché s € eiS& $1 ha €. s

Dunque anche per un cualsiasi elemento s € S si ha ss = s, Ccio€ s & uno

zero a destra in S. Viceversa, se SG & uno zero destro di S, si ha e.s = §

Ye. e E, dunque s_ e e.5, quindi, anche s e [} e. S = S*,
7 0 [ 0 el 1

In conclusione, i1 Teorema 14.3 dice che S* & costituito.da tutti e soli gli

(eventuali) zeri destri della semi-banda S.
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Teorema 14.4. La semi-banda S non ha elementi accrescitivi sinistri [destril.

Dim. Sia a = e .en un elemento accrescitivo sinistro di S. Allora

=

esiste un sottoinsieme Mc S t.c. aM =S, cioé e?(ez...enM) = S, Poiché

ET’ idempotente, non pud essere un elemento accrescitivo, deve essere ez...eanS

Proseguendo con 1o stesso ragionamento, si avra alla fine enM = S: assurdo,
perché e e E.

Teorema 14.5. G1i elementi u e S tali che uS = S [Su = S] sono tutte e

sole Te unita sinistre [destre] di S.

Dim. Se u @& una unita sinistra di S, ovviamente uS = S. Viceversa, sia

ue S tale che uS = S. Sia u = €,8,...8 (k > 1). Con 1o stesso ragionamento

usato nel Teorema 14.4 si ha che

i
WV

fa = C === = == =
e1h2...ek5 S > EZ'T'ekS S - > ekS S,

—
L

H
H

da cui risulta che e, & unita sinistra di S (poiché e € ).

K

Ma allora, analogamente, e1e2...ek_15 = § === ek_18 = S, quindi anche

ek_1(eE) e unita sinistra di S. Pertanto, proseguendc con questo ragionamento,

si ha che e1,e?,.i,.,e sono unita sinistre di S e quindi u = e1e e .8, = ekﬁ

K 2 K

ciog¢ ue E. Ma allora se uS =S ed uvue E, u @& una unita sinistra di S.

rhl

In termini di“decomposizione sinistra di Szép" di S, S =

Hcon

. S.. il Teore-
i=0 71’

ma 14.5 afferma che 55 e costituite da tutte e scie le unitd sinistre di S;

infatti per il Teorema 14.4 & 51 U 53 = @, quindi 85 e 1'insieme di tutti e
soli gli elementi ue S t.c. uS = S.

Duaimente & D1 U D3 = e D5 @ costituito da tutte e svle Te unita destre

di S.
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Teorema 14.6. S - 55 & un sottosemigruppo di S. [D-—D5 & un sottosemi-

gruppol.

Dim. Siano a,b e S-S.. Per assurdo, sia abeS;. Allora (ab)S = S,

cioé a(bS) = S. Se bS =S, per il Teorema 14.5 b e E, e anzi b e S., cid

5
che & escluso; dungue bS ¢ S; ma allora a & accrescitivo sinistro, contro

il Teorema 14.4. Dunque ab e S~55&



