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CAPITOLO III
8. Traslazioni di un semigruppo.

Dato un semigruppo S, per ogni elemento a di S si possono definire

due applicazioni, Aa e 0, > nel sequente modo:

¥S € S has = a S, Sp. = S a.

Per convenzione scriviamo Aa come un'applicazione sinistra (cioé si

pone a sinistra della variabile) e p, come un'‘applicazione destra (cioe

si-pone a destra della variabile).

L'applicazione Ay, S1 dice traslazione interna sinistra di S associa-

ta ad a, 1'applicazicne 0, si dice traslazione interna destra di S asso-

ciata ad a.

In un semigruppo S wun'applicazione sinistra X : S - S si dice trasia-

zione sinistra di S sse  A(st) = (As)t V¥s,t e S; un'applicazione destra

o : S >S5 si dice traslazione destra di S sse (st)Fiz s(tp) ¥s,t e S;

una traslazione sinistra X e una traslazione destra p si dicono traslazio-

ni associate  sse s(it) = (sp)t ¥s,t e S.

Osserviamo che la traslazione interna sinistra € una traslazione sinistra,
la traslazione interna destra @& una traslazione destra., ed esse sono tra lo-

ro associate. Infatti abbiamo:
1) Aa(st) = (Aas)t Ya,s,t e S

st) = a(st) = (as)t = (A s)t;

essendo 2 {
a a

a
essendo {st)ga = {st)a = s(ta) = C(tﬁa},
3) s(h t) = (sp )t Ya.st e S

a a

L 'insieme di tutte le coppie (),p) di traslazioni sinistre e destre as-

miata et Aircrn v tiinm T arTT ~1Ta M4 < T RPN ~E <
sociate si dice invituppo traslazionale di S e si indica con  Q(S).
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Esso & un semigruppo, con la moltiplicazione cosl definita

(o) (A'0') = (A ,0p])

dove A'  rappresenta la composizione delle applicazioni sinistre A e X'
(applicando prima X' e poi X ), mentre op'  rappresenta la composizio-

ne delle applicazioni destre p , p' (applicando prima o e poi o').
Infatti abbiamo:

1) {kaﬁ)n(kiypi) € Q(S) === (A:p)(hiagl)i&'ﬁ<s)

Dim.

AA' @ una traslazione sinistra, infatti ¥s,t e S A (st) = A(M'st) =

= A((A's)t) = (A(A's))t = (AN's)t;

op' & una traslazione destra, infatti ¥s,t e S (st)po' = ((st)p)p' =
= (s(tp))p' = s((tplp') = s(top');

{"'ﬁ.

' e  pp' sono tra loro associate, infatti ¥s,t e S s{A\'t) =

= s(A(x't)) = (sp)(A't) = ((sp)o")t

]

(spo')t.

Se ne conclude che (X,0)(M\',p') = (Ar',pp') e Q(S).
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2) (Asp)s (X0 ) (W",0") € Q(S) ===> ((A,0)(X',0"))(A",0")
Dim.

(L) (A0 D 0™) = O e ) (A",0") = (O )A", (pp" )p") =

= (MX'A").e(p'e™)) = () (X' A"0'0") = (Mp) (X 50" ) (A",0") ).
Consideriamo ora 1'applicazione che ad ogni elemento a e S associa (A _,p )

che, per quanto visto prima, & un elemento di  Q(S) e verifichiamo che tale ap-

P

nlicazione & un omomorfismo, infatti ¥ a,b e S (X ,p }(Abﬁgb; = (Rnbfpab),
percheé

¥ se S : A As =i (bs) = albs) = {ab)s = ) s e
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S0Py = (Sa)cb = (sa)b = s(ab) = Sp_p -

In generale tale omomorfismo non & un monomorfismo, infatti pud accadere

che, presi a,b e S, con a # b, risult] Aa = Ab & P = Ppe

Ad esempioc se S & un semigruppo con almeno due elementi che siano annul-
latori, a e b, cona # b, allora ¥x € S, per la definizione di annullatore,

0 e bx =xb =20, cioéd V¥x e S hax = lbﬁ e

i
1}

risulta che ax Xa

Xp, = Xpy .

Vale perd il seguente

*
Lemma 8.1. Se a e b sonoelementidi un semigruppo regolare (*) S, al-

implica a = h.

lora Aa = kb - 0, = Py

Dim.

Siano a,b e S t.c. A, = A Poiché S @& regolare esistono
d

e = .
b pa Qb
a' 1inverso di a e b' dinverso di b, cioé a = aga'a e a' = a'aa' e

b =bb'b, b" = b'bb'. Allora sara

I
Il

a = aa'a Aa(a*a) = A, (a'a) = b(a'a),

b

kb(b'b) = ka(b'b) = a(b'b), ossia

b = bb'b

i

J(a'a) e)S 3t a

a R b( . Inoltre

b(a'a) e <(b'b) eSS 3 b=a(b'b), pertanto

a = aa'a = (aa')o = (aa')mb = {aa')b,
h = bb'b = (bb')o, = (bb")p_ = (bb')a, ossia j(aa')eS »' a=(aa')b e

| ; (%) (*%)
J(bb")eS 3' b = (bb')a, pertanto akb . Allora si ha anche che a¥b , © per

- ('ﬁrﬁ“*) - -

una proposizione sui semigruppi regolari a inverso di a e b inverso di b.

t.c. aa = bb e aa = bb.

il

(*) Un semigrupo S si dice regolare sse ¥a e S “x e s 2' a = axa. L

(**)f Q% sono le relazioni di Green, cosi definite: ¥a,beS: alb <=> S a=S'b
aRb <=>aS! = b81; a¥b<=>alb £ akb. |

1

(**%) yv. [4| Prop. 4.1. pag. 49.



Per comodota possiamo supporre di avere scelto a;b= tali che godano

L

delle proprietd di a e b, cioé t.c. aa' =bb' e a'a = b'b.
Allora a = aa'a = ab'b = b.

c.v.d.

Q. Teorema di Pietrich.

*'l.
. (*)

Prop. 9.1. Se ¢ & un omomorfismc da una banda rettangoalre ,

in una banda rettangolare I, X AZ, allora esistono due applicazioni

2
) ro R
¢ : I1 > IE, o . A1 Az t.cC.
(X560 = (xy0758,07)  ¥ly,.g,) e 1, x 1 (9.1)
1771 LI 1771 1 1 ' ’
Viceversa, per ogni applicazione ¢£ D ¢r : A, > la formula

.1 .“.E'J

(9.1) definisce un omomorfismo ¢ da I, x A, in I. x A..

Dim.

Sta ¢ I, x A, = I, x A, un omomorfismo. Fissato A, € A, e ¥ X4 € I

1 1 i 7 1 1 1

. '8
definiamo X1$ nel secuente modo:

0 .
(>;1,1.,1_)¢ = (xgb ’}‘2)

(*)  Ved. Parte I definizione pag. 1, Lemma 1.13 pag. 10.
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Analogamente, fissato i1 e I1 e ¥ e €A definiamo g1¢r nel seguen

te modo:
. ey r
(11&51)¢ - (12!€1 ¢ )

Allora V(x1,§1) & I1 X A, risulta

(x;58:00 = [OGsa) e e = (srydei gy )0 =

£ . r 2 r

c.v.d.

Viceversa se ¢ @& un'‘applicazione definita dalla (9.1) allora essa & un

omomorfismo, infatti V(X1,g1)j (y1,ﬂ1) & 11 X A1 risulta

' r 2 r 4 r
(¢80 (yan)]e = (50006 = (07m6 ) = (x,¢ 8,0 )y, 0 un,¢ ) =

- (X15€1)¢ (y1:ﬁ1j¢

Corollario 9.1.

(*)

*
Siano ;i1,§é semigruppi zero-sinistri (%) edii.‘!w,,ﬂ2 semigruppi zero-destri

Se ¢ @ un omomorfismo della banda rettangolare 311 :>=::If’€.1 nella banda rettan-

¢ : . . . . R )
goiare ‘12 X &2, allora esistono gli omomorfismi o :{1 -%0[2, ¢-r :(R1 +R2 t.c.

NEUE N 4
(E 5P1)(b . (’k41$ *rr.i ¢' }

: (9.2)

?(i1,r1) e{i1 xfﬂw.

. . . Lo r
Viceversa per quaisiasi omomorfismo ¢ :.;*;{,,_1 *+j;, & R, »R,, 1a formula

(9.2) definisce un omomorfismo ¢ da [, x R, in i? X R,

s

(*) Ved. Defin. Parte I pag. 1.



Dim.

Sia ¢ un omomorfismo da i1 xR, in g

; : L 2
esistono due applicazioni ¢ ::f1 = i} = (yﬂ: R1 > R? t.c.

) xmﬁ?, allora per la Prop. 9.1

| ~ 9 r
(£1,r1)¢ = (20 Ty ) V(£1,r1) e¢f1 X‘@ﬂ.

Cm : L L r .. . '8
Tali applicazioni ¢ ,¢ sono due omomorfismi. Proviamolo per ¢ .,

)
proviamo cioé che (4 2;)¢R = £1¢££5¢ .

1

Infatti, essendo iL1 semigruppo zereo-sinistro, si ha che £1£; = 21

g : : . L, :
ed essendo ¢ un'applicazione : (2111}¢ = 2,6 ; inoltre anche J:?
: fe
: . . _ % .2 %
& un semigruppo zero-sinistro, guindi 21¢ L0 = £1¢ . Concludendo
RN ¢ L, 2 : *
(Lﬁﬂ1)$ = £,4° 4,4, come volevamo dimostrare.

I1 viceversa & ovvio.

Se un semigruppo S & espresso come semireticolo di semigruppi compie-

®
tamente semplici (%) S sindiciaty in Y, ese g,8eY e o 2R, allo-
ra s1 ha che

SD!’, SEESQB:SB ] SBSCE_ESBQZS'E ‘

Da cui se c e Sy e xe Sg segue che ¢ x x ¢ € S5g . Dunque per ogni

elemento ¢ € Sy, si possono considerare le applicazioni ;kc e 0 da
Sg in Sg definite al solito modo
A X = C X e X0 = X C.
C C

Tali applicazioni sono la traslazione sinistra e 1a trasiazione destra
di Sg associate, e 1'applicazione che ad ogni elementc ¢ € Sa associa

(kchﬁ ) € Q{Sg) & un omomorfismo da Sy, nell'inviluppo traslazionale di

c
S 5 0L(S, ).
5 (Sﬁ)

af

Consideriamo ora una banda rettangolare I x /A , dove I & un semi-
gruppo zero-sinistro e A & un semigruppo zero-destro, e determiniamone

1"inviluppo traslazicnale.

(*) Un semigruppo S 2 completamente semplice sse @ regolare e ¥a,beS:ax =

-hx € Xa = xb ==> a = b.



Sia A una traslazione sinistra di I x A , allora

AMi,u) = A[(i,u)(i,u)] = (perché A @& una traslazione sinistra)
= A(i,)] (i,u) = (G*,0r Y(i,u) = (i*,u) (perché I & zero sinistro
e A & zero-destro)
dove abbiamo, per ora., posto A{(i,u) = (i*,* ).

Inoltre per ogni € 1in A
MALE) = A[Ha) (.0 = ()] (Le) = (P ) (H,8) = (i ,8)

Cosi A determina un'applicazione 6: I > I {(che scriveremo come ap-

nlicazione sinistra) t.c.

Wig) = (91,8) ¥ £ el (9.3)

Viceversa per ogni applicazione sinistra ¢ : I -1 Ta formula (9.3) de

finisce una traslazione sinistra di I xA.

Analogamente ogni traslazione destra © della banda rettangolare I xA

determina ed & determinata da un'applicazione destra ¢ :A > A t.c.
(x,1u) e = (x, W ¥(x,u) e I xA (9.4)

Osserviamo che se A , definita dalla (9.3), & una traslazione sinistra

di I xA e 0 definita dalla (9.4), & una traslazione destra, allora

¥(i,u), (j,v) e I xA GLu) NG = (Gau)(dd,w) = (1,v) 2
L (i,V)

i, Wel(iv) = ()i, v

H

Pertanto ogni coppia (A,p) & tale che * e p sono traslazioni asso-
ciate. L'applicazione f che alla coppia @ ,p) associa la coppia (¢,0), do-
ve ¢ & determinata da A e | & determinata da p , e evidentemente biiet
tiva; inoltre & un omomorfismo tra 1'inviluppo trasiazionale Q(I.A) e 17
orodotto cartesiano “A*(I) x S(A) del semigruppe  D*(I) delle applica-
zioni sinistre di I in I e del semigruppo “\(A) delle applicazioni destre

di A in A, vale cioé la sequente uguaglianza:

FIO, (A ")) = FIAP)F (XN,0").

Infatti si ha che
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Fl, O (X, 0 )= F( s pp) e

f{ae)fOA o) = (o, 0 Xo'su') = (0d',yy') = F(AA",pp'), perché

V(i,£), (x,u) e I xA risulta chiaramente che

W (1,8) = (¢¢'1,8) & (xsudop' = (x,wu') .

Consideriamo ora una generica banda B e supponiamo di aver espresso

B ccmessemireticolo di bande rettangolari £ , o e Y; possiamo porre

Q
- A
Eo; = [m RN Yoe Y.
S¢ o > B8 abbiamo gia visto che VYa e Eri esiste una coppia associa
ta (ia,pa) di traslazioni sinistra e destra di E . Inoltre 1'applicazione

f

t.c. a —»(}E,ga) & un omomorfismo da Ea in Q(EQ).

Come primo risuitato sull'inviluppo traslazionale di una banda rettango-

lare s1 puo affermare che ogni elemento a e Eﬁ determina un'applicazione
. a | . . a
sinistra o I - 1 e un'applicazione destra ¢ : A_ - A secon-
g 3 B 3 B 3

do la secquente formula:

(x _, = a(x _, {6 °x &) 3 = & = (x _,E
A 656) (ng) {45 %; 18, (x SE_) (xg-E )a = (X580

Pilt in generale si pud dire che, se o > , abbiamo un omomorfismo

o B oo (D) x S(A) cosl definito
. B X 3
a a
Va eEﬁ : a {$;1,5 = (¢Qa1p?)
Se R=g e se a-= (i,u) allora

a(x ,E ) = (i £ ) = (i, £ )a = £ V(i,u) =
a(x »E ) = () (x5 ) = (1,8 )+ (x .8 )a = (x x5 ) (1,h) = (x_ JW)

- O a GG/ )
Quindi 1'applicazione <ﬁ(i‘U) I > 1 ha la proprieta che t&(i‘“)x =
‘ o e Cl T G of
Yx, € 1 Analogamente & w(ﬁ’ﬁ) = u Y& e A
O a T S’ “ e o

Cost se indicniamo con <¥X> il valore costante di un'applicazione co-

stante x ., possiamo scrivere:

i, M) o . (i,u .
(3,1) > o= i <1ﬂ1 ) > = u  ¥(i,n) € £, (9.6)
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Consideriamo ora in B un prodotto pil generale. Precisamente supponiamo

che aeE ,bekE | e z = (x ,£ ) sia un elemento arbitrario di
o B Y Y

ag.

E , dove Y
Y

Allora se poniamo ab = (1Y’UY)’ segue che:

(ab)z

abz (1 s M )(X &‘t—; ) = (i”:‘z‘; )
Y Y Y Y Y

1

" enche abz = a(bz) = a [b(x ,& )] = a(¢b X L5 ) = ¢a ¢bx E )
Y7y Y OYYT O Y Yy
ossia (i_,& ) = (¢a¢bx ).
Y Y YY Y Y
Ne deduciamo che 1'applicazione sinistre ¢i ¢: di IY ha 1a proprieta
che
a b .
va e IY : ¢Y ¢Y XY - 1Y

cioé che ¢i ¢: e un'applicazione costante di valore costante iT :

Ragionando analogamente per zab possiamo dimostrare che 1'applicazione

a b

destra $Y ww di AY assume valore costante UY . Cosi otteniamo il prodot-
. | : . . .. b b
to di a e b 1in funzione delle appliicazioni ¢i . wi ,¢? ,wY nel seguen
te modo
ab = (<¢° ¢b >, <Y wb >) (9.7)
Y Y Y Y
Se allora pensiamo all 'omomorfismo @a , cCome "noto", la formula (9.7) mo

stra come il prodotto ab di due elementi arbitrari di B & determinato da

questo omomorfismo,

Vediamo ora che risultati si ottengono moltiplicando il prodotto ab a

destra per un elemento d = (xaﬂgéj e B, , dove & < oB.

Allora, da una parte abd = (ab)d = (¢ibx5f€5§5 dall'altra abd = a(bd) =
= a( b _ ‘.ai‘ib \ . i iab ) haL h
b ssE) =(0.0.x.E).Se ne deduce quindi che ¢ = ¢ .4, (9.8)

Analogamente, calcolando i due valori di dab si giunge alla formula
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ab a b (9.9)
LP(S = W6 1#’6

Formuliamo ora i1 teorema di Petrich (1967).

Teorema 9.1.

Sia Y un semireticolo e sia {Ea/m e Y} wuna famiglia di bande rettango-
lari a due a due disgiunte con insieme di indici Y. Per ogni o sia
E =1 x A , € per ognil coppia di elementi o, di Y t.c. a > B8, sia

o Ct

. __,,_* A : . :aa
@a . f3 (I ) X M HB un omomorfismo t.c. ¥Ya e E& + a¢&$5 (¢5¥w3) :

Supponiamo anche che

(1) se a = (i,u) e Ea , allora ¢z ,wz sono applicazioni costanti, e
1Y i,
<$(1,A; 5= 1. <$; o 1) N
(ii) seaeS ,beS e oaB=y , allora ¢a¢b e wawb sono applica-
o B Y'Y Yy

zioni costanti;

| - - * * a "
(}11) 5€ <¢i ¢3 > viene iﬂﬂﬁcatﬂ con J e <¢Y wi > Con Vi, a]]gra
| (3,v) a b (1,v) a b
¥ & S = ¢ . W > = 1 1 .
LY % s % > Vs s s

Sia B = U {Ea/a e Y} e definiamo i1 prodotto di a in EOL e b 1in EB
a D

in questo modo : a = b = (<¢ ¢Y >¢b}ww >), dove vy = aR. Allora (B,x) e

Yt

una banda, le cui rA—Masm " sono le bande rettangolari Ea

Viceversa oani banda & determinata in questo modo da un semireticolo Y da

una famiglia di bande rettangolari EG = I{I X AG con insieme di indici in Y,

) {a,R e Y,o> B) sod-

e da una famiglia di omomorfismi ¢ 2 E gﬁ{IB) XI{AB >

o, B
disfacenti (i),(i1).(ii1).

(*) La “} e la reiazione di Green cosl definita:se S 2 un semigruppo ¥a,beS

a’{b <= =>slas? = slps]
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Dim.

La condizione sufficiente & vera grazie alla formule (9.6) e (9.9).

Per provare la condizione necessaria dimostriame prima che 1a moltiplica-

zione "&" data & associativa.

Se a @ Ea , b e EB e C € EY sono elementi arbitrari di B, e se
a = §, By = € e ofy=f, sara:’
a b 3 b :
a *b = (K ¢@ 6 , < wﬁ 5 >) = (J,Vv) €
D c b ¢
b » ¢ = (< b, & >s VW >) = (k,m)
Allora
(asb)ac = (<ot 9V) 6 5 ¢ WLIVD €0y e 6 4P el P S sy -
BROJEC = RS S 2 Sy g 7T *f_;qu,i L’““L Yol T
- (‘i ¢. @kk:ﬂ)- . < _i,a {L}Ek:ﬁ) >) - a*(b*C) C.v_d-

(3,v) appartengono entrambi ad E_ , al-

Osserviamo che se a = (i,u) e b

lora dalla definizione di "&" seque che:

r"| .t - y ’
a*b - (<¢i !L‘) L?(J,L)}, .:_: T‘,:L' aU 1!) > >)‘

x ct o/ o
inoltre per la proprietd (i) e per le proprietad delle applicazioni costanti
sinistra e destra, risulta

(o) (F.v) (i) (F.v) oy (i,n) (3,v) ) o, (Ve s
(<$a b FEAN b >) = (K N > <9 N > S= (1

Questo coincide esattamente con il prodotto di @ e b in una banda rettan-

golare E . In particolare seque che a*a = a e cosi B & una banda.
o

Proviamo ora che le t;—c1a551 di B sono tutte e sole le bande rettango-
lari E ., ae V.
oL i y
Osserviamo intanto, che presi a ekt , b e E, e posto v = af risultera,

x .
per quanto visto prima, che
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b

a a b . .
a * b= (< > , < >) = (1 ,v con i el e v e A,
( ¢Y¢Y waY ) y Y) &L v &N
per cui a = b € EY' Allora se ne deduce che
E *» £ c E

o B — oaf

Ora consideriamo due elementi a,b e B t.c. a gfb. Allora esisteranno

E{1 e EB t.C. a e-—ECi e b e EB e

X e BE_, E oy E .C. b = x%gx = »
; y € _ ue E; V € " t X*axy e & U*DxV

con  &,e,C,n  opportuni elementi di Y.

Se poniamo &Sa = a', a'e = a" e B =88', B'n = B", allora. per
1'osservazione precedente, sarda b = (x*a)*y e Ea“ e a = (uxb)xv e EB“ :
quindi ax*b e Ea“B“ .
Cioé se due elementi di B sono g—equivalenti allora essi stanno in uno stesso

EY , con y opportuno elemento di Y.

Viceversa, se due elementi di B stanno in uno stesso EYﬁy ¢ Y, allora es~

57 sonazg-equivaienti.

Infatti da a,b,E*EY ; EY banda rettangolare, seque che a = axb%a e

h = bxaxb, pertanto a g b.

Il teorema di Petrich e cosi completamente provato.



