Introduzione. -

Questo lavoro rappresenta la seconda parte del Quaderno sui Semigruppi idem

potenti (o bande).

Le due parti sono nettamente distinte per i temi studiati e sono divise, cia

scuna, in due Capitoli.

Nella Parte I , il Capitolo I ha come punti centrali i1 teorema di decom-
posizione (di semireticolo) di una banda e la classificazione completa delle

bande.

IT Capitolo II & dedicato alla classificazione di varie classi di bande me-

diante identita.

Nella Parte II, i1 Capitolo IIl & essenzialmente dedicato ad un metodo (di

Petrich) di costruzione delle bande, dedotto da quello usato da Lallement per i
semigruppi completamente regolari, con 1'uso di una espressione esplicita del-

1'inviluppo traslazionale di una banda rettangolare.

11 Capitolo IV & uno studio delle bande libere regolari e delle varietd di
semigruppi idempotenti, dove per varietada di semigruppi, determinati da una col-
lezione di relazioni identiche, si intende la classe dei semigruppi che soddisfa-

no quelle relazioni identiche.

Infine, in Appendice, dopo aver dato la definizione della decomposizione si-
nistra (destra) di Szép e della I'-decomposizione, viene indicato un metodo nuovo

di approccio allo studic dei semigruppi generati da idempotenti, o semibande.

Sono indicati vari problemi tuttora aperti.
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CAPITOLO III
8. Traslazioni di un semigruppo.

Dato un semigruppo S, per ogni elemento a di S si possono definire

due applicazioni, Aa €0, nel seqguente modo:
¥s e S AS = as, Sp. = S a.

Per convenzione scriviamo Aa come un'‘applicazione sinistra (cioé si

pone a sinistra della variabile) e p, CoOme un'applicazione destra (cio®

si-pone a destra della variabile).

L'applicazione Aa si dice traslazione interna sinistra di S associa-

ta ad a, l'applicazione Py si dice traslazione interna destra di S asso-

ciata ad a.

In un semigruppo S wun'applicazione sinistra ) : S - S si dice trasia-

zione sinistra di S sse  A(st) = (As)t V¥s,t € S; un'applicazione destra

p:S+S5 sidice traslazione destra di S sse (st)p = s(tp) V¥s,teS;

una traslazione sinistra A e una traslazione destra p si dicono traslazio-

ni associate sse s{it) = (sp)t V¥s,t e S,

Osserviamo che la traslazione interna sinistra 2 una traslazione sinistra,
la traslazione interna destra & una traslazione destra, ed esse sono tra lo-

ro associate. Infatti abbiamo:
1) Aa(st) = (Aas)t Ya,s,t € S

essendo  A_(st) = a(st) = (as)t = (k}s)t;
C

a(
2) (sb)pa = s(tpa) Ya,s,t e S
essendo {st)pa = {st)a = s(ta) = S(toa);
3) s{x t) = (sp_)t ¥a,st e S

a a
essendo s(Aat) = g(at) = (sa)t = (sp_Jt.

L'insieme di tutte le coppie (J,p) di traslazioni sinistre e destre as-

sociate si dice inviiuppo traslazionale di S e si indica con  Q(S).
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Esso & un semigruppo, con la moltiplicazione cosl definita

(A,p)(A',p') = (A ypp))

dove AX'  rappresenta la composizione delle applicazioni sinistre XA e '
{applicando prima X e poi X ), mentre pp'  rappresenta la composizio-

ne delle applicazioni destre p , p' (applicando prima p e poi p').
Infatti abbiamo:

1) {A:p)9(h|spi) € Q(S) == (x’p)(kisgl)ie'9<s)

Dim.
AA' & una traslazione sinistra, infatti ¥s,t e S M (st) = A(A'st) =

= 2((A's)t) = (A(A's))t = (A 's)ts

pp' @ una traslazione destra, infatti ¥s,t e S (st)pp' = ((st)p)p' =
= {s(tp))p' = s({tp)p') = s(top');

-~

AL' e pp'  sono tra loro associate, infatti V¥s,t e S s{Ar't) =
= s(A(x't)) = (sp)(A't) = ((sp)p')t = (spo')t.

Se ne conclude che (X,p)(A',p') = (Ax",pp') e Q(S).

2) (Asp):(Klsp')s(A“sp”) € Q(S) m==) ((l,p}(K',p’})(A”,p") = {Asp)((kl’pl)(knapu)}u

Dim.
(Cuo) (e DA™ = 00,0 )" ,0") = ()X, (pp' )o") =
= (AA"A").p(p'0")) = L) (A2 "sp'0") = (M) ((A',0" ) (A" ,0") ).
Consideriamo ora 1'applicazione che ad ogni elemento a € S associa (Aa,pa)

che, per quanto visto prima, & un elemento di  Q(S) e verifichiamo che tale ap-

plicazione & un omomorfismo, infatti ¥ a,b e S (Aa,pa}(ib,pb) = (Aab”pab)’

perché
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Sp Py = (sa)pb = (sa)b = s(ab) = 0.4 -

In generale tale omomorfismo non & un monomorfismo, infatti pud accadere

che, presi a,b e S, con a # b, risulti Aa = Ab & o, = 0

Ad esempic se S & un semigruppo con almeno due elementi che siano annul-
latori, a e b, con a # b, allora ¥x € S, per la definizione di annullatore,
risulta che ax =xa =0 e bx =xb =0, cioéd ¥xeS$S )ax = Abx e

Xp, = Xpy .

Vale perd il seguente

*
Lemma 8.1. Se a e b sonoelementidi un semigruppo regolare ) S, al-

lora Aa = Ab ] p_ = implica a = b.

a b

Dim.

Siano a,b e S t.c. Ay = A Poiché S @& regolare esistono

e = .
b Pa 7 %
a' inverso di a e b' inverso di b, cioé a =gaa'ae a' = a'aa' e

b=~>bb'b, b'" = b'bb'. Allora sara

a = aa'a = Aa(a a) = Ab(a a) = b(a'a),

b =Dbb'b = Ab(b'b) = Ra(b'b) = a(b'b), ossia

J(a'a) e)S 3' a=b(a'a)e J(b'b)eS 3 b=a(b'b), pertanto
¥k

a R b( Inoltre

a =aa'a = (aa')oa = (aa')pb = (aa')b,

b = bb'b = (bb')o, = (bb')p_= (bb')a, ossia {(aa')eS »' a=(aa')b e

-

_ b o (*%) (*%)
- (bb')eS »' b = (bb')a, pertanto alb . Allora si ha anche che a#b , © per
(*w*) - -

una proposizione sui semigruppi regolari a inverso di a e b inverso di b.

t.c. aa = bb e aa = bb.

(*) Un semigrupo S si dice regolare sse ¥a e S ']x e s 2 a = axa. 1 :

(L Q%€ sono e relazioni di Green, cosi definite: Y¥a,beS: alb <=> 5'a=S'b
aRb <=>aS! = bS1; a¥b<=>alb £ akb.

(**x) v, [4] Prop. 4.1. pag. 49.



Per comodota possiamo supporre di avere scelto a;b' tali che godano

delie proprieta di a e b, cioé t.c. aa' =bb' e a'a = b'b.
Allora a = aa'a = ab'b = b.

c.v.d.

49, Teorema di Pietrich.

Prop. 9.1. Se ¢ & un omomorfismo da una banda rettangoalre I1 X A

in una banda rettangolare 12 X AZ’ allora esistono due applicazioni

- A t.c.

- 2 r
(X19§1)¢ = (XT¢ !£?¢ ) {9-1) .
Viceversa, per ogni applicazione ¢£ I, - 1 & A, + A, la formula

(9.1) definisce un omomorfismo ¢ da I, x A, in I. x A..

Dim.

Sia ¢ 1, x A, » I, x A, un omomorfismo. Fissato X, e A, e ¥ Xq€ I

1 22 1 1 1

definiamo X1¢R nel seguente modo:

9.
(X1skﬁ)¢ = (Xi¢ ,AE)

(*) Ved. Parte I definizione pag. 1, Lemma 1.13 pag. 10.
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Analogamente, fissato i,el, e ¥ £, e definiamo €1¢r nel seguen

te modo:
. = . \Y‘

Allora V(x1,£1) & I1 x A, risulta

(g0 = [xsA),80]0 = (gar el g e =

_ L . ry _ 4. % r
c.v.d.

Viceversa se ¢ & un‘applicazione definita dalla (9.1) allora essa & un

omomorfismo, infatti  ¥(y,,&,), (y,.n.) e I, x A risulta
Ky05y 2 Yy

L r L r L r
[Oegs8 ) (yyongd]e = Ogangde = 0o onge ) = o8, )y 0 unge ) =

= {xy8q00 (yyongde

Corollario 9.1.

(*)

*
Siano ;11,X2 semigruppi zero-sinistri () ed &1,®2 semigruppi zero-destri
Se ¢ @ un omomorfismo della banda rettangolare ;il X ﬁf nella banda rettan-

golare jz X R?, allora esistono gli omomorfismi $£ :¢[1 ﬁViE’ ¢r :(ﬁ1 %»@2 t.c.

(i-isﬁ)@ = (5?*1(13 »q‘i‘ J (9‘2)

"s’(i1,r1) e{i1 xﬁRi.

. . . L ‘
Viceversa per qualsiasi omomorfismo ¢ dy = ¢ R, - ®,, 1a formula

(9.2) definisce un omemorfismo ¢ da ;{1 x R, in ;i2 X R?.

(*) Ved. Defin. Parte I pag. 1.



Dim.

Sia ¢ un omomorfismo da ii1 X Rﬂ in ;ﬁz Xtﬁ?, allora per la Prop. 9.1

esistono due applicazioni ¢R ::f1 - {E e ¢r: R1 > ﬁ? t.c.
. _ L r
(£1,r1)¢ = (¢ Jryd ) V(ﬁ1,r1) e‘f1 X @1.

o as . C L or N . £
Tali applicazioni ¢ ,¢  sono due omomorfismi. Proviamolo per ¢ ,

g
proviamo cioé che (& 2;)¢l = 21¢£24¢ .
1

!

Infatti, essendo JL1 semigruppo zero-sinistro, si ha che £1£i = £1

2 L . f
= 2,¢ ; inoltre anche J:?
1

3 . . ;
ed essendo ¢ un'‘applicazione : (2121}¢
.. . L
& un semigruppo zero-sinistro, quindi 2,¢ £;¢ = £?¢ . Concludendo

(ﬁﬁz;)¢k = £1¢££;¢2 , come volevamo dimostrare.

IT viceversa & ovvio.

Se un semigruppo S & espresso come semireticolo di semigruppi comple-

*
tamente semplici () Sqsindiciati in Y, ese g,BeY e o 28, allo-
ra si ha che

S S8 € Sag= SB 5 585aC Sga= SB .

Da cui se ce Sy e xeSg segue che ¢ x xc € Sg . Dunque per ogni

elemento c e Sy si posscno considerare le applicazioni Rc e P, da
Sg in Sg definite al solito modo
A X =C X e Xp_ = X C.
c C

Tali applicazioni sono la traslazione sinistra e la trasliazione destra

di Sg associate, e 1'applicazione che ad ogni elementc ¢ e Sa associa

(AC,DC) € Q{SB) & un omomorfismo da Sy nell'inviluppo traslazionale di
S 0 .
. (SB)

T

Consideriamo ora una banda rettangolare I x A , dove I & un semi-
gruppo zero-sinistro e p & un semigruppo zero-destro, e determiniamone

1"inviluppo traslazicnale.

(*) Un semigruppo S 2 completamente semplice sse 2 regolare e ¥a,heS:ax =

=hx e xa = xb ==> a = b,



Sia A una traslazione dginistra di I x A , allora

AMisu) = A[(Gi,u)(i,u)] = (perché A @ una traslazione sinistra)
= ()] Giou) = (ix,u Y(,1) = (3% ,u) (perché I & zero sinistro
e A & zero-destro)
dove abbiamo, per ora, posto  A(i.,u) = (i*,*).

Inoltre per ogni £ in A
MEE) = Al G = WG] (Gae) = () (1.8) = (%)
Cosi * determina un'applicazione 6: I » I {che scriveremo come ap-
plicazione sinistra) t.c.
Mise) = (91,8) ¥ £eh (9.3)

Viceversa per ogni applicazione sinistra ¢: I -1 Tla formula (9.3) de

finisce una traslazione sinistra di 1 xA.

Analogamente oagni traslazione destra o della banda rettangolare I xA

determina ed & determinata da un'applicazione destra ¢ :A =+ A t.c.
(x,u) e = (x, W) ¥(x,u) e I xA (9.4)

Osserviamo che se A , definita dalla (9.3), & una traslazione sinistra

di T xA e o , definita dalla (9.4), & una traslazione destra, allora
Vi), (3.v) e TxA o (G AGw) o= ) (i) = (5,v) e
[, el(3.v) = (F,m0) (3,9 = (1,v)

Pertanto ogni coppia (A,p) 2 tale che 2 e p sono traslazioni asso-
ciate. L'applicazione f che alla coppia A ,p) associa la coppia (¢,U), do-
ve ¢ @ determinata da A e U & determinata da p , & evidentemente briet
tiva; inoltre & un omomorfismo tra 1'inviluppo traslazionale Q(I,A) e 17
prodotto cartesiano "*(I) x S(A) del semigruppo D3*(I) delle applica-
zioni sinistre di I in I e del semigruppe “A\(A) deile applicazioni destre

di A in A, vale cioé la seguente uguaglianza:
fFO, (0" )) = F(Ap)f (X,0).

Infatti si ha che
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FOL (N, 0 )= Flan' ,pp) e

flae)fN ') = (9,0 Xo'sw') = (69" swp') = f(AA",pp'), perché

¥(i,£), (x,u) e I xA risulta chiaramente che

W (i.g) = (o¢'1,8) e (x,u)pet = (xomw') .

Consideriamo ora una generica banda B e supponiamo di aver espresso
B ccomessemireticolo di bande rettangolari E , o e Y; possiamo porre
¢4

E =[x ﬁx Yoe Y.

Gl ol
Se o > B8 abbiamo gia visto che ¥Ya e E(x esiste una coppia associa
ta (ka,pa) di traslazioni sinistra e destra di E_. Inoltre 1'applicazicne

t.c. a - ( %,ga) & un omomorfismo da Ea in Q(Eq).
o

Come primo risultato sull'inviluppo traslazionale di una banda rettango-
lare si pud affermare che ogni elemento a e ECi determina un'applicazione
- a . . . a
sinistra o, + 1 > 1 e un'applicazione destra ¢y : A_ > A secon-
g B B 3 B B

do la sequente formula:

f; = - 'a - Y. - I - , r !‘,—a C R
Aa"‘s’as) a(XB,gB) H% 28,0 (x6 ,E,B)pa (XB.-"’B)a (xgsE5 00 (9.5)

Pilt in generale si put dire che, se o >3 , abbiamo un omomorfismo

& s E s V(L) x ) cosl definito
OtsB 6 B
a a
Va eEﬁ a ¢ = (%”"s)
Se 8=g ese a-=(i,un) allora
= (i E ) = (i.E £ = £ V(4 = {
alx >80 = (1m) (x 58 ) = (1,6 ) o (x .8 Ja= (x .6 d(,p) = (x )
Quindi 1'applicazione ¢(i‘u) D S G ha la proprieta che ¢(i’“)x = q
o o e o) . R ot of
Yx., €1 Analogamente £ w(i’”) = u Y& e A
o a " gamenie o o i Tt o

Cosl se indichiamo con  <¥> il valore costante di un’applicazione co-

stante x , possiamo scrivere:

<¢Q.('|,UJ S o= , (1\&&(-’;“) > = U V(-]’p) € EC( (9-6)
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Consideriamo ora in B un prodotto piu generale. Precisamente supponiamo

che ae Ea ,becE e 2= (xY,gY) sia un elemento arbitrario di

B’
E , dove Y = aB.
Y

Allora se poniamo ab = (1Y,UY)’ seqgue che:

abz = (ab)z = (i_,u )x ,& ) = (i ,& )
YO Y Y Y T
e anche b a b
bz = b = b s = W = : sE s
abz = a(bz) = a | (XY Ey)] &(¢Y % EY) (¢Y L Y)
ossia (i ,E ) = (¢a¢bx £ ).
Yo X YYY Y

Ne deduciamo che 1'applicazione sinistre ¢3 ¢3 di IY ha 1a proprieta
che

a b
¥x el : X =
Y Y ¢Y ¢Y
cioé che ¢i ¢3 & un'applicazione costante di valore costante 17

Ragionando analogamente per zab possiamo dimostrare che 1'applicazione

destra wi ws di AY assume valore costante u . Cosi otteniamo il prodot-

. ) . . L b b
to di a e b in funzione delle applicazioni ¢a s wa ’¢Y ,wY nel seguen

‘\/ : '\’/
te modo

a b a b
b = (K >, < > 9.7
a ( ¢, 0, by ¥y ) (9.7)

@a g come "noto", la formula (9.7) mo

stra come i1 prodotto ab di due elementi arbitrari di B & determinato da

Se allora pensiamo all'cmomorfismo

questo omomorfismo.

Vediamo ora che risultati si ottengono moltiplicando i1 prodotto ab a

destra per un elemento d = (XG’EG) € E& , dove & < oB.

Allora, da una parte abd = (ab)d = (¢2bx6,£sjs dall‘altra abd = a(bd) =
- b a b \ ab a b
- a( ={d b i i ) = O

¢6x5,§6) (¢;¢6x6356),3e ne deduce quindi che ¢5 ¢éﬁ6 (9.8)

o

Analogamente, calcolando 1 due valori di dab si giunge alla formula



- 11 -

ab e
Yo = Vs Vs
Formuliamo ora i1 teorema di Petrich (1967).

Teorema 9.1.

Sia Y un semireticolo e sia {Eu/u e Y} una famiglia di bande rettango-
lari a due a due disgiunte con insieme di indici Y. Per ogni o sia
EOc =1 x Aa, e per ogni coppia di elementi o, di Y t.c. a > B8, sia

o
. 5 T A + . - a 3
Qa,B : Ea f& (IB) X E(AB) un omomorfismo t.c. ¥Ya e Ea : ad (¢S,¢B) .

o, B
Supponiamo anche che

) s a
(i) se a = (i,u) e Ea , allora ¢a RI

. a b i‘a?;,b 3 ’ 5 -
(ii) se a e S&, b e SB e of =y , allora ¢Y¢Y e vy sono applica

zioni costanti;

N . o . a
(1i1) se <¢a ¢b > viene indicato con je < wb > con v, allora
Y oY (5ov) Y oY
(J,v a b (i,v) a b
= &, W =W W .
¥ o<y ¢ 05 b5 0 Ve Vs Vg

Sia B = U {Ea/a e Y} e definiamo i1 prodotto di a in EOL e b in EB

in questo modo : a = b = (<¢i¢$ >¢wi¢2 >), dove v = af. Allora (B,x) e
*

.o . ) .
una banda, le cui (}~c]ass1 sono le bande rettangolari Eu

Viceversa ogni banda & determinata in questo modo da un semireticolo VY da

una famiglia di bande rettangolari Eu = Iu X Au con insieme di indici in VY,

o alis A4 ! e m { T / [ - ~
e da una famiglia di omomorfismi ¢a,6 : E3+ éf‘IB) x£{AB) (a8 e Y,a>8) sod

disfacenti (i),(i1).(ii1).

(*) La ‘} ¢ la relazione di Green cosl definita:se S & un semigruppo ¥a,beS

agb ¢==>351351 - gl
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Dim.

La condizione sufficiente 2 vera grazie alla formule (9.6) e (9.9).

Per provare la condizione necessaria dimostriamo prima che Ta moltiplica-

zione "«" data & associativa.

Se a e Ea , be EB e c e EY sono elementi arbitrari di B, e se

oB = &, By = ¢ e oBfy=f, sara:’

a b= (<ol e, <ulud ) = (5) e

b xc = (€ Qz ¢Z >, <¢2wz 5) = (k,7) .

Allora

(axb)#c = (<¢éj’v) q;z >, < wéj’”) q,z >) = (K c_bf; cbt; ¢§>,<¢2 ¢Z wz >) =
= (< Q? ¢ik’ﬁ).>, < wg wék’ﬁ) >) = ax(bwc) c.v.d.

Osserviamo che se a = (i,u) e b = (j,v) appartengono entrambi ad Eu , al-

lTora dalla definizione di "&" segque che:

(3,u)

axh = ((Q ,,‘\(lj’\"), ('i,p) (st)

b s >: < rv"/' 1-ib >)~

o C i o
inoltre per la proprieta (i) e per le proprieta delle applicazioni cocstanti
sinistra e destra, risulta

(<¢i,u9 ¢(j,v) N, @(1’“) w(j,v) S) = (< ¢(i,u) S < ¢(j’v) S <@(1*“)><w(j’v)§:(i
CL o o 8 (6 o o Q

Questo coincide esattamente con il prodotto di & e b in una banda rettan-

golare Ea' In particolare segue che a*a = a e cosi B & una banda.

Proviamo ora che le ,‘i—ciassi di B sono tutte e sole le bande rettango-
lari E e V. )
o “ y
Osserviamo intanto, che presi aeE , be E, e posto v = af risultera,

o R
per quanto visto prima, che
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a xb = (<¢a¢b > <¢a¢b >) = (i ,v ) coni_el e voeh ,
Y'Y Y'Y Y Y Y Y
per cui a = b e EY' Allora se ne deduce che

Ea *EB_C_EQB.

Ora consideriamoc due elementi a,b e B t.c. a g'b. Allora esisteranno
E e E. t.c. aek e bet e
o R s} B

N " ) .C. = X% = B
X € Ed , Y € EE ., U e Eg, v e En t.c. b = x%axy e a = uxbav

con 8,e,0,  opportuni elementi di Y.

Se poniamo da = a', o't = o' e B =8', B'n = R", allora, per
1'osservazione precedente, sard b = (x*a)*y e Ea“ e a = (uxb)xv e EB” ,
quindi ax*b e Ea“B” .
Cioé se due elementi di B sono g—equivalenti allora essi stanno in uno stesso

EY , con y opportuno elemento di Y.

Viceversa, se due elementi di B stanno in uno stesso Ey,y ¢ Y, allora es~

si sono g—equiva1enti.

Infatti da a,b,e’EY , E banda rettangolare, segue che a = axb®a e

b = bxaxb, pertanto a Z} b.

I1 teorema di Petrich & cosl completamente provato.
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CAPITOLO IV

10. Bande libere.

Sia X un insieme di generatori (o variabili), consideriamo i1 semigruppo
Tibero F = F(X), generato da X (la definizione 2 gia stata data nel paragrafob
della Parte I). Conveniamo di ampliare i1 semigruppo libero con 1'aggiunta
dell'elemento neutro che diremo parola vuota. Introduciamo in F una relazio
ne di congruenza nel seguente modo: diremo che due parole sono congrue se, eli
minando in esse tutte le sottoparole successive ripetute, si ottiene la stessa

I}

arola: ad esempio le parole X,X.X 2 4 e X x3(x X )éx sQno congrue
P ’ P P 1 %05 g% XX gXy X3® Ky XpiXgXy S Ag g

perché semplificando si ottiene da entrambe la paro?axx1x2x3x!x3.

Detto S 1'insieme delle classi di congruenza, esso, con la moltiplicazione
definita nel modo solito, & una banda. Inoltre 1'applicazione da F in S che

porta ogni parola nella sua classe di congruenza & un epimorfismo. Se n & la

cardinalita di X, S viene detta la banda libera su n generatori.

Per ogni parola W e F denotiamo con Cw 1'insieme dei generatori distinti
che formano W. E' chiarc che se U e V sono parole appartenenti alia stessa

classe di congruenza allora CU = CV. Percido per ogni classe di congruenza A

di S vi & un ben definito insieme CA’ il quale 2 indipendente dal rappresentan-

te di A,

Seqgue dalla definizicne che CAB = CA U CB, per ogni A,B & S. Infatti C

AB
& 1'insieme dei generatori distinti di un qualsiasi rappresentante di (AB) quin
di & costituito da tutti e soli 1 generatori distinti di un rappresentante di A

o di un rappresentante di B.
Lemma 10.1., Per ogni A,B e S : C, = C, <==>APB

Dim. Proviamo prima che la condizione & sufficiente.

(

*\
Per definizione di P* A P B<==> ABA = A e BAB = B,

(*) v.Parte I pag. 6
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nesegue che CABA = % , ma CABA = CA U CB U CA = CA U CB, quindi
CA U C8 = CA’ da cui CB E.CA'
Con analogo ragionamento da BAB = B si deduce che C, ¢ C,, concludendo
CA = CB
Viceversa sia CA = CB’ con A = A1A2...An e B = BEBE“'Bm’ proviamo
dapprima che C E-CB ==> AB P B,
Infatti dalla riflessivita deila P si ha che AB P AB,cicé A1A2...An8182..

..Bm PA1A2...An8382...Bm, ma essendoXY P YXin ogni X,Y &-S, risulta:

AnBj p BjAn per ogni j e {1,2,...,m}, inoltre dall'ipotesi C, ¢ C, segue

A 8

che esiste 5 e{1,2,...m} t.c. An = B- , allora commutando An con i Bj

Lo}

i avypd ~ e An op A o] A R 1
si avra ad un certo punto A1A2...An81..8m PApr...A B,B....A Ba, ,.B ed

essendoc A B- = B- B~ = B~ risulteradB PATA .. A
nj J ] J 2

B,B,...B .
J n-1"12 m
Successivamente facendo lo stesso ragionamento per tutti gli Ai ie{1,...n}

otterremo AR P R.

Analogamente da C, ¢ C, segue che A P.BA,

A
Essendo BA P AB si ha che, per la transitivitd di P, A P BA,BA P AB,AB P B==>

AP B come volevamo.

I 1! - ® = C ﬂ=‘ = i L]
Lemma 10.2 CA CC e 8 [ CA > ABC AC

Dim.

Da C, cC

8 seque che C, =C, UC,_ = CA’ quindi C. = C, = C,, da cui,

A AB A B C A AB

per i1 lemma 10.1CP AB ¢ per definizione di P:

C(AB)C = C. Allora (ACA)BC = A[C(AB)C] = AC. Ma, essendo CA = Cos per 11 Tem

ma 8.1&A P C,quindi ACA = A, per cui ABC = A(BC) = (ACA)(BC) = AC.

Definiamo lunghezza di una parola i1 numero di generatori (non necessariamente

distinti) che la compongonc: cosi se x e y sono generatori, la parola
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x & di lunghezza 1, le parole xx e xy sono ognuna di lunghezza 2, ecc.
Chiaramente ogni parola ha lunghezza positiva. Si dice che una parola ha

Tunghezza minima se Ta classe di congruenza di S che la contiene non con-

tiene parole pil corte, e percid d'ora in poi si considereranno gli elemn

ti di S rappresentati da parole di minima lunghezza.

Teorema 10.1. Una banda libera finitamente generata & di ordine finito.

Premettiamo i1 segquente

Lemng 10.3. Per ogni numero n esiste una lunghezza m t.c. tutti gli
elementi di lunghezza minima m denono essere un prodotto di almeno n ge-

neratori distinti.
Dim.
Ragioniamo per induzione su n.

Per n = 1 esiste la lunghezza m = 1, per cui tutte le parole di lunghez-

za minima uguale a 1 possono essere consideratecome prodotto di un generatore.

Supponiamo il lemma verc per n e proviamolo per n+l; cioé in corrispondenza

di n esiste la lunghezza m che soddisfa i1 lemma, dobbiamo provare che

in corrispondenza di n+1 la Tunghezza ?2m+1 & tale che tutti gli elementi di
minima lunghezza 2m+1 sono i1 prodotto di almeno n+1 generatori distinti.
Infatti consideriamo i1 prodotto di minime lunghezza 2m+1

A =2ﬂf1 G,
i=1 i

e facciamo vedere che A ha almeno n+1 distinti generatori.

. e, ) Zm+1 ,
Siano M, a, =X e .M ,a, =Y allora A = Xao
i=1 79 j=m+2 3 m+1

Y, dove X e Y

seno prodotti di minima lunghezza m.

Poiché per ipotesi il lemma & vero per n, CX e CY contengono cia-

scuno almeno n distinti generatori. Chiaramente Cx € Cy sono conte-

nuti in C,. Ora se C, contenesse solo n  distinti generatori allora

A A
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C, =C, =C,. E poiché o e C,, allora si avrebbe anche © eC, e
m+ 1 A m+4 X

Cosl per i1 lemma 10.2 risulterebbe A= X am+1Y = XY. Ma XY & di minima

lunghezza 2m e tale sarebbe anche A, contro 1'ipotesi che A ha minima lun-

ghezza 2m+1.

In conclusione tutte le espressioni di minima lunghezza 2m+1 devono

essere prodotto di almeno n+1 generatori distinti e questo prova il Temma.

Per provare il teorema consideriamo una banda Tibera S finitamente genera-

ta, cioé un semigruppo idempotente Tibero su n generatori, con n finite.

Segue dal Jemma 10.3 che tutti gli elementi di minima lunghezza generati da
un numero finito di generatori non devono superare una certa lunghezza, quin-

di vi pud essere solo un numero finite di termini.

Corollario 10.1. Tutte le bande finitamente generate sono di ordine fini-

to.

Infatti una banda S generata da {x "Xn} ¢ isomorfa alla banda 1i-

aXpo e

bera costruita sull'insieme {x1,x2,...,xp}.

¥

Sviluppando la teoria delle bande libere si arriva alla seguente formula

per 1'ordine I, della banda libera su N generatori:

N

2
¥
i

. 2
ni(r-1+€}

e he-

N
roi

i

§ .
IN T2t ¢

11. Bande libere regolari.

Per banda libera regolare (a sinistra, a destra) generata da un insieme

non vuote X, intendiamo una banda S tale che:

1) esiste un'applicazione 1 : X - S, che si dice immersicne

2) i(X) genera §
(*)

3) S 2 una banda regolare (a sinistra, a destra
g

(*)|Ved. Defin. in Parte I, pag. 20|
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4) per ogni banda regolare (a sinistra, a destra) T e per ogni applicazione
j: X T esiste un omomorfismo h : S > T t.c. j=hi, cioé h & tale

da rendere commutavito il seguente diagramma

1‘

X —> S
b
T

In questa definizione non si richiede che 1'immersione sia iniettiva, ma
che ¢ido si verifica si pud provare facilmente a partire dalla 4) scegliendo
una banda regolare T, avente almeno due elementi distinti a,b e costruendo j
in modo tale che, fissati arbitrariamente due elementi distinti x,y e X, ri-
sulti j(x) = a,j(y) = b. E' anche facile vedere che se ci sono due bande
regolari libere per un dato insieme X, allora esse sono isomorfe tramite un
isomorfismo che fissa gli elementi di X {nel senso che fa corrispondere ele-
menti di i(X) e di j(X) che provengonc da uno stesso elemento di X). Cos}
se esiste una banda Tibera regolare (a sinistra, a destra) essa & unica a me-

no di isomorfismi. E anche 1'omomorfisme h della 4) & unico.

La banda libera commutativa, cioé il semireticolo 1ibero generato da X, &

definito analogamente.

Costruiamo ora la banda libera regolare (a sinistra, a destra) a partire

da un dato insieme X.

Sia dungue X un insieme non vuoto. Sia S 1'insieme di tutti i sottoin-
siemi non vuoti di X costituiti da un numero finito di elementi. Abbiamo al-

Tora i1 seguente:
Lemma 11.1.

L'insieme S precedentemente definito & i1 semireticolo Tibero generate da
X con i1 prodotto definito da y-z = yUz V¥y,zeS, dove U denota 1'unione insie

mistica.



Dim.

E' ovvio che S forma un semireticolo generato da {{x} : x e X}.

Sia i : XS 1'applicazione definita da i{x) = {x} . Sia T un semi-
reticolo e j : X - T wuna qualunque applicazione. Allora 1'applicazione

D e . . . . } N
h:S5>T definita da h(y) J(X1)J(X2)...J(Xn), con y {x1,x2,..,,xn;,

,...x } Y"i"

¢ un omomorfismo. Infatti presi y = {x1,x2,...xn} e z = {x1,x2 .

sulta h(y) h(z) = j(x1)...j(x )j(i1}...j{§ V. hivz) = h({x1"‘"Xn}U{il"“";m}):

n m

= h({x1,...,xn,§1,..,xm}) = j(x1)...j(xn)j(;1)...j(xm),

auindi  h(y)h(z) = h(yz); inoltre si ha j(x) = h({x}) = h(i{x)) ¥xeX, cioé

Jj = hi.
Cos? S e il semireticolo libero generato da X.

Teorema 11.1.

Sia X un insieme non vuoto. Sia T' il semireticelo Tibero cttenuto nel Lem
ma 11.1. Siano A e B gli insiemi di tutti i sottoinsiemi non vuoti di X fini-
tilinearmente ordinati,strutturati con 1'operazione di giustapposizione can-
cellando tutte le seconde lettere che appaiono nell'espressione del prodotto

leggendo, rispettivamente, da sinistra e da destra .

Sia s : A>T (t :B~>T) 1'applicazione definita <(a) (t(b)) uquale

all'insieme di tutti i punti distinti contenuti in a(b).

Siano AY = 5_1(Y) e BY =t (y) per vyel.Allora A(B) e la banda

Tibera regolare a sinistra (a destra) generata da X e A Z{AYEYEZ}

(B ~n E{By/yer}) & la sua decomposizione strutturale.

Dim.

Sia F = F(X) 11 semigruppo libero genera-
to da X. Immergiamo X in F nel modo naturale tramite 1'appiicazione k : X ~ F

t.c. kix) = {x}.
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Consideriamo 1'applicazione gq di F in F che ad ogni parcla di F
associa la sua parte iniziale, e 1'applicazione r di F in F che ad

(*)

ogni parcola di F associa la sua parte finale
Siano A = q(F) c F, BO =r(F) ¢ F le immagini di F tramite q e r. Os-

serviamo che g ed r non sono omomerfismi; infatti basta considerare il
caso di due parole uguali P = Q, in cui evidentemente q(PP) # q(P)g(P) e

r(PP) # r(P)r(P). Inoltre AO e BO non sono sottosemigruppi, infatti ba-
sta prendere due elementi di Ao(Bo) uguali per concludere che i1 loro prodot-
to non pud stare in AO(BO), per la definizione di qg(r).
Definiamo ora due operazioni rispettivamente in Ao e in BO in modo tale
che AO e BO cosi strutturati siano due bande:
Ya,a' € A m{a,a') = glaa')

s

¥b,b' € Bc nib,b') = r(bb').

]

Sjano a,a',a" e AO. Proviamo che m & associativa in AO, infatti

m(m(a,a'),a") = m{q(aa'),a") = q(q(aa')a") = qlaa'a"

[

m(a,m(aa")) = m{a,q(a'a"))

gla,q(a'a")) = q(aa'a") e quindi

m(m(a,a'),a") = m(a,m(a,a")).

Inoltre m(a,a) = qlaa) = qla) = a e wmimla,a')a) = gqlaa'a) = glaa’) =
= m(a.a'). Quindi An risulta essere una banda regolare a sinistra con 1'ope-

razione m. Analogamente B0 risulta essere una banda regolare a destra con

1'operazione n.

(*) Per le definizioni di parte iniziale e parte finale vedere Parte I, pag.48.



Dencteremo queste bande con A e B

invece che con AO e BO, a causa della differenza di operazioni.

Si prova facilmente che g : F+A e r : F -+ B sono entrambi epimor-
fismi. Infatti ogni a e A @& parte iniziale di almeno una parcia di F,
guindi g @ suriettiva, inoltre ¥P,P' e F: gq(PP') = m(q(P),q(P')), in
quanto = m(q(P),q(P')) = q(q(P).-q(P')) = q(PP}). Analogo discorso vale
per r : F - B.

Poiché F egemeratoda k(X), A e B sono generati da i(X) e j(X),rispet-

tivamente, deve 1 =gk e J = rk.

Siano ora A' una banda regolare a sinistra e i' : X > A' un'applicazio
ne qualsiasi. Poiché F & i1 semigruppo libero generatec da X, esiste un
omomorfisme f : F - A' t.c. 1i' = fk, cioé tale da rendere commitativo il

seguente diagramma

X ——— A

k\l/

Per ogni w e F abbiamo f(w) = h{qg(w)), perché A' 2 regolare a sini-
stra, cioé esiste un omomorfismo h : A - A" t.c. f = hqg.Allora essendo
i = gk, risulta 1i' = fk = (hg)k = h(gk) = hi. Pertantc A risulta essere
Ta banda libera regolare a sinistra generata da X. Analogamente si prova

che B & la banda libera regolare a destra generata da X.

Consideriamo 11 semigruppo libero I generato da X con sua immersione
c : X>T {Lemma 9.1). Allora, poiché T 2 contemporaneamente regolare a
sinistra e a destra, esistono due omomorfismi s : A-Te t : B->T t.c.

si=c¢ = tj. E' ovvio che:

) = g e e nn X b = i(x, )i vl

s{a) {x?,xg, S X se a 1(x1, (52) w(xn)

.y 1, -1 . ‘

Sia AY =5 {(yv) e B =1t (v),con +vyeol . Allora si prova fa-
‘\rn'

cilmente che AY & zero-sinistro e BY ¢ zero-destro e percid sono
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rettangolari.

Cosl applicando i1 Corollario 4.3 (Parte I, pag. 24) segue che

A Z{AYiY elT} e B~ I{B |yeTl} sono le decomposizioni strutturali

|
di A e di B.

Corollarioit.1.

La banda libera regolare a sinistra (a destra) generata da n elementi

T M e ¥

ha L i .
i=1"1 i=0 7 elementi .

Dim.

Sia A~ I {Ain e T} (Teor. 9.1) la banda libera regolare a sinistra, ge-
berata da X, con |[X| = n, dove T & il semireticolo libero generato da X.
Ora se |y| = i allora EAyi = i!, perché gli elementi di AY si otten-
gono da tutte le permutazioni degli elementi di v . Poiché A ~ Z{AVEY e L},
risulta che 1'ordine di A & dato dalla somma, per 1 < i <{n, dei prodétti del
numero delle combinazioni semplici deglin elementi di X di classe i per i!

cioé per 1'ordine di ogni Ay. Pertanto risulta

n . n n! ) o 1 n-1 4
- v [ — I ! E o
Jil RN il =nt I,

Teorema 11.2. Sia X un insieme non vuoto. Siano A,B,T' rispettivamente la
banda 1ibera regolare a sinistra, la banda libera regolare a destra, e Ta ban
da commutativa generate da X, t.c. I sia riguardata come il semireticolo strut
turale di A e B contemporaneamente. Aliora la banda Tibera regolare generata da

(*)

X 2 i1 prodotto retratto * | di A e di B rispettoa T.

Siano A,B e T la banca libera regolare a sinistra, la banda Tibera regolare
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a destra, e i1 semireticolo liberi, generati da X con le immersioni

it X>A, j:%X~-+B, C: X~»>T rispettivamente.Poiché I' & contemporanea-

mente regolare a sinistra e a destra, esistono gli omomorfismi s : A~ T e
t:B->T t.c.si=c=1tj. Sfa C i1 prodotto retratto di A e B rispetto

a I''avente s e t come omomorfismi naturali, cioé c¢ = {(a,b) e AxB/s(a) = t(b)}.
Ora poiché s{i(x)) = (si){x) = c(x) = (ti)(x) = t(j{x)) T1'elemento
(i(x),j(x)) appartiene a C. Definiamo ora un'applicazicne in questo modo:

¥x e X k(x) =(i(x),3(x)). Proveremo che C & generato da k(X).

Scegliamo un elemento (a,b) e C, allora s(a) = t(b) e I'. Poiché Ae B so

no generati da X, abbiamo a = i(x1)i(x2).....i(xm), b = j(yi)j{ye)...j(yn).

Allora sfa) = c(xi)c(x )...c{x ) e ti{b) = c(y1}c(y2)...c(yn), ma s{a)=t(b),

A

quindi 11 sottoinsieme costituito dagli elementi XysXgae o X coincide con quel
lo costituito dagli elementi y1,y2,.q.,yn.

E poiché A & regolare a sinistra abbiamo:

~{ 1 3 ] ] = 3 i \' 1 |
1\x2)...1(xm)7(y1)1(y2)...1(yn) = 1(x1)1(x2;...1(x ) = a.

Analogamente, poiché B 2 regolare a destra:

H

j(x1)j(x2)..j(x )j(y1)j(y2},...j(yn) = iy, )...3ly,) = b. Allora risulta

k(x)k(y), ossia

1

I
~—

(a,b) P(y),3(x)ily)) = (), 30N (ily).3y))
b) ( C

Tk x?) k(x ) (y1)k(y7}...k(yn), i1 che prova che k(X) genera C.

k(x}

Proveremo ora che C & la banda libera regolare generata da X.

Sia C' una banda regolare e k' : X » C' un'applicazione. Poiché C' &
regolare, per i1 Lemma 4.10 (Parte I, pag. 26), essa & il prodotto retratto
di una banda recolare a sinistra A'edi una banda regelare a destra B' rispet
to ad un semireticolo TI'', dove s' : A' = I e t':B" o T sono gli

omomorfismi naturali.

Poiché A,B e T sono liberi, esistono g¢gli omomorfismi £ : A = A",

g:B-+B" e h:T~>T"' t.c.



dove u' : C'" = A' , v'

inoltre sono tali che

Siano C—+A, v:

d

u
tv.

su

Preso (a,b) € C si ha per definizione che s(a)

to da k{x}, esistono Xy

a i(x1)i(x2)..

Poniamo f(a)

il

s'f(a)

t'g(b)

Cos s'(a') = t'(b) e

Allora esiste un'applicazione

: C!

C -8 gli omomorfismi naturali e d :

X5

percid
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.ulki, 9.] - V'k‘, he = d'k',

+ B' sono gli omomorfismi naturali e d' : C' = TI"',

C->Tt.c.

t(b). Poiché C & genera-

Xoe X t.o.

: n

. Allora dalle (1) e (2) abbiamo:

s'u'k'(xv)
u§1 d'k'(x ) -

(f(a),g(b)).e-C".
definita da p(a,b) = (f(a).g(b)).

(a*,b') e C'

C=2C'

cioé

p

Tale applicazione 2 un omomorfismo, infatti

p({a,b)(a,b)) = plaa,bb)

Incitre per x e X

kK'(x) = (u'k'(x),v'k"(x)
k(x)

Corollario 112. La banda iibera regclare generata da

ha .
3

13

(i(x),3(x)), pertanto

1

(n-1)1

= (f(aa),g(bb)) = (f(a)f(a).q(blg(h)) =
b)) = pla,b)p(a,b).
abbiamo, per la (1), che
) = (Fi(x),qi(x)) = p(i{x), Jj{x)) = pk(x) perché

k' = pk.

n elementi distinti

il .
elementi.
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Dim.

Sia C~ {AY x BY vy e T} la banda libera regolare generata da X (Teor.1.2),

con |X| =n, dove I' & i1 semireticolo libero generato da X. Se n =i
allora |A x B | = (1!)2, pertanto 1'ordine di C sard dato dalla somma,

per 1 <1 <{n, di tutti i prodotti del numero delle combinazioni semplici

degli  n elementi di X di classe i per (11)2, cioé

1

i (n-1)!

e

Ny,. 2
(1)(1i) = n! ;

12. Varijeta di Bande.

Sia X un insieme e sia F = F(X) i1 semigruppo libero su X.

Sia S un semigruppo. Se P,Q e F allora diremc che la relazione identi-
ca P =Q & soddisfatta in S se per ogni omomorfismo ¢ : F S risulta
Po = Qo. Cosy, per esempio, la relazione identica ab = ba & soddisfaetta in

S se S & un semigruppo commutativo.

Diamo ora la seguente definizicne. La classe di semigruppi in cui & soddi-
sfatta una collezione finita o infinita P1 = Q1, P2 = QE""’ di relazioni
identiche si dice varietd di semigruppi determinata da quelle relazioni iden-
tiche. Per esempio la classe dei semigruppi commutativi & una varieta. lLa clas
se di tutti 1 semigruppi & anche una varietd determinata, per esempio, dalla
relazione identica a = a. Ovviamente la classe & delle bande 2 una varietd

. . . . . 2
determinata dall'unica relazione identica a = a.

D'ora in poi indicheremo la varietd determinata dalle relazioni identiche

P, =0,, P.=0C.y..... con [P, = P, = R i rminata
y = Qs Py= 0y con [P, =0Qp P,= 0, 1: la varieta deter
da un insieme R di relazioni identiche sara indicata con  [R].

L'intersezione di una famiglia non vuota di varieta |/, (i e I) & una varie

i &
ta, perché se fﬁfk & determinata da un insieme Ri di refazioni identiche
(Viel), allora un semigruppo S appartiene all'intersezione sse 1'insieme

di relazioni identiche U{Ri/i e I} 2 soddisfatto in S. Cosi, per esempio,
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1'intersezione BN€ della varieta B di bande e della varietd € di semi-

gruppi commutativi & la varietd [a2 = a, ab = ba] di semireticoli.

L'unione di una famiglia di varieta invece non & detto che sia una varie -

ta. Si pud, comungue, dare una "ben definita" unione V{ﬁ}/i e I} di una fa-

miglia (Vi/i e I} di varieta, che di fatto & 1'intersezione della famiglia
di tutte le varieta contenenti ogni 1%. (Tale famiglia & non vuota, perché la
varieta di tutti i semigruppi necessariamente contiene ogni M}). Pud essere dif
ficile determinare un conveniente insieme di relazioni identiche caratterizzan-
ti 1‘VTU}fieI;, sebbene in teoria possiamo sempre cttenere uno relativo all'in

tersezione della famiglia delle varietd che contengono ogni 1&.

Introduciamo ora per le varieta di bande le seguenti notazioni:

:f&f semireticoli ab = ba

LN bande normali a sin abc = acb

R4 bande normaii a destra abc = bac (12.1)
N bande normali abca = acba
:3 bande triviali a =b

Lf ¥ bande zero-sinistre ab = b

£ Z bande zero-destre ab = b

R 5 bande rettangolari aba = a

In ogni caso la relazione identica data caratterizza la varietd all'inter-
no della varietd di bande. Le caratterizzazioni all’interno della varieta di

. . : . . . 2
semigruppi sono ottenute sempre aggiungendo la relazione identica a = a.
(Naturalmente cid non & sempre necessario, ad esempio nel caso delle bande ret-
tangolari abbiamo visto che la relazione identica aba = a implica la rela-

. , . Z
zione identica a = a).

Con le operazioni M e V T1'insieme delle varietd di semigruppi diventa

un reticolo completo avente come elemento massimo la varieta [a = a] di

(*) Ved. def.in (4| pag. 12



tutti 1 semigruppi e come elemento minimo la varieta [a = b] dei
semigruppi con un solo elemento. L'insieme delle varietd delle bande, cioé
1'insieme delle varieta ) dei semigruppi t.c. P 'c B, & un sottoreticolo

§§5 di questo reticolo.

Si definisce atomo di un reticolo (L,A,v), conelemento minimo O, un elemento

minimale a nell'insieme L - {0}.

IT reticoio E;s delle varieta di bande ha come insieme degli atomi 1'in
sieme cosl fatto:

*
(51 45,0630

Consideriamo ora i1 sottoreticolo diS@‘,Ei, generato dagli atomi diJ3,
cioé generato da Jf .1%,8%, e cerchiame di identificate le varietd che lo

costituiscono.

Osserviamo intanto che

LECREs RFCRD == JLyRIC RA

Viceversa ogni banda rettangolare pud essere riguardata come il prodotto
diretteo di un semigruppo zero-sinistroledi un semigruppo zero-destro R
(ved Parte I, pag. 10 Lemma 1.13), cioé ogni elemento di R & del tipo
LxR, dove Le<? cdzyRE e RcRZ cf{ZyRE; quindi.LxR efdvR¥.
Ne seque che  SR=J%vRZ.

Vale inoltre la seguente proposizione, che & un rifacimento di un risul-

tato gia ottenuto da Yamada e Kimura (Ved Parte I, pag. 36 Teor. 5.6).

(%) Ved. |4|, Teor. 5.6 pag. 114
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Proposizione 12.1. - Una banda B 2 normale sse essa & un semireticolo

forte (*) di bande rettangolari.
Diim.
Sia B =‘S(Y5E&;¢a’8 ) un semireticolo forte di bande rettangolari e sia-
no a,k,c elementi qualsiasi di B, con aeEa , be EB, c € EY e ponia-
mo & =«Ry . Allora
abca = (a$u,6}(b¢ ﬁé)(c¢y,5)(a¢(;6) = a&a’é {poiché E6 @ una banda rettangolare)
e analcgamente acba = a¢a55 . Quindi abca = acba Ya.b,c e B, e cosi

B 2 normale,

Viceversa, se B & una banda normale, consideriamo la struttura dataa B
del Tecrema di Petrich {(Teor. 9.1). Ricordiamo che se a e Ea e (x &) e EB =

=1, x A, ,con B<a, allora per la formula (9.5) risulta

n
<
B

POl 1)

).

i

a(x,a)=(¢§x,a), (x,8)a = (x50

Quindi se a e E(1 e seb=(x,£) e ¢ = (y,n) sono elementi di E% (8 =a),

I

allora
. a . a a2
abca = (¢6x,e)(y,nw6) - {¢Bx,|w6), mentre
a a a a
= t Y o) = !
acha = (mgy,n,(x,guB; (¢8y,ﬁu8)

(*) %(Y;Ea,¢&5} & un semireticolo forte di semigruppi sse Y & un semire-

ticolo, {Ea/aeY} ¢ una famiglia disgiunta di semigruppi t.c. EAE@ E-Ea

8.
e S = U{ Ea/aeY} e V¥a,BeY t.c. a > B o % E > E5 2 un omomorfismo
J Lyl (o1
e risulta che
1) ¢ & 1'automorfismo identico di E ¥ aeY
Qs G o
2) = @ ¥ a.B,y e ¥ t.c. o> B2y,

Cb f
'a55¢ﬁsy To, Y
Inottre in S & definita una moltiplicazione "¢" come segue

, o . _ . _
%au €S, vba e Sﬁ ‘ aa bB (aa¢a,a8)(b6¢8,a8)



- 29 -

. a a : —
cosy se la banda & normale concludiamo che b, e ¢8 sono applicazioni

|8

costanti ¥a e Eq e per oani coppia (a,B) di elementi di Y per i quali

*
a > B. L'applicazione @asz Ea 5 (IR) xfl(AB) che manda ogni a e Ea
nella coppia ordinata (@Z s wg) pud essere cosi identificata con 1'appli-
cazione ¢a,8 : EB + Ig X AB, che manda a nella coppia ordinata

|8

(<¢§ >, <w§ >).

Inoltre presi a,a' e Ea , allora

>) = (per Te 9.8 e 9.9)

. - a3y 2
>y <Y > (<¢8¢8 b iew

ol

)

fes

1
=(<¢2>,<wg>) = (poiché IB 2 un semigruppo zero sinistro e AS & un
semigruppo zero destro)
- a a a' a' .
= (FF U } ‘i“; =
(.w8>,<»8>)(<¢6 >><bg >) (a¢a38)(b¢a’8), e cosi
¢a,8: Ea -> EB & un omomorfismo.

Poi notiamo che se B < o allora per ogni a e Ea e per ogni b = (x,g)eEB,

a a, a a
4 = h YL E = >, | = d .2)
aba (¢8x V) (<c.*>E <w8>) ad, o (12.2)
Se B =ao segue che a¢ = aaa = a YaeE . Cosyl ¢ ¢ 1" automor-
[o Y0 6 (SN e}

fismo identico di Ea'

Sea>B >y e ae E% , allora seque dalla (12.2) che VbeEB e ¥Yc e EY

(a%,ﬁ)%,Y = abacaba.

Poiché bacab e E segue, ancora per la (12.2), che
'

abacaba = a¢ .
Oy
Quindi o o) = ¢ .

‘Q"»',B SS.Y O,y

Infine, se ae&E ,bebt e aB =y ,allora per la regola di moltiplica-

zione (9.7) risulta:



- 30 -
a b b b
= ’ 1 < ,<1‘- > = b .
(<¢>Y> <ij>)( d:Y) by ) (a%,y)( ch’Y)

Quindi B & un semireticolo forte‘ﬁ(Y;Eu,éa B) di bande rettangolari.

2

Corollario 12.1

Una banda 2 normale a sinistra sse essa & un semireticolo forte $(Y;L ;q)1 B)

di semigruppi zero-sinistri.

Dim.

Se una banda & normale a sinistra allora lo & anche ogni sua sottobanda
e quindi, in particolare, ognuna delle bande rettangolari E&. Ora una banda
E , che ha entrambe le relazioni identiche
(o)

abc = ach e aba = a,
& necessariamente un semigruppo sinistro, poiché ¥a,b e E .
ab =aab = aba = a.

Quindi una banda normale a sinistra & un semireticolo forte di semigruppi

zero-sinistri.

Viceversa, se B = &(Y: L ;¢ B) ¢ un semireticolo forte di semigruppi
a0
zero-sinistri L , allora, per ogni a e La , b e LB, ce LY , presi in B,
(&4 b
abc = (a¢  ){(bo. J(co ) =a¢ . con S=afy € analogamente
( o, 8 B,¢ Cf*{,—é q’a,c« ’ . g
acb = a¢_ 5 quindi B 2 una banda normale a sinistra.
s

-

Osserviamo che ogni applicazione tra semigruppi zero-sinistri & un omomor-

(12.3)

fismo, inoltre in '$(Y:L :4 ) risulta che & & = £ ¢
o B o B oo,

Ol g1

Yo el . Yo, el .
o o B B

Analogamente si prova il

Corollario 12.2.

Una banda @ normale a destra sse essa & un semireticclo forte ‘§(Y;Ra,¢a B)

di semigruppi zero-destri.
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Anche in questo caso ogni applicazione tra semigruppi zero-destri & un omo-

morfismo e la moltiplicazione in S{Y;R,. ¢ 8) ¢ data da
oo

¢

) ¥Yr e R , ¥r_ e R (12.4)
B af o o

Proviamo che ' = ${vR® . Infatti, poiché L c e RB c P, abbiamo

che PYVRB c 4

Viceversa se B e N allora B 2 un semireticolo forte di semigruppi che
stanno in  JFYv &®&B e cosi esso sta in JIvRB (v.[lL], pag. 119 Prop. 5.12)
Pertanto Jiv Rb= (12.5)

Analogamente, per i corollari (12.1) e (12.2) si ha che

JLvTL=d N , JTivRE RN (12.6).

Abbiamo gia provato nel Teorema 5.4 di pag. 35 (Parte I) che una banda &
normale sse & isomorfa al prodotto retratto di una banda normale a sinistra

e di una banda normale a destra. Ne consegue cvviamente che J (v R&'= 4P

Possiamo ora riassumere le osservazioni fatte sul semireticolo 'Ll , genera-

to da JQL ,ﬁt,'ﬁi’, nel sequente diagramma

oL

TAY. 2
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Proviamo alcune implicazioni del diagramma, che non sono state provate
prima.

Per esempio, proviamo che JNv Of= 0. 1 fatti osserviamo che da fLac N

e JycLANcN  segue che
N =F{vaBcIAVRD ¢ N per la (12.5), e cosi

dNv Q=N
Proviamo ancora che & =L NN XN

Infatti da Fg N e Sreq o L seque che T CTNLNRN.
Viceversa, se B el NNRN allora Va,b e B

ab = aab = aba = (per la normalitd a sinistra)
= baasha(per la normalita a destra), da cui si ricava che B e $f.

In conclusione S =3 NN R

13. I1 reticolo di tutte le varieta di bande.

Sia X un insieme non vuoto sia F i1 semigruppc su X, due parocle
Ue VdiF le diremo identiche, e scriveremo U =V, se U e V sono uouali
come elementi di F.

Siano M e N due parole, si dirad che M & contenuta in N se esistono parole

RMS.

it

R ed S, che possonc essere vuote, t.c. N

Se P', P" sono due parole, la parola P = P'P'" & quella ottenuta per giu-

stapposizione di P' e P"; P' gi dice sezione sinistra di P e P" si dice

sezione destra di P (pud accadere che P = P' oppure P = P"),

Sia P una parola di F, si dice contenuto di P 1'insieme ¢, delle variabi-
- P

1i che compaiono in P;

si dice n-sima parte sinistra di P, e si indica con in{P); la sezione si -

nistra pili breve di P contenente le prime n variabili di P, per 1 <n 5'!cpi,
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51 dice n-sima parte destra di P, rn(P), la sezione destra pil breve di P

contenente le ultime n variabili di P, per 1 < n S-ICPl;

si dice n-sima parola sinistra di P, \h(P), la sezione sinistra pit lunga con
tenente n-1 variabili di P, per Zingﬁcpl(cioé Yn(P) 2 ottenuta da

(*)

En(P) cmettendo la coda di 1n(P), che indichiamo con t(ln(P)) )3

si dice n-sima parola destra di P, <%(P), la sezione destra pil lunga di P

contenente esattamente n-1 variabili di P, per 2 < n < [c | (cioé (%{P)

! P‘!
(*)

2 ottenuta da rn(P) omettendo la testa di rn(P), che indichiamo con

h(rn(P)) )s

si dice parte sinistra di P, 1(P), la sezione sinistra pil breve di P con-

tenente tutte le variabili di P, cicé 1{(P) = IP(P) con n=|c_|;

~ b}
D

si dice parte destra di P, r(P), la sezicne destra pili breve di P contenen

1

te tutte la variabili di P, cioé r(P) = rn(P) con n=1!c |

oo

si dice immagine riflessa di P,P, 1a paroia ottenuta da P scambiando da sini-

stra a destra, 1'ordine di tutte le variabili di P, cioé se P = x1x2 ..... xn,
allora P = x_ x be e X
n n-1 ]
v(P) =Y (P) s n o= c
— [» .
{(P) = dn(P) se N o=|cg]

e scriviamo hr(P) al posto di h(r{P)) e YE(P) al poste di v (y(P)).
Sia ™~ la minima congruenza di banda in F. Si ha i1 seguente

Lemma 13.1. Se A,B,C sono parole di F t.c. cpccy =c. allora

B — C
ABC ™V AC.

Dim.

Per i1 Lemma 10.2, pag. 15 (Parte I) le ~-classi delle parole ABC e AC

sono uguali, pertanto ABC~ AC.

(*) Ved. Parte I, pag.40.
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Date due parole A e B

i) diremo che B & ottenuta da A per inserzione, o che A & ottenuta da B

per cancellazione, se esistono parole C,D,E t.c.

c.cc,.=¢., A=CE e B = CDE;

ii) diremo che B @& ottenuta da A (o che A & ottenuta da B) per idempo-

-

tenza se esistono parole C,D,E, dove C o E possono essere vuote, t.c.

A=CDE e B=CDDE (oA =CDDE e B = CDE).

13

Osserviamo che se B & ottenuta da A applicande un numero finito di volte
i), ii), allora A VB (e diciamo che B 2 ottenuta da A per mezzo di ~ ),

per il Lemma 12.1. Inoltre A~ B sse B pud essere ottenuta da A appli-

cando un numero finito di volte ii).

Siano A,B,C,D parole t.c. ¢y Ucg = {x1,x2,....,xn }.

*
Diciamo che la parcla D & ottenuta da C applicando 1'identita (*) A =B,

?:1 su c. Uc. t.c., dette A' e B' TJe parole

(
se esistono parole txi} c D

su- Co U ¢ ottenute sostituendo ogni X, in A e B con Xi’ T <i<n,

YA'Z

i

esistono parole Y e 7  su CC, che possono essere vuote, per cui C

e 0 = YB'Z o viceversa.

Applicando le definizioni precedenti, si dimostrano facilmente i seguenti

*
Siano U,V,W e Y parole su un insieme X, allora U =V 1mp1ica( ) W=Y sse
Y pud essere ottenuta da W applicando per un numero finito di volte 1'iden-

tita U=V e =~

(*) Ved. Pag. 39, Parte I.



Lemma 13.3

*
Siano P e Q parole, allora P = & equivalente () ad a=a sse P™VQ,

cioé P e Q sono ~v-congruenti sse oani semigruppo idempotente spddisfa P=0Q.
Dim. Evidente.

Siano P e Q due parole.ed sia una delle lettere h,t,i,f, dove con
h(P) indichiamo la testa di P, con t(P) la coda, con i(P) 1a parte iniziale
(**)

e con f(P) la parte finale . Allora dalle definizioni di testa, coda,

parte iniziale, parte finale seque evidentemente che

d(P) ~ d(Q) sse d(P) = d(Q).

Per ogni identita P = Q t.c. i(P)~ i{Q) e F(P) ~ f(Q), definiamec

[

WIPQl = {Y () =¥ (@/2 <n e
VIP,Ql ={8(P) =8 ()2 <n < el §
&r.0) =1{p=0af u wlr,0]
Fir.a) = {p =0} v 9lr.0]

Una parola si dice ricorrente se vi @ una parola A contenuta in P t.c.

i

it

AA  sia anche una parola contenuta in P.

D'ora in poi, per semplicitd, useremo parole non ricorrenti, a meno che
non 1o si dica esplicitamente e ¢id senza ledere lageneralita perché consi-

dereremo solo identitd in bande.

Per ottenere tutte le possibili identitd di bande & sufficiente studiare

solo quelle identitd P = Q le cui parole soddisfano una delle seguenti

(*) Ved. Parte I pag. 39

(**) Ved. Parte I pag. 48.
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. (%)
relazioni

parti parti parti parti

teste e - . . cod
iniziali | sinistre destre finali €

D 1 v ’i’ % ,X’ Ny
TAV. 3
p2 |~ ” ” .
D3 Y v ‘7@ '}6 n "
D4 ] Y] Y] ’XJ v v
D5 4y A bl “ " "

Per esempio le parole dell’'identitd yxa = yaxa soddisfano D1.

Diamo ora una caratterizzazione delle identitd che soddisfano D1; le

identita che soddisfano D2 si possono caratterizzare cualmente.

Teorema 13.1. Siano P e Q parole che soddisfano Di,allora P = Q & equiva-

Tente a:
(**)

i

yayxa ossia alla seminormalita destra

per 2 < n < |c,|

— — r

& & P A
i) yxa se hén(P) v hén(Q;,

**)

ii) yxa = yaxa ossia alla guasi-normalita destra negli altri casi.
Per dimostrare questo teorema premettiamo i segquenti lemmi, in ognuno def

quali le parole P e Q soddisfano D1.

Lemma 13.4., L'identita yxa = yaxa implica 1'identita P = Q.

Dim.

it

E' evidente che yxa = yaxa implica contemporaneamente P = h(P)f(P) e
Q = h(Q)F(Q). Per 1a D1 h(P) v h(Q) e F(P)~ f(Q), cosi h(P)f(P) ~ h(Q)F(Q),

ovvero P~ Q. Di conseguenza yxa = yaxa implica P = Q.

(*) ved. [8]

(**) ved. Parte I, pag. 33.
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Lemma 13.5. L'identitd P = Q implica 1'identitd yxa = yayxa.

Dim.,

L'identita P = Q implica 1'identita P1(P) = Q1(P), per i1 Lemma 6.3
pag. 40, Parte I, e P1(P) = Q1(P) & equivalente a 1(P) = 1(Q)1(P) per
cancellazicone e idempotenza. Allora P = Q dmplica 1(P) = 1(Q)1(P). Ma
1(P) = 1(Q)1(P) 2 equivalente all‘'identitd yxa = yayxa per la D1 e per il

Teorema 5 di [B]. Cos1 P = Q dimplica yxa = yayxa.

Lemma 13.6. L'identita P = Q & equivalente a yxa = yaxa sse P =Q

implica un'identitd A = B in tre variabili per cui r(A) ¥ r(B).

Dim.

La condizione necessaria & evidente. in gquanto ogni semigruppo che sod
disfa P = Q soddisfa anche yxa = yaxa, e quindi scddisfa un'identita A = B
in tre variabili t.c. r{A) % r(B).

Proviamo ora 1la condizione sufficiente. Supponiamo che P = Q implichi
un'identitd A = B in tre variabili t.c. r{(A) % r(B).

L'identita A = B implica axy = axyayxy cioé la semiregolarita a sinistra
per le Conclusioni di Tﬁ} e per i1 diagramma della TAV 1, pag. 33, Parte I.

Quindi yxa = yaxa implica P = Q per i1 Lemma 13.4 ¢ P = Q implica
axy = axyvayxy e yxa = yayxa per il Lemma 13.5. Poiché i1 diagramma della
TAV. 1, pag. 33, Parte I & un semireticolo inferiore, P = Q deve essere equi-

valente a yxa = yaxa.

Lemma 13.7 Sia P wuna parola t.c. |¢, = n. Allora P = Q & equivalente

a yxa = yaxa se hém(P) %hém(Q) , per 3 <m< .

Dim.

Sia P una parola t.c. c¢_ = ix1hx2,,,.xri. Supponiamo che esista un m,
Y L
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1]
=
et
T
-
p —

11

3<m<n, t.c. hén(P) ¥ he%(Q). Siano a = hém(P), b = h<%(Q) ec .

ng

h rm(Q), allora a#b, a#c, b #c. Sia xj =a ¥j,1 <j<n, ad ecce-

zione di quei J per cui xj =bo xj = ¢. Cosl otteniamo un'identitd in tre
variabili A =B t.c. hs(A) ¥ hd(B).

Ne segue facilmente che r(A) ¥ r(B), cos} P = Q & equivalente a yxa = yaxa,
per il lemma 12.6.

Lemma 13.8. Liidentita yxa = yayxa @ equivalente a P = Q sse hqn(P) m,h§n(Q)

¥m, 2 <m< ¢l

P

Dim.

Valgono evidentemente le sequenti proprieta:

2
o
P
L)
—
(15
(@]
il
(@

a)Se A =B implica C =D, h(A) ~h(B) e p = Gy allora h(C)

b) Siano A e B parole t.c. ¢, = ¢, e h(A) = h(B). Allora yxa = yayxa implica

A B
A = B sse yxa = yayxa implica §(A) = &(B), perché &(A) e la sezione
destra pit lunga di A contenente esattamente n-1 variabili, dove n = }cAl, anale

gamente per d8(B), e h{A) = h(B). Inoltre ragionando per induzione su | CPE
e applicando i1 lemma 13.5;,si ottiene la tesi.
Diamo ora la dimostrazione del Teorema 13.1.

Sianc dunque P e Q@ parole che soddisfano D1 e supponiamoc che P = Q non sia

equivalente a yxa = yaxa. Allora sard certamente h(%(P} “uhén(Q), 3<n< kP{,

perché se cosl non fosse, per i1 Lemma 13.7, sarebbe P = Q equivalente ad

yxa = yaxa, contro 1'ipotesi. Ora h{%(P) ﬂJhé%(Q), poiché, per la D1, f(P) ~ f(Q)

e t(P) vt(Q) e he(P) = t(P) e h&(Q) = t(Q). Quindi he (P) ~hg (Q),

per 2z < n < icpg. Percid, per il Lemma 13.8, 1'identita P = Q & equivalente

all'identitad yxa = yayxa. c.v.d.



Un esempio di identita equivalente all'identitd yxa = yayxa & dato dal-

1'identitad yxasyxa = yaxdyayx, le cui parole soddisfano DI1.

Dualmente si prova il seguente

Teorema 13.2 Siano P e Q parole che soddisfano D1, allora P = Q0 @&

equivalente a

a) axy = axyay, ossia alla seminormalitad sinistra, se tY (P~ t  (Q)
n n

¥n, 2 <n S_icp[,

1]

b) axy = axay, ossia alla quasi normalita sinistra, negli altri casi,
Abbiamo caratterizzato sinora le identita di bande inequivalenti le cui

parocle soddisfano le relazioni D1 e DZ. Resta ancora da trovare un elenco

completo delle identita di bande non equivalenti le cui parole soddisfa-

no le condizioni descritte rispettivamente in D3,D4,D5.

Entrare in dettagli & compito che esula dagli scopi di questo Quaderno.
Comunque si dimostra che per ognuno dei casi D3,04,D5 esiste una infinita

numerabile di identita non equivalenti.

Sia “% 1'insieme di tutte queste infinite identita. In |3| Fennemore

trova ancora i collegamenti tra gli elementi dif% .

A titolo informativo riportiamo 1a Tavola 4 alla pag. sequente che il-
Tustra jﬁ .

Nel diagramma Ri’Qi’Si’§1’6i’§‘ (i = 2,3,....) sono parole definite in-
duttivamente, nelle variabili Yo mentre d & una variabile distinta dalle

oo
Ass

1



X3X2X

X, X, X
172

1)

3’

Hi
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X2X3X1,

X

X

2X

3%

X R
n-1"nn’

R x

n'n

n-1°

3!

S.=X X, X X

2 37172
53 = x1x2x3x1x3x2x3
Sn = Sn-1Xan per n pari, n>4
0= Rnann_1 per n dispari

n> b,



,fc'
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4
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Nel suo secondo lavoro |3! Fennemore dimostra che %3 2 1'elenco completo
di tutte le identita non equivalenti sulle bande. Sostituendo, pertanto, nel
diagramma della TAV.4 ogni varieta di bande alla identita che la definisce
si ottiene i1 reticolo di tutte le varieta di bande. Ricoridato che una iden

titda P = Q in n variabili & irriducibile se non & equivalente ad alcuna

identitd in meno di n variabili, (le 18 identitd trovare da Kimura in |6] e
poii riprese da Petrich in |8 si prova che sono irriducibili), i principa-

11 risultati di |3] sono i seguenti:

Teorema 13.3. Se P = Q & 1in é% , allora P = 0 & una identitd irriducibile.

Teorema 13.4. Ogni identitd sulle bande 2 eqguivalente ad una, ed una sola,

delle identita in %%

Teorema 13.5. Ogni varieta di bande pud essere definita da una, ed una

sola, delle identita dell'insieme T% .

Dal diagramma di tutte le varietd di bande si ricavano direttamente mol-
ti risultati.
Ad esempio, 1 secuenti:

i) esistono esattamente 8 + 10 {(n-2) distinte varieta di bande che posso-

no essere definite mediante una identita in n variabili, n > Z;

ii) esistono esattamente 10{n-1) distinte varietd di bande che possono essere
definite mediante insiemi di identita che implicano una identita in n varia-
bili, n > 2.

E ancora, detta Y la varieta di tutte le bande ed L(B) il reticolo di tutte

Ta varieta di bande, <i ha:

i11) W non @ generata da nessun insieme finito di sottovarieta proprie:
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iv) L(B) contiene unita e zero, non & complementato, non soddisfa la condizio-

ne delle catene ascendenti, soddisfa la condizione delle catene discendenti,

g completo e distributivo.

Da notare, anche, la particolare posizicne nel reticolo L(B) occupata
dalle bande gia classificate da Petrich in |8| di cui ci siamo occupati

nella Parte I, § 5, di questo Quaderno.
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APPENDICE

14. Semi-bande.

In anni recenti diversi autori (Benzaken-Mayr (1975) [o|, Howie (1977) 14|,
Piochi (1981) 18], ..... ) hanno studiato con tecniche diverse i semigruppi

generati daiidempotenti (o semi-bande).

Vegliamo qui indicare un diverso metodo ¢i approccio allo studio di una se
mi-banda, un metodo semplice, "diretto", che, comunque, permette di ottenere

rapidamente qualche primo risultato.
Premettiame le sequenti definizioni e 1 seguenti Teoremi gia noti.

Sia S un semigruppo senza annullatori diversi da zero (si pud supporre
che oani semicruppo soddisfi a questa condizione [1L!), allora S ha la se-

guente decomposizione disgiunta (decomposizione sinistra di Szép) :

5 ,
S = .g S, (1)
dove

{faeS/aScS e 3 xesS, x#0 3" ax =0}

e
1

0
s,={aeS/as=5 e 4 yes,yf0 2 ay =0}

S, = lae S—(SO U 51) /aScSe 1 XysX, € Sy Xy F X, e ax, = ax,}
53 ={ae Sn(SO U 51) /asS =5 e 4 YyaY, € S, Yy # Y, eay, = ayz}
S,={aes-(s US US,US.)/aScs]

55 = {a e Sm(SO U S1 U S2 U 83) / aS = S}
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Dualmente si definisce per S la decomposizione destra di Szép

(2)

wy

i
ez on

o

Siano ora S.ND, =C,, e r= {C..}. .
i J i ij71,3=0,1,...,5

Se i sottoinsiemi Cij sono non vuoti, allora essi sono sttosemigruppi di
S e risulta:
N - . e 5
0 Cij , Cij Cog = 9 se (i,3) # (h,k) (3)

La decomposizione (3) di un semigruppo S viene detta la T'-decomposizione

di S.

Teorema 14.1. La TI'-decomposizione di una banda S & la seguente:

Cep = P

1) se 1 &S, allora S_ =D, = {1}_; Coe = Ce,

S=¢C_ ucC.,,U Cp0 u 822 U {1

2) se 1 ¢S, allora
a) se 85 # B, C52 =S ,C,. =0,

S = C00 u CUZ U CEO U C22 U 55

b) se 05 £ 0, C25 =D

- L !
S Coo U C02 U CZD U 622 U D5,

dove S, [DSI , se non & vuoto, & una banda zero-destra[sinistra], e

Cij (i,j = 0,2) & 1'unione di bande rettangolari.

Dim. v.[13],pag.14.
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Teorema 14.2. Un semigruppo S & una banda sse la sua decomposizione sinistra

di Szép & cosi data:

1 3 4
2) 55 ¢ rettangolare e in esso ogni elemento & unitd sinistra;
3) Si = agS La (i=1,2), dove le classi La sono sottosemigruppi rettangolari

1

Dim. v. 14|, pag. 9.

Sia ora S una semi-banda, ossia un semigruppo generato dall'insieme E = {Ei}i

di idempotenti. Ogni elemento s € S si pud dunque scrivere nella forma

g =8 . ....e, , k>1, e ec€L.
k - i

Se consideriamo i sottosemigruppi eiS di S (i e I), si ha, evidentemente,

S = U e.S.
iel i

Sia S*= .M e S .
iel 71

Teorema 14.3. Se S* # f, ogni elemento s e S* & uno zero a destra per S.

Viceversa, se S ha elementi zero-destri, allora S*(#@) contiene tali elementi.

1
[7]
.

Dim. Sia s e S*, per ogni e; € E, poiché s e eiS, $i ha e.s

Dunque anche per un cualsiasi elemento s e S si ha ss = s, cioé s & uno

zero a destra in S. Viceversa, se S, & uno zero destro di S, si ha e.s = So’
Ye. e E, dunque s_ € e.S, quindi, anche s_e [ e.,S = S*,
i o) i 0 iel i

In conclusione, 11 Teorema 14.3 dice che S* & costituito.da tutti e soli gli

(eventuali) zeri destri della semi-banda S.

T
L
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Teorema 14.4. La semi-banda S non ha elementi accrescitivi sinistri [destri].

Dim. Sia a =e Lo, un elemento accrescitivo sinistro di S. Allora

-
esiste un sottoinsieme Mc S t.c. aM =S, cioé e?(ez...enM) = S, Poiché

e?, idempotente, non pud essere un elemento accrescitivo, deve essere ez...enM:S

Prosequendo con 1o stesso ragionamento, si avra alla fine enM = S: assurdo,

perché e € E.

i

Teorema 14.5. G117 elementi u e S tali che uS = S [Su = S| sono tutte e

sole le unitd sinistre [destre] di S.

S. Viceversa, sia

Dim. Se u & una unita sinistra di S, ovviamente uS

ue S tale che uS = S, Sia u = e1ez...ek (k_z 1). Con lo stessoc ragionamento

usato nel Tecrema 14.4 si ha che

a = c\ === = === === =
e1b2 ekS S > e, ekS S > > eKS S,
da cui risulta che € 2 unita sinistra di S (poiché e, € £).
Ma allora, analogamente, e1e2...ek_15 = S ===)> ek_1S = S, quindi anche

ek_1(eE) & unitd sinistra di S. Pertanto, proseguendo con questo ragionamento,

si ha che e1,e .8, sono unitd sinistre di S e quindi u = ejez...ek = 8

27k

cioé ue E. Ma allora se uS = S ed uvue E, ue una unitd sinistra di S.

-

In termini di"decomposizione sinistra di Szép" di S, S =

2o

i=0

S., il Teore-
i i

ma 14.5 afferma che S. & costituito da tutte e sole le unitd sinistre di S;

5
infatti per i1 Teorema 14.4 & 51 U 83 = B, quindi 55 g T'insieme di tutti e
soli gli elementi ue S t.c, uS = S.
Dualmente 2 D, U D, = @ e D_ & costituito da tutte e svle e unita destre

1 3 5
di S.
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Teorema 14.6. S - 55 2 un sottosemigruppo di S. [D—D5 & un sottosemi~

gruppo].

Dim. Siano a,b e S—S5. Per assurdo, sia abeSE. Allora (ab)sS = S,

cioé a(bS) = S. Se bS =S, per i1 Teorema 14.5 b e E, e anzi b e SS’ cid

che & escluso; dunque bS ¢ S; ma allora a & accrescitivo sinistro, contro

il Teorema 14.4. Dunque ab e S~SS.



.-.49..
BIBLIOGRAFIA

[1] Clifford-Preston : The algebraic Theony of semigroups. American Mathematical
Society (1961)
[2] Fennemore C.F. : ALL vardeties of bands (1). Math. Nachr. 48(1971), 237-252.

[3] Fennemore C.F.: ALL varnieties of bands (I1). Math. Nachr. 48(1971),252-262.

[47 Howie J.M. r o An ntroduction to semigroups Theory. Academic Press (1976).
5! Kimura N.: Note on Ldempotent semigroups (1) Proc. Japan Acad. 33 (1957)
[6] Kimura N.: The structune of Ldempotent semigroups (1) Pacific J. Math.

8 (1958)
[7] Mc Lean D. Tdempozent semigroups, Amer. Math. Monthly (1954)
[8] Petric M.: A construction and a classdiication of bands Math. Nachr,

48 (1971), 263-274.
9] Yamada M-Kimura N.: Note on <dempctent semigroups (I1), Proc. Japan Acad.

34 (1958).

10| Benzaken C.-Mayr H.C: Notion de demi-bande:demi-bandes de #ype deux. Semi-
group form 10(1975)

111 Howie J.M.: Sur Le demi-ghoupes engendres par des idempotents. Lect
Notes in Mathematics (1877).

112] Piochi B.: Sulla decomposizione di Szép dei semigruppl gGenerais
da Aidempotenti, Ist. Mat.Univ. Siena, R.38 (1981).

|13] Migliorini F.-Szép J.: On T-decomposition ¢f semigroups. Ist.Mat.Univ.Siena,
R.45 (1981).

14] Szép J.: On the structure o4 finite semignoups 1171.Dept.Math,
K.Marx Univ, Econom. - Budapest (1973) NR., 3,29P.



