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PARTE I
GRUPPI DI POLINOMI

N.1 Introduzione

La teoria classica dei gruppi di Lie e soprattutto delle algebre di Lie tro-
va ampid applicazione nello studio dei sistemi canonici, nel senso che gli inte-
arali primi di un sistema canonico costituiscono un'algebra di Lie che con termi
nologia classica & detta "Gruppo di funzioni"[2].

La nozione di gruppo di funzioni & stata generalizzata nell'ambito della teo-
ria delle trasformazioni canoniche [1], per poi essere ca me riguardata ed ulte-
riormente generalizzata da un punto di vista algebrico [4] e [5].

In questa prima parte del lavoro vengono definiti i gruppi di polinomi alge-
brici, i quali non sono dei gruppi di funzioni nel senso classico del termine,
me che, come tutti i gruppi di funzioni (generalizzati o no, singolari o no)
~sono algebre di Lie, di cui & stato in qualche caso determinato i1 gruppo di Lie.

N.2 Gruppi ai Polinomi

Consideriamo una matrice ad n righe e ad n colonne, antisimmetrica, i cui
coefficienti siano dei polinomi algebrici

uB(

tu(m) = q m],mz, ...,wn)

di n variabili reali Wys wees W - ciascuno di grado arbitrario e scddisfacen-
ti Ta relazione:

1 vp . PA AV
(2.1) QP34 M+ MR =0,
" ow Bwu

Presi ad arbitric due polinomi P1 (w) e P2 (w)
si pud allora definire la Parentesi di Poisson Generalizzata (P.P.G.) al modo
usuale [6] :

3P1(m) | BPZ(M)_

Bma Bmp

(2.2) (P Pp)(w) = 4*%(u)

com'@ noto detta operazione fra polinomi & anticowmmutativa, bilineare e soddisfa
1'identita di Jacobi:
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(2.3) (P> PaRP) (@) + ( (Pys P3)Y P1)™ (w) + ( (P4Py)% P)*(0) -

Consideriamo ora r polinomi P](m), Pz(m), ceus Pr(m);a partire da essi
costruiamo un insieme di polincmi.é(w) ottenuto aggiungendo ad essi le
r(r-1)/2 P.P.G. che si possonc formare con essi e continuando i1 procedi-
mento all'infinito; considerando pci 1o spazio vettoriale G(w) generato da
¢(w), esso risultera senz'altro chiuso rispetto alla P.P.G.; G(w) lo chia-
miamo gruppo di polinomi generato da P](m), Pz(m), ceus Pr(m) \

E' evidente che, se invece di partire dai polinomi P](m), e es Pr(m)’ noi
partiamo direttamente dall'insieme P(w) di tutti 1 polinomi di w

1° "0 mn
e 1o muniamo dell'operazione interna P.P.G. definita dalla matrice

(an(m)) di cui sopra, otteniamo ancora un gruppo di polinomi. Ora, sia nel
primo casc sia nel secondo ¢i si trova di fronte ad algebre di Lie, ed ha
senso quindi cercare di determinare il relativo gruppo di Lie; purtroppo
cid non & affatto agevole, almeno in generale.

Infatti, se P](m) Po(w) sonc due polinomi di grado m e t rispettiva-
mente e se 11 grado massimo assunto dalle qaﬂ( } € p allora 11 grado di

(P15P5) (m) pud arrivare ad essere

(2.4) (m- D+t - 1) +p=m+t+p-2;
cid mostra che in generale un gruppo di polinomi ha dimensicne infinita.

Se invece supponiamo che:

m=%t=p=1 oppure m=t=2,p=20
allora accade che il polinomio (P],P )*(m) ha 1o stesso grado di P](m) e
Pl s com'a facile dedurre dalla {(2.4).
In altri termini se consideriamo 1'insieme 2 (m) dei polinomi delle
Wy +evsW omogenei di primo gradc ccn la P.P.G. definita da una matrice

(q EIB(m)) 1 cui e1ementi siano ancora elementi di@l(m), oppure se consideria
mo 1'insieme ¢ ( ) delle forme quadratiche omogenee di m],-;.., w, con la
P.P.G. definita da una matrice (q“B(m)) i cui elementi siano dei polinomi
costanti, allora otteniamo due gruppi di polinomi di grado 1 e 2, rispet-
tivamente.

Nel caso di@l(m) abbiamo a che fare con un'algebra di Lie n - dimensio-
nale, nel caso di ¢ ( ) con un a]gebra di dimensione n(n+1)/2.

Strettamente legato ai due gruppi ¢ (m) 2(u) é poi il gruppo [PZ(wi]
dei polinomi di Wys <ees® di grado minore o uguale a 2, e con la P.P.G.
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definita da una matrice ( an(m)) costante; in tal caso si ha un'algebra

(n+2)(n+1) | - dimensionale. -
! 2 |
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N.3 I1 gruppo #!{w)dei polinomi lineari omcgenei.
Consideriamo 1'insieme ¢! (w) dei polinomi di w!, ooy w' della forma:

] ) n i :
Plw)= dw +...t 3w = Az, CON aiﬁjRnV1= T...n

ed una matrice (qua(m)) antisimmetrica di ordine n i cui elementi qaﬁsiano
anche degli elementi di ¢!(w), cioé nella forma:

q*P(w) = a*!

e tali da verificare la (2.1), che in questo caso si pud scrivere:

(3.1) 3% (0) a' T+ ¢®T(u) a'f + g (w) a<' = 0

a
tenuto conto del fatto che:
i3 .
09 (0) i

K K
aw

Presi ad arbitrio due elementi di ¢l(w), siano

P](m) = a]imi, Pz(m) = azimi

risulta:

1 n2 |
1 aP" 3P" _ apB .2 .
(w) = 9 (w) S B q (w) & a%, s

2.\ *

(3.2) )

(p',p

con la P.P.G. definita da (3.2) 1'insieme ¢!(w), che & uno spazio vettoriale
reale di dimensione n, e la cui base canonica & senz'altro 1a n - upla di po-
linomi w!l, ..., mn, & anche un'algebra di Lie. QOsserviamo.ora che ad ogri ele-
mento di ¢!(w), avente per componenti (a], ceny an) nella base (wl, ...,hn),
si pud associare biunivocamente il seguente campo di.vettoriiRn, munito dell’

usuale struttura di varieta differenziabile:

3 3 3
(3.3) Nw) = ay — + @&, : + ... 4 ,
] T 2 Bmz W

le cui curve integrali scno le soluzioni del sistema differenziale:



ol = a,
(3 4)4 @? = a,
o = a,

(-

che sono delle rette in quanto hanno come curve coordinate le seguenti funzio-
ni di primo grado in t:

F

l & 1
W a]t+mo

(3.5)‘m2=at+m2

2 0
n _ n
w = ant + w 0
ci0 comporta che generando i1 vettori 9 5 «..s 3 dei gruppi globali ad
dwl an

un parametro di diffeomorfismi suiR . essi sono completi; inoltre, se conside-
riamo le seguenti P.P.G.:

o | . -
(3:6) (o) = q*F(u)e’ 6 = @7 () = a7

si vede che i coefficienti di tale polincmio lineare soro costanti. Tutto ci0
comporta che [7], per ogni punto Bhe R esiste su R" un'unica struttura di
gruppo di Lie rispetto alla guale B, & elemento neutro ed 11 sistema

(-——— "3 ﬂ ) & base per 1'algebra di Lie associata e munita della P.P.G.

def1n1ta da (3 2).
Ricaviamo ora (in modo approssimato ) Tla legge di gruppo; a tale scopo

ricordiamo che, dato un gruppo di Lie, se x edy sono due suoi elementi, nel-
1'intorno del suo elemento neutro e risulta [3]:

(3.8) (x: y) = Xty t 5 C%K X: Yy + 0(X,y)+ ...

in questo caso risulta, come abbiamo gia visto, che le le sono broprio le
quantita aJiK per cui, ponendc Fy = (0,0,...,0) = (wl o 3 m20 se ey mnn) e con-

siderando due elementi di ¢!(w):

(w) = a . w Pz(m)=a-m



si ha:

]

exp[ P](mj]= (a]]= cees @ ) 5 €Xp [ Pz(m)] = (a2],...,a2n)

1

2

e quindi, per la (3.8), indicando con 91 e g~ gli elementi del gruppo:

2 i 1 '
(g]- g )r = (exp [P](m)] - exp[ PZ(“)])P = a r+a2r+—%— aJkr a]jazk_+0(g],g2}+...
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N.4 11 gruppo ¢%(w) delle forme quadratiche omogenee.

Sia ¢%(w) 1'insieme dei polinomi cella forma:

(4.1)  Q(w) = aijmiwj ; (aijﬁﬁwij =1y veay n):

sia inoltre n =_(n“B) una matrice antisimmetrica di ordine n ed a coefficien-
ti costanti(*), |
Considerati due polinomi di ¢2(w),

la P.P.G. di Q:(w) e Qy(w) definita dalla matrice n & della forma:

. 301 0 02 a . |
(4.2) (Qy5Q,)%(w) = n* g " P(2a_ju?) (20, o) =
W W

- al. J K
4n aaijKm P

2
Lo spazio vettoriale reale ¢ (w),-munito dell'operazione interna P.P.G:
definita da (4.2) risulta essere un'algebra di Lie su R ”(§+]l=lRp

e quindi,ragionando come al N.3, ogni elemento di ¢?%(w) del tipo

Qlw) = aijm1ug

si pud identificare con un opportuno campo vettoriale su IRP

(4.3)  Y(w) = a,, —or
ij 5 1

le cui curve integrali sono delle rette aventi come curve coordinate le funzio

ni di primo grado in t :

ij _ L]
(4.4) wV¥ = aijt + wg

(*) La (2.1) in questo caso & banalmente verificata.



- 8 -
per cui gli elementi del gruppo di Lie associato a ¢#4(w) e con elemento neutro

Po (wol?ts ...,qanm) sono le p - uple del tipo:

11 nn
(a]]+w0 s oo ann+m6 )

Assumendo poi al solito P, = (0,...,0) e ricavando le costanti di struttu-

ra tramite le P.P.G. 351 ha:

K IJ K 9
(4.5) (lul ity = b 2leat) BT gl (e b st

o W

— ]-']1 Kw‘]mﬂ-rn" E'm-i m'c'l“']J ‘cm-l fﬂ’q"l' T'iJ RLUT f.ﬂk:

C10€:

ijl,[ke] = je. ij],[ke]_ o ¥rédisgd
Ci& b lke] o i, r£ 5 Oysgik,e)

s1 ricava la legge di gruppo.

Presis Q](m) = aijMTWJ
Qz(u}) = bijmim‘]
risulta: .
o' = exp [0)(0) ] = (3170002 )
) -
I FZ("”)J LA REREERLI®Y
e guindi
12, _ (rjl,[s2] [ir], [ks
(4.7) (g9 g )rs = ars+brs+-%_ CFS ] arijR + CPS llrbks+
rjl,[ks 1r] B3 . sjllre
¥ C [ ] [ ] i ks [ a"irbSE, C [ ][ ]asgbr£+
: 1s|.|kr Sj srkr] 15 re -.
¥ Crg I+l ]aisbkr ¥ Crs[ 1L 3iPkr ¥ rs[ I ]a1sbr£ te

-



jk 1L
8pj Pyg #n T35 b+

_ 1 {1 3% ik
=3, bty {” arjb52+ n 3 Pkst M

ik
+ . +
brn n a1sbkr n

jL Jk 18 _
aSj aSjbkr+ T] a- b + * a0 =

+
N is ra

_ N B N 5 ik . Jk
10t 5 N (arjbsz+asjbr£)+“ (airbks+aisbkr)Tn (arjbks+arjbkr) +

+ 0% a. b

. +a4. . c s
irPsgt2isPpgd |*
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M.5 I1 gruppo Pz(m)] dei polinomi di grado < 2.

Consideriamo 1'insieme [Pz(m)] dei polinomi di wl,...50" aventi grado mino-
B
)

re o uqguale a 2, ed una matrice n =(nﬂ dello stesso tipo considerato al N.4,

cicé a coefficienti costanti.
Presi ad arbutrio due elementi di[ Pz(m) ]
1,. 1 1 k

-i j r 1
. 0 +C
ad _IJU..I (W k'UJ (S

—;
—
e
—
1

Z 1 .2 k 2
a ijm w" +b 0 +C

—
€

~—
1

allora la P.P.G. definita dalla matrice n @& della forma:

—_—
—

1 52\ % | N 2 2
(5.1) (PLPA)* ) = n*f(aat b ) (2l ot en?)

Il

aB. 1 J.2 & a aB 2 X, 0By 2 _
dn""a 0i® a T + 2n "a o + 2n "a e +n b ﬂb ]

QHEBal .a2 mjml+2ﬂu8(a1ﬁj+az -) wJ+naBbLab2

al] 32 3

Lo spazic vettoriale Pz(m) , munito della legge di cempesizione interna
definita da (5.1) risulta essere un gruppo di polinomi, quindi un'algebra dj

Lie su IR (ﬂj2():(1+12 _ IRq per cui, identificando 1 polinomi:

1 n 11 nn

] gfj} ,-113'“ ’m ,lii,b}
cen 1 campi vettoriali

B b 3 3 * s * ) aj B ] .0 H a
n
dw” dw!

ogni polinomio

P(ll.l) = aijm1mJ + bkl'.l.'lk‘!' C

si pud identificare col campo vettoriale su RY :

0 3 J
5-l 2 Z () - a . 8 To—TT + b + c
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di conseguenza gli elementi del gruppo di Lie associato a[Pz@J)]
1

ed avente elemento neutro Z, {w,%,uw, » ...,monn) & 1'insieme delle q - uple
del tipo:

| n 11 nn
(5.3) (c+q;>'b] tw, ...,bnm0 L PR R TR N 1 )

Ricaviamo ora le costanti di strutture; si ha:

(0,00 J*= 0 =o % = 0¥, = 1,...yn

1 % = Ov'I - lrninsn =b CO-I . =0 vi!jﬁ{],”"n}

(mo,m j

(,67%)* =0vi ketTsnon) =» ¢ 2K 2 0 vi,5 ket1, 00 0m)

J ICTPO P BG h RRS  N  rLt
: 1 K L :
1 k 2% af dw 3w w _ _aB.1 K 2, k.2 _
(wyw v ) = 1 ~ : =n ¢ (8 g w8 B)

oW ow

_ n1BGKBm£+n186£BmK= n]ﬁw£+n1£mx

per cui si ha:

C;[kaL 0; che kel _ 12, do [ke) ik, C;;[k,ﬁ]

= ¥Yre{k,2}

infine, in base alla (4.5),si ha:

(i3], k2] _ J2
C" ik -
Esplicitiamo ora la legge di gruppo per le q - uple del tipo (5 3) assugen—
do Z, = (0,...,0) per comodita di notazione; intanto risulta, se p! () & P™(w)

sono due elementi di [ 2(m)],.

]
exp[P](m)] = (c],bll,...,b]n,a]11,...,a nn)

2 2 2 2
g2 exp[Pzﬁu):] (Cz,b ],...,b nd @ q10ecesd nn)
Inoltre é:

(5.5) (g'-9°)

gl

¢ 2 i1 2
C]+C2+—%—-CL? alisz+... = C1+C2+-—%—-n1Ja ib £ 3



] 2

5.7) (g]'gz)rs R N

rs

ik, 1 2 2
+n(a ir? ks is® kr




