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PARTE I
GRUPPI DI POLINOMI

N.l Introduzione

La teoria classica dei gruppi di Lie e soprattutto delle algebre di Lie tro­
va ampia applicazione nello studio dei sistemi canonici. nel senso che gli inte­
grali primi di un sistema canonico-costituiscono un'algebra di Lie che con termi
nologia classica è detta "Gruppo di funzioni"[2].

La nozione di gruppo di funzioni è stata generalizzata nell 'ambito della teo­
ria delle trasformazioni canoniche [lJ. per poi essere Go. me riguardata ed ulte­
riormente generalizzata da un punto di vista algebrico [4J e [5J.

In questa prima parte del lavoro vengono definiti i gruppi di polinomi alge­
brici. i quali non sono dei gruppi di funzioni nel senso classico del termine.
ma che, come tutti i gruppi di funzioni (generalizzati o no. singolari o no)
sono algebre di Lie. di cui è stato in qualche caso deterffiinato il gruppo di L~.

N.2 Gruppi di Polinomi

Consideriamo una matrice ad n righe e ad n colonne. antisimmetrica. i cui
coefficienti siano dei polinomi algebrici

di n variabili reali
ti la relazione:

"'n ciascuno di grado arbitrario e soddisfacen-

(2. 1) = O •

Presi ad arbitrio due polinomi P, (w) e P2 (w) •

si può allora definire la Parentesi di Poisson Generalizzata (P.P.G.) al modo

usuale [6]

(2.2)
.•

com'è noto detta operazione fra polinomi è anticommutativa. bilineare e soddisfa

l'identità di Jacobi:
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Consideriamo ora l" polinomi Pl(w). P2(w) ••..• Pr(w);a partire da essi
costruiamo un insieme di polinomi ,<I>(w) ottenuto aggiungendo ad ess'j le

1"(1"-1)/2 P.P.G. che si possono forma~e con essi e continuando il procedi­
mento all'infinito; con$iderando poi lo spazio vettori aIe G(w) generato da

<I>(w). esso risulterà senz'altt'o chiuso rispetto alla P.P.G.; G(~,) lo chia­

miamo gruppo di polinomi generato da Pl(w). P2(w) •...• Pr(w) .
E' evidente che. se invece di partire dai polinomi Pl(w) •...• Pr(w). noi
partiamo direttamente dall'insieme P(w) di tutti i polinomi di wl' .... wn
e lo muniamo dell 'operazione interna P.P.G. definita dalla matrice

(q~S(w)) di cui sopra. otteniamo ancora un gruppo di polinomi. Ora. sia nel

primo caso sia nel secondo ci si trova di fronte ad algebre di Lie. ed ha
senso quindi cercare di determinare il relativo gruppo di Lie; purtroppo

ciò non è affatto agevole. almeno in generale.

Infatti, se Pl(w) e P2(w) sono due polinomi di grado m e t rispettiva­
mente e se il grado massimo assunto dalle qas(w) è p allora il grado di..(P l .P2) (w) può arrivare ad essere

(2.4) (m - l)+(t - l) + p = m + t + p - 2;
ciò mostra che in generale un gruppo di polinomi ha dimensione infinita.

Se invece su~ponia~o che:

m = t = P = 1 oppure m = t = 2. P = O
allora accade che il polinom'io (Pl'P 2)*('") ha lo stesso grado di Pl(w) e

di P2( w). com'è facile dedurre dalla (2.4).
In altri termini se consideriamo l'insieme 1>1(,") dei polinomi delle

omogenei di primo grado con la P.P.G. definita da una matricewl' ...• wn

(qas(w») i cui elementi siano ancora elementi di<l>l(w}. oppure se consideri~
mo l'insieme <j>2(w) delle forme quad1"atiche omogenee di, wl"'" wn con la
P.P.G. definita da una matrice (qaS(w) i cui elementi siano dei polinomi

costanti. allot'a otteniamo due gruppi di polinomi di grado l e 2. rispet­

tivamente.
Mel caso di4,,1(w) abbiamo a che fare con un'algebra di Lie n - dimensio­

nale. nel caso di <l>2(w) con un algebra di dimensione n(n+l)/2.

Strettalnente legato ai due gruppi <l>l(w) e <l>2(w) è poi 'il gruppo [P 2(w))

dei polinomi di Wl' ...•wn di grado minore o uguale a 2. e con la P.P.G.
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definita da una matrice ( qns(w)) costante; in tal caso si ha un'algebra

- dimensionale. -
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N.3 Il gruppo ~l(w)dei polinomi lineari omogenei.
Consideriamo l'insieme .pl (w) dei polinomi di wl. n••• ,. w de 11 a forma:

l n i nP(w)= alw +...+ an w = aiw • con aie,IR Vi= 1. .. n

ed una matrice (qCt~(w)) antisimmetl'ica di ordine n i cui elementi q"Ssiano
anche degli elementi di .pl(w). cioè nella forma:

e tali da verificare la (2.1). che in questo caso si pu6 scrivere:

(3. l )

tenuto conto del fatto che:

Presi ad arbitrio due elementi di .pl(w). siano

l i 2
= a ·w • P (w) =

l

ri sulta:

con la P.P.G. definita da (3.2) l'insieme .pl(w). che è uno spazio vettoriale
reale di dimensione n. e la cui base canonica è senz'altro la n - upla di po­
linomi wl .... , wn, è anche un'algebra di Li.e."Q~servjamo.,orache ad 'ogni ele­
mento di 9 l (W). avente per componenti (al' .... an) nella base (wl. ".,Ùl

n).
si può associare biunivocamente il seguente campo di vettori IR'I, munito dell'
usuale struttura di varietà differenziabile:

(3.3) + ••. 3
an -'-n

3w

le cui curve integrali sono le soluzioni del sistema differenziale:
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wl = al

(3.4) ,;,2 = a2
.n = aw n

che sono delle rette in
ni di pri mo grado i n t:

wl ., alt + wl o
(3.5) w2 = a2t + w2 o

n a t + wnw = n o

quanto hanno come curve coordinate le seguenti funzio-

ci ò comporta che generando i vettori , ..., a
aw n

dei gruppi globali ad

un parametro di diffeomorfismi su IR n, essi sono completi; inoltre. se conside­
riamo le seguenti P.P.G.:

(3.6) ( j K)~
W .w

si vede che i coefficienti di tale polinomio lineare sono costanti. Tutto ciò
comporta che [7J, per ogni punto Po e IRn esiste su IRn un'unica struttura di
gruppo di Lie rispetto alla quale Po è elemento neutro ed il sistema

( __a__ •...• a__ ) è base per l'algebra di Lie associata e munita della P.P.G.
.aw l .. awn

definita da (3.2).
Ricaviamo ora (in modo approssimato) la legge di gruppo; a tale scopo

ricordiamo che, dato un gruppo di Lie. se x edy sono due suoi elementi. nel­
l'intorno del suo elemento neutro e risulta [3J:

(3.8) x. y + O(x.y)+ ...
J K

in questo caso risulta. come abbiamo già visto. che le Cj
{ sono proprio le

quantità aj
{ per cui. ponendo Po = (0.0 •...•0) = (w l

O ' w2
0

• •••• w:) e con­
siderando due elementi di ~l(w):

l l i
P (w) = a i w

2 2 i
p (w) = a i w
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si ha:

exp [ p1(Ull] = (all' .•. , a\ ) ; exp [p2(Ull] = (a21' ... ,a2n'

e quindi, per la (3.8l, indicando con gl e g2 gli elementi del gruppo:

(gl. g2 'r = (exp [p1(Ull] . exp [ P2(Ul'}'r = a\+a2
r+ a

j
\ a1

j a\+o(gl,g2}+•..
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N.4 Il gruppo ~2(w) delle forme guadratiche omoQenee.

Sia ~2(w) l'insieme dei polinomi éella forma:

(4.1 ) Q(w) - a i j .- ··w w ,lJ
(a ..e J<V i. = 1, ... , n);

lJ J

sia inoltre n = (naa ) una matrice antisimmetrica di ordine n ed a coefficien­
ti costanti (.).

Considerati due polinomi di ~2(w),

Q ( - ) b :i- j.
2 w = ··w wlJ -

la P.P.G. di Ql(w) e Q2(w) definita dalla matrice n è della forma:

(4.2)
aa aQl aQ2

= n -- =
awa awa

2-
Lo spazio vettoriale reale ~ (w),-munito dell'operazione interna P.P.G.

. () 'd' I . n(n+1)oefinita da 4.2 risulta essere un algebra l _le su IR z _ IRP

e quindi,ragionando come al N.3, ogni elemento di ~2(w) del tipo

Q(w) = a ..wiwj
lJ

si può identificare con un opportuno campo vettoriale su IRP

(4.3) V(w) = a
l
.
J
. ~.

awlJ

le cui curve integrali sono delle rette aventi come curve coordinate le funzio
ni di primo grado in t :

(4.4) w
ij

= a .. t + Ulo
ij

lJ

(.) La (2:1) in questo caso è banalmente verificata.
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per cui gli elementi del gruppo di Lie associato a ~2(w) e con elemento neutro

Po (woll , ... ,~()nm) sono le p - uple del tipo:

Assumendo poi al solito Po = (O, •.• ,O) e ricavando le costanti di struttu­

ra tramite le P.P.G. si ha:

iK j t. it i K+ j!C i t jt i !C= n w w Tn w w n w w +n w w

cioè:

C (i j] , [ki] =
ik

jt.
Tl ,

C (ij], (k9·L O Vrt{i ,j}
rs Vst{k,t}

si ricava la legge di gruppo.

Presi.: Q1(wl
i j

= a. ·w w1J

i jQ2(w) = b ..w w1J

risulta:

gl = exp f?1 (wl] = (all'··· ,a nml

l = exp é2(wl ] = (b ll ,··· ,bnnl
e quindi

(4.7) (gl.l , = a +b + l [C [rj] ,[Si]a.b + C[ir] ,[k:l b +
rs rs rs 2 rs rJ st rs 1r ks

+ C [rj],[ksJ a .b +c (ir],[stJ a . b" + C [sj][f-tJ a .b +
rs rJ ks rs 1r st rs SJ n

.j. C (is],[krJ a . b + C [sj],[kl"J a .b + C [is],[rtJa. b ] + •.. =
rs 1S kr rs SJ kr rs lS rt
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N.5 ~ gruppo [P2(0l)] dei polinomi di grado S- 2.

Consideriamo l'insieme [P2(w)] dei polinomi cii wl •••• ·;w" aventi grado mino­

re o 1/9uale a 2. ed una matrice'l) :(flCLB) dello stesso tipo considerato al N.4.

cioè a coefficienti costanti.

Presi ad arbutrio due elementi di[ P2(w) ]

: a2 i jtb2 . k+c2
ijW w k"'

allol'a la P.P.G. definita dalla matrice fI è della for;na;

Lo spazio vettoriaìe P2(w) • munito della legge di composlZlOne intet"na

definita da (5.1) risulta essere un gruppo di polinomi, quindi un'algebra di

Lie su /R (n+2~(n+l) : IRq per cui. identificando i polinomi:

l n 11 nn
.!ll t ••• ,ft) ,w , •• • ,li.>

con i campi vettori a l i

a • a • ..., a • a • ... , a
aw· alO l awn alOll alOnn

ogni polinomio

si può identificare col campo vettoriale su Rq

(5.2) Z(w)
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di conseguenza gli elementi del gruppo di Lie associato a [P2(w) 1
ed avente elemento neutro Zn(WoO ,000

1•.••. wonn ) è l'insieme delle q - up1e
del tipo:

( ) ( 1 n 11 nn5.3 c+w.. O b1 +00
0

•••••b +w .a11 +w •..••a +w )
~ • n o o nn o

Ricaviamo ora le costanti di strutture; si ha:

o i * oi(w .w) = Ol/i- = 1•••••n =1> C j = O l/i .je{1 •••.• n}

(wO.wjK )* =Ol/j .kt:{1 •.•.• n} =10 CO
t • [jk] = O lIi.j .kt:{1 •••••n}

( i K t)*w,w W =

per cui si ha:

infine. in base alla (4.5).si ha:

C
[ij]. LuJ = j R.

ik n

Esplicitiamo ora la legge di gruppo per le q - uple del tipo (5.3) assumen­
do Zo = (0 ••..•0) per comodità di notazione; intanto risulta. se P

1
(w) e P

2
(w)

sono due elementi di [P2(w)].:

[
1 J l 1 l 1 l)gl = exp P (w) = (c .b I •••••b n. a 11.····a nn

2 I 2 ] 2·22 2 2)g = exp P (w) = (c .b l.···.b n' a l1·····a nn

Inoltre è:

(5.5)
1 2 1 ij 1 2.

= c +c +~ n a ib j'
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6) ( 1.2) =bl+b2+--L[i.[r.thl.a2 +i.[kr]b1. 2 ]+ =5. 9 9 r r r 2 c r 1 r.t Cr la kr ,'"

5 7) (91'92) = al + a2 + l [j.t(a1 .i +a1 .a2 ) +. rs rs rs 2 n rJ s.t SJ r.t
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PARTE II

GRUPPI DI CONICHE

N.I Premessa

Nella prima parte abbiamo visto come l'insieme delle forme quadrati che omo­
genee e dei po1inomi di grado < 2dinvariabi1isi possano strutturare come un
gruppo di po1inomi (secondo Lie) tramite una matrice antisimmetrica di ordine
n ed a coefficienti costanti.

Ora, se una cònica ~ ha equazione:

in coordinate proiettive omogenee e:

f(x,y) = O

in coordinate proietti ve non omogenee, certamente F è una forma quadrati ca o­
mogenea in 3 variabili ed f è un po1inomio di 2° grado; risulta quindi natura­
le applicare la definizione di gruppo di po1inomi alle coniche.
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N.2 Gruppi di coniche.

(2. l )

Si ano -e l e -e2 due
o l 2(x ,x ,x ,):

'el:

-e2:

coniche di equazione, in coordinate proietti ve omogenee

Se
/0 nOI n02

n = (n"a)".a O. 1.2 = ( nlO O nl2
= \

~20
,

n21 O /,,
•

è una matrice a coefficientf costanti 'ed antisimmetrica, si può definire tra­
mite essa la P.P.G. di ~le-e2 al modo seguente: (~l. ~2). è la conica di equa­
zione:

(2.3)

cioè:

i j i j •(a .. x x .b .. x x) = O
1J lJ

12. o 12
'2.4) (F ,F ) (x ,x ,x ) = O

che. com'è noto ha la forma esplicita:

(2.5)

Risulta çhiaro a questo punto come. partendo dalla definizione di gruppo
di polinomi. è naturale definire il gruppo di coniche come l'insieme delle
coniche aventi equazione in cui il primo membro è un elemento del gruppa di
poJinomi cos.truito tramite li!- matrice ne partendo dai polinomi, Fl(x

o
.xl ,x2)

2 o l 2ed F (x ,x ,x ).
Ovviamente si ottiene ancora un gruppo di coniche se, invece di partire

da due coniche, si parte da un numero finito o infinito di coniche; conside­
rando infine l'insieme di tutte le coniche ed introducendo in esso l'operazio­
ne P.P.G. definita da~, si ha direttamente un gruppo di coniche.

Se le equazioni delle coniche sono espresse in coordinate proiettive non
omogenee, considerando due coniche ~le ~2 di equazioni rispettivamente:
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2 2-e : f (x,y) = O

la loro P.P.G. si definisce tramite una matrice non singolare del tipo:

o a
n =

-Cl ()

esplicitando si ha:

cel , -e2 ). (x ,y) = (fl, ~).( x ,y) = o

cioè

a(2all x + 2a12y + 2aol )(2b12 x + 2b22y + 2b2o ) -

Si può osservare quindi in primo luogo che la P.P.G. di due coniche in co­
ordinate proiettive non omogenee è indipendente dalla matrice ~ ; in secondo
luogo la conica di equazione

ha in coordinate proiettive omogenee equazione:

ottenuta con la P.P.G. definita dalla matrice:

(2.6)

o

o

o
o

o
a

Il -{1 O

e cioè con la matrice:
o

(2.7) 1'= o
o
o

o
1

o -1 o
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per il seguito noi faremo uso di coordinate proiettive omogenee, ma perchè
quanto detto sia valido anche in coordinate non omogenee, considereremo P.P.G.
definite dalla matrice (2.7).
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N.3 Centro di una conica

Consideriamo l'insieme delle coniche reali con una struttura di gruppo di
coniche definita da una matrice n= (nQ6 ) anch'essa reale.

Se consideriamo due coniche "Cl e -C2 aventi equazioni (2.1). esplicitando

la (2.3) si ha:

nQ6 (2a QjX
j

)(2b fk/) =O

+ n02(aooxO + aOlxl + a02x2)(b20xo + b21 xl + b22 x2) +

12 o l 2 o l 2
+ n (alox + all x + a12x )(b20x + b21 x + b22 x ) +

lo o l 2 o l 2
+ n (alox + allx + a12x )(b x + b lX + b02 x ) +. 00 o

che si può scrivere anche. tenendo conto dell 'antisimmetria dei coefficienti
a6

n e dalle (2.1):

(3. l ) nol (Fo
l F 2 F l F 2) + 02 (F l F 2 _ F l F 2) 12 (F l F 2 F l F 2)( xl - xl XO n xO x2 x:2 Xo + n xl x2- X2 xl

=0

considerando poi n = r. la (3. l) diviene

(3.2)

Ora. tenendo presente che le coordinate del centro di ~l sono tali da ve­
rificare il sistema:
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e che le coordinate del centro di ~2 sono tali da verificare il sistema;

2 o l 2)Fx1 (x ,X,x =0

F 2 o l 2
x~ (x ,x ,x ) = O

risulta evidente che la conica di equazione (3.2) passa per il centro di ~l

e per quello di ~2

Ciò dimostra che:
In un gruppo di coniche con la P. P.G. definita dalla matrice 1', la P. P.G. di
due coni che 'el e ~ passa per i l centro di entrambe.

Inoltre, come conseguenza si ha che, assegnata una conica ~ di centro C
(proprio o improprio) e tre coniche ~l,'f!- ;e3 risulta;

In virtù di questo fatto, considerata una conica ~ di equazione:

° l 2F(x ,x ,x ) =O

e le tre coniche;

~l;xli",o; -e2 ;xl (i_xo)=0;

risulta che il centro C è un punto le cui

('e l ,'e)1If; 2 l =0x Fx2 - x F Ix

(5.3) (~2 ;e)"'; 2 ° l =0(x -x )F x2 -xF lx

('e3 ,t)-: 2 l °xF 2 -(x-x)FI=OX X

che si può anche scrivere:

XOFx2 =0

(3.4 ) ° =0X FXI

xO(Fxl + F 2) =0X

-e3 ; (xl _ xO)i = O

coordinate soddisfano il sistema:
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le soluzioni proprie di tale sistema sono le stesse del sistema lineare:

(3.5)
Fx2 = O

e quindi. nel caso in cui ~ è a centro ( proprio). il sistema (3.3) ha un'u­
nica soluzione propria che fornisce le coordinate di C.

Se ~ è una parÀbola._Ja~tç~rca della soluzione impropria del sistema (3.3)
porta a risolvere il sistema:

(3.6)

la soluzione (O.a12 • ~ll) = (O.a22 ,- a12 ) del sistema (3.6). poichè soddi- ~

sfa anche l'equazione della parabola~. fornisce le coordinate del centro.

Osserviamo ancora che. se di due "coniche -el·e 't
2 una è ua~ parabola. al­

lora ('el .•.~) •• dovendo passare per un punto improprio. è parabola o iperbo­
le; se '(:1 e '(:2 sono parabole aventi centri distinti. allora ('(:l.~)·è iperbo­
le; infine. se'

l i jt : a ..x x =O
lJ

e

sono due circonferenze. allora la conica ('t l .t2). risulta avere equazione

che è una conica semplicemente degenere con una componente coincidente con
la retta impropria. e l'altra componente coincidente con la retta che congiu~

ge i centri di -ele t 2.
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~.4 Assi ed asintoti di una conica.

La possibilità di strutturare l'insieme delle coniche di un piano come
gruppo di coniche nel senso del precedente N.2,consente di ritrovare alcuni
enti geometrici legati appunto alle curve del secondo ordine.

Sia ~ una conica a centro proprio e~luna conica doppiamente degenere ri­

spettivamente di equazioni:

'e I: (axo+ bxl + ci)
2

= O;

risulta:

çe;e' )- = (2a11xl+2a12i+2alOxo)(2axo+2bxl+2Ci)c ­

(2a12xl+2a22i+2a20xO)(2axo+2bxl+2ci)b =O

ciO~:XO+bXl+ci) . [(a11xl+a12i+alOXO)C - (~2xl+~2i+~oxo) b] = O

La coni ca ('e;e' ). è dunque degenere e composta dalle rette

che è componente doppia di ~',

imponendo ora che r 'sia asse per C, risulta che una coppia di s~oi parametri

direttori:

deve soddisfare l'equazione:

ch~ si può anche scrivere:
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(4.2)

In conclusione: calcolando la P.P.G. definita dalla matrice (2.7) fra una
data conica ~ ed una conica~ldoppiamente degenere di parametri direttorib,c
soddisfacenti la (4. l) o la (4.2) si ottiene una conica degenere di cui una
componente è la componente doppia di ~ e l'altra è asse di ~;

Osserviamo che non dipendendo le (4. l) e (4.2) dal coefficiente a che fi­
gura nell 'equazione ,di 't' ,si può sempre considerare a = O. Inoltre, se't è
ci rconferenza, cioè se all = a12 e a12 = O l e (4. l) e (4.2) sono identi ca­
mente soddi sfatte; -a -riprova' del fatto che per l à ci rconferenza tutte l e ret·
te per il centro sono assi (si ricordi che r' passa per il centro di 't).

Se't è una parabola, perchè r' risulti essere il suo asse deve essere la
polare di c (O,a12 '~2 )l.>, e quindi, se't ha equazione:

a xi j = F(xo,xl,l) =Oij x

deve essere:

aloc-a20b =p fxoCC') = 2p(aola12+a02~2)

all c-a12 b =p Fxl(l:')= 2p (alla12+a12a22)

cioo:

Quindi calcolan~o la P.P.G. di ~ con la conica
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si ottiene una conica le cui componenti sono:

r' = asse della parabola.

Qualora st abbia a12 = a22 =0 ed all FO, per asse si assume la retta:

alo
al]

Per determinare l'equazione degli asintoti, si procede analoga:>.lente al ca­
so degli assi; in questo caso bisogna imporre che i parametri direttori di r':

verifichino l'equazione

2
(4.3) al] (a22 b -a12 c) + 2a12 (a22 b :--a12c)(al]c -a12b)+

2+ a22 (all c - a12b) = O

che sviluppata e ridotta ai minimi ternmini diventa

(4.4 )

Per le coniche ~ centro è:

per cui si ha: calcolando la P.P.G. definita dalla matrice (2.7) fra una as­
segnata conica ~-ed un'altra conica ~'che sia doppiamente degenere ed avente
parametri direttori b, c soddisfacenti la:

(.. ) Il centro di ~ è il punto improprio C(0,a22 ,- a12 ).



- 23 -

si ottiene una conica degenere di cui una componente è la retta doppia di t
e l'altra è asintoto per~.

Anche in questo caso, data l'indipendenza di (4.4) e (4.5) dal coefficien
te a nell'equazione di ~', si potrà supporre a =O.
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N. 5 Esempi.

Siano assegnate le seguenti coniche:

1 2 2-e : x + y +2x - 6y - 1 =O

-e2 : 2i +4/ - 2xy --2x +y +2 = O

-e3: i +2xy - x + y = O

'e4 ; i+4xy + 4/-4y-3 =0

ci rconferenza

ell isse

iperbo1e

parabola.

Determiniamo il centro di 'e1 ; per questo consideriamo le tre coniche:

'e:xy=.Q 'e' : x(y-1) = O 'e" : y( x-l) = O

di centri rispettivamente 0(0,0), A(O,l), 8(1,0) e le P.P.G.

('e1,t): (x+1)x-(y-3)y cioè 22x - y +x + 3y = O

re1;e') (x+1)x - (y-3)(y-1) cioè i - /+x ~ 4y -3 = O

('e1 ,-e") (x+1)(x-1) - (y-3)y cioè i -/ +3y -1 =0

Si trova che:

Determiniamo ora gli assi di -e2; determinia~o b e c in modo che soddisfi­

no l'equazione:

_(b2_c2 ) + 2bc = O

da cui si ha;

E = b(-l + rr )

gli assi di -e2 sono dunque le rette:
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sl: (2x - y -l )(-1- ,12") -(-x + 4y ti) = O

s2: (2x- y -1)(-1+ 12) -(-x +4y + i) =O

cioè

sl: 2x(-1-212) + 2y(-3+ 12) + (1+2 ~) = O

s2: 2x(-1+2 0'2) -2y(3+ 12) + (1-2 12) = O

che si possono anche scrivere:

sl: (x-}) + (-1+ l2)y = O

s2: (x- }) - (1,+ /2)y =O

Oeterminiamo gli asintoti di ~3; b e c debbono soddisfare la (4.5), cioè
l'equazione

r!- - 3bc = O ==l> Cl = O

Gli asintoti cercati hanno dunque equazione:

t]: (x+y- i) ·0 -(x + i)b = O

l
t 2 : (x+Y-Z) 2 - (2x + l) = O

cioè

l
x + Z

t 2 : 2x + 4y - 3 = O

Determiniamo infine l'equazione dell 'asse di ~4; ponendo:

c '" 2 e b = 4
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si ha l'equazione dell'asse:

(2x + 4y)(2) - (4x + By - 4)(-4 ) = O

cioè:

5x + lOy - 4 =O
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