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PARTE I
GRUPPI DI POLINOMI

N.1 Introduzione

La teoria clascsica dei gruppi di Lie e soprattutto delle algebre di Lie tro-
va ampid applicazione nello studio dei sistemi canonici, nel sensc che gli inte-
grali primi di un sistema canonico costituiscono un'algebra di Lie che con termi
nologia classica & detta "Gruppo di funzioni"[2].

La nozione di gruppo di funzioni & stata generalizzata nell'ambito della teo-
ria delle trasformazioni canoniche [1], per poi essere ca me riguardata ed ulte-
riormente generalizzata da un punto di vista algebrico [4] e [5].

In questa prima parte del lavoro vengono definiti i gruppi di polinomi alge-
brici, i1 quali non sono dei gruppi di funzioni nel senso classico del termine,
ma che, come tutti i gruppi di funzioni (generalizzati o no, singolari o no)
~sono algebre di Lie, di cui & stato in qualche caso deterwinato i1 gruppo di Lie.

N.2 Gruppi di Polinomi

Consideriamo una matrice ad n righe e ad n colonne, antisimmetrica, i cui
coefficienti siano dei polinomi algebrici

an(w) = qas(m] ,{.1)23 ...,wn)

di n variabili reali Wys sees W - ciascuno di grado arbitrario e scddisfacen-

ti 1a relazicne:

. \Vs) . PA AV
(2.1) e IR A H A s N ¢
H Bmv Bwu

ow
Presi ad arbitric due polinomi P1 (0) e Py (w) >
si pud allora definire la Parentesi di Poisson Generalizzata (P.P.G.) al modo
usuale [6] :

3P1(w) 3P2(m)

: * aB .
2.2 P,y Po)(w) = w ’
{ ) ( 1 2)( ) G (w) e 5uP

-

com'é noto detta operazione fra polinomi & anticommutativa, bilineare e soddisfa
1'identita di Jacobi:
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(2.3)  ((Pys PaRP3) (0] 4 ( (PpaP3)Y P)™ (w) + ((P4uP))Y P)¥(0) = 0

Consideriamo ora r polinomi P](w), Pz(m), veus Pr(m);a partire da essi
costruiamo un insieme di polinomi . #(w) ottenuto aggiungendo ad essi le
r(r-1)/2 P.P.G. che si possonc formare con essi e continuando i1 procedi-
mento all'infinito; considerando pci lo spazio vettoriale G(w) generato da
#(w), esso risultera senz'altro chiuso rispetto alla P.P.G.; G(w) lo chia-
miamo gruppo di polinomi generato da P](m), Pz(m), cens Pr(m) .

E' evidente che, se invece di partire dai polinomi P1(m), cees Pr(m)’ noi
partiamo direttamente dall'insieme P(w) di tutti i polinomi di w

1° " mn
e 1o muniamo dell'operazione interna P.P.G. definita dalla matrice

(an(w)) di cui sopra, otteniamo ancora un gruppo di polinomi. Ora, sia nel
primc casc sia nel secondo ci si trova di fronte ad algebre di Lie, ed ha
senso quindi cercare di determinare il relativo gruppo di Lie; purtroppo
cid non & affatto agevole, almeno in generale.

Infatti, se P (w) e 2(m) sonc due polinomi di grade m e t rispettiva-
mente e se il qrado massimo assunto dalle g B( ) € p allora il grado di

(P15P5) *(v) pud arrivare ad essere

(2.4) (m- N+t - 1) +p=m+t+p-2;
cid mostra che in generale un gruppo di polinomi ha dimensicne infinita.

Se invece supponiamo che:

m=t=p=1 oppure m=t=2,p=20
allora accade che il polinomio ( P, )*(m) ha To stesso grado di P](m) e
di Pr(w)s com'ad facile dedurre da]]a (2.4).

In altri termini se consideriamo 1'insieme 2 (m) dei polinomi delle
Wys weesWp omogenei di primo gradc ccn la P.P.G. definita da una matrice

(qae(m)) i cui elementi siano ancora elementi di@l(m), oppure se consideria
mo 1'insieme @2( ) delle forme quadratiche omogenee di Wys wees o CON la
P.P.G. definita da una matrice (an(w)) i cui elementi siano cei polinomi
costanti, allora otteniamo due gruppi di polinomi di grado 1 e 2, rispet-
tivamente.

Nel caso diQ](w) abbiamo a che fare con un'algebra di Lie n - dimensio-
nale, nel caso di ¢ ( ) con un a]gebra di dimens1one n{n+1)/2.

Strettamente legato ai due gruppi ¢ (m) e ¢ (u) & poi il gruppo [P (w)]
dei polinomi di Wys +ees0p di grado minore o uguale a 2, e con la P.P.G.
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definita da una matrice ( an(m)) costante; in tal caso si ha un'algebra

[(n+2)(n+]) ] — dimensionale. -
2
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N.3 I1 gruppo %!{w)dei polinomi lineari omcgenei.
Consideriamo 1'insieme ¢! (v) dei polinomi di w!, ooy w della forma:

N n i .
Plw)= dqw t...taw = Aw, con aiejRnV1= 1...n

ed una matrice (qaa(w)) antisimmetrica di ordine n i cui elementi qusiano
anche degli elementi di @!(w), cioé nella forma:

qas(m) = a“§wi

e tali da verificare 1a (2.1), che in questo caso si pud scrivere:
ij. _ai i j i
(3.1)  ¢™(w) al )+ g% (0) ay + q¥(w) a5 =0

tenuto conto del fatto che:

iJ
aq ‘!m! - aLL
awK

Presi ad arbitrio due elementi di ¢!(w), siano

P (w) = a] u s P (w) = aziw1
risulta:
(3:2) (p1p2)* (4) = q*Fla) 2P P! 3PP as) 1 2
- 5 ® N o B’
W oW

con la P.P.G. definita da (3.2) 1'insieme ¢!(w), che & uno spazio vettoriale
reale di dimensione n, e la cui base canonica & senz'altro la n - upla di po-
linomi w!, ..., ", & anche un'algebra di Lie. Osserviamo.ora che ad ogni ele-
mento di o!(w), avente per componenti (a], cery @ ) nella base (wl, AL
51 pud associare biunivocamente il seguente campo d1 vettori R" , munito dell!
usuale struttura di varietd differenziabile:

(3.3)  X(w) = 3 —2 4 3, o+ ... a >
dwl duw? dw

le cui curve integrali scno le soluzioni del sistema differenziale:



*] -
w a]
(3.4) @2 = a,
N
= an

che sono delle rette in guanto hanno come curve coordinate le seguenti funzio-
ni di primo grado in t:

wl = a]t + wl 0
(3.5) < w? = at + wz_o
wn = ant + wne
cid comporta che generando i vettori 3 s «..s o dei gruppi globali ad
n
Sw! dw

un parametro di diffeomorfismi su iR , essi sono completi; inoltre, se conside-
riamo le seguenti P.P.G.:

(3:6) ()" = a®F(u)e’ 6% = @7() = 27

si vede che i coefficienti di tale polincmio lineare soro costanti. Tutto cid
comporta che [7], per ogni punto B € R" esiste su R" un'unica struttura di
gruppo di Lie rispetto alla quale P, & elemento neutro ed il sistema

('Jif S ﬁ ) & base per 1'algebra di Lie associata e munita della P.P.G.

oW ow
definita da (3.2).
Ricaviamo ora (in modo approssimato ) 1la legge di gruppo; a tale scopo

ricordiamo che, dato un gruppo di Lie, se x edy sono due suoi elementi, nel-
1'intorno del suo elemento neutro e risulta [3]:

. 1 e
(3.8) (X%y)i = Xty t §—-le X5 ¥, * 0(xsy)+ ..

in questo caso risulta, come abbiamo gia visto, che le le sono proprio le

cn o] . n
quantita a¥f per cui, ponendo Py = (0,0,...,0) = (vl w%}, cees uso) e con-

siderando due elementi di ¢! (w):



si ha:

exp[ P](m)}.= (al], cees a]n ) 5 exp [ Pz(w)} = (azl,...,azn)

e quindi, per la (3.8), indicando con g1 e 92 gli elementi del qruppo:

(g]- 92)r = (exp {P}(w)] . expl Pz(w)])r = a]r+a2r+—%— ajkr a]jazk +0(g],92}+...

-
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N.4 I1 gruppo ¢?(w) delle forme quadratiche omogenee.

Sia ¢2(w) 1'insieme dei polinomi cdella forma:

(4.1)  Q(u) = aijwiwj ; (aije.m¥ij N ST

sia inoltre n = (nas) una matrice antisimmetrica di ordine n ed a coefficien-
. - (¥ '
ti costant1( ).

Considerati due polinomi di ¢2(w),
_i » . .._ ._\
Q](m) = 350 @l Qz(w) = bijgjmJ'
la P.P.G. di Q](w) e Qz(w) definita dalla matrice n & della forma:

ag 20 20
a . B

ow Jw

(4.2) (0750,)*(w) = n = 0% (2a_u7) (20, o) =

2 408 J K
4n aaij w” w.

2
Lo spazio vettoriale reale ¢ (w),-munito dell'operazione interna P.P.G.
definita da (4.2) risulta essere un'algebra di Lie su R ﬂlgilllep

e quindi,ragionando come al N.3, ogni elemento di ¢2(w) del tipo
N

1
Qw) = 500

si pud identificare con un opportuno campo vettoriale su IRP

(4.3)  Y(w) = a,; —or

ow
le cui curve integrali sono delle rette aventi come curve coordinate le funzio
ni di primo grado in t :

iJ _ ]
(4.4) w"v = aijt + wy

(+) La (2.1) in questo caso & banalmente verificata.
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per cui gli elementi del gruppo di Lie associato a ¢2(w) e con elemento neutro

Po (wgt!s ...,qonm) sono le p - upnle del tipo:

11 nn
(a]]+m0 s conv ann+m0 )

Assumendo poi al solito P, = (0,...,0) e ricavando le costanti di struttu-
ra tramite le P.P.G. si ha:

o I ) .
(4.5) (w'od ety = p@eRlewt) Blwed) o oBgl JiTed )6 uh ufst g -
du™ 3m8 ¢ “ B

= n1Kme£Tn1£m +jJKm ) «l-r}"”'m.i <

cioé:

ijl, [ke] _ e ij]s[ke]_ o ¥redisgd
C1£ Ll o i, Cr£ [ Oysgik, e}

si ricava la legge di gruppo.

Presi: Q](w) = aijmimj
0y(w) = bijwimj
risulta:
' = exp [0y(0)] = (ayyeneesa )
g2 = exp Pz(w)] = (b'l'lso-osbnn)
e guindi

12y - [ri]s[s2] [1r , [ks
(4.7) (97:97)pg = ars+brs+-% [ Crs ] arijR * G l1rbks+

ri]»[ks e [ir] s [se] : sdlire
T 2 L P AL T PO 0

- is].kr sj] s [kr] is],[ra ~
¥ Crg Il ‘]aisbkr ¥ Cr£ It asjbkr t G [ 1L ] 1s re ] Foew ®



it
arj bks *n airbsz +

_ 1 i ik jk
=t gty {” arjbsn+ n 5Pyt 0

je ik
+ . .
n asabr2+ o344

Jjk 18
bkr +n asjbkr+ n aisbrz + ...

I I IR 7 ik .k
= st 7 [” (arjbsz+asjbr2)+“ (35 btz by )im (arjbks+arjbkr) *

ie
+ - . y c e
n ( a'l rbsz+a1sbr£)]+
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M.5 I1 gruppo [Pz(m)] dei polinomi di grado < 2.

——— —

Consideriamo 1'insieme [Pz(m)] dei polinomi di wl,...;a" aventi grado mino-
re o uguale a 2, ed una matrice'n =(nu8) dello stesso tipo considerato al N.4,
cicé a coefficienti costanti.

Presi ad arbutrio due elementi di[ Pz(w) ]

.o |
P1(m) a]ijw1w3+b]kwﬁ+cl

az--m1m3+b2kmk+cz

PP(u) = a%

allora la P.P.G. definita dalla matrice n & della forma:

(5.1) (P1,P5)*(w) = n*Bg2al ulo )(2a2 wten?) -

_ .08 1§24 ag ] aB.o 2, aB] p2 _
= 4n""a i@ a g8 + 2n "a ajw + 2n "a a2 +n b ab 8

m3w2+2na8(a1 .+a2 .) w‘]+na8b]'db2

) 4nu8a1 'az a ol

aj 382 8

Lo spazic vettoriale Pz(w) , munito della legge di cempesizione interna
definita da (5.1) risulta essere un gruppo di poliromi, quindi un‘algebra di
Lie su 5 (n+23(ﬂf])

- RY per cui, identificando i polinomi:

n nn
]99] 3o sy ) 3 s gt

con 1 campi vettoriali

3 L] a y * 83 a’ 3 L] LAY 3
du® dw! 3" Bwll 3

ogni polinomio
P(w) = a mimj +b wk+ c
w ij k

si pud identificare col campo vettoriale su RY :

3 3 3
502) Z LG) = a-‘ L + b + c
( ( 1 Bm‘J k amK 3l
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di conseguenza gli elementi del gruppo di Lie associato a [PZ@J)]
ed avente elemento neutro Zn{mbo,mol, ...hmonn) e 1'insieme delle q - uple
del tipo:

1 n 11 nn
(5.3) (Ctuy® by tuy'y wensbptu saqptuy seeesay Ho )

Ricaviamo ora le costanti di strutture; si ha:

(0,00 J*= 0 =p €%, = 0¥, = T,.uym

(®s0')* = 0 = Tyen => €T = 0 ¥i,ell, i)

(®,09%)* =0¥j,kel1,...,n} =» c°£’[3k] = 0 ¥i,j,ke{1,...,n}
(wlud)® = no8ed o

I R ¢t =t el = 0¥ ket], i)

B k
ik 2,%  aB awi B(meL aB.d ,.k R, k.4
wew w ) = 7N = 8 (6 wtw s,) =
a B o B B
ow ow
- n186K w£+n136£ W= n]xw£+n1£mx

B B

per cui si ha:
cilele o5 cleled Ling o] o ik chilkonl g yrey
infine, in base alla (4.5),si ha:

[13],[ke] _ J2
€ ik ="
Esplicitiamo ora la legge di gruppo per le q - uple del tipo (533) assu?en—
do Z, = (0,...,0) per comodita di notazione; intanto risulta, se P (u) e P (w)
sono due elementi di Pz(m)],:

gl - exp[P](m)J BT T LI LSRRRRELIND

o - e*p[PZ(“)_]= R N R

Inoltre é:

(5.5 (gg9)y = cleche o) alypTyr.. - vt o n'lal 7
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1 2 1 2 1 i i
5.6) (9-°97),.=b +b"+— [c’r’[”]b]iazm +c1r’[kr]b]ia2kr]+...

1 2 2 ' 2 1
5.7) (g -9°) 1 +a rst “%'" [ﬂ”(a]rja sgtd sjazm) +
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PARTE 11
GRUPPI DI CONICHE

N.I Premessa

Nella prima parte abbijamo visto come 1'insieme delle forme quadratiche omo-
genee e dei polinomi di grado E_Zdirwvariabilisi possano strutturare come un
gruppo di polinomi (secondo Lie) tramite una matrice antisimmetrica di ordine
n ed a coefficienti costanti.

Ora, se una conica €t ha equazione:

1 2)

F(x°,x 4,x") = 0

in coordinate proiettive omogenee e:
f(x,y) =0

in coordinate proiettive non omogenee, certamente F & una forma quadratica o-
mogenea in 3 variabili ed f & un polinomio di 2° grado; risulta quindi natura-
le applicare la definizione di gruppo di polinomi alle coniche.
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N.2 Gruppi di coniche.

1, o2 . . . . . e
e T~ due coniche di equazione, in coordinate proiettive omogenee

.xz.):

Siano €

(xo.x]

el ai.xi J - F](i’,gl,xz) =0
(2.1) I

s by x'xd = P2’ xf) = 0
Se
/0 R0l 02
12
n = (naB)a’B =0,1,2° \ nt0 0 n /
\\on a2l 0 ,;

@ una matrice a coefficienti costanti ed antisimmetrica, si pud definire tra-

mite essa la P.P.G. di t]etz

zione:

al modo seguente: CC],‘ﬁz)* é la conica di equa-

I
o

i J i J\*
(2.3) (aijx X ’bijx xV) =

cioé:
C2.8) (FLA*Cx K%)= 0
che, com'é noto ha 1a forma esplicita:

aB jk _
(2.5) n ankax Xx =0

Risulta ¢hiaro a questo punto come, partendo dalla definizione di gruppo
di polinomi, & naturale definire i1 gruppo di coniche come 1'insieme delle

coniche aventi equazione in cui il primo membro & un elemento del gruppo di

polinomi costruito tramite la matrice ne partendo dai po}inomilF1(x9,x],x2)

ed Fz(xo,x],xz)

. _
Ovviamente si ottiene ancora un gruppo di coniche se, invece di partire
da due coniche, si parte da un numero finito o infinito di coniche; conside-
rando infine 1'insieme di tutte le coniche ed introducendo in esso 1'operazio-
ne P.P.G. definita dan, si ha direttamente un gruppo di coniche.
Se le equazioni delle coniche sono espresse in coordinate proiettive non

2

omogenee, considerando due coniche tle €~ di equazioni rispettivamente:



- ]5_

<! f](x,y) =0 ; €% . 2 (x,y) =0
dove
f](x y) = a x8 + a,,y° + 2ay,xy + 2 + 2 +
g N 22Y 125V T eAgX T edgoy T2 4
fz(x y) =b x2 + b 2 2b,,xy + 2b_,x + 2b + b
’ 1 22Y 12%Y o1 02y * oo

la loro P.P.G. si definisce tramite una matrice non singolare del tipo:

esplicitando si ha:
1 2% 1 *
€', e (xy) = (F, ) (x.y) = 0
cioe
u(ZaT]x + 22y, + 2a01)(2b12x + 2byoy + 2b, ) —
—a (2a]2x + 285,y + 2a02)(2b1]x + Zb]zy + 2b01) =]

Si pud osservare quindi in primo Tuogo che la P.P.G. di due coniche in co-
ordinate proiettive non omogenee & indipendente dalla matrice n; in secondo
luogo la conica di equazione

1 #
(1, #)*(x.y) =0
ha in coordinate proiettive omogenee equazione:

(Fl’FZ)«&(xO’X] ,x2) -0

ottenuta con la P.P.G. definita dalla matrice:
0 ) 0
(2.6) 0 0 o
0 — 0

e cioé con la matrice:

(2.7) YT=}o0o o 1
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per il seguito noi faremo uso di coordinate proiettive omogenee, ma perché
quanto detto sia valido anche in coordinate non omogenee, considereremo P.P.G.
definite dalla matrice (2.7).
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N.3 Centro di una conica .

Consideriamo 1'insieme delle coniche reali con una struttura di gruppo di
coniche definita da una matrice n= (naﬁ) anch'essa reale. |

Se consideriamo due coniche‘t] e't2 aventi equazioni (2.1), esplicitando
la (2.3) si ha:

aB J Ky -
n (Zan HZb&x) =0

ovvero:

ol 0 1 2 0 2
n (aoox tag X+ )(blox + b]lx + b]zx ) +

0 1 2 o

02
+ 1 (aoox tajx +agX )(bZGX + b2}x + byy X

2) +

+ nlz(a]ox0 + a”x'I + alzxz)(bzox0

-+
o

2
le + bzzx ) +

0 1

n1°(a]0x +apx 4+ alzxz)(boox0 +boyx + bozxz) +

+ nzo(aZOxO + ae]x] + a22x2)(b00x0

+
o

2
X+ boZX ) +

+ n21(a20x0 + a21x] + a22x2)(b]0x° + b]]x + blzxz) =9

che si pud scrivere anche, tenendo conto dell'antisimmetria dei coefficienti

n*® e dalle (2.1):

1 2

ol ] 2 02
(3.1) n (§0 Fxl - Fxl Fxo

) + n%%(F | F2

1 ]
x0 sz —'sz Fxo

=0
considerando poi n =1, la (3.1) diviene

(3.2) Flr2_

xi Tx x?% "x!

Ora, tenendo presente che le coordinate del centro di"ti'I sono tali da ve-
rificare i1 sistema: |

-

]

Fxl(xo,x ,xz) =0

1.2y =0

Fxg(xo,x
-
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. Wl . . s . .
e che le coordinate del centro di € sono tali da verificare il sistema:

F2 U0J1#2)=0

Fé (! x8) =0

-

risulta evidente che la conica di equazione (3.2) passa per il centro di €

e per quello di‘ﬂz.

]

Cid dimostra che:
In un gruppo di coniche con la P.P.G. definita dalla matrice T, 1a P.P.G. di
due coniche tl e fz passa per il centro di entrambe.

Inoltre, come conseguenza si ha che, assegnata una conica € di centro C
(proprio o improptrio) e tre coniche‘€1;ﬁ2;ﬁ3 risulta:

ce(ele)* Nl e)* Neede)t .

In virtd di questo fatto, considerata una conica ‘€ di equazione: -

1 2

F(x%,x',x°) =0

e le tre coniche:

el )20, e X —x0) =05 € (= x9) =0

risulta che i1 centro C & un punto le cui coordinate soddisfano il sistema:

-~

(el e)*: K, - xIF =0

1

(5.3) ﬁ (€°8)": (X*-xO)F » ~x'F 3 =0

€30)%: B, - (X O)F 4 =0
\

chg si pud anche scrivere:

—~

0 -
X sz =0

(3.4) < XF,1 =0

0 =
Lx (Fo1 +F2) =0
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le soluzioni proprie di tale sistema sono le stesse del sistema lineare:

(3.5) <

e quindi, nel caso in cui € & a centro ( proprio), i1 sistema (3.3) ha un'u-
nica soluzione propria che fornisce le coordinate di C.

Se € & una parabola, la ricerca della soluzione impropria del sistema (3.3)
porta a risolvere il sistema:

(3.6) < .

2
X (a12x + a22x2) —-x1(a1]x]+ X )= 0;

Ta soluzione (0,a;,, —ay;) = (0’a22’“'a12) del sistema (3.6), poiché soddi- P

sfa anche 1'equazione della parabola €, fornisce le coordinate del centro.
Osserviamo ancora che, se di due rconiche t1 e‘t2 una & uma parabola, al-
lora (E] ‘tz) » dovendo passare per un punto improprio, & parabo1a o iperbo-

le; se t] e € sono parabole aventi centri distinti, allora (31
le; 1infine, se

,€ ) e iperbo-

B]:a..x1x‘] =0 e 'szbijxix‘j =0

- . * . R
sono due circonferenze, allora la conica (f];tz) risulta avere equazione :

of.l 2 _ -
X [x (b20' o) + X (alo big) + (a1ob20'a20b10)] =0
che & una conica semplicemente degenere con una componente coincidente con

la retta impropria, e 1'altra componente coincidente con la retta che congiun
ge i centri di t]e‘ﬁz.
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N.4 Assi ed asintoti di una conica.

La possibilitda di strutturare 1'insieme delle coniche di un piano come
gruppo di coniche nel senso del precedente N.2,consente di ritrovare alcuni
enti geometrici legati appunto alle curve del secondo ordine.

Sia € una conica a centro proprio e‘C1una conica doppiamente degenere ri-
spettivamente di equazioni:

1 2

€ a; x'xd =0 e ': (ax®+ bx '+ cx2) =0

1]
risulta:

(f,t‘)* = (Za]]x1+2312x2+2a10x°)(2ax°+2bx1

+2cx2)c —
(2a12x1+2a22x2+2a20x°)(2ax°+2bx]+2cx2)b =0

C10(Z;x°+bx]+cx2) (al]x1+a]2x2+a]0x°)c e—(a]2x1+a22x2+a20x°) b| = 0
La conica (€,¢ )"E & dunque degenere e composta dalle rette
r:§x°+bx]+cx2 =0

che & componente doppia di €',

r':(a]1c-a]2b)x]+(a12c-a22b)x2+(a]Oc-aZOb)xo =0;

imponendo ora che r 'sia asse per C, risulta che una coppia di suoi parametri
direttori:

% = (ay,b - apc) m= (a1]c-a12b)
deve soddisfare 1'equazione:
2 2 - _
(4.7) I (azzb-alzc) -(allc- a12b) 1+ (a22—a11)(a22b-a]2c)(a]1c alzb)[-o

ché si pud anche scrivere:
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(4.2) a.lz(bz-cz) + (2y5-27;)bc =0

In conclusione: calcolando la P.P.G. definita dalla matrice (2.7) fra una
data conica € ed una conica“t'doppiamente degenere di parametri direttorib,c
soddisfacenti 1a (4.1) o 1a (4.2) si ottiene una conica degenere di cui una
componente & la componente doppia di € e 1'altra & asse di ‘€.

Osserviamo che non dipendendo le (4.1) e (4.2) dal coefficiente a che fi-
gura nell'equazione di €' ,si pud sempre considerare a =0. Inoltre, seT &
circonferenza, cioé se 317 =810 € =0 le (4.1) e (4.2) sono identica-
mente soddisfatte, a riprova del fatto che per la circonferenza tutte le ret.
te per il centro sono assi (si ricordi che r' passa per il centro di €).

Se T & una parabb1a,{ ?erché r' risulti essere il suo asse deve essere la
)1:

polare di ¢ (O,alz,a22 » € quindi, se € ha equazione:

aijx1x3 = F(xo,x] ,x2) =0

deve essere:

~

310C73p0D =0 FyolC) = 2p(agja15+a52)5)

< Cappb =e Fia(T)= 2e (agyapptagp2y,)

o _ 2 2
a1 2p,b =p F 2(T) 2o (ay; + a3)
§
clo&:
a]O(c - Zpalz) - a2°(b+2pa22) =0
< a”(c - 2pay,) - alz{b+2pa22) =0 =
b= 29322

Quindi calcolanzo 1a P.P.G. di ¥ con la conica

' 2
R (- ax 4 apy)” =0
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si ottiene una conica le cui componenti sono:

*

r" = asse della parabola.

Qualora si abbia a1, = 3 =0 ed ay #0, per asse si assume la retta:

a]o

M

X= -

Per determinare- 1'equazione degli asintoti, si procede analogamente al ca-
so degli assi; in questo caso bisogna imporre che i parametri direttori di r':

2 = (ayb —-a]2c) m = (a]1c _'aIZb)
verifichino 1'equazione
2
(4.3) a]](azzb —alzc) + 2a12(a22b —315C)(a77¢ —33,b)+
+ a,,(a;,c — a b)2 =0
22\ 12
che sviluppata e ridotta ai minimi ternmini diventa :
2 2
(4.4) (a”a22 -a12) [azzb + ap4C —-212bc =0
Per le coniche a centro é&:
ayqd, —a 2 #0
11712 712

per cui si ha: calcolando la P.P.G. definita dalla matrice (2.7) fra una as-

segnata conica € ed un'altra conica'che sia doppiamente degenere ed avente
parametri direttori b , ¢ soddisfacenti la:

(%) I1 centro di € & i1 punto improprio C(O’a22’“'a]2)'
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2 2
(4.5) a22b +ap4C — 2a,,bc =0

si ottiene una conica degenere di cui una componente & la retta doppia di €
e 1'altra & asintoto per C.

Anche in questo caso, data 1'indipendenza di (4.4) e (4.5) dal coefficien
te a nell'equazione di €', si potra supporre a =0.
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N. 5 Esempi.

Siano assegnate le seguenti coniche:

‘ﬁ]: x2 + yg +#x —-6y—1-=0 circonferenza
2. 5.2 2 _ .

€ 2X Hy —2xy 2x +ty +2 =0 ellisse
3. .2 .

€7 xm #2xy —x+y =0 iperbole

fﬂ: x2+4xy + 4y2—-4y —-3=0 parabola.

Determiniamo i1 centro di't]; per questo consideriamo le tre coniche:
€: xy =9 X' x(y=1) =0 €' y(x=-1) =0

di centri rispettivamente 0(0,0), A(0,1), B(1,0) e 1e P.P.G.

(fl,t) (x+1)x = (y = 3)y cioé xz —-y2+x +3y =0

el e') ¢ (x#1)x — (y=3)(y=1) ciod %% — yP+x & 4y -3 = 0
1" . .02 2 _

(€', ) : (x+1)(x-1) — (y-3)y cioé x —y +3y -1 =0

Si trova che:

ehe) neele') nEfen) = ¢ (=1,3)

Determiniamo ora gli assi di‘ﬁz; determiniamo b e ¢ in modo che soddisfi-
no 1'equazione:

~(b%-c?) + 2bc =0
da cui si ha:
€=b(-14+/2 )

gli assi di‘ﬁz sono dunque le rette:
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S35 (2% - y -1)(-1- VZ) ~(-x + 4y ) = 0

S0 (2x-y -1)(-14 VZ) ~(-x by + 3) =0
cioe

2x(-1-2/2) + 2y(-3+ /) + (142 ¥Z) =0

wv
——

2x(-142 V2) 2y(3+ /2) + (1-2 ¥2) =0

wn
™~
LR ]

che si possono anche scrivere:
]

S;: (x= %) + (<14 ¥2)y = 0
1

s,0 (x- ) - (1 2)y =0

Determiniamo gli asintoti di‘tB; b e c debbono soddisfare la (4.5), cioé

1'equazione
¢“ —2bc =0 = C; =0 C, = 2b
G1i asintoti cercati hanno dunque equazione:

t;: (x#y= 3) 0 =(x + 4)b =0

ty (xty-7) 2 - (2x +1) =0

cioé
. 1
t-I.X+2—
t2:2x+4y-3=0

Determiniamo infine 1'equazione dell'asse di‘€4; ponendo:
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si ha 1'equazione dell'asse :
(2x + 4y)(2) — (4x + 8y — 4)(4 ) =0
cioé:

5 + 10y — 4 =0
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