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H2k(x,y) = 0 nel quadrato [0,£n 2/A]x [0,£n2/A] nel quale invece

H2k+](x,y] + 1-exp{-2 min{x,y}) al tendere di k a +=,

Con le ovvic modifiche a enunciati e dimostrazioni continuano a

valere, per r > 2, 1 teoremi 3,5,6 e 7, oltreché l'esempio 1; non

valec tuttavia l'esempio 2. Nel teorema 4, la (1) e la (2) divengo-
no rispettivamente

C(t,1,...,1,8,1,0..,1) = s

e Cls 58,5000y = 0 se Ss 0 per almeno un indice 1; la

diseguaglianza (4) si scrive nella forma

(7) max{s1+52+...+5r—r+f,0 } < C(si,sz,...,sr] < min {51’52""’5r}’

tuttavia la limitazione inferiore non & una r-copula se r > 3, seb-
bene la (7) fornisca la migliore limitazione inferiore. Per lo stes-

so motivo, occorre modificare la successione {sz} nell'esempio 2;

basta, per0o, prendere

F (2K
T 1

et

sz{x1,x2,...,xr} = (xi}

1

E' facile ora desumere, dai teoremi 3,5,6,7, e dai loro analoghi

per r > 2, che la convergenza debole in A_ differisce, per r > 1,

dalla convergenza nella topologia prodotto in AXxA X ... XA

.t
£,

allora, naturale domandarsi se esista una metrica d su A

r
(r 2 2) tale che la convergenza nella metrica dr equivalga alla con

vergenza debole in A . La risposta, a tale domanda costituisce 1l'ar
gomento della sezione successiva.

6. UNA METRICA PER LA CONVERGENZA DEBOLE 1IN A

r

Ricordando le funzioni ¢,p della sezione 3 ove a,b € Q e a<b

¥



si pud definire, mediante un'opportuna numerazione, una successione

{Yr : v € N} di funzioni Y, :.inm&[ﬁ,i]tall che Yr(g,y)=¢ab(x)¢cd(y)
(r e N, a,b,c,d e Q, a < b, ¢ < b, (x,y) E]ﬁz). Mostreremo pil in

basso (teorema 1.2) che 1'applicazione dzzbzx&2+ﬁmf definita da

nea 8

' ~T
(1) d,(F,G): = E.2 Iﬂéz Y. (x,y)dF(x,y) - [, v (x,y)dG(x,y)|

R
¢ la metrica con le proprieta richieste alla fine della sezione 2. La

dimostrazione si basa sul seguente

LEMMA 6.1. Per F e A a,b,c,d € Q con a<b e c<d risulta

2!‘

b 4
(2) [, 6, (V6 _,(Nd }(F[x,)’)=fb-a)*1(d—c)'1 (ax [ F(x,y)dy .
R g a c

DIM. L'uso ripetuto del teorema di Fubini e la formula d'integrazio-

ne per parti per 1'integrale di Stizltjes ([5]) da per 1l'integrale a

primo membro della (2)

b
| - . -1
qutabty) njz bp XV, JF(x,y)= 1{1 bcq V) {4 (4 )+ (b-a) idyF(x,)’)dx -
- 23(d F)}=
b

- - b -
- b-a)7! 5,00 [dFGxy)dx=0-a)" [dx [9 400 dy Fix,y) =
R R

R a2 a1t d
=(b-a)" [ (8 (F)+(d-c)” [ F(x,y)dy-2' (Fi}dx=(b-a)  (d-c)” [ d&x [ F(x,y)dy,
a 7 c 7 a c
ove Ri(dyF): = iifm dy F(x,y) , L; (F) = ESTL,F(X’YJ‘ Q.E.D.
)
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TEOREMA 6.2. La funzione d2 : ﬂz X ﬂz +ﬁm+ definita dalla (1) ¢

una metrica su 52.

DIM. E' evidente che basta provare 1'implicazione dZ(F,G) ==> k=,

come si farad modificando la dimostrazione del teorema 3.1.

oo "'""I |
d,(F,6) = 0 => 2 2 |f v (x,y)dF(x,y)- [,y _(x,y)dG(x,y)| = 0 =>
R R
> | aF = | dG (¥r ¢ N) =>
- Y, - Y.
- ORET R T
= -/
}jﬁ:(bab[x) b.q(Y) dF(x,Y) ]ﬁ2¢ab(x)¢td(y)dG(x’Y)

(¥Va,b,c,d € Q, a<b, c<d).

In virtu della (2) quest'ultima diseguaglianza implica

b d b d
(3) [ dax | F(x,y)dy = [ ax [ G(x,y)dy (¥a,b,c,d €Q, a<b,c<d).
a C a C

La (3) implica 1l'eguaglianza F=G. Infatti, si supponga, per assur

. 2
do, che esista un punto (x_,y ) e R™ tale che F{xﬂ,yﬂ] # G[xﬂ,yﬂ],
per esempio F[xﬂ,yﬂ} < G(xu,yﬂ), e si ponga ¢ = {G(xn,yﬂ)-F(xﬂ,yﬂ)}/Z-

Poiché F & continua a destra e crescente in ciascuna variabile, esi-

stono due numeri reali x' e y', con x' > x_ e y' > Yo tali che

o
3 '

F(xﬂ.yﬂ) < Flx,y ) < Flx_,y ) +e per ogni x e [kﬂ,x ] e F(x_,y ) <

< F(x',yn) < F(x',y") < F(xﬂ,yn] +¢. Percid, se a,b e [xu,x'] e

c,d e [yu;y’] risulta

-y ;
i dx L{ F(x,y)dy < (b-a) [d-c){F(xn,Ynha}m (b-2a) (d-C){F(xn,yuhG(xD,yO}/g<
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b d
< (b-a)(d-c) G(x_,y ) < [ dx [ G(x,y)dy
d C
che contraddice la (3). Q.E.D.

TEOREMA 6.3. Se Fn’ F e A (n e N), dE(Fn,F) + 0, se, € solo se

2

F H—rﬁE .
Il

DIM. (==>) Si supponga dZ(Fn’F] + 0. Posto

Gz(r,n]: = | ]éz Yr(x,y)dF{x,y] -:%2 Tr(x,y)dG(x,y)| (r,neN)

mf

0 < 8,(r,n) < 2°d,(F ,F), sicché lim 6,{r,n) = 0 Vr e N. Per

2
1 ->c0
la (2) cid significa
b d b d
(4) 1im [ dx | Fn(x,y}dy = [ dx [ F(x,y)dy (Va,b,c,deQ, a<b,c<d).
n+e a C a C

La (4) implichera che F_ % F. Posto F(x,y): = lim sup F_(x,y)

n =&+ oo

scende della (4)

(b-a) (d-c) F(a,c) = 1lim sup (b-a)(d-c) Fn(a,c) <

n -+ o

b d
< lim sup [ dx f F (x,y)dy =
n =+ o 3 C

e

d
dx [ F(x,y)dy < (b-a)(d-c) F(b,d)
C

cioé F(a,c) < F(b,d). Facendo tendere bta e poi d¥c si ottiene
F (a,c) < F(a,c). Ora se (x,y) Eﬁm; si prendano a,c € Q tali che

a>x e ¢>y sicché ?(x,y) < ﬁ(a,c] < F(a,c). Allora, facendo a¥x e
cty, F(x,y) < F(x,y). Un ragionamento del tutto analogo da

F(x,y):=lim inf F_(x,y) > F(b-0,d-0) ove b,d e Q con b<x e d<y.

-0
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F(x-0,y-0) < E(x,y) < F(x,y) < F(x,y).
Se, dunque, (x,y) & un punto di continuita di F, si ha Fn(x,y)+F(x,y}.

(<=) La dimostrazione del viceversa & identica a qualla della parte

corrispondente del teorema 3.2 con la sola sostituzione di Gz(r,n)

a §(r,n). Q.E.D.

L'estensione dei risultati di questa sezione al caso della conver-

genza debole in ﬂr con Tr>2 & ovvia.
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