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E' ancora insoluto il problema di determinare se esistano due ca-

stanti positive a,b tali che

K (a > 0, b > vuy.

5. LA CONVERGENZA DEBOLE DI F.R. A r DIMENSIONI.

Se &r ¢ lo spazio delle f.r. a r dimensioni, & interessante

studiare 1 rapporti che intercorrono tra la convergenza debole in ﬁr

e la topologia prodotto su AxAx....xA indotta dalla topologia del
la metrica dS 0 dK su A ., Basta svolgere tutte le considerazioni nel
caso r = 2, il caso r > 2 ~t*tenendosi da quello con semplici avver-

tenze.

DEFINIZIONE 5.1. Sia A 1'insieme delle f.r. a r dimensioni (per bre

vita r-f.r.), cioé la famiglia delle funzioni H . R' +{0,1] che godo-

no delle seguenti proprieta:

(1) H(xI’XZ""’Kr} = 0 se xi = - per almeno un indice 1,

[ii) H(+m,+mj_'_+m) = 1;

(iii) H & continua a destra in ogni variabile: H(X X, 1,xi+0,

ERERY

. LX) (i=1,2,...,1);

..,xr) = Hr{x1,...,xi_1,xi,x

i+1’7 i+1’°

T

: _ _ . < b
(1iv) VH(R) > 0 per ogni rettangolo R iEI ]ai,bl[fﬂve a., < b1
(i=1,2,...,r), ove VH(R):= Z sign(c) H(C), essendo la somma

sopra tutti i vertici ¢ di R, ed essendo sign(c) = 1 oppure -1 secon
do che sia C. = a, Pper un numero pari o dispari di indici.

Come & noto, ad ogni H e ar corrispondono un'unica misura di pro-

babilita P su 'Bcl'ir) - la famiglia degli insiemi di Borel di R - e
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- - . _ ol A
su (R, BCR)) X, (i=1,2,...,7r) tali che H(x,,x c3X ) P|i= {Kiﬁxfﬁ-

27"
(Si veda [1]). Indicheremo con ﬁ; il sottoinsieme di ﬁr composto

dalle f.r. di quei vettori aleatori (X ...,Xr) le cul componen-

1:
ti sono v.a. quasi certamente finite, cioé P[Ixil = +o]= 0 (i=1,2,..,1).

Se H e &; le proprieta (i) e (ii) della definizione 1 sono sostitui

te rispettivamente da

(1) 1im H(xI,xz, ,xr) = 0 (i=1,2,...,T)
X! +wo
1
e
(11) oo am H(X, } Xy eee,X ) = 1
mln{KT,xz,...,xr}++m 1272 'y

Si dicono (distribuziond) manginafi (unidimensionali) di H e ﬂr

le funzioni Fi e A (i=1,2,...,7r) definite da F. (§1)1H(+m ...,+m,xi,

+m,---,+m) {i=1,2,...,r).

Segue dalla definizione 1 che risulta un'applicazione Mr:ﬂr+ﬁx&..xﬂ

mediante LL{H} = (F1 ,...,Fr); ﬁg associa quindi a ogni f.r. di

F
2
A le sue distribuzioni marginali.

Viceversa, ¢ ben noto che ogni r-pla (F F ) e A X AX..A

1’ yASREER o T T T

. -1
determina una classe F(F1,F2,...,F } 1= L& (Fi’FZ""Fr)’ non vuota,
di f.r. di A che ammettono F FZ"" Fr come marginali; la fami-

glia P(F1,F2,.. , F ] ¢ chiamata cfasse di Fréchet di F1,F ...,Fn

(si veda per esempio, [3]).

I tratti salienti della convergenza debole di f.r. a r dimensio-
ni sono contenuti nella definizione e nei due teoremi che la seguono;
€ssi sono annunciati nel caso r=2 perché la notazione ne risulta al-

- leggerita e perché, d'altro canto, l'estensione a r>Z2 non presenta
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alcuna difficolta.

DEFINIZIONE 5.2. Sia H € ﬂz e sla CZ{H) cLﬁz l1'"insieme deil punti di

continuita di H. Si dice che una successione {Hn:new}c b, converge

debolmente a H se 1lim Hn{x,y} = H(x,y) V(x,y) € CZ(H). Si scrive

n+m
Ta H LN H,
I

TEOREMA 5.1. Se H e A, e M (H) = (F,G) risulta C(F)xC(G) > C(H).

TEOREMA 5.2. Una successione {Hn . n € N} c &2 converge debolmente
a He A, se, e solo se, esiste un sottoinsieme denso D di ]ﬁz tale che

1im Hn(x,y] = H(x,y) Y(x,y) € D.

T—+oo

La dimostrazione di questi due teoremi pud essere trovata in [18]
ove essi sono formulati in linguaggio differente, ma facilmente ricon
ducibile a quello di questo quaderno e per la f.r. di ﬂ;; le dimostra

zioni sono, perd, facilmente adattabili a &2.

Vale, inoltre, il teorema di Helly che non verra, perd, usato nel

segulito.

TEOREMA 5.3. Per ogni n, conn = 1,2,...,» , sia Hn € A, continua in

R (quindi in particolare si ha Hn £ &3 per n=1,2,..., ). Se Hn—f H

allora Mz(HnJ***LE(H ) nel senso della convergenza indotta dalla to

pologia prodotto in A XA , Cioé€, se MZ(HH)(an}’an}) (n=1,2,..., ),

F(n) W F(m) F(n) w F(“].

allora 1 — F, = 5 — )

DIM. Poiché tutte le f.r. dell'enunciato sono continue, in questo ca-

so la convergenza debole (che & anzi convergenza completa) equivale

alla convergenza puntuale in Zﬁ?. Percid an](x) = Hn(x,+m) H (X,*x)=

= Efm)(x) per ogni x € R. In maniera analoga si procede per an).

Q.E.D.
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L'esempio seguente mostra che non & possibile nel teorema elimina

re 1a richiesta che Hn sia continua.

ESEMPIO 5.1. Siano € (aeR) definite come negli esempi 1.2 e 2.2 e

si ponga F{n) = € (n=1,2,...), F{m} = ED/2+Em/2, G(n)=anf2+zm/2
_ (e : : : . (n)
(n=1,2,...), G = ¢_. Si ha, intanto, e in modo ovvio, F e A e
G(n) e A (n=1,2,...,). S1 definisca, 1infine, la successione {Hﬂ:n=
= T,2,...m}cﬂ2 mediante Hn[x,y) = F(n)(x} G{n}[y) (n=1,2,...,v).
Allora H_ & continua in IR?, poiché H_(x,y) = 0 ¥(x,y) E]RZ, ma
=2 . (@) _ _ (=) (=) 4 -
non in IR , giacché FT (x) = Hm[x,+m) = F (x) e F2 (y)=H (+»,y)=
= G(m)(y). In ogni punto (x,y) di IRZ risulta Hn(x,y}=an(x]5n(y)/2

sicché H_ - 0 1in ZR2 al tendere di n a +». Cosi {Hn} converge de

n
()

bolmente a H_. Tuttavia F(n) non converge debolmente a F Infatti

() ()

F ¢ continua in ogni punto reale x > 0, ove F (x) = 1/2; ma

F(n)(x) = En(x] che tende a zero al tendere di n all'infinito. L'as

serto del teorema non & allora valido, perché MZ[HZ} = {F{n},G(n)).

L'esempio appena dato mostra, incidentalmente, che se H € A e

2
ﬂE[H) = (F,G), 1'inclusione C(F) x C(G)IECZEH] (s1 veda 11 teorema 1)
puo essere stretta. Per vederlo, basta prendere H = H , perché ogni

() ()

punto (0,y) con y e R appartiene a CZ(H“) ma non a C(F }xC (G ) .

Per stabilire risultati nell'altro verso, vale a dire per dare con
dizioni sufficienti affinché la convergenza debole delle f.r. margi-
nali implichi la convergenza debole nella classe di Fréchet individua

ta occorre premettere quanto segue

TEOREMA 5.4. (Sklar). Sia H e 4, e siano F e G le sue f.r. margina




11, MZ{HJ = (F,G). Esiste allora una funzione (in generale, non uni
ca) ¢ : [0,1] x [0,1] = [0,1] <chiamata (2-)copula tale che H(x,y)=
=2

= C[F{x),F{y]} (x,y e R ). La funzione C gode, tra le altre, delle

seguenti proprieta

(1) C(s,1) = s , C(1,t) =t (s,t € [0,1]);
(2) C(s,0) = C(0,t) (s,t € [0,1]);
(3) ;£[51,t1}—6(52,t2]| < |51-52|+|t1—t2] (SI’SZ’ti’tZE[B’1]);

¢ percio U e uniformemente continua 1in [D,i] X [D,?j;
(4) max{«<+t-1,0} < C(s,t) < min{s,t} (s,t e [0,1])

e inoltre le funzioni C' e C'" definite da C'(s,t):max{s+t-1,0} e

da C'"(s,t): = min {s,t} sono esse stesse copule.

Le copule furono introdotte da Sklar ([16]) nel 1959. Per un elen
co completo delle loro proprietad si pud consultare [17]. Il teorema
da solo quelle proprieta che sono necessarie per il seguito. L'uso

delle copule consente di stabilire 11

TEOREMA 5.5. Se . "+ F_ e G "+ G, ove F ,G_ e A per n=1,2..,,
1l o N n It

cioé se d[Fanm] - 0 e d(Gn,Gm} -0, ove d=dS oppure d=dk, allora

risulta, per ogni copula C, C(Fn’Gﬁ) > C(Fm,Gm} nel senso della con-
vergenza debole in Ay -
TY T3 oI & 3 ~ . 4

Eiﬂ;_C{InsﬁnJ converge puntualmente a C(Fm,Gm} in C(FW}KLEGWJ. infat

ti1 per la (3) si ha
C[F_(x),6_(y)] - C[F_(x),6_(y)] < |F (x)-F_()|+ |G _(7)-6_(y)].

— -2

. e ,
Ma R >C(F ]xC[Gm) = C(Fm) X C[Gm) = R, sicché C(F ) x C(G_) e denso

.=l : .
in R onde, in virtu del teorema 2, scende 1l'asserto. Q.E.D.



A ogni successione {(FH,GHJ : ne N} in A x A e a ogni copula

C corrisponde una successione {Hn : N Eﬁm}tiiﬁz tale che, per ogni

n e N, sia H_ = C(F_,G_). Il teorema 5 asserisce che se F e G
n n’ ' n n n

convergono debolmente alle f.r. F e G , rispettivamente, allora

o0 o0

Hn Y, C(FW,GW), quale che sia la copula C.

I teoremli 3 e 5 continuano a valere anche se si sostituiscono A°

2
e A° a 52 e A fi5pettivamente.
TEOREMA 5.6. (a) Siano Hn 2 5% (n=1,2,...,«) f.r. continue in IRZ.
Se Hn o Hm allora MZ(HHJ > Mz[Hm) nel senso della topologia pro

dotto su A° x A°, ove si & supposto A° dotato della metrica di Lé

(n} F(n) w F(m] (k=1,2).

. N _ (n)
vy d;, ciloe se M, (H ) = {F1 » F, ) allora F ~~ — F.

(b) Se Fn Y F e G_ 3 G con Fn,Gn e A° (n=1,2,...,°), i:allora

o0 11 0

per ogni copula C, risulta C(F_,G ) —~+ C(F_,G ).

DIM. La dimostrazione di (a) & identica a quella del teorema 3, men

tre quella di (b) & un'immediata conseguenza del seguente fatto: se

(F,G) e A°xf allora C(F,G) e ﬁ% per ogni copula C. Cid scende dal

la continuita di C, dalla (1) e dalla (2). Poiché C(F,G) e A si de

2!
ve solo verificare che siano soddisfatte le condizioni (i') e (1i');
ora

lim C[F(x),G(y)] = C[0,G(y)] = 0, 1im C[F(x),G(y)] = C[F(x),0] = 0

X * = y + -

lim C[F(x),G(y)] = C(1,1) = 1
min{x,y}>+c Q.E.D.

I teoremi 5 e 6(b) danno solo una risposta parziale al problema

di sapere se, per una data successione {Hn :n € Nlc A la conver-

2#



genza debole in A di entrambe le successioni di distribuzioni margi-

nali implichi la convergenza debole 1in 52 di {Hn}. 51 €& visto sopra

che ¢ci0 accade quando Hn C(FH,GH] con la medesima copula (n=1, 2,

Pitt in basso 1l'esempio 2 mostrera che la risposta €&, in generale, ne

(n) (n)

} e {F2 } possono convergere debolmente in A

gativa perché {F

senza che {H = C (F(n) gn})} converga necessariamente in by Si
. . _ .(n) En}
ha tuttavia la convergenza di {Hn = Cn[}-1 , 2 }J} sotto ipotesi
pit forti sulle f.r. limite Ffm) e Fgm]
TEOREMA 5.7. Sia {H :in = 1,2,...,o} C A e M (H ) = {F[n) Ftn))
n > ’ 2 2°n 1T 2
(n=1,2,...,0). Allora H % H se g™ ¥ pl= _ e
. 1 1 a

pln) W (=)

) - 5 €, Ove a,b € R.

DIM. In virtu del teorema 4, esistono copule Cn (n=1,2,..., j tali

che H = C (F(n] (n])' Pertanto
n 2
) _ (n) (nJ ;
[H (,y)-H OGy)| = [C[F7 (x), (y)] - C [E,(x),e, ()] <
<fc FyM e, BN o] - e 1FY w0 B o) W[y (o B Y o007

- Cole, (xX),e, )] |.

Per 1a (3) risulta

(n)
1

e (B e, B (0] - ¢ e, 0,6y (0] [ [FI (-e, () [4E () -

2
- e, )|

e i1 secondo membro di quest'ultima diseguaglianza tende a zero al

tendere di n a +» se x #a e Yy # b. Si ha anche, per la (4)



(n) (n

Mol - e FP LY o]l <

(n)

lc [Fi77 (x),F

(n) (n) (n)

< min {F (y)} - max {F( )( ) + F (y) - 1,0}

(x), F

D'altra parte

(5) 1im min {FE“)(x) (“)(y)} - minfe_(x),e, (y)}  (xfa,y#b),
n>+% |
(6) 1im max {Fin)(x} + (n}{y} -1,0} = max{ﬂa(x)+eb(y)-1,0}

n++m ,

(x#a,y # b).
I 1imiti (5) e (6) sono uguali, come & facile controllare diretta
mente, o ricorrendo al teorema 1 (iii) in [3]. Cid prova 1l'asserto.

Q.E.D.

ESEMPIO 5.2. Sia {ln : n e N} una successione reale convergente a

(n)
k

A> 0, per esempio ln =A=1/n. Sia F € A (k=1,2; n e N) definita da

0, t < 0
i 1—exp(—hnt), t > 0.
X i ) . .. (n} (n]
S1 consideri ora la f.r. a 2 dimensioni HDEF(FT 2 ) definita
da |
sz(x,y) = max{F$2k}(x} + (Zk)( )-1,0} se n=2k
e da
2k+1 2k+1
H2k+1(x,y) = mln{F( }{x),Fg ¥ ](y)} se n = 2k+1.

La successione {Hn} non converge debolmente. Infatti, per esempio,
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H2k(x,y) = 0 nel quadrato [0,£n 2/A]x [0,£n2/A] nel quale invece

H2k+](x,y] + 1-exp{-2 min{x,y}) al tendere di k a +=,

Con le ovvic modifiche a enunciati e dimostrazioni continuano a

valere, per r > 2, 1 teoremi 3,5,6 e 7, oltreché l'esempio 1; non

valec tuttavia l'esempio 2. Nel teorema 4, la (1) e la (2) divengo-
no rispettivamente

C(t,1,...,1,8,1,0..,1) = s

e Cls 58,5000y = 0 se Ss 0 per almeno un indice 1; la

diseguaglianza (4) si scrive nella forma

(7) max{s1+52+...+5r—r+f,0 } < C(si,sz,...,sr] < min {51’52""’5r}’

tuttavia la limitazione inferiore non & una r-copula se r > 3, seb-
bene la (7) fornisca la migliore limitazione inferiore. Per lo stes-

so motivo, occorre modificare la successione {sz} nell'esempio 2;

basta, per0o, prendere

F (2K
T 1

et

sz{x1,x2,...,xr} = (xi}

1

E' facile ora desumere, dai teoremi 3,5,6,7, e dai loro analoghi

per r > 2, che la convergenza debole in A_ differisce, per r > 1,

dalla convergenza nella topologia prodotto in AXxA X ... XA

.t
£,

allora, naturale domandarsi se esista una metrica d su A

r
(r 2 2) tale che la convergenza nella metrica dr equivalga alla con

vergenza debole in A . La risposta, a tale domanda costituisce 1l'ar
gomento della sezione successiva.

6. UNA METRICA PER LA CONVERGENZA DEBOLE 1IN A

r

Ricordando le funzioni ¢,p della sezione 3 ove a,b € Q e a<b

¥



