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valgono se, e solo se, 2n > 1/52, che & ovvia. Vale quindi anche 1la

(F,F_;e). Percid 1im d (F_,F) = 0. Si osservi che & possibile esten

) Rt
dere la definizione di dL da ﬂn a A poiché essa dipende solo dail
valori che le f.r. assumono in IR. In questo caso risulta dL(Fn,P]=

= 1/2.

ESEMPIO 2.2. Sia e, come nell'esempio 2.1 e ¢ definita come se-

gue:

€ (x) =0 se X < + o Em(+m) = 1. Allora Em(x) = N(x) per xeR.

o0

Vogliamo mostrare che dS(En,Em] + 0. Preso h > 0, sia x e I(h) e

n > 1/h; allora riesce

e_(x-h) - h

-h < e (x) <h-= e_{(x+h)+h,
che & la condizione (Em,En;h), e, analogamente,
En[x—h)—h <0 =€ (x) < En[x+h) + h

cioé 1la (En,ﬂm;h}, onde 1'asserto in virtu dell'arbitrarieta di h.

3. UNA SECONDA METRICA SU A

Siano a e b -numeri razionali (a,b € Q) con a < b. Per ogni tale
coppia si definisce una funzione 4k :?ﬁ.+[ﬂ,1] mediante ¢ab(-m)=1,
¢ab(+m] = 0 e per x € R

r

1, X < a,
0, ()= ] (b-2)" (b-x), x e [a,b],
S0, x > b

Sia ora {e“ :n e N} un'enumerazione delle funzioni ora

¢ah

introdotte e si definisca dk : A x A +HR4 mediante



=
e H

d, (F,G):= df - [ 6 dG | (F,G € A).

r R

L2 [
R

Anche dk € una metrica su A . Alla dimostrazione conviene premette-

re il seguente lemma che verra richiamato piu volte.

LEMMA 3.1. Se F € A e ¢ab ¢ definita come sopra (a,b e Q, a < b)
vale
1 b
& [0y ®F® g [ g,
IR a
DIM. j%?ab{t}dP(t) - L' (F) + :é¢ab(t}dF(tJ =

L' (F) + {- tht)d¢ab(tJ + 2 (F¢ ) - 2'(Fo_ )} =
R

1
b-a

[E(t)dt - 2'(F) = bfa [ F(t)dt
R R

L' (F) +

ove si & fatto uso delle formule di integrazione per parti per gli
integrali di Stieltjes ([5] teorema III.6.22).
Q.E.D.

TEOREMA (ﬂ,dk) € uno spazio metrico.

DIM. L'unica proprieta non immediatamente ovvia & che dk(F,G) = 0

implichi F = G. Ora d, (F,G) = 0 impli:a [ & dF = [ 6 dG (¥reN),
k ]-R T -mr

- che per 1la (1) da per ogni coppia a,b € Q con a < b

b b
(2) fE(t)dt = [ G(t)dt.
a a



La (2) assicura che F = G. Si supponga infatti, per assurdo, che esi

sta X e R tale che F(xﬂ) # G(x ), per esempio F(xﬂ)'< G{KD); si
prenda, allora, € = {G(xﬂ) - thﬂ)} /2 > 0 . Per la continuita a de

stra di F esiste x' > X | tale che x € LKG,K'J implichi Fixﬂ} <

< F(x) < F(xﬂ] + €. Se ora a,b e [kujx‘lrﬁQ con a < b si ha

b b
{ F(t)dt < {b"a}{F{xG)+E} = (b-a) {F[xm}+GEXG}}f2{{b—a]G[xD)i fG(t)dt
a a

che contraddice 1a (2).
0.E.D.

La distanza dk ¢ stata introdotta in {13] adattandoc un'idea di

- e T
Kingman (L.7!).

TEOREMA 3.2. La convergenza nella metrica d, equivale alla convergen

2 o 1,
Ay

zra debole di f.r., cioe FH-—H+ F se, e solo se, dk(Fn,Fﬁ > 0.

DIM. Si supponga che dk[Fn,F} - 0. Allora se

S(r,n):= | fﬁr dF - f6_ dF] (r,n e R)
R R -
risulta 0 < o6(r,n) < 2" dk{Fﬂ,F} (r,n € N} sicché 1lim 6(r,n) = 0
T} —+00

per ogni r € N. In virtu della (1) cid significa

b b
(3) tim Fo(t)dt = [ F(t)dt Va,b e Q.
I+ d a

Posto F(x):= lim sup Fn(xj riesce, per a < b e in virtu della (3)

1'1‘-'!'0.]

b b
(b-ajF{a} = 11msupfh-a)¥ﬂ[a} < limsup | Fo(t)dt = [ r(t)dt <(a-5)r(b)

P
n > ® n -+ » a a



onde ?(a) < F(b) sicché, se b+ta, F(a) < F(a) per ogni a € Q. Se xeR
e a>x @& razionale, risulta F(x) ﬁ_F[a} < F(a) onde, per aix,

F(x) < F(x). Similmente se F(x):= liminf Fn(x), si ha dalla (3)

n +~ o h
(b-a) E(b) = liminf (b-a)F_(b) > liminf ben(t)dt = [ F(t)dt >
n-+= n->< 4 a

> (b-a)F(x),

onde F(b) > F(a) e, imponendo atb, F(b) > F(a-0). Come sopra si ot-

tiene di qui se, x e R, F(x) > F(x-0). In definitiva, dunque, si ha

F(x-0) < F(x) < F(x) < F(x),

sicché, se x e C(F), lim F (x) = F(x) cioé F_ ¥, F.
n-!"m

Viceversa, si supponga che sia Fn ¥> F. Scende pertanto dal teo

tema di Helly che %immﬁ(r,n) = 0 per ogni r e N. Poiché 6&6(r,n) < 1
¥r,n e N, il teorema di convergenza dominata, applicato alla misura

u su N tale che u({kl}) 1 (k e N)("counting measure'"), da

il

lim d, (F ,F) = 1im %. 2°F &§(r,n) = 0.
k' n r=1

La dimostrazione del teorema che segue & identica a quella del teo

rema 2.4.

TEOREMA 3.3. (ﬁ,dk} e compatto e quin..i completo.

1 1
5 0, (=2)= 35

ESEMPIO 3.1. Riprendiamo 1'esempio 1.1. Si ha  f6_ dF=
R
mentre, se n € sufficientemente grande da avere -n<a<b<n (a,beQ),

b
1 4 1 a+n b-a
|- dt ¢ oo [ (b-t)dt = =+

{ 6, (£)AF_(t) =
R -1

Si ha percid, ricorrendo alla notazione del teorema 2, 1imé&(r,n)=0
1100
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¥r e N, da cui scende, come nel teorema appena citato dk{F JE)Y = 0.
(o n

ESEMPIO 3.2. Riprendiamo 1l'esempio 1.2. Risulta

. . e _ oo -1
'][R(t'ab de  =¢_, (n) e quindi d fe ,e ) = I, 2 | _]]{E%r de

Fissato € > 0, sia s = s(e) 1l minimo numero naturale tale che

2" < e. Si pud allora scegliere n sufficientemente grande, sia n>v,
perché risulti er(n} =0 per v = 1,2,...,5. Di conseguenza, per
n> v
% -T @ ~-T -S
= < ) = <
dk(En’Em) rn§+1 e ﬂr(n) — r=5+] 2 z -

sicché dk{sn,ﬁm) + 0.

4. UN BREVE CONFRONTO ®BLLE METRICHE dS E dk'

S1 & visto, nelle due sezioni precedenti, che sia dS sia'dk ren-

dono A uno spazio metrico, che la convergenza debole di f.r. & equi-
valente indifferentemente alla convergenza in dS 0 1n dk e che (&Fdsj
e (A,d,) sono compatti. Vi & quindi un indubbio vantaggio ad cperare

in A munito di una delle due metriche ds o dk anziché in ﬂﬂ munito

della metrica di Lévy dL._

Ora dS e dk sono topologicamente equivalenti; infatti, poiché uno

spazio metrico soddisfa, in modo ovvio, al primo assioma di numerabi
l1ita (ogni punto ammette una base d'intorni numerabile), le due me-

triche d. e d,, che implicano la stessa convergenza sulle successio

S k’ .
ni, generano la medesima topologia su A (si veda [6], capitolo 2, teo
rema 8). Tuttavia, esse differiscono per un aspetto importante. Infat
ti riguardato p come un sottoinsieme di BVﬂﬁ), lo spazio delle funzio
ni a variazione limitata definite in Zﬁ,-dk deriva da una norma su

BV(R) (si veda il teorema qui di seguito) mentre cid non accade per

dS'



