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O. NOTAZIONE

Indichiamo con N }' insieme dei numeri naturali J 1 J 2, ... }, con JR l'in

sieme dei numeri reali, con i" l'insieme dei numeri reali ampliato,

cioé lR::: lRU{-Q;l,+OO}, con Q l'insieme dei numeri razionali e. infine.

con [ l'insieme dei numeri complessi.

Per una funzione f : lR +lR oppure f JR -+ R, sarà C (f) l'insieme

dei punti di continuità di f. Se f è definita in JR, -00 appartiene

a C(f) se f(-oo) = l im f (x) • mentre +00 appartiene a C(f) se f(+oo)=
x-+-oo

1im f(x). Se f è monotona, essa ammette al più un'infinità numera
x++ oo

bile di pun~i dì discontinuità, che sono salti, e quindi CCf) è den-

so in lR e in m a seconda del caso. Si indicherà con f(x+O) il

l imi te a destra di f in x e con f(x-O) il limite a

f (x-O) lim f(x-t).
t+O
t>O

sinistra:f (x + O) = l im
t+O
t>O

f(x+t),

Naturalmente dire che xeR appartiene a CCf) equivale a dire

f(x+O) = f(x-O). (B(A) è l'insieme delle funzioni continue e limita

te definite in A(= iR oppure = IR).

Infine data una variabile aleatoria (v.a.)X suLlo spazio di proba

bilità (n,F,?) si chiama funzione caratteristica (f.c.) di X la fun

zione q, : :R -+ et definita da

$(t):=E[exp(itXj] = [ exp(itX)d= =
Q

[cast X dF(x)+i [sint x dF(x)
lR lR

essendo F la funzione di ripartizione (f.r.) di X. Poiché esiste una

corrispondenza biunivoca tra f.c. e f.r., si parlerà indifferentemen

te di f.c. di X o di F.
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1. LA DEFINIZIONE CLASSICA E LA SUA ESTENSIONE

Nella quasi totalità dei libri di Probabilità una funzione di ri

partizione (f.r.) è definita come una funzione F : lR" [6.1) che gode

delle seguenti proprietà:

(i) F è crescente (xl ~ Xz =-> F(x l ) ~ F(X Z)

(ii) F è continua a destra (F(x). F(x+O):· lim F(y)
y·x,y>x

(iii) i'(F):' lim F(x)x- O',

(iv) i"(F):' lim F(x) • 1.
x++w

Il legame tra una variabile aleatoria X e la sua f.r. FX è dato

da FX(X) = p[X ~ x]. Se invece, come fanno taluni autori, si pone

FX(x):. p[X < xl. allora la proprietà (ii) viene sostituita dalla

continuità a sinistra. El noto che per ogni f.r. F esistono una v.a.

X e una probabilità P su eR, BCR)) tali che F(x) • p[x ~ x].

Si indichi con !J. 0 lo spazio delle f.r. definite come sopra (si o~

servi che 6° non è uno spa~io lineare) e con !J. quello delle funzio

ni F : lR "[0,1) che soddisfano a (i) e (ii). Una delle proprietà

più importanti delle f.r. è la convergenza completa.

DEFINIZIONE 1.1. Si dice che una successione (F : n e~) c àO com
n

pletamente a F e !J.0 (e si scriverà F ~ F) se
11

lim F (x) • F(x)
nn..m

Vx e C(F).

TEOREMA 1.1. Se F e àO e (F
n

ti proprietà:

TI 6 :N} c /10 sono equivalenti le segue,!!

(i)

( ii)

F .. F completamente;
n

esiste un sottoinsieme denso D di ~ tale che F (x)"F(x) VxeD;
n



(iii) ff dF ~ f fdF
R n JR

- 7 -

Vf e CBeR) (convergenza· stretta) j

(iv) se $n è la f.c. di FII' è $ (t) ~ $Ct)
n

Vt e lR ove

è continua in t ~ O; in questo caso ~ è un~ f.c.

Per la dimostrazione dì quanto procede si può consultare [2]. Vale

inoltre il seguente teorema, noto come primo teorema di Helly, che

useremo nel seguito

TEORHtA 1. 2. Da ogni successione (F n e ti) c 6· si può estrarren

una successione (F : k e !'Il tale che lim Fn(k) (x) = G(x)nlk) k-
VxeC (G) ove G : JR ~ [O, ,] è crescente e continua a destra, cioé Ge6.

DEFINIZIONE 1.2. Si dice che una successione (f : n e !'Il di funzio
n

ni monotone converge debolmente a una funzione g" se 1im f (x)=g(x)
n- n

VxeC(g).

Il teorema di Hel1y asserisce che da ogni successione di 6° si

può estrarre una successione che converge debolmente a una funzione

crescente e continua a destra (che però non appartiene neces5ariam~~

te a 6,0).

La dimostrazione si può trovare, per esempio, in [S].

El possibile introdurre in bO una metrica tale che la convergenza

nella topplogia della metrica sia proprio la convergenza completa. A

tal fine si introduca l'applicazione d
L

: bO x bO + [0,1] definita da

d
L

(F,G):= inf{h> O : f(x-h)-h < G(x) < FCx+h)+h

TEOREMA 1.3. (bO,dL) è uno spazio metrico.

VxeRl

La distanza d
L

è detta di Lévy ([11]). Essa può essere interpreta-
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ta come segue. Si completino i grafici delle curve y = F(x) e y=G(x)

in modo da ottenere due curve continue r 1 e f Z" Si considerino le

intersezioni P e Q di tali curve con la retta x+y = c. Se d(P ,Q )
c c c c

indica la dis tanza eucl idea di p' e Q , r isul ta
c c

dL(F,G) = sup {d(P ,Q )/12 : c e lR}c r

,.
,

---~---------

" l',,
"- Xf ~ =e,

", "- ,P, j"- ,

" "-, ,
O , x,

TEOREMA 1.4. La convergenza nella metrica d
L

equivale alla

za completa di f.r., cioè per una successione {F } c 6° si
n

TEOREMA 1.5. Lo spazio metrico (bO ,d
L

) è completo.

converge!!.

ha F ~ F'
n

Le dimostrazioni dei teoremi 4 e 5 si possono trovare in [9] pp.

71-73,

I due classici esempi che seguono, e che verranno ripresi nel se

guito, mostrano come (òO,d
L

) nO!1 sia com:)atto.

ESEMPIO 1.1, Sia F e bO (n e N) definita da
n

F (x) =
n

o
(x+n) /2n

x S - TI

xe]-n,n[

x > n
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f.r. poiché non soddisfa né

converge completamente a F.

Se F(x) = 1/2 VxelR, F converge debolmente a F. ma F non è una
n
alla (iii) né alla (iv), sicché F non

n

ESEMP IO 1. 2. Se aeR, sia <a
lR~[O,l] definita da

< (x)
a {

O,

1 ,

x < a,

x > a.

La successione (e<n TI e~) converge alla funzione N identicamente

nulla per ogni xèR. N non è, però, una f.r.

La definizione usuale di f.r. - quella data sopra - èeacessivame~

te restrittiva perché si limita a considerare v.a. quasi ovunque fi

nite, cioé v.a.X per le quali sia P[IXI = +00] = O. Si esclude così

la possibilità di considerare v.a. che assumano i valori +00 e/o-oo

con probabilità non nulla. V.a. di questo tipo si presentano invece

abbastanza spesso; per fare solo un esempio, si pensi ai tempi d'ar-

resto. E' quindi opportuno consentire che sia p[lXI +oo}:' O. Ciò

porta necessariamente a modificare la definizione di f· .r. come segue

DEFINIZIONE 1.2. Si dirà f.r. una funzione F :·R ~ [0,1] che goda del

le proprietà (i) e (ii) date sopra, e inoltre delle

(iii)'

(iv)'

F(-oo)

F(+oo)

O>t'(F);

< t"(F).

Risulta allora per la f.r. F della v.a.X: ~(x)

p[x = _oo} = t'(F), P[X = + 001= 1 - t"(F).

p [X < x] se x e IR,

Sia 6 lo spazio delle f.r. cosl definite. Evidentemente risulta

6 c 6. Si vedrà, nelle prossime due sezioni, che in 6 possono e~sere
o

definite due diversemetriche delle quali si studieranno le proprietà.
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Si può provare 'che in 6° si può introdurre una seconda metrica,

detta di Kolmogorov ([9J), definita da

d' (F,G):= sup{ IF(x) - G(x) I : x E lR l.

Tuttavia la topologia indotta da d' non è quella della convcrgen-

za completa. Et infatti immediato che se d'(Fn,F) + O

eVn e~) allora F c+ F, ma una successione di f.r.
n

convergere completame~te senza che accada d'CF ,F) + O. Basta consi
n

derare F =

F (x)
n

o
nx

x < O

X E [O,l/n[,

x > l/n.

2. LA METRICA DI SlBLEY-SCHWEIZER

Vn e IN.

DEFUUtlONE 2.1. Se h E [O,lJ, si ponga I(h) :=]-l/h,l/h[.Se F ,G e 6

si indichi con (F,G;h) la condiz~one

F(x-h)-h.". G(x) .". F(x+h) + h Vx e I(h).

La metrica d
S

Schweizer [10J è

su /1 introdotta da

la funzione d
S

: 6 x

Sibley [15J é modificata da

Ò + R definita da
+

dS(F,G):= inf{b > O : valgono.ia (F,G;h) sia (G,F;h)l.

Si osservi che valgono sempre (F,Gjl) e (G.f;l); perciò dSCF,G) ~ 1.

Si osservi, inoltre, che nella definizione di d
L

, la diseguaglia~

za F(x-h)-h < G(x} < F(x+h)+h implica, come subito si controlla,me-- - /

diante cambi di variabili, anche l'altra G(x-h)-h < F(x) < G(x+h)+h.
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Cib accade perché ad entrambe si richiede di essere valide per ogni

x di~. Nella definizione di dS la condizione (F.G;h) non implica

invece l'altra (G,F;h). Perciò . ~corre richiedere esplicitamente che

siano valide entrambe le condizioni (F,G;h) c (G,F;h) affinché dS

goda della proprietà di simmetria. La differenza fondamentale tra

le metriche dL e dS è che le diseguaglianze in questione debbono va

lere in R per d
L

e in I(h) per d
S

In conseguenza dell'ul tima osservazione si vede che

V F,G e /10

Si dimostrerà sotto che dS é effettivamente una metrica. A tal fi

ne occorre premettere il seguente

LEMMA 2.1. Se dSCF,G) = h > O valgono entrambe le condizioni (F,G;h)

e (G,F;h).

DIM. Se O < 5 < t ~ l, allora è 1ft) c I(s). Poiché l(h) è aperto,

se x e I(h) esistono y e I(h) e t > O tali che y > x e y e I(h+t).

Poiché dS(F,G) = h vale la condizione (F,G;h+t) cioè F(y-h-t)-

- (h+t) ~ G(y) < F(y+h+t)+h+t ende, per t-O, F(y-h-O)-h ~ G(y) ~

< F(y+h)+h, ove si è usata la continuità a destra di F. Si faccia

ora tendere y a x decrescendo; la continuità a destra ,di F e G dà

F(x-h)-h ~ G(x) ~ F(x+h) + h Vx e I(h).

Vale cioé la (F,G;h). Scambiando l ruoli di F e G si ottiene la

(G,F;h) .
Q.E.D.

TEOREMA 2.1. (~,dS) è uno spazio metrico.

DIM. SI stabiliscono facilmente le proprietà dS(F,G) ~ O e

dS(F,G) = dS(G,F) (F,G e.A). Se dSCF,G) = O segue dalla definizione

di dS e dalle proprietà delle f.T. che, per ogni :r. e JR, è G(x) <
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~ F(x+O) e F(x) ~ G(x+O), onde, per la continuità a destra di F e

di ·G, l'eguaglianza F(x) = G(x).

Per dimostrare la disuguaglianza triangolare

(1)

quali che siano F,G e H in 6 (purché distinte, altrimenti la (1) è

banale), sia B= dSCG,H) > O. Se fpsse o.+B> 1

non si avrebbe alcunché da dimostrare, sicché si p..1ò supporre et+6<1.

cioè1
B < x- B < -- - B

o. + B
l-- -

o.+B
de

Si consideri, in questo caso, x e I(Ct+6). Ma allora x-B e x+B 'ap

partengono entrambi a 1(0.). Infatti da -l/(o.+B) < x < 1/(0.+B) scen-
2 2

1+o.B+B < x _B<1-o. B- B .
0."1-6 «l+B

L'ovvia diseguaglianza o.B C"+6) < B impl ica ora
Z

h 1-o.B-1l
c e B0.+ <

"Z
1+o.B+6

e - -''-'-'':'o.'''+'''-;;B- > --
o.

. Analogamente si mostra che x+~eI (a). Per-

tanto, in virtù.del lemma 1, si ha che per'x e I(a.+B)

F(x-a-1l)-o.-6~ G(x-B)- B~ H(x) ~ G(x+B)+ B~ F(x+o.+B)+ o.

Vale così la proprietà (F,H; ,0+6). Similmente, X"'iX e X+a apparte!!.

gono entrambi a 1(6) e di qui, come sopra, scende la condizione

(H,F;· o.+B). Perciò dS(F,H) ~o.+ B = dSCF,G) + dS(G,H).

Q.E.D.

TEOREMA 2.2. La convergenza nella metrica d
S

equivale alla convergc~

za debole di f.r. cioè F
n
~ F se, e solo se, dS(Fn,F) ~ O.

DIM. Si supponga che dS(Fn,F) ~ O e sia x e G(F). Si può pure sup

porre che x e ]RrlC(F) poiché la convergenza di Fn a F è automatica

in _00 e in +00. Se e > O è sufficientemente piccolo è IX-e,x+elc

c I(e). Per ogni e con tale proprietà vale definitivamente la pro

prietà (F,Fn;e) onde
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F(x-Ze;)- e:< F (x-t) < F (x) < F (x+E.) < F(x+21.) + f••
- TI - TI - TI -

Per l'arbitrarietà di e: e poiché F è continua in x, si PU0 'Qnclu

dere che Fn(xl ~ FCxl.

F ~ F
n

esistono T+l numeri reali

Viceversa, si supponga e si prenda "e lo, lJ. Poiché

3 o ,3 1,···,3r con ai e CCF).

3.<a. ,a. -3.< e:; a <E- l/E, a > l/e:. Esiste allora TI =TI (e:)eI'l ta-
l 1+1 1+1 l o r o o

C(Fl = lR

le che per TI > n riesca
o

IF (a.l - F(a.ll < (
n 1 1

(i::O,l, ... ,r).

Sia x e I « l ; vi è , allora J un indice i che x e [a. l,a.] sicché
1- 1

F(x-€)- E. < F(a. 11-( < F Ca. 1l < F (xl < Fn(ail < F(a.)+e:<f(x+E.)+€:;- I- n I- n - 1 -

vale cioè la (F,Fn;e:)· Scambiando F e F si ottiene l'altra condi-
n

Q.E.D.

I teoremi che seguono mostrano come (6,dSJ sia compatto, a diffe

renza di (6°,d
L
).

TEOREMA 2.3. (~,dSl è completo.

DlM. Sia {F : TI e ~} c 6 una successione di Cauchy; per ogni e: > O
-- n

es iste J cioè, n =n «) e N
o o

tale che dSCF ,F l < ( ogni qual volta
n m

m,n> TI • Per il teorema di Helly, si può estrarre da {Fn} una suc-- o

~essione {Fn(k) : k e}J} che converge debolmente a F e IL (Si osse!.

vi che, stante la definizione 1.2 di f.r., il limite la cui esisten

za è asserita dal teorema 1.2 è una f.r. di 6, ma, 1n generale,non

di 6°). Il teorema 2 dà allora
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Ma allora la diseguaglianza triangolare

implica llasserto

Q.E.D;

Il risultato, appena dimostrato per via diretta, è, naturalmente,

un corollario del seguente

TEOREMA 2.4. C6,dS) è compatto.

DIM. Per il teorema di Helly, (~JdS) è sequenzialmente compatto; ma

questa proprietà è, in uno spazio metrico, equivalente alla compat

tezza Csi veda, per esempio, [4J C3.16.1)).

Q.E.D.

El istruttivo riprendere gli esempi 1.1 e 1.3 e mostrare che le

successioni Il date convergono debolmente.

ESEMPIO 2.1. Siano F e F de"finite come nell'esempio 1.1. Vogliamo, n

mostrare che dsCFn,F) -+ O. Presi E e ]O,~, n> 11<e xeI(e) , delle

diseguaglianze

F Cx-e)
n

-(.=
X-t+n

2n
1

- E < 2 FCx) < F (X+El+E
n

x+t+n
+(*

2n
1 X-E+E-
2 2n

l'ultima è ovvia. Qua~to alla prima, essa equivale a
X-E

2n < E cioé

a
X

E
< 2n+l; ma

X

E
<

1
2

E

< TI < 2n+l, sicché vale la (Fn,F;().

Inoltre entrambe le diseguaglianze in

1 1
F(X-E)-E= 2--E~ 2 + F (x+e:) + e:
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2valgono se, e solo se, 20 > l/t, che è ovvia. Vale quindi anche la

(F,Fn;E). Perciò 1im dSCFn,F) • O. Si osservi che è possibile este~

n....
dere la definizione di dL

da 6
o

a 6 poiché essa dipende solo dai

valori che le f.r. assumono in R. In questo caso risulta dL(Fn,F)=

= 1/2.

ESEMPIO 2.2. Sia En come nell'esempio 2.1 e t~ definita come se-

gue:

E (x) = O se x < + ~J E (+~)
w w 1. Allora Ew(X)' N(x) per xeR.

Vogliamo

n > l/h;

mostrare che dS(t ,E ) ..n w

allora riesce

O. Preso h> O, sia x e I(h) e

E (x-h) - h
w

-h < E (x) < h = E (x+h)+h,n - w

che è la condizione CE ,E ;h), e, analogamente,
w n

E (x-h)-h < O = E (x) < E (x+h) + h
n - m - n

cioè la CE ,E ;h), onde llasserto in virtù dell'arbitrarietà di h.n w

3. UNA SECONDA METRICA SU 6 .

Siano a e b·numeri razionali (a,b e Q) con a < b. Per ogni tale

coppia si definisce una funzione $ab : R +[0, 1J mediante 4l
ab

(-m)=l,

*ab(+w) = O e per x eR

!
1 , x < a,

*ab(x):=
-1

[a,b},(b-a) (b-x) , x e

O, x > b

Sia ora {en : n e~} un'enumeratione delle funzioni +ab ora

introdotte. e si definisca dk : à x Ò + m+ mediante
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dF - [ e
]l r

dGI (F,G e 6).

Anche dk è una metrica su 6 Alla dimostrazione conviene premette

re il seguente lemma che verrà richiamato più volte.

LEMMA 3.1. Se F e 6 e $ab è definita come sopra (a,h e Q, a < h)

vale

(1) L
]l

~ab(t)dF(t) = b-a

b

f
a

F(t) dt.

D1M. l~ab(t)dF(t) - ~'(F) +
lR

f~ b(t)dF(t) =
lR a

1
~ , (F) + ~b;:--'-:-a- fF(t)dt - ~'(F)

lR
b-a

f F(t)dt
lR

ove si è fatto uso delle formule di integrazione per parti per gli

integrali di Stieltjes ([SJ teorema 111.6.22).

Q.E.D.

TEOREMA (ò,dk) è uno spazio metrico.

DIM. L'unica proprietà non immediatamente ovvia è che dk(F,G) = O

implichi F = G. Ora dk(F,G) = O impli,a f e dF = f e dG (VreN),
iR r iR r

che per la (1) dà per ogni coppia a,h e Q con a < b

(2)
b
fF(t)dt

iJ.

b
f G(t)dt.
a
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La (2) assicura che F = G. Si supponga infatti, per assurdo, che esi

sta x e R tale che F(x l t G(x l, per esempio F(x l' < G(x l; sio o', o o

prenda, allora, E = {G(x ) - F(x )} /2 > O . Per la continuità a de
o o

stra di F esiste x I > x tale che x e LX ,x 'J impl ichi F (x ) <
o o o

--: F(x) ~ F(x
o

) + E. Se OTa a,h e [x
o

,x'1 rìQ con a < b si ha

b
I F(tldt <
a

(b-a){F(x 1+0)
o

b
= (b-al (F(x l+G(x lJ(2«b-a)G(x )< IG(tldt

o o o -
a

che contraddice la (2).
Q,E,D.

La distanza dk è stata introdotta in [12] adattando un1idea di

Kingman (C7J) •

TEOREMA 3.2. La convergenza nella metrica dk equivale alla conver~e.:::.

za debole di f.r., cioè F ~ F
n

DIM. Si supponga che dk(Fn,F) ~ O. Allora se

6(r,nl;= [ le
fu r

dF
n

fe dF[
iR r

(r,n E IR)

risulta lim o(r,n)
n~oo

o

per ogni r e lN. In vi:-tù della (1) ciò significa

(3)
b

Um f F (tldt
n

n-+oo J.

b
f F(tldt
a

Va,b e Q.

Posto F(x l ; = 1iro sup F (x ) riesce, per a < b e in virtù della (3 ln
n-

b b
(b-a)F(al = limsup(b-a)F (.1 < limsup I i' (tldt ( Ht)dt ,,(a-b)F(b)n nn " 00 n ~ ," a a
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onde F(a) ~ F(b) sicché, se b'a, F(a) ~ F(a) per ogni a e Q. Se xeR

e a > x è razionale, risulta F(x) ~ F(a} ~ F(a) onde, per ai-x,

n + ~

(b-a) _F(b) = liminf (b-a)F (b) > liminf
n -

F(x) ~ F(x). Similmente se f(x):= liminf

> (b-a)F(x),

n + ~ n + ~

F (x), si
n
bf Fn(t)dt

a

ha dalla (3)

b
= f F(t)dt >

a

onde f(b) ~ F(a) e, i.ponendo atb, f(b) ~ F(a-O). Come sopra si ot-

tiene di qui se, x e~, E(x) ~ F(x-O). In definitiva, dunque, si ha

F(x-O) ~ f(x) ~ F(x) < F(x),

sicché, se x e C(F), 1im
n-

F (x) • F(x)
n

cioé F
n

w~ F.

Viceversa, si supponga che sia F
n

w
~ F. Scende pertanto dal tco

tema di Helly che ài~o(r,n) = O per ogni r e~. Poiché o(r,n) < 1

Vr,n e N, il teorema di convergenza dominata, applicato alla misura

~ su ~ tale che lJ({k}) = 1 (k e N) ("coun ting measure"), dà

lim dk(Fn,F) = lim
n- n-i'Q)

O.
Q.E.D.

La dimostrazione del teorema che segue è identica a quella del tco

rema 2.4.

TEOREMA 3.3. (iI,dk ) è compatto e quin•. i completo.

·11
ESEMPIO 3.1. Riprendiamo l'esempio 1.1. Si ha ~8r dF= 2 0r(-~)= 2

mentre, se TI è sufficientemente grahde da avere -n<a<b<n (a,beQ),

1 a 1
b

b-aL $ b(t)dF (t) f- dt + f (b-t)dt =
a+n= -- +

l
a n 2n 2n(b-a) a 2n 4n-n

Si ha perciò, ricorrendo alla notazione del teorema 2, l im o(r,n)=O
n-
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Vr e~. da cui scende, come nel teorema appena citato dk(F ,F) • O.
11

ESEMPIO 3.2. Riprendiamo l'esempio 1.2. Risulta

00 -r
"12 e (n).r= r

Fissato E > O, sia 5 = S(E) il minimo numero naturale tale che

-5
2 < E. Si può allora scegliere n sufficientemente grande, sia n~v.

perché risulti e (TI) = o per r = 1,2, ... ,5. Di conseguenza, per
r

n > v

dk(t ,c ) = E z-re (n) < E z-r
TI re r~s+l r r=s+l

sicché dk(c .E ) ~ O.n 00

4. UN BREVE CONFRONTO JeLLE METRICHE dS ~ dko

-s
2 < e

Si è visto, nelle due sezioni precedenti, che sia d
S

sia' d
k

ren

dono 8 uno spazio metrico, che la convergenza debole di f.r. è equi

valente indifferentemente alla convergenza in dS o in dk e che (ò,dS)

e (8,dk ) sono compatti. Vi è quindi un indubbio vantaggio ad cperare

in 8 munito di una delle due metriche dS o dk anziché in ~o munito

della metrica di Lévy dLo

Ora dS e ~ sono topologica.ente equivalenti; infatti, poiché uno

spazio metrico soddisfa, in .odo ovvio, al priao assioma di numerabi

lità (ogni punto ammette una base d'intorni numerabile), le due .e

triche dS e dk , che implicano la stessa convergenza sulle successio

ni, generano la medesima topologia su ~ (si veda [6], capitolo Z, te~

rema 8). Tuttavia, esse differiscono per un aspetto importante. Infa!

ti riguardato ~ come un sottoinsieme di BVQR) , lo spazio delle funzi2

ni a variazione limitata definite in ~,. dx deriva da una norma su

BVoR) (si veda il teorema qui di seguito) mentre cib non accade per

dS '



TEOREMA 4.1. L'applicazione

- zo -

Il Il t BY(ii.) + Il. definita da
+

Il f Il t - ~ z-r l [
r~' Il. er df I Cf e BY (ii.)

è una norma tale che dtCF,G) -II F-G II t ·se F,G e 8.

DIM. L'unica proprietà che occorra dimostrare per concludere che

Il Il
t

è effettiva_nte una norma su BYoR) è che Il f Il k = O impli-

chi f = O. Ogni funzione f e BVQR) può essere scritta nella foima

f = f, - flave f, e f Z sono due funzioni f i : JR+1l. Ci=1,Z) cre

scenti e che si possono prendere continue a destra. Perciò Il f II k - O

i.plica, per ogni r e~, Ife dfl - o cioé J e df , = [e df z' o
jRr ]Rr JRr

ancora,
b

f f , (t)dt
a

b
f f 2 (t)dt per ogni coppia di numeri razionali
a

a . e b. L'ultima relazione dà, come nel teorema 3.1, f
l

= f
Z

e,

perciò, f '" O.
Q.E.D.

Non può, al contrario, esistere alcuna norma Il Il S su BYoR) tale

che dSCf,G) =11 F-G Ii s se F,G e 8. Si ragioni, per assurdo, come s!,

guao Se esistesse una tale norma allora dsCf,g) -II f-g II
S

Cf,geBY(R))

definirebbe in BVuR) una metrica invariantc, per la quale, cioè,

dsU,g) = dsCf-g,O) Yf,g e BYcR). Tra breve daremo, però, l'esempio

di due fUllzioni f,G e 8 tali che dSCF,G) l- dSCF-G,O) e tali, inol

tre,1 che F-G soddisfi a tutti i requisiti di una f.r. tranne Civ)1

poiché (f-G)(+oo) = O. Tuttavia F-G può egualmente essere riguardata

come una f.T. poiché la definizione di d
S

su 6 dipende solo dai va

lOTi assunti dalle f.r. in JR anz"iché in m..
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ESEMPIO 4.1. Sia F e F f.r. definite in m da

o x < O O, x < O

F(x) : = x 1
.[O,4[ F(x) : = x

e [0,4 [+ - X e e x8 2 8

x > 4 . 1/2 , x > 4- , -

Allora F(x)-G(x) = O per x > O, = 1/2 per x ~ O. Poiché,

dS(F-G,O) = inflh>O:F(x-h)-G(x-h) < O < F(x+h)-G(x+h)+h e

!F(x) - G(x)1 < h Vx e l(h))

si controlla facilmente che dS(F-G,O) = 1/2.

D'altra parte, semplici calcoli mostrano che dS(F,G)=4/9. Infa!

ti poiché F(x) ~ G(x) Vx e m, le diseguaglianze G(x-4/9)-4/9 ~

< F(x) e G(x) ~ F(x+4/9)+4/9 sono banalmente soddisfatte per ogni

x e 1(4/9) = ]-9/4, 9/4[ .Per quanto riguarda le diseguaglianze ri~

manenti, si noti che, se x e ]-9/4, 4/9[, si ha F(x-4/9)-4/9 =

- 4/9 < G(x) mentre, se x e [4/9 ,9/4 [, è F(x-4/9)-4/9 = (x-4/9)f8+

+ 1/2 -:4/9 = x/8 = G(x) sicché F(x-4/9)-4/9 < G(x) Vxel(4/9).

Inoltre, se .xeI(4/9), è

Perciò

G(x+4/9) + 4/9 = (x+4/9)/8 + 4/9 = x/8 + 1/2 F(x).

Incidenta_ente,si può osservare che la norma usuale su BVeR) che,

nella notazione del presente quaderno, si scrive Il f lI-t'(f)+YfcR),

essendo YfcR) la variazione totale di f e BYoR) (ISI), ha .scarso si

gnificato probabilistico, giacché la sua restrizione Il Il,, a 'li

dà I!F Il,, = l+t'(F) di modo che IIFn-F Il,, + O

t'CFn) + t'CF), o, equivalentemente, se e solo

se, e solo se,

se, p[x --~] + p[x--~].
n
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El ancora insoluto il problema di determinare se esistano due cè

stanti positive 3,h tali che

(a > 0, D » U).

S. LA CONVERGENZA DEBOLE DI F.R. A r DIMENSIONI.

Se ò è lo spazio delle f.r. a r dimensioni, è interessante
r

studiare i rapporti che intercorrono tra la convergenza debole in 6
r

e la topologia prodotto su fj,x 11 x .... x 6 indotta dalla topologia del

la metrica dS o dK su /1 Basta svolgere tutte le considerazioni nel

..:a50 r = 2, il caso r >' .~"'+~nendosi da quello con semplici avver

tenze.

DEFINIZIONE 5.1. Sia 6 l'insieme delle f.r. a r dimensioni (per br~
r

vità r-f.r.l, cioè la famiglia delle funzioni H : Rr
~[O,l] che godo

no delle seguenti proprietà:

se x.
l

-00 per almeno un indice i,

(iii) H è continua a destra in ogni variabile: H~xl, ... ,xi_l,xi+O,

x. l""'x) H (xl'···'x. l'x.,x, l"'.'x) (i=1,2, ... ,r);1+ r r 1- 1 1+ r

r
(iv) VH(R) ~ O per ogni rettangolo R • i~l ]ai,b i [ ove ai < bi

(i:1,2, ... ,r), ave VH(R):= L sigq(~) H(~), essendo la somma

sopra tutti i vertici c di R, ed essendo sign(~) = 1 oppure -1 secon

do che sia ci • a.
l

per un numero pari o dispari di indici .

corrispondono un'unica misuraCome è noto, ad ogni H

babilità P su ~r) - la

e t.
r

famiglia degli insiemi di Borel di

di
-r
Il.

pro-

- e
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X.
l

(i=l,2, ••. ,r) tali che H(x"x 2, .•. ,x )=PI.n,IX.<x.Jl.r 1= 1- l

CSi veda [1]). Indicheremo con 6·
r

il sottoinsieme di 6
r

composto

dalle f.r. di quei vettori aleatori (X
1

,X Z, .. "Xr ) le cui componen-

ti sono v.a. quasi certamente finite, cioè p[lx.1 = +~]= O (i=',2, •• ,r).
l

le proprietà Ci) e (ii) della definizione 1 sono sostituìSe H e 6,0
r

te rispettivamente da

Ci) lim O (i=1,2, ..• ,r)

e

(ii) ,
1.

Si dicono (d~~t~ibuz~on~1 ma~g~nal~ (unidimensionali) di H e 6
r

le funzioni F
i

e!:J. (i=1,2, .•. ,r) definite da c.(x.J=H(+oo, •.• ,+oo,x.,
l 11 1 1

+00, ••• ,+00) (i=1,2, ... ,r).

Segue dalla definizione 1 che risulta un'applicazione M :6 ~6x6 .. ~6
r r

mediante MrCH) = (F1,FZ, ... ,F r );

6
r

le sue distribuzioni marginali.

M
r

associa quindi a ogni f.r. di

Viceversa, è ben noto che ogni T-pIa

determina una classe rCF"FZ, ... ,F J:=

(F, , F 2' ... ,F ) e 6 x 6 x .. 6r r r r

M~' CF"FZ, ... FrL non vuota,

di f.r. di 6r che ammettono F"FZ, ... ,F r come marginali; la fami-

glia r(F"FZ, ... ,F r ) è chiamata c.ta.6.6e di.. Fréchet di.. F"FZ, ... ,Fn

(si veda per esempio, [3]).

I tratti salienti della convergenza debole di f.r. a r dimensio

ni sono contenuti nella definizione e nei due teoremi che la seguono;

essi sono annunciati nel caso r=Z perché la notazione ne risulta al

leggerita e perché, d'altro canto, l'estensione a r>Z non presenta
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alcuna difficoltà.

converge

Si scrive

(Hn:neN)ç 6 2
2

V(x,y) e C (H).H(x,y)

fi
Z

e sia C2 (H) c.IR
2

l'insieme dei punti di

che una succes'sìone

lim H (x,y) =
n

continuità di H. Si dice

debolmente a H se

DEFINIZIONE 5.Z. Sia H e

rà

TEOREMA 5.1. Se H e 6
2

e M
2

(H) = (F,Gl risulta C(FlxC(Gl=,C 2 (Hl.

TEOREMA 5.2. Una successione {Ho: TI e~} c 6 2 converge debolmente

a H e 6z se, e solo se, esiste un sottoinsieme denso D di
-2

R tale che

lim H (x,y) = H(x,y)
n

V(x,y) e D.
n~OO

La dimostrazione di questi due teoremi può essere trovata in [18J

ove essi sono formulati in linguaggio differente, ma facilmente ricoo

ducibile a quello di questo quaderno e per la f.r. di 62; le dimostra

zioni sono, però, facilmente adattabili a 6
2

,

Vale, inoltre, il teorema di Hel1y che non verrà, però, usato nel

seguito.

TEOREMA 5.3. Per ogni D, con TI = 1,2, ... , CIO, sia H
n

e 6
2

continua in

,;;2 w
~ (quindi in particolare si ha Hn e 6i per n=l,2, ... , ). Se Hn~ H~

allora M2 (H
n

) -+ M
2

(H ) nel senso della convergenza indotta dalla to

pologia prodotto in 6 X6 cioè, seM (H )(F(n) F(n)l (n=1,2, ... , l ,2 n 1 ' 2

allora F(n) w F(oo) F(n) w F (00)
~ e - 2 •1 1 Z

DIM. Poiché tutte le f.r. dell1enunciato sono continue, in questo ca

so la convergenza debole (che è anzi convergenza completa) equivale
- 2 . (n)

a11a convergenza puntuale in lR . Perc1ò F1 (x) = Hn(X,+~) H (x,+~)=

= 4'/1#1) (x) per ogni x e R. In maniera analoga 51 procede per F
(n)
2 .

Q.E.D.
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L'esempio seguente mostra che non è possibile nel teorema elimina

re la richiesta che Ho sia continua.

(n)
= ( /2+( /2, G :( /2+( /2o m TI ~

ESEMPIO 5.1. Siano

si ponga F(n) : (n

(a (a~) definite come negli esempi 1.2 e 2.2 e

(m)
(0=1,2, ... ), F

(~J (D)
(0=1,2, ... ), G = e:: • Si ha, intanto, e in modo ovvio, F e 6. e

m

G(O) e 6 (0=1,2 .... ,00). Si definisca, infine, la successione {H :0=
n

:;. 1,2 ••.• oo }c 6
Z

(0=1,2, ... ,00).

2
V(x,y) e lR • ma

(Ilo )
e Fì (y):H (+m,y)=

H(x,y):O
m

= F(m) (x)

H (x,y) : F(n) (x) G(n) (y)
n

,R2, poiché

mediante

è continua inH
m

non in

Allora

= G(m) (y). In ogni punto (x,y) di ]R2 risulta H (x,y):( (x)( (y)/2
n n n

sicché Ho .... O in lR
2

bolmente a Hoo Tuttavia

al tendere di TI a +<;0. Così {H'} converge den -

F(TI) non converge debolmente a F(ro). Infatti

(00"
F I è continua in ogni punto reale x > O, ove F(m) (x) : 1/2; ma

F(n) (x) =

serto del

e:: (x) che tende a zero al tendere di
n

teorema non è ailora valido, perché

n all1infinito. L'as

M
2

(H
2

) : (F(n),G(n)).

L'esempio appena dato mostra, incidentalmente, che se H e à Z c

M
2

(H) : (F,G), l'inclusione C(F) x C(G):> C
2

(H) (si veda il teorema 1)

pub essere stretta. Per vederlo, basta prendere H = H , perché ogni

punto (O,y) con y e ~ appartiene a C2 (H ) ma non a mC(F(m))XC(G(m)).

"
Per stabilIre risultati nell'altro verso, vale a dire per dare co~

dizioni sufficienti affinché la convergenza debole delle f.r. margi

nali implichi la convergenza debole nella classe di Fréchet individua

ta occorre premettere quanto segue

TEOREMA 5.4. (Sklar). Sia H e ~2 e siano F e G le sue f.r. margin~
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li, MZ{H) : (F,Gl. Esiste allora una funzione (in generale, non uni

ca) C : [O, l] x [O, 1] ~ [O, Il chiamata (2-)copula tale che H(x,y)=

= C[FCx),F(y)]
-2

(x,y e ffi ). La funzione C gode, tra le altre, delle

seguenti proprietà

(1)

(2)

C(s, l)

C(S,O)

= 5 J C(t,t]

C(O,t)

t (S,t e

(s,t e

[0,1]) ;

[0,1]);

e perciò C è uniformemente continua in [0,11 x CO,11

(4) max{.(+t-l,Ol 5. C(s,t) < minls,tl (S,t e [0,1])

e inoltre le funzioni C' e (Il definite da C'(s,t):max{s+t-l,O} e

da C"(s,t): = miTI {s,t} sono esse stesse copule.

Le copule furono introdotte da Sklar ([16]) nel 1959. Per un elen

co completo delle loro proprietà si può consultare [17J. Il teorema

dà solo quelle proprietà che sono necessarie Der il seguito. L'uso

delle cop.ule consente di stabilire il

cioè se

W
.. G00 ove· F , G e Ò

n n
+0, cve d=d S oppure

per n=1.2~. ,:e,

d=dk , allora

risulta, per ogni copula C, C(Fn,G~) ~ C(Foo,Goo ) nel senso della con-

vergenza debole in 6 2"

DIM. C(F ,G ) converge puntualmente a C(F ,G ) in C(F )xC(G ): infat
-- nn 0000 00 00

ti per la (3) si ha

IC[F (x),G (y)] -C[F (x),G (y)] < IF (x)-F (x)l+ IG (y)-G (Y)i.
TI n 00 00 In 00 n 00

Ma](2"C(F )xC(G i = cTF) x C(G ) = JR2, sicché CfF ) x CCG ) è denso
00 00 00 00 ro 00

in R 2 onde, in virtù del teorema 2, scende l'asserto. Q.E.D.
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A ogni successione {(F ,G ) : TI e~} in 6 x 6 e a ogni copula
n n

C corrisponde una successione {H
n

: TI E N} di fi Z tale che, per ogni

TI e }J, 5 ia H = CCF ,G ). Il teorema 5 asserisce che sen n n F
n

e G
n

convergono debolmente alle f.r. F e G } rispettivamente, allora
m

w
~ CCF ,G l, quale che sia la copula C.

m m

l teoremi 3 e 5 continuano a valere anche se si sostituiscono 62
e a rispettivamente.

TEOREMA 5.6. (a) Siano H
n

e 62 (n=l,2, ... ,oo) f.r. continue In ]R2.

Se H ~ H allora
n m

M2 (Hn) ~ M2 (Hm) nel senso della topologia pr~

dotto su 6° x 6°, ave si è supposto 6° dotato della

vy d
L

, cioè se M
2

(Hn) = (Fin), Fin)) allora F~n) ~

metrica di Lé

F~m) (k=l, 2).

per ogni copula C, risulta wC(F ,G ) - C(F ,G ).
TI TI OQ OQ

DIM. La dimostrazione di (a) è identica a quella del teorema 3, me~

tre quella di (b) è un'immediata conseguenza del seguente fatto: se

(F,G) e 6°x~ allora C(F,G) e 62 per ogni copula C. Ciò scende dal

la continuità di C, dalla (1) e dalla (2). Poiché C(F,G) e 62, si de

ve solo verificare che siano soddisfatte le condizioni (i') e Cii');

ora

lim CLF(x),G(y)] = c[O,G(y)]
x -+ -Q)

O, lim C[F(x),G(y)] = C[F(x),O] = O
y;. -01)

lim C[F(x),G(y)]
min{x,y}++oo

C(l,1)=l
Q.E.D.

I teoremi 5 e 6(b) danno solo una risposta parziale al problema

di sapere se, per una data 5uccessiene {Hn : TI e N}c 6 2 , la conver-
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genza debole in 6 di entrambe 1~ successioni di distribuzioni margi

naI i impl ichi la convergen za debo le .i TI 6
2

cl i {I-In}' S i è vi 5 to sopra

che ciò accade quando H = C(F ,G ) con la me.deò.{ma copula(n=l,2, .. ,oo.
n n n

Più in basso l'esempio 2 mostrerà che la risposta è, in generale, n~

t · h- {F,(n.l} e {Fz(n)} d b l t .ga lva pere e possono convergere e o men e In 6

senza che {Hn = Cn(F;n) ,Fin)} converga necessariamente in 62 , Si

ha tutt~via la convergenza di

più forti sulle f.r. limite

F en ))} sotto ipotesi
Z

TEOREMA 5.7. Sia {H :n = '.Z ..... oo}
n

(n = 1,2, ... ,co). Allora H ~ Hn. se

ove a,b e ]R.

DIM. In virtù del teorema 4, esistono copule C (n=1,2, ... ,) tali
n

che H
n

< IC [Fen)(x) Fenley)] _ C IF(n)(x) F(n)ey)] 1.1 C[(F(n)(X) Fen)(y)]_
TI 1 ' 2 00 1 • 2 l' 1 ' 2

Per la (3) risulta

IC
oo

[F ;n) (x) ,F in) (y)j

- "b(y)1

e il secondo membro di quest'ultima diseguaglianza tende a zero a~

tendere di TI a +~ se x 1 a e y, b. Si ha anche, per la (4)
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D'altra parte

- max (F{n) (x)
1

+ F~n)(y) _ l,Ol .

(5) liro (x~a,y~b) ,

(6) 1iro max (F,(n)(X) + Fz(n)(y) -l,Ol = (() () 1 Olmax ca x +c
b

y - ,

(x~a,y~b).

I limiti (S) e (6) sono uguali, come è facile controllare diretta

mente, o ricorrendo al teorema 1 (iii) in [3J. Ciò prova l'asserto.

Q,E.D.

ESEMPIO S.2. Sia {Àn : TI e W} una successione reale convergente a

À> 0, per esempio Àn =À-l/n. Sia F~n) e 6 (k=1,2; TI e~) definita da

F(n)(t)
1

O,

l-exp(-À t),
n

t < O

t > O.

Si consideri ora la f.r. a 2 dimensioni H erCF(n) p(TI)) definita
TI 1 J 2

da

e da

se n=2k

se n Zk+ 1 •

La successione {Hn } non converge deoolmente. Infatti, per esempio,
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HZk(x,y) • O nel quadrato [O,in 2/À]x [O,in2/À] nel quale invece

If
Zk

+
1
(x,y) .... l-exp{-À min{x,Y}) al tendere di k a +00.

Con le ovvie modifiche a enunciati e dimostrazioni continuano a

va.lcrc, per r> 2, i teoremi 3,5,6 e 7, oltreché l'esempio 1; non

vale tuttavia l'esempio 2. Nel teorema 4, la Cl) e la (2) divengo

no rispettivamente

((1,1, ... ,1,5,1, ... ,1")" 5

e se s.; O per almeno un indice i; la
l

diseguaglianZ:l (4) si scrive nella forma

tuttavia la limitazione inferiore non è una r-copula se r ~ 3, seb

bene la (7) fornisca la migliore limitazione inferiore. Per lo stes

so motivo, occorre modificare la successione {H Zk } nell'esempio 2;

basta, però. prendere
r

HZk(X,'xZ""'x r ) = i~l

E' facile ora desumere, dai teoremi 3,5,6,7, e dai loro analoghi

per r > 2, che la convergenza debole in 6r
dalla convergenza nella topologia·prodotto in

differisce, per r > 1,

6x6 x x 6

El, allora, naturale domandarsi se esis.ta una metrica d su
r

fi
r

(r 2 2) tale che la convergen~a nella metrica d equivalga alla con
r

vergenza debole in 6r . La risposta, a tale domanda costituisce l'ar

gomento della sezione successiva.

6. UNA METRICA PER LA CONVERGENZA DEBOLE IN fi •
r

Ricordando le funzioni $ab della sezione 3 ove a,b e Q e a<b,
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si può definire, mediante un'opportuna numerazione, una successione

(Yr : r e ti) di fun.zioni Yr : Rx i+[O,l) tali che Yr(~,y)'$ab(xHcd(y)

-z(r e ll, a,b,c,d e Q, a < b, c < b, (x,y) e IR ). Mostreremo più in

basso
+

(teorema 1.2) che l'applicazione d2:6Zx~i+ R definita da

( 1) ri 1Z- r I [z Y (x,y)dF(x,y) - [z Y (x,y)dG(x,y)\m r m r

è la metrica con le proprietà richieste alla fine della sezione 2. La

dimostrazione si basa sul" seguente

LEMMA 6.1," Per F e 6
2

, a,b,c,d e Q con a<b e c<d risulta

d
f F(x,y)dy .
c

DIM. L'uso ripetuto del teorema di Fubini e la formula d'integrazio

ne per parti per l'integrale di Stizltjes ([s}) dà per l'integrale a

primo membro della (Z)

hb(y) J $ b(x)d F(x,y)' [ $ d(Y){l'(d F)+(b-a)-l
~ a m a x,y R c x Y

- l'(d F)).
x Y

b
Jd F(x,y)dx 
a y

-1
• (b-a) [$ d(y)

JR c

-1
= (b-a)

b 1 d 1 lÌ>J (1'(F)+(d-c)- [F(x,y)dy··l'W')dx.(b-a)- (d-c)- [dx
a y c y a

d
[ F(x,y)dy,
c

ave l' (d F): = Hm d F(x,y), l' (F) = Hm F(x,y).
xy x...... y Y i .......

Q.E.D.



TEOREMA 6.2 •. La funzione d
2

+
'2 x '2 • B definita dalla (1) ~

una metrica su 6
2

"

DIM. E' evidente che basta provare l'implicazione dZ(F,G) ==> F=G,

come si farà modificando la dimostrazione del teorema 3.1.

d 2(F.G) = O -> ~ 2-
1

1(2Y (x,y)dF(x,y)- [2 Y (x,y)dG(x,y)j = 0=>
r= 1 :m r JR r

_> f
-2
R

Yr dG (Vr e:t;) =>

(Va,b,c,d e Q, a<b, c<d).

In virtù della (2) quest'ultima diseguaglianza implica

(3)

b d

f dx f F(x,y)dy
b d
f dx f G(x,y)dy (Va,b,c,d eQ, a<b,c<d).

a c a c

La (3) implica l'eguaglianza F=G. Infatti, si supponga, per assu!

do, che esista un punto (x ,y ) e R2 tale che F(x ,y ) , G(x ,y ),
o o o o o o

per esempio F(x ,y ) < G(x ,y ), e si ponga < = {G(x ,y )-F(x ,y l} 12.
00 00 00 00

Poiché F è continua a destra e crescente in ciascuna variabile, esi

stono due numeri reali Xl e y', con x' > x e y' > y , tali che
o o

F(x ,y ) < F(x,y ) < F(x ,y ) + < per ogni x e [:x ,x '] e F(x ,y ) <
00- 0-·00 o 00

< F(x',y) < F(x',y') < F(x ,y) +e:. Percib, se a,b e [x ,x'] e
- 0- - 00 o

c,d e [y ,y'] risulta
o

. b d! dx f F(x,y)dy ~ (b-a)(d-c){F(xo'Yo)+<}=(b-a) (d-c){F(xo ,yo)+G(xo ,YJ/2 <
a c .



b
< (b-a)(d-c) G(x ,y ) < f dx

o o -
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d
f G(x,y)dy

a c

che contraddice la (3). Q.E.D.

TEOREMA 6.3. Se F
n

, F e fJ. z (n e:N), dZ(Fn,F) .... O, se, e solo se

F
n

DlM. (-» Si supponga dZ(F n,F) + O. Posto

è

6
Z
(r,n): =1 I z y (x,y)dF(x,y) - [Z y (x,y)dG(x,y)! (r,neN)m r R r

ro ~ 0z(r,n) ~ 2 dz(Fn,F), sicché lim 0z\T,n)
n-

la (2) ciò significa

o Vr e l'L Per

b
(4) lim f dx

n- a

d
f F (x,y)dy

n
c

b
f dx
a

d
f F(x,y)dy
c

(Va,b,c,deQ, a<~),c<d).

wLa (4) implicherà che F
n

.... F. Posto F(x,y): = lim sup Fn(x,y)

scende della (4)

(b-a)(d-c) F(a,c) = lim sup (b-a) (d-c) F (a,c)
nn + m

<

b
< lim sup f dx

n .... 011 a

d
f F (x,y)dy =

n
c

b d
idx f F(x,y)dy <
a c

(b-a)(d-c) F(b,d)

cioè ~(aJc) < F(~~d). Facendo tendere b+a e poi d+c si ottiene

F (a,e) ~ F(a,c). Ora se (x,y) e ml si prendano a,e e Q tali che

a>x e c>y sicché F(x,y) < F(a,c) ~ F(a,c). Allora, facendo a+x e

c~y, F(x,y) ~ F(x,y). Un ragionamento del tutto analogo dà

E(x,y):·lim inf Fn(x,y) ~ F(b-O,d-O) ove b,d e Q con b<x e d<y.
n-
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F(x-O,y-Or ! f(x,y) ! ~(x.y) ! F(x,y).

Se, dunque, (x,y) è un punto di continuità di F, si ha F (x,y)+F(x,y).
n

«==) La dimostrazione del viceversa è identica a qualla della parte

corrispondente del teorema 3.2 con la sola sostituzione di 6Z(r,n)

a Hr.n). Q.E.D.

L'estensione dei risultati di questa sezione al caso della conver

genza debole in 6r con r>2 è ovvia.
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