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INTRODUZIONE.

1 ~~~uftat~ p~e~entati in que6to quade~no 60110 ~tati e&po~ti i~ una

4e~ie di 6emina~i tenuti a Lecce. nei me6-<- di ap4iie e maggio 1983 da!

6econdo auto~e. Lo 6copO ~ quello di da~e una e6po6izion~ uni6icata di

"ecent.<. ,,~wUa:t.<.ot.te"ut.<. da: p~ù a:utOlf..i. (ved.i. [l}, [Z},[S]. [9]) "~9u·""

danti lo htudio dette 6upe.Jt6'<'c.i.e. di.. alLea m.tn.tma ehe Jtac.c.hiudono un

volume 46l>egnato.

Si è ceJtca.to di 4oJtvofaJte 6ulle que6tioni più tec.niche, peJt le qua

li -6,[ ILimanda agli 4Jtticoli oJtiginali, allo hC.OpO di metteJte in evi

denza ne..tla. man.i.eILa pJ..ù. .oempt.i.c.e pO.6l:oibi...te. le. idee ed i.. Jtillultati.. pJt.in

c. ipat.i..

Consideriamo il seguente problema:

Minimizzare ·il funzionale

E, > area (n n ,E) = F (E). o

fra tut·ti gli insiemi E c n (n aperto di ]Rn) soggetti alla

condizione

IE I = misE = V (O < V < InI)
"coincidenti" ,n • • assegnato r.e su con un lnSleme

L'idea per affrontare questo problema è dotare la famiglia X dìtut

ti gli insiemi ammissibili E di una topologia che renda sirnultanearnen

te X compatto e Fo continuo. Dal teorema di Weierstrass seguirà qUln

di l'esistenza di minimo per il problema PV'

Ii pe~imet~o di un in~ieme.

Definiamo



- 5 -

II~ II~ < l}.

Si vede subito che, se n n aE è una superficie n-l dimensionale

sufficientemente regolare, allora = H 1 (Q n .E) .
n-

D'altra parte, se PaCE) < + 00, da un famoso teorema di Riesz segue

l'esistenza di una (unica) misura vettoriale

tale che

( 2) f div~(x)dx = f ~d"

E il

n
= .r

1
f ~.d~.

1= l 1
il

.V~e[Cl(Q)]n .
o

La formula (per f regolare)

f f dv~(x)dx = - f Df ~dx

il il
suggerisce' porre

D$E = - "
a$E

= - ~ - ••x _ l
l

Si ha inoltre

(3)

dove con lD4>E I abbiamo indicato la variazione totale della misura

D$E'

Indicheremo con nCo) lo spaz~o di tutti gli insiemi misurabili

E.con perimetro finito in Q , mentre con TI!OCCO) indicheremo la fa

miglia di tutti gli insiemi che hanno perimetr,Q finito sugli' aperti

limitati cohtenuti in Q .
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Il funzionale

topologiaè semicontinuo inferiormente rispetto alla L
1
1 (fI).Questo
oc

risul tato. segue immediatamente dalla definizione di perimetro.

Dal teorema di Ascoli-Arzelà è possibile ottenere il seguente

Teo~ema d~ compattezza.

Le so~tofamigli~ di ~nsiem~ di

to sono relativamente compatte

IT
1

(Q) con
oc

ne Ile t·apelogia

perimetro
1

LI (fI) •oc

equilimita

TJt.ac.c. e..

Sia A c Q aperto con OnaA lipschitiziana e sia, E e ncO) •

lim
+

6~o

IEnAnB
6

(X) I
IAnB

6
(x) I

lim
+

6~o

I(E-A) nB<\(x)1

-!B
6

(X)-AI

Dai teoremi di derivazione di misure si può vedere facilmente che

1 precedenti limiti esistono e prendono valori in {D, l} H
n

_
1

-q.o.

x e n lì aA. Inoltre si ha la seguente formula, molto utile:

(4) + f _
Q-A

e si c~iarnano rispettivamente la traccia interna e la trac-

eia esterna di E su· aA. Quando + -
$E = $E scriveremo semplic~me~
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Possiamo ora rienunciare il problema Pv nel seguente modo;

Minimizzare il funzionale

F(E)

nella classe

"v = (E e TI (O) . IE I = VI

f c 130 è taleRn
con an lipschitiziana,Qui n è un aperto di

che H l(f) < + 00.
n-

Dai precedenti risultati di semicontinuìtà e compattezza segue fa-

cilmente il seguente

Sia· n c ]Rn aperto limitato con ao lipschitiziana, r c an,
Ve (O, Inl). Allora il problema Pv ammette soluzione (non unica 1n

generale, come vedremo più avanti con qualche esempio).

La questione dell'esistenza di soluzione per ii pbm Pv
•

S1 Ciompli-
•

Questo dipende essenzialmente dal fatto

(che è quella assicurata nel teor. di com

ca nel caso il illimitato.
. 1

che la convergenza LI· (O)oc
pattezza) non è sufficiente a garantire la preservazione del vinco-

lodi ·volume.

Un pJL.imo c.a.òo ·palLt.ic.olaltmen.te -i.mpoJL.tan.te e na.mo.òo· è -i..t.. .òeguen.te:

PlLO plL-i.etd .i6 ope.ll.ime.tlL-i.c.a dell a 6.n elLa..

Consideriamo il pbm Pv con 0= Rn (e quindi f = 0). Tale pbm

ha soluzione ed ogni soluzione è una sfera.

La dimostrazione di questo

simmetrizza'zione. Sia (y,x
n

)

risultato
n

elR,ye

si basa ln un procedimento di
n-l

R ; xn e m. Per ogni insie
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me E"e EV poniamo

p(x ) = (
n

(x e lR)
n

:x elR,
n

ty t < p (x )}
- n

Allora anche ES e EV ed inoltre 51 può dimostrare che

f ID$ I < f ID$E I .
]Rn ES -:IRTI

Quindi pOSSIamo cercare il minimo nella classe

S
Ey =

e poiché

Fe
S

Ey

< cost
f=-> F è contenuto In un cilindro l' verticale'~

spossiamo limitarei a cercare il mInImo fra quegli insiemi di EV con

tenuti In un opportuno cilindro "verticale". Questo ragionamento fat

to per più direzioni conduce alla ricerca del minimo In una zona li

mitata, quindi al risultato di esistenza del mInImo.

Che ogni minimo sia poi necessariamente una sfera richiede qual

che ulteriore conto che non fare~o qui.

Il risultato appena dimostrato può essere enunciato nel seguente

modo:

TeoJtema

Per ogni insieme E c:IRTI misurabile SI ha
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l
n-l

dove CC.) è la costante che rende la precedente disuguaglianza un'

uguaglianza nel caso In CUI E è una sfera.

I ~ihultat~ ain qui ehpohti hono noti da dive~hi ann~: ciXiamo

6!la altJr..i. E. De Giorgi [3]. [4]; E. Gonzalez - G. Greco [7]; M. Mi

randa [10]. [11].

Passiamo ora ad esporre alcuni risultati più recenti sul pbrn Pv
ottenuti dai seguenti autori: E. Barozzi, .G. Congedo, E.H.A. Ganzalez,

U. Massari, I. Tamanini.

Conhide~iamo innanzitutto il pbm Pv nel eaho n illimitato.

I risultati che esporremo sono stati dimostrati da E. Barozzi [lJ.

Facciamo te heguenti ipotehi:

(6) r è un insieme limitato

(7) Esiste una sfera B c Q con IBI = Y.

Mentre l'ipotesi (6) non ~embra essenziale e dovrebbe essere una

questione puramente tecnica sostittiirla con l)ipotesi Hn_1Cr) <

l'ipotesi (7) è essenziale, come mostra il seguente

E06e.mpio
m

Q .U B.
n dove {B. l.- cR,

J=1 J J J

IB. I= y
y

- •
J 2J

è una famiglia disgiunta di sfere con

Sia r = 0. Consideriamo la successione {E.}. c Ey definita da
J J

Ej = Bj U Fj (j ~ 2), dove F
j

è una sfera di misura

ta in B1 . Et chiaro che

contenu-
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1 n-l

F (E.)
J

y n

1 n-l

(è immediato verificare che n~n V n è il perimetro di una sfera
n

di misura V). D I al tra parte, dalla proprietà isoperimetrica' della sfe

ra, è chiaro che

l n-l

F(E) >
nnw
n

n
V VE e Ey

non esiste minimo

in LI' (lì)) .oc

Quindi in questo caso

ln questo caso E.-L. 0
J

per il pbm Py' (Si noti che

Notiamo che le condizioni (6) - (7) assicurano l'esistenza di in-

siemi E e E
V

con F(E) < +~ .• basta infatti prendere E = B. Si ha

~(B) <

1
n

nW
n

y

",-l-n
+ H

n
_

1
(f) < + ~ •

.6c.he.ma.:

al Vj e.1oI sia lì. = (x· e lì : Ixl < j) ;
J

ovviamente e§iste )0 tale che

lì·::>IB l.
J

f c alì.
J

VJ' > .Jo

b) Per] > )0 SIa E
j

mInImo (non unICO In generale) del problema

(8) minimi zzare

come già osservato, poiché

nella classe

( 9) E. =
J

(Eclì.
J

llìj I <

: IE I = y);

+~ , non ci. sono pbrni riguardo
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Il esistenza di E .•
)

c) Esiste jl > jo tale che> per ogni J > jl esiste r.:
)

tale che

J ~E' dHn _1 = O
Ixl·r. )

)

d) Da c) segue che, Vj ~ )1' '"esiste E. c
)

'"n ,E.
r. )

)

e EV ' con

'"F (E .) < F(E . )
) )

di minimi

tutti conte-

{E . } .
'" ) )

{E . } .
) )

Questo ci permette di sostituire la successione

per i pbrni (8) - (9) con la successione di minimi

Duti nello stesso insieme limitato n..
) l

'"e) Dalla proprietà di minimo degli E. si ha che essi hanno perl-
)

metro equilimitato in n.. Tenendo allora conto di d») possiamo sup-

porre, a meno di passare ad una sottosuccessione, che esiste E
o e e, V

tale che
'" j
E. ' E) o

minimiz
• • •mlnlmlZ-

facilmen"te che E
o

Ne segue che E
o

di F e dalla proprietà di mlnl-

51 vede

inferiore

'"E . ,
)

limitati di

f) Dalla semicontinuità

ma degli insiemi approssimanti

za F fra tutti gli insiemi

za allora F su tutto EV'

Le difficoltà per svolgere questo programma risiedono nei punti

c) e d).

Per dimostrare c) abbiamo bisogno di un lemma di tipo isoper·ime

trico, la cui formulazione richiede l'introduzione di un po' di nota

Zlone:
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•
\

I I
I I

Je>

(t 1 , tzl = Q - Q
t

z
t

l

(t
Z

, t
3

1 = Q Qt •t
3 Z

Sia E = E. J > J 1 •
J

, -

Poniamo

El = En(t
1
,t

z
l E

Z
= En (t

Z
,t

3
1,

m = max
i=1,.2,3

J $E dH 1
l"l=t. n-

1

(qui per semplicità supponiamo che le tracce sulxl=t.
1
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coincidono; questo non toglie alcuna generalità al nostro discorso).

Sostituiamo l'insieme E con un nuovo insieme F nel seguente modo:

E In Q. - (t" t 3) - B
J

F = in Ct 1,t3)
.0

E U B In B
p

dove B è una sfera contenuta in B e concentrica con B, scel ta" in
p

modo che IF I = V· cioé F e eV' Dalla proprietà di rnlnlmo di E si ha,
quindi F(E) < F(F) •-

U• .iamo Ma ta "guente dùuguagt.ianza IV~di lo Tamanini [13]).

Se L cB) allora
p

( 1O) f ~E
aB

p

S.<. ot-U.ene:

< f
B

p

n ILI
p
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J $EdHn_1

ann (t 1,t3)

~ f $EdHn_l

lxi- t 1

cioé

+ f
Ixl=

l

+ f ID$E I+ no> n V
B n

p

n-I
n

(11) f ID$E I +

(t
1
,t

3
)

f $EdHn_l

ann (t
1
,t

3
)

~ f $EdHn_l +

Ixl=t 1

1 n-l

+ f
Ixl=

n
+ nw V

n
n

Dalla proprietà isoperimetrica della sfera si ha:

( 12)

1 n-l
n n

nw v.
n 1 f $EdHn_l

annCt.,t. 1)
1 1+

+ {xl=t.$EdH
n-l +

1

+ f
Ixl= t. 11+

(i - 1,2)

Dalle (11) e (12) si ottiene

( 13)

l
n

no>
n

n-l

n
(v

1

n-I
n

- v

n-I
n

) <

,
< 2 i~l f

Ixl=
< 6m .

Supponiamo v, ~ vz' cioé V z = sv, con 5 > 1; allora v=(l+s)v,

e la (13) si scrive
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l n-I
.
n-I n-l'--

[1 + 5 ]n n· n (1+:5)
n 6m(14) nlO v, _. <

n

e quindi, poiché

n-I n-I n-l

[1 + 5
n (1+:5) n 1 2-2

n O,mIn- - - >
5>1

risulta n
l n-I

<[lo- 6m]
n-l

n
1

n
)

(2-2v 1 A V 2 - n n

Abbiamo così dimostrato il seguente

Lemma..

Con le notazioni precedenti., 51 ha

( 15)

dove c =
1 Cl(n) dipende soltanto dalla dimensione ed N =

n
n-l

Vog!iamo 04a dimo~tAaAe c).

J, sarà scelto in modo! che la quantità

(16)
) I

<
v Vj

SIa sufficientemente piccola, in un senso che precIseremo dopo.

Sia J > J1 fissato; costruiamo r
j

come il limite di due succeSSlo

con e tali che

(1 7) lim J
k Ix I=

dH
n-l

= 1im
k

= O .
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Da (17) segue subito la tesi, cioé che J
Ixl=

o .

Le successioni {ak},{b
k

} saranno costruite mediante un processo

iterativo, cominciando con

( 18) a =)o o , ho = )1 .

Supposti dati ak e bk (k > O), con jo < ak < b
k

< )1' definiamo;

( 19)

k
è possibile trovare tre punti t.

1

Vk = IEn (ak,h
k

) I

~k

3 )Ora, per ogni h
k

e (0,

(i=1,2,3), tali che la traccia di E su Ix l
i = 1,2,3 ed inoltre

k
= t .

1
sia continua per

k
(ak,ak +h

k
)t] e

k (a
k

+
~k \ ~k h

k
)(20) t 2 e

2 , a
k

+
2

+
2 2

k (h - hk,hk )t
3

e
k

e

( 21) (i=1,2,3) •

Poniamo ora

k
IEn(t

k k
v. = t. ]) I,

1 1 1+
(22)

k k
vk +1 = V

1
A V2
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e poniamo

k k k k
(t] > t

2
) se v, < v

2

(23) (ak+],bk +,) =

k k
(t

2
, t

3
) altrimenti

Queste sono le successioni richieste.

Poniamo

(24) "Ì< - m.x f k $E dH
n

_
1

i=l,.2,3 Ixl= t.
l

Da (21) 51 ha che

( 25)
v

k
Vkm

k <
h

k
-

Il pbm

(26)

scegliamo

è quindi quello
~k
3 ) tale che

lim
k

di trovare un'opportuna successione

- O·,

(27)

Si verifica immediatamente che

le che
,

Allo scopo di ottenere una buona stima per vk Ce quindi per mk)

usiamo il lemma a p. 15 . Si ottiene

m. <
v.

h.
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N
v.

2
N 1+N+N

v 3 < cl ml < cl 3 .2
N hN hN

ho 1 2

, e, ~n gene~ate:

(28)
k-1

l+N+ ...N
mk < cl =

• -':-~N--"'7i

rr h .
• J. 1
1=0

•
< (cost .
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cioé

Scegl iendo in (16) j l abbastanza' grande In modo che SIa cost

SI ottiene il risultato desiderato.

Vimo~~~~amo o4a d).

Sia E. minimo del pbm (8)-(9), sia T. come in c), Sla
J J

m n - 'B
r.

J
m n - n

r,
J

In BE. U B
J P ,

J

E.
J-E, = !il

J

dove B è una palla concentrica con B scelta in,:!IDodo da preservare
p .

J

il vincolo di volume, cioé

IB - El =
p , J

J

IE. n (n-n ) I = v,
J r. J

J

Allora:

-F CE ,) =
J

+ L ID~-E' I
B j

p .
J

n
<v. + f

p, J ,
J an.

J

+ f
B

p,
J

< f _
n -B
r. p.

J J

n
< f

n
r .

J

d H 'l' <n- -
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1 n-l

< J
lir.

J

+ nUl·n v.
n J

n

< J ID$E .1 + f I D$E. I + J I$E.-$r 1dHn_l < F(E.)- - JQ J Q. -Q J aQ. Jr. J r . JJ J

e quindi

'"F (E . ) = F(E.)
J J

Per concludere, supponIamo (a meno di passare ad una sottosucces-

siane) che

PV·

" j
E. 

J
In L

1
(Q). Vediamo che Eo è mInImo del pbm

Cominciamo confrontando Eo con insiemi limitati. Sia quindi Fe~V'

F limitato. Allora F e €. per j grande, e quindi dalla S.C.l. di F
J

si ha

< minl im
J

'"F(E.) < F(F) •
J

Sia ora F e EV arbitrario. Sostituiamo F con l'insieme

F In Qr(k) - B

F
k = In Q - Q

r(k)

F U B In B
Pk

dove al solito B è scelta in modo da preservare il vincolo di va
Pk

lume e dove r(k) è un'opportuna successione divergente a + 00, Poiché

Fk e EV ed è limitato, si ha

Il risultato segue notando che, per una opportuna scelta di r(k),
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risulta

lim
k

F(F )= F(F)
k

Il p~oblernd della ~egold4~td pe~ minlmi con vincolo di volume.

Naturalmente, sebbene la nostra definizione di area SIa così genera

le da includere frontiere molto strane, ci aspettiamo che un insie

me minimizzante l'area (con o senza vincolo di volume) abbia fron

tiera regolare.

Nel 1960 E. De Giorgi [3] dimostrb l'analiticità ridotta Cl*E di

ognI insieme minimizzante l'area in un aperto n c mD (n> 2), inol

tre, M. Miranda U2]ed H.. Federer [5] ottennero delle stime molto

precise dell'insieme singolare; si ha che

H (aE- a*E) .= O
s

Vs > n-8 •

Nel probl~ma considerato da De Giorgi c'era so!uanto un vincolo,

l.e., "un dato al bordo" r su an, che la soluzione doveva prendere

In un senso opportuno. Vogliamo qui considerare il problema nuovo

che appare quando viene imposta una condizione di volume sulla solu

zione.

Ve6inia.mo

(29) W(E,x,p) = [ ID~EI
B (x)

p

- inf( [ ID~F I ,
B (x)

p

F-B (x)=E-B (x))
p p

x eQ, O < p < d (x,an).

Il risultato classico di regolarità per frontiere m1n1me risiede pr1n

cipalmente in due 6atti:

1°) Una stima del tipo

WCE,x,p) n
< cost.p
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2°) Un procedimento che conduce ad ottenere coni minimi a partire

da insiemi minimi facendo uri· "blow up" su punti frontiera.

Per gli insiemi di perimetro mlnlmo 51 ha ovviamente

~(E',x,p) = O

I seguenti risu! tati sono s'tati dimostrati da E-?· Gonzalez - U.Mas

!lari- I. Tamànini in [8].

Per il pbrn con volume fissato, la stima di W 51 basa nel s~guente

TeoJt.ema.

Se E minimizza il perimetro con un vincolo di volume in n , e se

IEnol > O, IO-EI>o, allora esistono due sfere B
1

,B
2

cc O con

(30)
d(B

1
,O-E) > lì

d(B
2

,E) > lì
, lì > O.

Supposto ve.ro il" precedente teorema (alla cui dimostrai.ione accen

neremo in seguito), vediamo come da esso segue la

PJLOPo-6,(,z).one

Sia E minimizzante il perimetro con vincolo di volume in una sfe

ra BR,con o.<IEnBRI < IBRI e siano B1 ,B 2 due sfere di raggio r CO!!

tenute in BR verificanti (30) con n = BR' Se inci tre x e- BR () aE e

O < p < p < min{d(x,aBR),o,r}, allora

(31)

V..<.mO.6.tJta.z..<.one.

nw
~(E,x,p) < __;;n_

r
n

p

Sia F un insieme misurabile t.c.

F - B (x) = E - B (x)
p p
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e supponiamo che

Possiamo allora muovere la sferetta piena B" senza uscire da
-BR - Bpex ), fino a che essa occupa una pos~zione B

3
tale che

Poiché IF 1= lEI. 51 ha
p

( 32)

Dalla (10) a p. ne segue

Da questa e dalla (32) 51 ottiene

n",

L ID~E I l ID~F I
n

IB3-EI L ID~FI +
n n

< + - < .P •- r - rB (x) B (x) B (x)
p p P

cioé

nw

L ID~E I - 1 ID~FI
n n

< p- r
Bp(x) B (x)

p
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ed il risultato segue dall'arbitrarietà di F.

La dimostrazione del teorema a pagina 22 si basa nel seguente

"lemma di densità":

Le.mma.

Sia Q un ipercubo in E.
u di lato R. > 0, Sia E un insieme di pe

rimetro finito in Q tale che

Al1ora,V p e (0, ) e VA > Q esistono due sfere B
Pl

, B
P2

con

tenute in Q, di raggi arbitrariamente piccoli, t.C.

lE n B I < A • pP
P1 1

(33) •

jB -El < A • pP
P2 2

Se x è un punto di densità zero per· E Ce quasi ogni punto ln

Q-E ha densità zero per E), abbiamo:

cioé,Vr..>O

lim
p+Q

tale che"

V p< p
- E

Questo prova la prlma disug. in (33) per p < n. Prendendo punti

dove E ha densità 1, si dimostra in maniera analoga la seconda del-

le (33).

Supponiamo quindi p ~ n. Per ognl k e N indichiamo
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(Q{k) ,
l

la famiglia degli ipercubi aperti disgiunti uguali In cui possiamo di
vide re Q.

Classifichiamo

= (Q{k) :
l

.. b' Q(k) 1 dquestI lpercu l . ne seguente ma o:
l

~n

ln - <k)'

= (Q(k) :
l

e _ (Q(k) :
k l

cioé, classifichiamo l cubi In tre categorie:

A quell i né troppo vuoti né troppo • •• pIenI
k •

~k • quell i quasI vuoti•

Ck
que Il i quasI pieni.

L'idea è che non ci possono essere troppi cubi di tipo

ché essi danno molto contributo di perimetro. Quindi, asintoticamen

te, facendo Ek + D· in modo ~pportuno, i cubi dovranno essere quasi

tutti di tipo B oppure C (il rapporto fra le quantità card B
k ek k

card C sarà as iutet icamente IQ-EI
)

k IQn EI
Il fatto che gli ipercubi ln A diano un COSpICUO contributo di

k

perimetro è

sti [6]) da

conseguenza di
. Q(.k)CUI, per

l

una disug. di Sobolev-Poincaré. (vedi E. Giu

e A
k
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n-l

(c: costante)n
~ c J(k) ID$E I

Q.
l

e quindi il contributo di perimetro dovuto al quadratini ln Ak è

perlomeno di
n-I

n
card "'k <k

c

Quindi

e allora si ha una stima della cardinalità di A
k

.

Il risultato segue scegfiendo opportunamente €:k' La scelta

A • I.P
< =

k 2P (k+1)

usata in [8] (dove 51 possono vedere i conti dettagliati) funziona.

Dia.mo alta. u.n I .idea. delta. d-imo.btJta.zi.one de.l te.o1te.ma. a. pag1..na. 21.. .

Dimostriamo l'esistenza della "pallina vuota" BZ (per B, 51 pro

cede ragionando allo stesso modo sul complementare).

Partiamo dalla pallina nel lemma a pagina 14 . Abbiamo

dove A e p vengono scelti opportunamente ln seguito.

Siano O < t, < t 2 < t 3 < P,J supponiamo (il che non toglie gene

ralità) le tracce di E su aBt. (i=1,2,3) continue e definiamo
l
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-
(t"t 2) = B - B

t
2 t,

-
(t" t 3 ) = B B

t
3 t,

,

,

-
(t

2
,t

3
) = B

t3
- B

t2

v. = IE()(t.,t. 1)1 , i=',2
l 1 1+

v =

Ragionando in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del

lemma a pagina 15 , si dimostra che esiste una costante C 2 = c 2(n)

tale che, se

(34) (
t 3-t,: n

v < w 2 )- n

allora

(35) N
dove N

n
v l AV 2 ~ c

2
m =, n ,

La richiesta (34) è qUI necessarIa perché per dimostrare (35) 51 so

stituisce E con llinsi~me F definito da

F =
una sfera di mIsura v In (t

1
,t

3
)

e si sfrutta la minimalità di E.

Con un procedimento di tipo iterativo vogliamo ora dimostrare l'esi

stenza di t e (O,p,) tale che

(36)
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Il procedimento consiste nell'ottenere t come limite di due succes

sioni a.tt, b.~t, con 3 0 = O, bo = P, dove
J J

(37) 1im
J

f $E dHn_1 - 1im
aB J

a.
J

•

Supposto costruiti a., b.
J J

(j ~ O) definiamo

l.=b.-a.
J J J

v. = IE n (a. , b .) I .
J J J .

Se h.
J

(O, allora possiamo scegliere tre punti t~
l

(i=1,2,3)

tali che la traccia di E su sia continua J

(a.,a.+h.)
J J J

1 .
(a.+ l /2

l

h.
l/2 , 3.+

l
lj /2 +

h.
l / 2)

t l
3 e (b. - h.,b.)

l l l

e 513 inoltre
v.

l
h.

l

Posto
• •l l . J

v. = IEn(t., t. 1)1
1 l 1+

,'1.=1,2, scegliamo

(t l , t l ), 2

(a. l' b. r) =
J+ l+

(t l t J ),
2 3

se

altrimenti

In questo modo si definiscono le successioni (a.),{b.).
J J

Ponendo ora



J

- 29 -

si tratta di dimostrare che, con un'opportuna scelta di A,p e{

risulta

1 im m. = O •
J

h . }
J

Questo si fa procedendo in modo analogo a quanto fatto per il pa~

so c) a pagina 15 . La nuova difficoltà risiede nel fatto che ad ognI

passo, nella successione di stime che si fanno, bisogna che sia veri

ficata la condizione (34), cioé, che s~a

b . -a.
( ....L-l- )nv. < w 2J n

Le scelte opportune di

sono

{h.} ,A
J

e p
li

(vedi [y1], citato a p.n)

A - mITI

p = n (

h. 
J

+ 1)

1, ,

dove c
3

= C
3

(R) è una costante e q è il più piccolo intero positi

vo tale che

Si noti che p e (n,
2

n ) ,
n-l .

In questo modo 51 ottiene la (36).

Dal fatto che

D I al tra parte, deve ovviamente essere una sfera. Basta quindi

prendere come

ta con

B2 una qualunque sfera contenuta in Bi che sia disgiun

(in realtà si può vedere.che EOlB
t

=").
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P~op4~e~d quat~tat~ve'pe~ le 6otuzion~ del pbm a~ Piateau con vin

colo di.. volu.me.

I seguenti risultati sono stati dimostrati da E. Gonzalez, U.Mas

sari, I. Tamanini in [9J.

Sia n c aperto l imi ta to con ao 1 ipschi ti ziane., SIa reao,
Ve (O,lnl). Sappiamo già che il pbrn di minimizzare il funzionale

(38)

nella classe

F (E) =

. (39) €
V

= lE c n: lEI = V):

ha soluzione ed inoltre che la frontiera aE di ogni soluzione è re

golare (nel senso detto precedentemente). Vale il seguente

Te.oltema

Sia E una soluzione del pbrn (38)-(39), siano x
1

,x
Z

due punti r~

golari di n naE. Allora

(40) div div (

dove u 1 ,u Z sono funzioni che descrivono aE VICIno ad xl e Xz rI

spettivamente.

In altre parole, la curvatura della frontiera di E deve essere

costante, anche se E può essere non connesso.

f.6 e.mp.<.o.

n - l (x, y) : y > O)

r - [O,lJ U [2,3J
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Le diverse soluzioni del pbm (38) - (39) per diversi valori di V (a

partire da valori vicini a zero) sono nelle figure seguenti:

"", / / / I , ' ..........
o ~ 1 3

unici t.à

A lillÀ,
o ~ . , unicità

o 1

unicità
caso l imi,te
V = n/4

"

due soluzioni

due soluzioni
t1

1

111111,

7111/1,
o

o

N.B. ogni soluzione è data da calotte sferiche. Che queste siano le

soluzioni segue dalla proprietà isoperimetrica del cerchio.

Un altro risultato dimostrato in [91 è che se E non prende il dato

al bordo, allora aE arriva a an in modo tangenziale. Più precisamente:
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TeOlLema.

-Sia O e ao un punto regolare della frontiera di n. Se O e r
allora esiste B (O) tale che aE (il (O) è di classe Cl (eventual

p p

mente 0).
o

Analogamente, se O E r , allora a(Q-E) "B (O) è di classe Cl.
p

Non ci possiamo aspettare né unicità di soluzione per il pbm

(38)-(39) né dipendenza continua della curvatura media n()aE.

volume V. Consideriamo il seguente

E.6empio.

Siano !,,~n, r come In figura, n c :rn. 2

Le soluzioni, a mano a mano che V cresce, sono indicate nelle fi-

gure succeSSIve.
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curvatura
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l
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I
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I

I
I

1--y f----.....,

v,
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P40btema di P14~e4u con voiume 6i66d~O e mol~iplicato~i di Lag4an-

geo

I seguenti risultati sono stati presentati per la prima volta da

G. Congedo, E.Gonzalez in [2J.

Nel seguito (2 c Rn sarà un aperto limitato con <lO lipschitizia

na e re <ln . 'Se'Vo e (O,lnl) possiamo considerare il pbrn di mini-

mI z,zare

(41)

nella classe

(42) .y = (E c n: I E I = Yo )
o

Sappiamo già diverse cose rispetto a questo problema. Ci ponIamo

ora la seguente questione:

B.i.te uno. 6unzione g : [O, Inl J + lR "Jtegoto.Jti t.c. il pbrn (41)-{42)

614 equivalente a minimizz44e ~ 6unzionale

(43) F (E) = F(E) + g CI EI)
g

(44) • = (Een) ?,

La ~isposta naturalmente dipende da che richieste 51 fanno sulla

penal~zzazione g. Ad esempio, se la funzione

k se· v = Vg , k costante positiva grando

g(v) -
o se

è ,ammessa, la risposta è banalmente affermativa. Ma a noi interessa

considerare, per quanto possibile, penalizzazioni "regolari".
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Indicheremo con G la famiglia delle penalizzazioni ammissibili.

Su G facciamo le seguenti richieste:

G1) ogni g e G è continua 1n [O. In I ]

G2) V V o e (o.lnl ) V M > O Vo > O con

O < V - o < Vo + eS < In Io

esiste g e G tale che

g(v) > g(Vo ) v v e [O. Inl J

g(v) - g(V o ) > M

Ad esempIo,· la famiglia di tutte le parabole

v v; (Vo-o. Vo +0)

( 43) (v) =
Vo

1.>0. Vo e (o.lnll

è una famiglia d ammissibile.

Nel seguito considereremo sempre famiglie G verificanti G
1

) e G
2
).

Dal teorema di compatttzza, dalla limitatezza inferiore di g e Se

dalla s.c.i. del funzionale

Teo1Lema.

Fg si ha subito il seguente:

Vg e G 3 Eg (in gener.e non unico) minimizzante il funzionale

Dimostriamo ora un facile risultato di densità:

TeolLema

L l insieme

(44) v(G)=IIEgl:geGl

è denso in (O.lnl ).

F •
g
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Vimohtlt.az-tone..

Sia F
t {x t}: e n: x <n

Si ha F(F ) < e(n) Vt e JR.t

Sia g e 'G tale che

g(v) - g(v,) > e(n)

Sia teRt.c.

Si avrebbe

>

> O - c (n) + C (n) = O

contraddicendo la proprietà di mInImo di Eg .

N.B.

Poiché ognI mInImo E di F è un mInImo per il pbm di Plateau con
g g

vincolo di volume, sappiamo già che la frontiera di Eg è regolare nel

senso visto in precedenza.

Il precedente risultato di densità non basta per assicurare una TI

sposta affermativa al nostro quesito. Consideriamo infatti la famiglia

G di parabole definita in (43) nel caso in cui n c:)\2 e r c: an
sono come indicato



- 38 -

f' Q = (0,1) x (0,1)

Dalla proprietà isoperimetrica della sfera segue facilmente che

ognI minimo Eg di F g sarà necessariamente di uno dei due
À,vg À,vo

tipi indicati in figura

A) Soluzione disconnessa B) Soluzione connessa

è costituita da due archi didove, in entrambi i caSI, Il n aE g
À~vo

cerchio dello stesso raggio. Inoltre, per ognI (À,Vgde(O,+o:»X(O, Inl)
ci può essere al più un minimo di tipo A) ed al più un minimo di tipo

B) per Fg .
À,vg

Questo segue dalla stretta convessità di
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t ......... '1+t 2

e quindi, del funzionale dell'area) e dalla stretta convessità di

Si vede inoltre facilmente che, nella situazione A) è

____~d~(~l~u~nghezzal

d(misura 2-dimensionale)

mentre nella situazione B) è

d(lunghezzal

d(misura 2-dimensionale)

> O ,

< O .

Poiché il mInImo di

da questo ne segue che

SI trova In v : va' dove g I = OJ

À,V o

(i)

mentre

se Eg
À,vo

è del. tipo A), allora

(i il se è del tipo Bl, allora

Vediamo Dna che ~ valo4e 1
va = 2 non è ma~ a~~unto, cioé che

V À > O

Allora, se Eo
~À.vo

è del tipo A), da i) segue che

1
IEg I < "2À,vo
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Supponiamo quindi che l l insieme E di tipo B) e mIsura 1/2 SIa ffilnl-

ma di . Ma allora si avrebbe poiché

Fg (E) = Fg (E')
À,vo À.vo

,

dove E* è l'insieme di tipo Al e misura 1/2, che anche E* sarebbe un

minimo di Fg
À

,assurdo.
,v.

2' Ca~o) va > 1/2.

Si ragIona allo stesso modo.

N.B.

Si noti che questo esempIo funziona per ognI famiglia G di funzio

01 derivabili nel pto di minimo.

Penalizzaz~one con con~.

Consideriamo ora la, famiglia G costituita da tutte le funzioni del

tipo

I. > O, ve(O,lnl) .

Sia Vo e (o,lnl). Vogliamo ora dimostrare che, per À sufficiente

mente grande, se E
À

e un minimo di

1n c, allora lEI. I = v••

A questo scopo ci serVIamo di due lemmi:

Le.mma.

Sia Q un ipercubo aperto In Rn di lato t > O, sia E un insie

me tale che
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o < a < IE"QI < b < IQ! : ~n

(46 )

(a,b,c costanti).

Allora, Vp e (0, ). VA > O esiste

(47) r = r(a,b,c,.l,p,A)

e due sfere B"B 2 di raggio r contenute In Q t.C.

(48)

Oimo.6bt.azione.

Basta notare che nella dimostrazione del lemma a p. 24 tutte le

maggioraz.ioni fatte dipendono soltanto da t, jEtiQI,

Lemma.

Sia Va e (D,lnl). Allora esistono À o = Ào(v o )' ed T o = To(Vo )

t.c., VÀ~ À~, indicato con E, un minimo di F esistono due s:fe
" À,v o '

"re B
À

, B
À

di raggIo To contenute in n t.c.

( 49)

V.imo.6 .tJt4 zione. .

Poiché lim IEÀI= VOI presI·
À..... +(I)

" "a,o,

" '"O < a < v. <' b < InI •

esiste À tale che

(SO)

Da (SO) segue subito che esiste t > O, ed esistono n
a,b, O<a<b<t J
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tal i che V)' > >"0 esiste' QÀ ipercubo aperto di lato 9. contenuto

in n con

(51) •

Si scelgano A e p come nella dimostrazione del teorema a p. ,
ed applicando il precedente lemma, due sfere B, = B,(x

À
), B2=B 2(x

À
)

di raggIo r = r(a,b,c,i,p,A) contenute in QÀ e verificanti (48). Si

pro~ede ora come nella dimostrazione del teorema a pagina ma pa~

tendo, nel processo ricorsivo, dai valori 3 0 .= r/Z, bo = T. Si ottie

ne così la tesi con To = T/2.

Dimostriamo ora il

TeoJtema

Sia Vo € (o,lnl), SIa EÀ mInImo di F con
À.V o

(52)

dove Ào,T o sono come nel lemma precedente. Allora

V.i.mO-6 L'la z.i.one.

Supp.

cedente,
"-

ne 'li
À

IEÀI < V,.

rimanendo

tale che

"-
Possiamo allora muovere la palla B

À
del lemma pre

sempre 'in Q, fino a raggiungere una nuova posizi~

Dalla (10) a pagIna si ha

F (E
À,v o À <

•
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< fID$E I +f I$E -$r 1dH -1 +
n l. aa l. n

n
+ - I B,

r o '
- IE \J

l.

= F (E ) +
l.

'"'"-ÀIB
l.

- E 1=l.

=F, (E,)
A,V O 1\

+ (
n

FA (E,),
,va lo.

contraddicendo così la scelta di EX .

Analogamente si -dimostra che IE
x
I~ Va .
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