INTRODUZIONE.

1 nisultati presentald 4in questo quadennc sono sfati espostd 4n una
sende di semdinars tenutd a Lecce ned mesd di aprile e maggio 1983 dal
secondo auftonre. Lo scopo ¢ quelflo di dare una esposizione undficata di
necenti nisultati ottenuti da pii autoni (vedi [1],[2,[8],[9]) riguar
dantd Lo studio delle supernficie di area minima che racchiudono un

volume assegnato.

Si 2 cencato di sorvolare sulle questiond pid tecndiche, per Le qua-
i 84 nimanda agli arnticolkd onrndiginaldi, allo scopo di mefiere 4in evi-
denza nella maniena pil semplice possibile Le idee ed 4L nisultati prin

cipal 4.

Consideriamo il seguente problema:

Minimizzare il funzionale
E > area (QMJE) = FD(E)

fra tutti gli insiemi E ¢ @ (Q aperto di imﬁ) soggetti alla

V condizione

|E| = misE = V (0 <V < |ap

e '""coincidenti" su 90 con un insieme assegnato I.
‘.

L'idea per affrontare questo problema & dotare la famiglia X di tut
ti gli insieml ammissibili E di una topologia che renda simultaneamen
te X compatto e FD continuo. Dal teorema di Weierstrass seguira quin
di 1'esistenza di minimo per il problema Py

1L pendimetro di un insieme.

Definiamo



(1) P (E) = sup{ { dive(x)dx, ¢ e [C;(Q]}n, e}l < 1},
E

Si1 vede subito che, se 1 M 93E € una superficie n-1 dimensionale

sufficientemente regolare, allora PQ(E} = Hn_1(ﬁfﬁaE).

D'altra parte, se PQ(E) < + », da un famoso teorema di Riesz segue

l'esistenza di una (unica) misura vettoriale

o= (u1,u2,---,u )

n
tale che
. . 1 n
(2) [ dive(x)dx = [ ¢dpu = .z [ &, dp. Voe[C ()] .
1=1 1 1 0
E ) £
La formula (per f regolare)
[ £ dvo(x)dx = - [ Df ¢dx
0 Q
suggerisce porre
D¢E = = HU
B¢E o
3x . Mi
1
Si ha inoltre
(3) P (E) = éIDd;EI ;

dove con |D¢. | abbiamo indicato la variazione totale della misura

D¢E.

Indicheremo con 1(Q) 1o spazio di tutti gli'insiemi misurabili

E con perimetro finito in Q , mentre con I () indicheremo la fa-

loc
miglia di tutti gli insiemi che hanno perimetro finito sugli aperti

limitati conhtenuti in Q.



I1 funzionale

E — { |D¢_]|
S

¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla topologia L1

lnc(g)'QUEStU

risultate. segue immediatamente dalla definizione di perimetro.

Dal teorema di Ascoli-Arzela & possibile ottenere 1l seguente

Teornema di compattezza.

Le sottofamiglie di insiemi di Hlﬂc(ﬂ) con perimetro equilimita

: . 1
to sono relativamente compatte nelle topologia Llnc(ﬂ)‘

Trhacece.

Sia A c Q aperto con QM3A lipschitiziana e sia E e TI(Q)

. [EHAHBG(K}l
(x) = 1i -
bg (X) oot TANB ()]
) [(E-A) NB ((x))]
d..(x) = 1im -
E 6+n+ |Bﬁ(x)—ﬂl

Dai teoremi di derivazione di misure si pud vedere facilmente che

i precedenti limiti esistono e prendono valori in {0, 1} H . -q.0.

x € @ N JA. Inoltre si ha la seguente formula, molto utile:

~ lan

n-1 ;

(4)  [IDoy| = f iDo | + f _ IDo.] + [ i -9
a & B gk B gna F

+ - . . . . X .
¢E e ¢E si chiamano rispettivamente la traccia interna e la trac-

: . + - : :
cia esterna di E su  9A. Quando by = ¢p SCTiveremo semplicemen

te ¢E.



Possiamo ora rienunciare il problema Py, nel seguente modo:

Minimizzare 11 funzionale

E+ [ |D¢.| + [ |o. - ¢.]dH_ . = F(E)
q E 20 E I n-1

nella classe

= {E € I(Q) : |E|] = V}

3
. vV
- . = n ) . - . = -

Qui € @& un aperto di R con 9 1lipschitiziana, I c @2 @& tale

che Hn_1(r) < + o,

Dai precedenti risultati di semicontinuita e compattezza segue fa-

cilmente 11 seguente
Teorema da esdslenza

: n . : Cpx
Sia Q¢ R aperto limitato con 9Q lipschitiziana, T ¢ 3,

Ve (0,[2]). Allora il problema P, ammette soluzione (non unica in

generale, come vedremo piu avanti con qualche esempio).

La questione dell'esistenza di soluzione per il pbm P si ﬁgmﬁli-

V
ca nel caso § illimitato. Questo dipende essenzialmente dal fatto

. 1 ‘
che la convergen:za Llﬁc(g} (che & quella assicurata nel teor. di com

pattezza) non & sufficiente a garantire la preservazione del vinco-

lo di volume.

Un primo casdo ‘particolarmente importanite e gamoso @ 4L seguente:

Proprietd isopenimetrica della sfera.

Consideriamo 11 pbm PV con @ = R (e quindi T = @). Tale pbm

ha soluzione ed ogni soluzione & una sfera.

La dimostrazione di questo risultato si basa in un procedimento di

. : . . n n-1 . . .
simmetrizzazione. Sia (y,xn} e R, vy e R y X € R. Per ogni insie



me E e ¢ oniamo

v P
1

p(x ) = (—— [ o ty,x )" (x_ &R
n ]Rn—1

E™ = {[y,xn] : xn eR , |y| < p(xn}}

Allora anche E™ € ¢ ed inoltre si pu® dimostrare che

[ _ID¢ |

[y S

< D¢ .
R E _31{{“[ 3

Quindi possiamo cercare il minimo nella classe

S S
€y = {E” : E e EV}

e poiché

;==> F & contenuto in un cilindro " verticalel
D < cost
[, Do | <

R

. .. : . . . . . . 4. _5S
possiamo limitarci a cercare 11 minimo fra quegli insiemi di €y

tenuti in un opportuno cilindro "verticale". Questo ragionamento fat

con
to per pilt direzioni conduce alla ricerca del minimo in una zona 1li

mitata, quindi al risultato di esistenza del minimo.

Che ogni minimo sia poi necessariamente una sfera richiede qual-

che ulteriore conto che non fareho qui.

I1 risultato appena dimostrato pud essere enunciato nel seguente
modo:

Teorema

- - a n - - -
Per ogni insieme E ¢ R misurabile si ha



1
n-1

E| Ao [RT-E| < C(njcj Do)

(5)

‘dove C(w) & la costante che rende la precedente disuguaglianza un'

uguaglianza nel caso in cui E & una sfera.

1 nisultati §4in qui espostd sono noti da diversd anni: citiamo

{na altrni E. De Giorgi [3],[4]; E. Gonzalez - G. Greco [7]; M. Mi-
randa [10],[11].

Passiamo ora ad esporre alcuni risultati pil recenti sul pbm PV
ottenuti dai seguenti autori: E. Barozzi, G. Congedo, E.H.A. Gonzalez,

¥U. Massari, I.Tamanini.

Consdidendiamo Annanzituito LL pbm Py nel caso Q ALLimitato.

I risultati che esporremo sono stati dimostrati da E. Barozzi [1].

Faccdiamo Le seguenfd Apotesd:
(6) T & un insieme limitato
(7) Esiste una sfera B ¢ @ con |B| = V.

Mentre 1'ipotesi (6) non sembra essenziale e dovrebbe essere una

questione puramente tecnica sostituirla con 1l'ipotesi Hn 1(P) < +o,

1'ipotesi (7) & essenziale, come mostra il seguente

Esempdo
Q = jg1 Bj cﬁRn, dove {Bj}j € una famiglia disgiunta di sfere con
B.|= V - —— .
J 27
Sia I' = P. Consideriamo la successione {Ej}j C ey definita da
Ej = Bj U Pj (j > 2), dove Fj ¢ una sfera di misura .“_3 contenu-
2

ta in By. E chiaro che
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1 _n-1
FES) nw> Vo
1 n-i
(¢ immediato verificare che nmz v " ¢ il perimetro di una sfera

di misura V). D'altra parte, dalla proprieta isoperimetrica  della sfe
ra, € chiaro che
1 n-1

F(E) > nmz v " VE € ¢

v

Quindi in questo caso non esiste minimo per il pbm P (Si noti che

i vV’
: X 1 _
in questo caso Ej~l* @ in lec(ﬁ))

Notiamo che le condizioni (6) -~ (7) assicurano l'esistenza di in-

sieml E € € con F(E) < +«; basta infatti prendere E = B. Si ha

Vv
1 -1
- I n
F(B) < nw V + H . (T) < %+,
- n n-1
La dimostrhazione dell'esistenza di mindimo pern +L problema PV con

Le Aipotesd (6) - (7) a4 fard seguendo AL seguenie  Aschema:
a) ¥j e N sia ﬁj = {xe Q : |x| < j} ;
ovviamente esiste jm tale che

Q.2|B|, I' ¢ 302, ¥j > 3
;218 3 J 2,

b) Per j > jﬂ sia Ej minimo (non unico in generale) del problema

(8) minimizzare [ Do | + f |¢E- ¢F|dH

Q. 30 . n-1

nella classe

(9) e. ={EecQ, : |E|

|
::.
e

come gia osservato, poiché Jﬂ'] < 4o , non ci sono pbmi riguardo
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l'esistenza di Ej'

c) Esiste j1 > jD tale che, per ogni j > j1 esiste rj;

Jg L rj £3J, tale che
f ¢, dH =

"\ N
d) Da c) segue che, ¥j > 31’ esiste Ej c QT , Ej € €y,
]

con

"
F(E. F(E.
(3)5_(33

Questo ci permette di sostituire la successione {E.}. di minimi

o)
per i pbmi (8) - (9) con la successione di minimi {Ej}j tutti conte-
nuti nello stesso insieme limitato ﬁj .
1
A,
e) Dalla proprieta di minimo degli Ej si ha che essi hanno peri-

metro equilimitato in %, Tenendo allora conto di d), possiamo sup-

porre, a meno di passare ad una sottosuccessione, che esiste Eu € €y

tale che " 1
E. —= E in L (Q)

f) Dalla semicontinuita inferiore di F e dalla proprieta di mini-

" . ..
mo degli insiemi approssimanti Ej, si vede facilmente che ED minimiz

za F fra tutti gli insiemi limitati di ¢ Ne segue che En minimiz-

v
za allora F su tutto €y
Le difficolta per svolgere questo programma risiedono nei punti

c) e d).

Per dimostrare c) abbiamo bisogno di un lemma di tipo isoperime-
trico, la cui formulazione richiede 1'introduzione di un po' di nota

zione:
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‘ < < < <
per j_ <t t t,

1 , < jq» poniamo

I

=
|

e

(t1,t2)

Y
(t.,t.) =Q. -
2773 t3 t2
Sia E = Ej » J 2 Iy
Poniamo
= M = EM
EI E (t1,t2) , E2 E (tz,tzj
vV, = |E1| » V, = |E2| » V= VAV,
m = max { ¢, dH
i=1,2,3 |i|:tiE n-1

(qui per semplicita supponiamo che le tracce ¢£ , ¢ su |x| = t

E 1
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coincidono; questo non toglie alcuna generalita al nostro discorso).

Sostituiamo l'insieme E con un nuovo insieme F nel seguente modo:

E - -
in Qj [t1,t3} B
F = ¢ 0 in EtT,tSJ
EUB in B |

dove ED e una sfera contenuta in B e concentrica con B, scelta in

modo che |F| = V, cioé F € ¢.,. Dalla proprietd di minimo di E siha

v
quindi F(E) < F(F).

I'c
TP

Usiamo orna La seguente disuguaglianza (Vedi I. Tamanini [13]).

Se L ¢ Bp, allora

- n

(10) /¢, dH__ >

dB - B
Y P

S4 ottiene:
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[ IDegl+ [ egdH o+ f D] <
(t1,t3] 39{1(t1,t3] Bp
1 n-1
n n
< [ dpdH [ qu:ﬂ,HH_1 + £ |D¢E|+nmn v
x|=t, x|= ¢ :
cioé
(11) f Dol + ¢pdH o < f ppdH ¢
a -
(t1,t3] 3Q (t1,t3) | x| t,
1 n-1
n n
+ ¢pdH . + no_ v
= t,
Dalla proprieta isoperimetrica della sfera si ha:
1 n-1
() vt o<f el J e f e
nw v, < D¢l + ¢o + ¢ +
n 1 — E E n-1 E n-1
(ty5t5.9) MO (5,4 I x|=t;
+|KI'-1: ¢E‘ﬂ%r1 (1= 1,2)
IRETY
Dalle (11) e (12) si ottiene
l n-1 n-1 n-1
Il n Il I
(13) nw (v1 + v, - v ) <
3
<235 *g o < Om
|x|= t.

supponiamo Ve £V, cioé v, = sv, con s i 1; allora v=[1+s)v1

e la (13) si scrive
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1 n-1 n-1 - n-1

(14) no " v, [1+s T (a7 ].5,6m

e quindi, poiché

n-1 n-1 - n-1
min-[ﬁ+s - (1+.5) . ] = 2=2 s 0,
s>1
risulta ' ho1 : n
" 2 " Aol
v.Aav, <|w 1 (2-2 ) om
1 2 —1l n
Abbiamo cosi dimostrato 11 seguente
Lemma,
Con le notazioni precedenti, si ha
(15) v, Av, < C amN
1 2 — 1
dove C1 = C1(n) dipende soltanto dalla dimensione ed N = H%T

Vogliamo orna dimostrane c).

j1 sara scelto in modo! che la quantita

IE.N(Q. - Q. )]
(16) J 1 Jo T _ V. V;
J1 = Jo _J-I-.]ﬂ

sia sufficientemente piccola, in un senso che preciseremo dopo.

Sia j > j1 fissato; costruiamo r. come il limite di due successio

J
ni fak}, {bk} , con ak+rj, bk+rj e tali che
(17) lim [ 6 dH . = 1lim f di . =0
k [x]= a, ] -k }x|=bk



Da (17) segue subito la tesi, cioé che | Or dHn—] = 0
Ix|= T J

Le successioni {ak},{bk} saranno costruite mediante un processo

1terativo, cominciando con
(18) a, = Jo by =]

Supposti dati a, e b, (k > 0), con j, < a2y < bk < j], definiamo:

(19)

- =M
Vi |E {ak’kal
Kk
Ora, per ogni hk e (0, *g—) ¢ possibile trovare tre punti ti
(i=1,2,3), tali che la traccia di E su |[x | = t? sia continua per
1 = 1,2,3 ed inoltre
~ k
t1 = {ak,ak+hk}
tkE (a. + ik-——j]—i—{* a, + £k+hk}
(20) < 2 'k 2 2 7 'k 2 2
k
tz & (bp = hy,by)
.
&
Yk
(21) j ¢E.dHH“‘| i“""ljl“];— {l=1,2,3)
}x[=t¥ ‘
L
Poniamo ora
4 k k k
= T )
Vi = TEDNE S 1 )]
{
(22) . _k N k
k+1 = 102




€ poniamo

(23) (

k1’
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k' k

(tZ’ t3)

e

Queste sono le successioni richieste.

Poniamo

(24)

Da (21) si ha che

(25)

[ L Op dH

<--.-.-.~..._

altrimentil

n-1

¥k

I1 pbm & quindi quello di trovare un'opportuna successione

hk e (0, —;E )
(26)

scegliamo

(27)

tale che

1im mk = 0;
Lo

h. =
K 9.4k

Si verifica immediatamente che

le che

Allo scopo di ottenere una buona stima per Vv

usiamo il lemma a p‘IS

Si ottiene

2

+ 0 e quindi ]rjE[jﬂ,j1) ta

K (e quindi per ka



<
| A

=
| A

-
| A

(28)
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mN C {—Ei N
o 2“9 1
N
, _
he By
FNZ
mN N+1 °
1 2% RN
h, he
"U'Nz
2 cT+N °
- 1 2
2 N .N
ho hy h,
N
N C1+N+M2 Voo
2 — 1 NE ‘ N
h, h. h
2
N
1+N+N° Vo .
C , ¢, 4in genernale:
1 NS N2
h, h1 h h3
k-1 ka
p C1+N+.. N ° _
k — 1 Nk hNk-1 hN .
1 k-1 Tk
-k
k-1 . :
ci§1 ) - < (cost - )Nk
T < ) _
1 I BN %,
LA 1 .
1=0
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ci0€é
V, Nk
m, i_(cnstm*f:e )
vﬂ
Scegliendo in (16) jl abbastanza grande in modo che sia cost <1

si ottiene 11 risultato desiderato.

Dimostriamo ona d).

Sia E. minimo del pbm (8)-(9), sia Tj come in c), Sla

J
[ E in Q - B
j r.
s J
E. = < @ in 2 - @
j T
l E. UB in B
J ﬂj

dove Bﬂ ¢ una palla concentrica con B scelta in:modo da preservare
]
il vincolo di volume, cioé
B - E,| = |E.FW(R-RT )| = v,

P . :
j J J 3 J

Allora:

F(Ej) = | ID¢E_|'*I i¢§ *¢F|dH ;=

Q. 5 05 3 o
J
=/ _ Dy | + [ IDéx | + [ lég -¢ faH <
Q_ --BD j Bp j M. j
i3 j
n
<f o ADeg b f ADeg [ e v e [ oy -opl dH L <
QT._Bp ] Eﬂ ] ] Bﬂj J
] 7] ]
n
<L o ADog |+ v+ [ ey ~¢p] dH <
Q. ] J Bﬁj J

)
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. .
<[ o IDbg [ #men v no+ [ ey - ep|dH o<
i ] afl . J
Tr. ]
J
<[ Do |+ ] [Dog |+ [ log -6 ldH < F(E)
Q ] Q.= ] afl . j
Tr. J r,. ]
] J
e quindi
F(E ) = F(E.)
] J

Per concludere, supponiamo (a meno dl passare ad una sottosucces-

"\ J
sione) che E. — EG in Lt(ﬁ). Vediamo che E, € minimo del pbm

| J
PV'
Cominciamo confrontando E, con insiemi limitati. Sia quindi Fee,,
F limitato. Allora F e Ej per j grande, e quindi dalla s.c.i. di F
si ha
v
F(E,) < minlim F{Ej) < F(F)
]
Sia ora F e 2 arbitrario. Sostituiamo F con 1l'insieme
F in gr(k) - B
F, = i -
k £ @ in Qr[k)
_ F UB in B
Pk
dove al solito Bg € scelta in modo da preservare il vincolo di vo
. el

lume e dove r(k) & un'opportuna successione divergente a + «, Poiché

Fk € €y ed ¢ limitato, si ha
F(E,) < F(F)

I1 risultato segue notando che, per una opportuna scelta di r(k),



risulta
lim F(F,) = F(F)
K k

1L problema defla regolarnitd per minimi con vincolo di volume.

Naturalmente, sebbene la nostra definizione di area sia cosi genera
le da includere frontiere molto strane, ci aspettiamo che un insie-
me minimizzante 1'area (con o senza vincolo di volume) abbia fron-

tiera regolare.

Nel 1960 E. De Giorgi [3] dimostrd 1'analiticita ridotta 3*E di
ogni insieme minimizzante 1l'area in un aperto Q c R” (n > 2), 1inol
tre, M. Miranda [12]ed H. Federer [5] ottennero delle stime molto

precise dell'insieme singolare; si ha che

HE(BE-EFE)-= 0 ¥s > n-8 .

Nel problema considerato da De Giorgi c'era soltanto un vincolo,
i.e., "un dato al bordo" I' su 3Q, che la soluzione doveva prendere
in un senso opportuno. Vogliamo qui considerare il problema nuovo

che appare quando viene imposta una condizione di volume sulla solu

Zzione.
De finiamo
(29) VE,x,p) = [ [Dég| -inf{{ ~ [Dép|, E-B (x)=E-B (x)}

Bp(x] Bp(KJ

X €eQ, 0 <p <d (x,90).
I1 risultato classico di regolarita per frontiere minime risiede prin
cipalmente in due fatitdi:
1°) Una stima del tipo

p(E,x,p) < cnst.pn



2°) Un procedimento che conduce ad ottenere coni minimi a partire

da insiemi minimi facendo un "blow up" su punti frontiera.

Per gli insiemi di perimetro minimo si ha ovviamente
LP(E:K:ID} = 0

I seguenti risultati sono stati dimostrati da E?7 Gonzalez - U.Mas

sari- I. Tamanini in [8].

Per 11 pbm con volume fissato, la stima di ¢ si basa nel seguente

Teorema

Se E minimizza il perimetro con un vincolo di volume in Q , e se

|IEMQ| > 0, |Q-E|>0, allora esistono due sfere B,,B, cc @ con

d{BT,ﬂ-EJ > 8
(30) , § > 0.

d(Bz,E} >4

Supposto vero il precedente teorema (alla cui dimostrazione accen

neremo in seguito), vediamo come da esso segue la

Proposizione

Sia E minimizzante il perimetro con vincolo di volume in una sfe

ra By .con UH(iErWBR| < IBRl e siano B.,B, due sfere di raggio r con

tenute 1in BR verificanti (30) con § = BR' Se inoltre x E-BRrWBE e

0 < p<op< min{d(x,BBR),ﬁ,r}, allora

o n
(31) W(E,x,p) < r“ o

Dimostrhazione. .

Sia F un insieme misurabile t.c.

F - B (x) =E - B (x)
P e
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€ supponiamo che
EFWD@)IE[FGBJﬁH

Possiamo allora muovere la sferetta piena B senza uscire da

. |
BR - Ep(x), fino a che essa occupa una posizione B3 tale che
- = M - N
|B,-E] |E Bﬂix)l | F Bp(x)l :
. _ ' _ .
Sia F = (FOB (x)u (E-B (x))U By .
Poiché |Fﬂ|= lE] , si ha
(32) % [Dog| + é [Dér| < é )|D¢P |+ é Doy |
p(x) : p(x P . P
Dalla (10) a p. ne segue
+ -

é_( Doy | + é Doy | = é Do | + QB ¢B3-EdHn~1 +£B(¢E~¢E)dHn_1;5
<[ IDé_| + [ |Dp ]+ = |B,-E [ (¢r -¢-)aH -
.__B {: J ¢F + B I ¢EE T l 3- I + 3B (G’E -¢E n-1 -

p X 3 3

Il

- é ( )ID¢FI + £ Dol + ~ [B,-E|

o+ 3
Da questa e dalla (32) si ottiene

n I'll'-l.'ln n
[ Iogl s [ Dol e T IBg-El < [ [Dapl « == "
P P P
cioé
nmn n

L |D¢E| - I |D¢’Fl < T P

Bﬂ(x] Bp(x)
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ed il risultato segue dall'arbitrarieta di F.

La dimostrazione del teorema a pagina 22 si basa nel seguente

"lemma di densita':
Lamma

Sia Q wun ipercubo in R™ di lato & > 0, sia E un insieme di pe-

rimetro finito in Q tale che

0 < |[ENQ| < |q].

2
X

Allora,¥ p e (0, -

) e VA > 0 esistono due sfere B , Bp con

tenute in Q, di raggi arbitrariamente piccoli, t.c.

ENB | <A - pf
0 1
(33) . ﬁ |
_ P
JBp E| < A 0
2
Dimostrhazione

Se x € un punto di densita zero per E (e quasi ogni punto in

Q-E ha densita zero per E), abbiamo:

JENB (x) ]
1im pﬁ = 0
w
o0 n
cioé, ¥e> 0 o, tale che
) I
|E Bp(x)l < €w_p ¥ o< o

Questo prova la prima disug. in (33) per p < n. Prendendo punti
dove E ha densita 1, si dimostra in maniera analoga la seconda del-
le (33).

Supponiamo quindi p ¥ n. Per ogni k € N indichiamo
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;) , i 1,2,...,25" )
la famiglia degli ipercubi aperti disgiunti uguali in cui possiamo di
videre Q.
Classifichiamo questi ipercubi ng) nel seguente modo:
n
A= () . N oK) L
kT Q7 s BTG < kn )
_ nK) A (k)
Bk = {Qi |E Q; | < Ek}
€. = {Q(k) : |Er1Q(k)l > L - €.}
k i ' i 2kﬂ k™

cioé, classifichiamo i cubi in tre categorie:

Ak : quelli né troppo vuoti né troppo pieni

Bk . quelli quasi vuoti

Ck : quelli quasi pieni.

L'idea & che non ci possono essere troppi cubi di tipo Ak per

ché essi danno molto contributo di perimetro. Quindi, asintoticamen-

te, facendo & 0- in modo opportuno, 1 cubi dovranno essere quasi

tutti di tipo Bk oppure C (il rapporto fra le quantita card B e

k

‘ ) ) -E
card Ck sard asintoticamente Q-E| )
QM E|

k

Il fatto che gli ipercubi in Ak diano un cospicuo contributo di

perimetro & conseguenza di una disug., di Sobolev-Poincaré.(vedi E. Giu

sti [6]) da cui, per Qik) e Ak
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n-1

n

" < (:é(kj |D¢E| (c: costante)
1

£

e quindi il contributo di perimetro dovuto ai quadratini in A &

k
perlomeno di
~n-1
n
cardaAk Ek
C
Quindi
n-1
card AkEk n
. < [1DgL|
Q

e allora si ha una stima della cardinalita di Ak

I1 risultato segue scegliendo opportunamente €1 La scelta

A . oP
k 2p(k+1}

usata in [8] (dove si possono vedere i conti dettagliati) funziona.

Diamo ona un'idea della dimostrazione delf teorema a pagina?i,.

Dimostriamo l'esistenza della 'pallina vuota" B, (per B, si pro-

2
cede ragionando allo stesso modo sul complementare).

1

Partiamo dalla pallina B nel lemma a pagina?}%. Abbiamo

&

E MNB < A - ﬂ1
P

dove A e p vengono scelti opportunamente in seguito.

Siano 0 < t, < t, < tg< P15 supponiamo (il che non toglie gene-

ralita) le tracce di E su 3Bt (1=1,2,3) continue e definiamo

1
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- n-=1
2B

1

(t,,t,) = B, - B : (t.,t,) = B, - B
1?72 t, "t 2°°3 t, t,
= - R — m | 1 =
(t1,t3) Bt Bt . v, 'E (ti,t1+1)i , i=1,2
3 1
Vo= V.t

Ragionando in modo analogo a quanto fatto nella dimostrazione del

lemma a pagina |5 , si dimostra che esiste una costante c, = cztn)

tale che, se

t2=ta
(34) v < mn( > )
allora
(35) VAV, < C mN , dove N = L

n-1

La richiesta (34) & qui necessaria perché per dimostrare (35) si so-

stituisce E con 1'insieme F definito da

[~ .
E in 51—{t1,t37

)

una sfera di misura v in (t],t3

-

e s1 sfrutta 1la minimalita di E.

Con un procedimento di tipo iterativo vogliamo ora dimostrare 1l'esi

stenza di t e (U,p1) tale che

(36) [ ¢g dH =0

BBt
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Il procedimento consiste nell'ottenere t come limite di due succes-

sioni aj+t, b.¥t, con a, = 0, b, = P, dove

J
(37) lim a£ ¢ dH . = lim a£ bpdH . = 0
J a. ] b.
J )
Supposto costruiti aj’bj (j > 0) definiamo
2. =Db. - a
J ) J
v. = |[EN(a.,b.)]| .
J | J° ) :

Se hj (0, RJ[S}, allora possiamo scegliere tre punti ti (i=1,2,3)

tali che la traccia di E su BEtj sia continua,
i

td e (a.,a.+h.)
1 R B
: 04 h. 0 h.
td e (a, + 372 - 72 ,a.+ Y2+ 72
1 J ]
tj e (b. - h.,b.)
3 ]
€ sia inoltre v
)
J . ¢EdHn—1 2 h
9B j ]
t-
1
Posto vj = |Er"'ftj _tj ) | '1=1,2 scegliamo
i i! i+1 3 ) > =2
J j ] j
( (t1 » 5 ) se vy <V,
— ﬂ
(aj'i"‘l’ bj+1)

J J . _
! (tz , t3) altrimenti

In questo modo si definiscono le successioni {a.},{hj}.

Ponendo ora

=
[

j T a=08s [ %
9B 3
1-'i



si tratta di dimostrare che, con un'opportuna scelta di A,p el hj}

risulta
lim m. = 0
3 J

Questo si fa procedendo in modo analogo a quanto fatto per il pas
so c) a pagina)ﬁ . La nuova difficolta risiede nel fatto che ad ogni
passo, nella successione di stime che si fanno, bisogna che sia veri
ficata la condizione (34), cioé, che sia

b.-a.

v. < w ( ~1_J }n
j — n 2

g
Le scelte opportune di {hj} LA e p (vedi[)ﬁ], citato a p.ZZ)

sono
L
h, = 2
J o 4et]
mN"q
i
n 1 n
A = min , , }
2nE:1+1) (g-1) C C .
p=n ( + 1)
NG
dove Cy = CS(H) ¢ una costante e q € 11 piu piccolo intero positi-
vo tale che
N9 > n-1
n2
Si noti che pe (n, —m ) !
n-1
In questo modo si ottiene la (36).
Dal fatto che f ¢E dHn-1 = .0, segue subito che |ErWBti< lBtl‘

B
0 t
D'altra parte, Er‘Bt deve ovviamente essere una sfera. Basta quindi

prendere come B, una qualunque sfera contenuta in Bf che sia disgiun

2
ta con EﬁBt (in realtd si pud vedere che EﬁBt =0 ).
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Proprietd qualitative pen Le soluziond del pbm al PLateau con vin

colo di volume.

I seguenti risultati sono stati dimostrati da E. Gonzalez, U.Mas-

sari, I. Tamanini in [9].

. n .. : e . :
Sia 0 ¢ R aperto limitato con 3 lipschitiziana, sia reyQ,

Ve (0,|Q]). Sappiamo gia che il pbm di minimizzare il funzionale

(38) FCE) = JIDogl + floy -oplan

aﬂ E ""1

nella classe

(39) €y = {Ec Q: |E| = V}:

ha soluzione ed inoltre che la frontiera O9E di ogni soluzione & re

golare (nel senso detto precedentemente). Vale il seguente

Teorema

Sia E una soluzione del pbm (38)-(39), siano x

golari di  "J3E. Allora

,X, due punti re

1772

(40) div (= -—-===‘2—) = div ( = ) )
frelbu ey 2 /i+1Du, (x,) |

dove u,,u, sono funzioni che descrivono 9E vicino ad X, € X, ri-

spettivamente.

In altre parole, la curvatura della frontiera di E deve essere

costante, anche se E pu® essere non connesso.
Esempio,
Q= {(x,y) : y> 0}

r=[0,1] v [2,3]



Le diverse soluzioni del pbm (38) - (39) per diversi valori di V (a

partire da valori vicini a zero) sono nelle figure seguenti:

m m uniciltsa

m 7T, unicita

7/1/); 7/1/) micita
° ) 2 3 V = n/4

m // due soluzioni

N.B. ogni soluzione & data da calotte sferiche. Che queste siano le

soluzionl segue dalla proprieta isoperimetrica del cerchio.

Un altro risultato dimostrato in [9] & che se E non prende il dato

al bordo, allora 9E arriva a 30 in modo tangenziale. Pill precisamente:
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Teorema.

Sia O e 39Q un punto regolare della frontiera di Q. Se 0 e T

allora esiste Bp[U) tale che BOE rﬁﬂ(ﬂ} 2 di classe C' (eventual

mente ).
Analogamente, se 0 e I' , allora B(Q-E)fﬁﬁﬂ(ﬂj ¢ di1 classe C .

Non ci possiamo aspettare né unicita di soluzione per il pbm
(38)-(39) né dipendenza continua della curvatura media Q7)3E.

volume V. Consideriamo 11 seguente

Esempio.

Siano «Q,I' come 1n figura , Q cC }RZ

FHQ Ie:r

Le soluzioni, a mano a mano che V cresce, sono indicate nelle fi-

gure successive.



_
@
=
Yz O
2,




A curvatura
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Problema di PLafeau con volume f4ss8ato ¢ molidiplicatori di Lagran-
ge.

I seguenti risultati sono stati presentati per la prima volta da

G. Congedo, E.Gonzalez in [2].

Nel seguito ¢ R" sara un aperto Limitafo con 3@ lipschitizia
nae I'ecd . SeV, e (0,|Q|) possiamo considerare il pbm di mini-

mizzare

(41) F(E) = [ D¢, | + | |og -¢,]aH

Q E 0 E I n-1
nella classe
(42) ey = {Ecf: |E| =V, 1}

Sappiamo gia diverse cose rispetto a questo problema. Ci poniamo

ora la seguente questione:

Esiste una funzione g : [0,]|R] | + R ‘"regolari t.c. il pbm (41)-(42)

sia equivalente a mindimizzare AL funzionale

(43) Fg[E) = F(E) + g(|E]|)

nella classe
(44) e = {BeQ} 2?2

La risposta naturalmente dipende da che richieste si fanno sulla

penalizzazione g. Ad esempio, se la funzione

~

k se* v = Vv, , K costante positiva grande
g(v) = N

\

0 se Vv

Vs

¢ .ammessa, la risposta & banalmente affermativa. Ma 4 noi interessa

considerare, per quanto possibile, penalizzazioni "regolari'.
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Indicheremo con G la famiglia delle penalizzazioni ammissibili.

Su 6 facciamo le seguenti richieste:

GT] ogni g e G & continua in [ﬂ,]g| ]
GZ] VVoe (0,|Q] ) VM>0 ¥§>0 con

0 <V, - 686< V, +6< |Q]
esiste g e G tale che
g(v) > g(V,) vve [0,|o] ]

glv) - g(V,) > M Vveg (Vo-6, Vo, +6)

Ad esempio, la famiglia di tutte le parabole

(43) g, , () = Av-vo)?, x>0, V, e (0,]a])

» Q

& una famiglia G ammissibile.

Primi ndsultatd.
Nel seguito considereremo sempre famiglie G verificanti 91) e 92).

Dal teorema di compattezza, dalla limitatezza inferiore di g e G e

dalla s.c.i. del funzionale F. s1 ha subito il seguente:

g

Teorema
¥g e G Eg (in genere non unico) minimizzante il funzionale F

Dimostriamo ora un facile risultato di densita:
Teorema
L'insieme

(44) v(G) = {lEgl : g €G}

¢ denso in 0, || J-
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Dimositrazione .,

Sia V, € (0,|q|), sia € > 0 t.c. 0 < v -e<v,+e<|Q].

Sia
Ft = {X & Q: Xn < t}
Si ha F(Ft}.i c() ¥t e R.
Sia g e G tale che
g(v) = g(v,) > c(gq) Vv ég (vo-g, V,+E)
Sia t e R t.c. ]Ftl = V,; supponiamo per assurdo che
vV = |Eg| ¢ (V,-¢ , Vote)

Si avrebbe

Fo(Bg) - F(B) = F(B)-F(F)+g(V)-g(v,) >

> 0 - c(q) +c(n) =0

contraddicendo la proprieta di minimo di E

N.B.

Poiché ogni minimo E_di F_ & un minimo per il pbm di Plateau con

g g

vincolo di volume, sappiamo gia che la frontiera di Eg e regolare nel

senso visto in precedenza.

I1 precedente risultato di densita non basta per assicurare una ri

sposta affermativa al nostro quesito. Consideriamo infatti la famiglia

G di parabole definita in (43) nel caso in cui @ ciRz e I c af

sono come indicato
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[ 7

= (0,1) x (0,1)

Dalla proprietad isoperimetrica della sfera segue facilmente che

ogni minimo Egl di Fgl sara necessariamente di uno dei due
lvﬂ IVID '

tipi indicati in figura

7 /77

N 27

T

777 7N
f¥

A) Soluzione disconnessa B) Soluzione connessa

dove, in entrambi i casi, Q""ISEg}k ¢ costituita da due archi di
!ﬁ-v o |

cerchio dello stesso raggio. Inoltre, per ogni (A,v,)}e(0,+=)x(0,|2])

ci pud essere al pill un minimo di tipo A) ed al pil un minimo di tipo

B) per Fg}lL v

Questo segue dalla stretta convessita di
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t — J1+t2

e quindi, del funzionale dell'area) e dalla stretta convessita di
EXavo

Si vede inoltre facilmente che, nella situazione A) €

d(lunghezza) >0,
d(misura Z-dimensionale)
mentre nella situazione B) &
d(lunghezza) < 0
d(misura 2-dimensionale)
Poiché 11 minimo di g si trova in v = v,, dove g!' = 0,
}k?vﬂ }*ivﬂ
da questo ne segue che
(i) se EBg 2 del tipo A), allora By, o l< v
mentre
(i1) se Eglﬂ%. ¢ del tipo B), allora lEglﬁm | > v,

. . 1 . : . .
Vediamo ora che £ valore v, = - non ¢ mad assunto, cioé€ che

2
|Bglﬂ% | # % VaAi>0 Vv, € (0,]|Q])
1° Caso) vV, < 1/2
Allora, se Eglﬂ%. e del tipo A), da i) segue che
Bg | <3

A5V 2
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Supponiamo quindi che 1'insieme E di tipo B) e misura 1/2 sia mini-

mo di Fgllr . Ma allora si avrebbe poiché

Fgl (E) = Fgl v (E*)

» O

dove E* e 1'insieme di tipo A) e misura 1/2, che anche E* sarebbe un

minimo di Fg assurdo.

rv,

b B &

2° Cas0) vy, > 1/2.
S1 ragiona allo stesso modo.

N.B.

S1 notl che questo esempilo funziona per ogni famiglia G di funzio

ni derivabili nel pto di minimo.

Penafizzazione con cond.

Consideriamo ora la famiglia G costituita da tutte le funzioni del

tipo

g, ., (V) = Alv-v,| , x> 0, ve(0,|Q]) .

3

Sia v, e (0,|2]). Vogliamo ora dimostrare che, per A sufficiente
mente grande, se Eh ¢ un minimo di

(45) E oy (B) = F(B) + g (|E)

in €, allora IEA[

A questo scopo €1 serviamo di due lemmi:
Lemma

Sia Q un ipercubo aperto in R di lato £ > 0, sia E un insie-

me tale che



C0<a< |[ENQ| <b < |Q] = 2"

(46) fIDo, | < c
. Q
(a,b,c costanti).
n2
Allora, V¥p e (0, 3 ), VA > O esiste
(47) r = r(a,b,c,%,p,A)
e due sfere B1,B2 di raggio r contenute in Q t.c.
a p _ p
(48) |E B.| <Ar , [B,-E| < AT
Dimostrazione.

Basta notare che nella dimostrazione del lemma a p.f@% tutte le

maggiorazioni fatte dipendono soltanto da &, |EMQ], f}D¢E},A e p.
Q

Lemma

Sia V, € (0,]|Q]). Allora esistono A, = A,(v,) ed r, = r,(v,)

t.c., ¥A> A,, indicato con Eh un minimo di Fl v esistono due sfe
n o
re BA’ Bl di raggio r, contenute in Q t.c.
M MR B n
(49) |El Bl‘: 0, ﬂEl Bﬁl —IBl{ = w T,
Dimostrhazione,
Poiché 1im [El|= V,, presi- g,%,
A>+00
n a
0 <a<v, <b < |Q],
esiste A tale che
n, v
(50) a < |E,| <b V> A,

. . _ n
Da (50) segue subito che esiste & > 0, ed esistono a,b, O<a<b<g ,
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tali che ¥A > A  esiste Qh ipercubo aperto di lato % contenuto

1in & con
(51) a < |[E, Q| <b VA > A,
Si scelgano A e p come nella dimostrazione del teorema a p. )

ed applicando 11 precedente lemma, due sfere B1 = BT(KAJ’ B2=B2(xk}

di raggior = r(a,b,c,%,p,A) contenute in Q;lk e verificanti (48). Si
procede ora come nella dimostrazione del teorema a pagina ma par

tendo, nel processo ricorsivo, dai valori a, =r/2, b, = r. Si ottie

ne cosi la tesi conr, = r/2.

Dimostriamo ora il

Teorema
Sia V, e (0,[Q]), sia El minimo di Fl ;. con
. n
(52) A > max {A,, ” }

dove A,,Tr, sono come nel lemma precedente. Allora

IEltzvﬂ
Dimostrazione.,
' Y
Supp. IEll < V,. Possiamo allora muovere la palla Bh del lemma pre
ceden&e, rimanendo sempre ‘in Q, fino a raggiungere una nuova posizio
ne %l tale che
v
[Ell < |EA U BAI <V, .
Dalla (10) a pagina s1 ha
: SRR s
E:Vn(El U Bh] = (El U BA) + ;&[v.rﬁ,——|El;lk U Bl’) <



- 43 -

[ n-1

< {IDo, | +f ¢, -0 |dH . +
- E E
38

0 A A
Il ﬁmu - ?G
¥¢| Bl - Eli+ Alv, - lEl U Bll) =
"y AV
n_,j E E
F(E,) + rﬂl B, - E, |+ A(v, - [E,[) -A[B, - E,|=
s
n Y
zFa,vﬂ(Eh} + - -A) lBk - El|< Fh’vﬂtﬁll,

C

ontraddicendo cosi l1la scelta di E

Quindi IEAIi V..

Analogamente si dimostra che |E
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