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SlllWiTlCA DI l.IllGUAGGI

Semantica di un semplice l1n§U86810 imperativo

ConsiderialJo un tipo di dati A= (A, rA, cA)

seguente segnatura
con

Pos3iaroo costruire su A 11 linguaggio A-While avente

5intassl astratta espresa dalla seguente seGna tura di
evidente lettura

f

I.J •••

00

Whlle

CU.Q

•,

ii-

'L'rue
False

(i rappresenta ltirYIDersione di icentificatori in espres=
3ioni che per brevità nel seguito non incicheremo)

Ir.a.ichiamo con EIP, ID , C)Jl 611 insiemi ci t(;r=

mini cl tale setin~tura di sorte exp, ià, cmd ris,ettiva=
mente e def'iniar.;.o il seb'llente insieL.".e

STA= l, I Il: ID --+ A}

con~i~eri~o le se0uenti funzioni:

a ..~ ornal!lento
~".-

ove

e

-~/-] :

(p~/(J )1= a

(p[alU>J= l'J

su x A x ID -- STA

'f J F I
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- condizionale ->,- I {True,l'alse}x 8!À x STÀ - STÀ

ove True ~ "p' a p

False ~ 1"1" a p'

~ del tutto naturale postulare delle funzioni di

interpretazione ~. ca , l! tali che.

C : EIP x SU - À U {undefined}

ca : BOOL x STÀ - {True. False, undefined l
l: : CIlll x su - su U {undefined}

per cui valgano V P ( STÀ le seguenti condizioni cve

I, J, E, H, C, Cl' 02 sono elementi generici di ID,
EIP,BOOL,CIlll rispettivamente ( 'l:(while True ~ C), =undefined )

é (!l)p = c
À

èP(!)p=pl

~ (p)p = r.l( c(E)p )

<il (True)p = True

<il (False)p = False

<i\(II.E),= pÀ(é(E)p )

e'(Cl ;C2)P = ~(C2) (~(Cl)p )

e(I:= E)p a l' [e(E)p/I]

C"(!! H then Cl else C2 )p = Gl(H)p) t'\ c l 'p.e(C2 )p

~(Whl1e H ~ C)p = Gl(H)p )e'(Wh1:j& Il ~ C)\e'(C)p).p

Anche se il significato di tali equazioni ~ del
tutto lntuitivo esse non possono essere considerate una
definizione di ~ e l:: e questo per 11 fatto che



tali condizioni sono ricorsive in senso stretto.
Basta considerare equazioni del tipo fx = ix

oppure fx = fx + l (xc N , t: N--.B) per capire co-
me una equazione ricorsiva pub avere infin1te o nessuna
soluzione e in quanto tale non ~ assumibile come condia
z10ne definitoria. Un modo per Buperare tale d1ff1oo1th
è quella di leggere tali oond1z1on1 1n opportune Btrut=
ture entro cui ~ possibile dare loro un carattere det1ni=
torio. ~ questa la soluzione adottata in ••mantioa
denotae1onale tramite la teoria del punto fisso (Ofr.[loj).

Qui presenteremo una soluzione del problema compIe?
tamente algebrica.

Consideriamo la seguente segnatura :E

B

-<~!D"....:T. Il
~ boo

Sia ~ la :E-algebra ave

e ove gli operatori -l:-/~. ->-.- • - • 1nd1v1duano
le operazioni di aggiornamento e condizionale come sopra
definite e quella di appl1oaz1one funzionale.

Sia quindi :E' la Begnatura ottenuta unendo a :E
la segnatura della sintassi prima definita :
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f

p

c

~-[-/~

I,J••

t-

( ; )

boo

T.F

I,J••

f

ave ~, I,: sono operatori associati alle funzioni di
interpretazione t, m, ~ sopra considerate.

Consideriamo le equazioni semantiche di prima e
riscriviamole come schemi di assiomi ÀX nella segnatu=
ra LI. ovvero sottolineando 1 simboli !, e, -e e

sostituendo cA ed rA con c ed f riap~ttivamente.

Se si verifica che tali equazioni così rlscritte risul=

tana B-consistenti, allora per il teorema fondamentale
sulle teorie basate (punto ii» la classe delle alge=
bre B-sovrabasate che verifica Ax ha un'algebra lni=

ziale !.
Evidentemente [I, el , eI dove:

tI • I~ x I sta • I exp•

caI • I boo1 % lata , I bool•

.,1 • 1
9114

x I sta • I sta•

verificano le equazioni semantlche date all'inizio, ma
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i domini e codomini di t.r. ,I. ~I includeranno quelli

specificati per le funzioni di interpretazione poich~

I è Bovrabasata su B.
~

In effetti poichè in Ax non vi sono assiomi in
cui si eguagliano te~ni di sorte ~ o cmd avremo

che I~ ~ IlU e I çmd ~ eMI>; però lata;) STA e

l'inclusione (a meno di biunivoclt~, ovvero lata ~ STA'
e STAI, STA biunivoei ) è stretta in quanto, per esempio
V p non eaiate un p'. STA tale ohe

9'~ ~(While I~ I do I:: J)p

e quindi anche I exp ;) A (a meno di biunivocità).

Possiamo però definire facilmente le funzioni se=
manti che postulate all'inizio ponendo

~(E)p ~ ~I(E)p • A ;) t I (Il)p • undefined

e(c)p ~ ~(o)p • STA ;)0;:1(0)9 • undefined

Lo schema adottato per l"-While puè generaliz=
~arsi a qualsiasi linguaggio:

e si scrivono le equazioni
delle funzioni di inter=per

Si individua una base

semantiche desiderate

1) Si definisce la sintassi astratta;

2)

pretazionej

3) Si riscrivono le equazioni semantiche come teoria
algebrica la cui segnatura include quelle della sin=
tassi astratta e quella della base e degli operatori
interpretativi relativi alle funzioni interpretative
che connettono sintassi con base;

4) 3i dimostra la B-consistenza della teoria algebrica
ottenuta,da cui discende l'esistenza di un'algebra l
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per tunzio=
desiderate

in cui valgono le equazioni di partenza
ni più definite di quelle semantiche
(che in genere sono parziali);

5) Si restringono le funzioni relative agli operatori
interpretativi di l sui domini della base ~ con2

slderandole non definite se forniscono come risul=
tati elementi non appartenenti alla base •

Il problema fondamentale per la applicabilità di

tale metodo è la dimostrazione di B-coDsistenza della
teoria algebrica che specifica la sementica del lin=
guaggio. Esistono in proposito dsi mstodi che stabili=
scono tale consistenza utilizzando tecniche induttive
o risultati sui sistemi di riscrit tura (cfr.[2l!1 [2i1)
e addirittura per la maggior parts dei linguaggi pro:
progremmativ1 tali metodi eono di applicazione
semplicissima nel senso che si riducono a semplici
controlli sintattici sulla specifica algsbrica (cfr.[27)

Notiamo che il metodo presentato sviluppa una se=
mantica che potremmo dire integrativa piuttosto che
strettamente interpretativa, ovvero le funzioni seman=
tiche non sono un morfismo tra algebre simili, ma
connettono un' algebra sintattica a cui dare signifi=
cato con un'algebra semantica (base) di oggetti assunti
come già conosciuti.

Inoltre il calcolo equazionale permette in modo
operativo di calcolare la semantica di un C06tru~tO

poichè 8e questo ~ un valore della base allora il ca!=
colo lo ottiene in un numero finito di passi (altrimen=
ti 11 calcolo diventa infinito) (cfr. [27] ) •

Consideriamo un comando in I-Vh11e ove

Il Il _5 li)B= (B, + , < , u-, l
:

e calcoliamone la aemantlca utilizzando la sua specifica



a!Gejrica su uno stato9o tale che 9oJ= O ~ Jf ID

(a~;1:'revierefiìo Ol~ e 11; con O, l )

e(lihile 1<1+1 do I:~ 1+1)90 •

0(1 < 1+1)90= t(I)po <N t(l+l)po -

= PoI <N t(l)yo +N t(l)po =

= O <N 1+1'1 = O <N 2 = 'lrue

= e(lihile 1<1+1 do I •• I+l)(e(I:. 1+1)90)­

~I:= I+1)po= Po[t(I+l)!',!I] =

= p rt(I)p +N t(l)p /1] =
~ o o

= pJ poI +N 1/1] = poC0!"1/I] =

= Po[l /1] = 91

= e( lihi1e 1<1+1 do 1:= 1+1)91 =

!Il( 1< 1+1) P1= t(I )Pl <li t( 1+1)91=

= PII <l. t(l)pl +Il t(l)Pl _

= l (Ii l ;t l = l (li 2 = True

= e(lihile 1<1+:0. do I:. 1+1) (C'(I •• I+l)91) •

e(I:=I+1)91= l'l [t(I+1)P1 /1] =

r
= 1'1[t(I)Pl+' t(l)pl /1] -

N Il
= prC PlI + l /1] = Pl[ l + l /1] =

= 91[2 /1] = 1'2

.e(lihil0 1<1+1 do 1:= 1+1)1'2 =
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65.- Semontica a1gebrica di un oompl1co linsuaggio f'unzio=
nal.e •

Conoideriamo ancora un a1gobra 6

, = (A, ITruo,1'a1oo} ,:rA,cA,pA)

di oegnatura Truo

-v- ~-.c:~1I:t"~1'a180bool

f

Definiamc a partire da • 11 11nguaggl.o '-lIcCarth;y

La sintaosi astratta di ta1e linguaggio in BIP ~ la SOe
guente

<Program> : : = eva1 «Declaration> , <Bxproosion> )

<Bxpression>: :=<Identifior> Il<BxprOSOion> l _
cll:!l <Function nomo> «Bxproosion»

li<Boolean> thon <Bxprosoion~

Il!!.<Bxprossion>

<Declaration>::= define <Punction Dame> ~Identlfier»s

= <Bxpression> I
<Declaration> ; <Declaration>

<Baolean> ; l_ l!. <:BxpreSB10n>( True Ila1ee

<Identifier> : : = I IIl I 12 ••••

<Function name>::.1' 11'1/1'2 ••••
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IndiclUamo con PRG, IIIP, DEC,BOOL, ID, FUN gli;,y­
alemi di termini della segnatura associata alla gramma=
t1ca di sopra le cui sorte indicheremo con ]lU.!.n

W. bool, 1.4, t'un rispettivamente.

Definiamo quJ.ndi un aJ.gebra base ; di domini

BvaJ. m AU {error}

~oo1- {True,FaJ.ee, errar]

B:fun = FUll

Bdef = {.II & .FUlI - IIIP :IO IDU {unbound}}

Beta = t\' Il' . ID ~ AU {unboundl )

Su taJ.i domini aesumiamo 1e :funzioni definite daJ.=
le seguenti condizioni:

-- App1icazioni funzionaJ.1

l' • Beta' I. Bid - l'I. Bexp (appUc.di l' a I)

&. Bdef, F. B:fun' &F=(B,I)-+l6F '" BIP = B
6F+ID -I

-- CondizionaU
True :> a,b = a
Palse , a, b III b

a1~ )s,b - b
8 1 =&1 ::> a, b ZII a

- .Aggiornamenti

se I- J

ee II- J
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(ll. I)
(liE {E,Il I F))G:

f>F

se F = G

se F F r;,

-- Test su espressioni (B t Bexp )

{

True
!ree(E)=

False

{

True

!ree(I,B)=
False

se

se

B contiene identificatori

altrimenti

E contiene identificatori
diversi da I

altrimenti

Nel seguito indicheremo gli operatori relativi a tali

funzioni con la stessa simbolog18 adottata per le tuo=
zioni •

Possiamo quindi esprimere la aemantlca del=
l'A-McCarthy tramite una segnatura composta a partire
da11a sintassi e dal1a segnatura di B 8~ungen=

=
do 1 seguenti operatori (di interpretazione)

~ • ~ de! sta -+ val•

@ • bool de! sta -+ bool•

~ • dee de! -+ de!•-
Cl • !!r& ~ val•

e dando le seguenti equazioni 1/ 9 • Beta • f> • Bde!

CO.D I elemento generico di sorta M e id· (Bid= ID)

E " " " " §;II? e exp (Bexp=EXP)

li " " "
, bool

D " " " " dee

t C!<)f>9 - e

t (1)69 = 91
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~(ll li then BIelse E2 )l'9= §(H)b,= error:> error.

Gl(H)6,=True :> t(BI )6,.t( B2 )6,

t(caU F(E»"'= t(B)~ = error :>error.(6:r= unbound:>

:>error. ~(6P+BlP)6,[t(B)6,16:r.1D])

Gl(True)= True

@(FaIse)= False

@(AB)6, = p(t(B)6,)

l(define F(1)=B)& = 61'= unbound :>(free(1,E):> error,

6[(B.1)/:r]), error

t(eval E !ll. D)= 2l(D)bo= error:>error. free(B) :>error.

t(E)(~(D)60)'0

b(D,; D
2
)! = .b(D

2
) (j (D,)/)

'01= unbound

tutto nn.turale estennere l:J. senantica sO!lra fiata nel

f'''l.C"O i '1 ...qi Pl .<t·"!l;f]ett"no chi-.Vl1ate di funzione corI lli.ì di un arel)ltIento.
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66- pescrizione algebrica del LI~

Un linguaggio di tipo LISP ~ costituito da un nucleo
la cui sintassi astratta e la cui semantica sono riconduci=
bili a quelle del Liste-McCartby ove Liste è il tipo di
dati di liste su stringhe alfanumeriche definibile formal=
mente come si è visto precedentemente.

Esprimendo la sintassi astratta in BlF avremo :

<Program> ::=~ ( <Declaration> , <Bxpres8ion> )

"f: <Expression> :: ... <Identifier> I <L:Lst >1<Ato1D.>I

car(<Bxpreeaion» I cdr( <BxprB8sion > ) I
cons( < Expression > , <B%pression > ) I
<Function name) «Argument > )1
if < Boolean > then <Bxpres8ion>
~

els8 <BxpressioD)

no <Argument> : 0= <E:z::preasion) I<Argument> , (Expression> I
<Atom> ::= <Alfanum> (Atom>I<Alfanum>

<Alfanum> :: E AIBI .·.1 z lil 111 •.. 19
i\: <Li8t> ::= l (l è lista del tipo di dati "liste su

atomi" )

li: <Declaration> ::= define <Funct1on name> «Identifier»l:Il

= <Expre8Bion> I
<Declaration> ; <Declaration>

:t: <Identifier> ::= I <Atom>

ti: <Function name) : 1'= P <A.tom>
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r: <Boolean> :l= !!1«Atom). <Atom > )lisatom«lI%presuon»1

True I Palse

(Se'Yè un'espreseione scorretta del tipo car(ni1) ~('l')'f =error)
cib cbe perb Il peculiare del :LISP è 11 ~atto di avere

una sintassi concreta espressa entro ll. tipo d1 dato ilste;
ovvero vi è una funzione 1:' di realizzazione sintattlca
cbe traduce i domini BIP, BOOL, ••• in 1.1ste.

Avviene quindi cbe una certa espressione del L1ete­
,~Cartby cbe individua una funzione su liete è in LISP

rappresentata tramite una lista. Cosi in modo del tutto
naturale si possono rappresentare in LISP programmi che ma=
nipolano programmi, ovvero algoritmi a vari livelli dl ap=
plicazione tunzionale.

Tale aepetto rende il :LISP estremamente indicato in
vari contesti progralMletlv1 e sopratutto in intelligenza
artificiale.

Definiamo come esempio una realizzazione e1ntattlca'C' I

'CCt) = 1­

'1:'(1) = I

't'('I',T1)) = ("'('l'). 't'(n) )

"'( True) = TRUB

1:'(Palse) = FALSB

"'( 011) = IIIL

"'(A) = (QUOTB 1\)

't'( J!S('l'1' 'l'2) )= (BQ 'I:'('l'1) "'('l'2) )

1:'(ieatom('I') )= (ISATOJI ~'l') )
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'C(cons('i'1''i'2) )= (CON5 'C('i'~) 'l:('i'2) )

'C( car('i') ) = (CAR 'l:('i') )

'l:( cdr('i') ) = (CDR 'C('i') )

'Ccu t then 'i'~ e~se '1'2)= (COND 'C(t) 'l:('i'~) '('1'2) )

'C(define('CL)= 'i' ) )= (DEPllIE .(;l) 1:('1') )

'C( ~l; ~2) = ( 'C( ~~) 'l:( ~2) )

't'c p( n) ) = (p 't'cn) )

't'C ev~( ~. 'i' ) ) = (EVAL 't'C ~ ) 't'('i'»

Osserviamo che l'atomo QUOTE serve a distinguere le
liste che sono nomi di costrutti da quelle che sono liste
vere e proprie, ovvero elementi del tipo di dato. L'uso di

QUOTE è analogo alle virgolette con cui in italiano distin:

guiamo Roma come nome di un ente extra11nb~stlco e "Roma"
come nome della parola.

Bsempio di traduzione dal Liste-NcCarthy al LI5P.

p= eval( define FP(II)= U ~(II.nil) then FINE

else cons(CIAO.FP( ~(II») • FF«X X X) ) )

't'(p) = ( EVAL (DEFINE FF(II) (COND (EQ II NIL) (QUOTE

PINE) (CON5 (QUOTE CIAO) (FF (CDR II) ) ) »)

FF( (QUOTE X X X )))

Esercizio : òescrivere ~ come norfismo
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