
IX

TIPI DI DATO

Un tipo di dato è individuato da certi oggetti
e da certe operazioni eu di essi. j evidente che tale
nozione intuitiva è completamente specificabile in modo
preciso tramite quella di algebra.

Abbiamo per eaempio già via~o tra i ;;>rimi ese_
pi di algebra eterogenea il tipo di da~o ·pila eu natu=
rali·. La steeea algebra (11,+,',16,1) è un tipo di

dato (il più antico).

L'approccio algebrico coneente perb in modo natu=
rale la formal1zza~1one di un concetto di estremo inte=
rese programmativo: quello di tipo di dato aetratto.
L'aggettivo astratto indica che gli oggetti au cui si
vuole operare non aono definiti poichè cib che interes=
sa sono certe condizioni sulle operazioni che su di 8881
si intendono effettuare. In termini algebrici questo
aignifica che un tipo di dato astratto non è un'algebra
;ensì una teoria algebrica i cui modelli risultano pos=
sibili realizzazioni concrete del tipo astratto.

Specificare algebricamente un tipo di dato astrat=
to significa quindi tradurre in teoria algebrica una
qualche teoria formale o informale che descriva 11 tipo
considerato.

Consideriamo i seguenti esempi:

1) file eu elementi di un prsfissato insieme

Le pile sono oggetti costituiti a partire da una
pila vuota empty e una operazione di ''push" tale che

P è pila, a è elemento .. push(a,P) è pila

P'= push(a,p) _ top(p') = a

P'= push(a,p) ... pop(p') = P

( top e pop sono operazioni che agiscono su pile non vuote.)
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Una specifica algebrica ~ la seguente

empt;r

pop

e

ile
top

P :
Q :

e :

maa10ni

variabile
•
•

di pile
" pile non vuote
" elementi

j'(jp). p Assioma che impone l'in1ettiv1th
de~111mmer810ne j.

pop (push (e,~) ) • ~

top (push (e.~) ) • e

Il) Liste '!.u un I1.rQf';t.ssJ!tQ insieme A

Le liste sono oggett1 costituiti a partire dagli
elementi di A detti atomi, utilizzando una operazione
di costruzione CODa secondo le regole seguenti :
o) Liste e atomi costituiscono insieme 1e espressioni

1) a è atomo, l è lista ~ cons (a,l) ~ lista

l ~ lista, l' ~ lieta .. cons (l,l') ~ lista

1i) Vi è un solo oggetto che ~ sia atomo che lista in=
dicato con 511 e altre due operazioni oar e cdr
definite su tutte ~e liste tranne Bl1 come segue

1 1= cons(e,l) .. car (11) = e

l'" cons( e, l) .... cdr (l') "l
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iii) Vi sono due operazioni booleane

eq binaria su atomi:
eq{a,a t )= 'l'rue c::. a. a'

isata. unaria su espressioni:
iaatom(a)= True.. a è atomo

3pecifica algebrica:

Segnatura
Nil,8l ,· .•~

atom

~r.-J...~::::i:';::::::::::d
eq j

bool
True
l'alse

j' cons

8 l ,a2 ,··· costanti, una per ogni elemento di A

"I - variabile di exp

l - .. .. list
a - .. .. atom

Abbreviazioni:
eona(,!,l) = ("Il)

("11("12''13»= ("11"12'13)

~uazion1:

ear( ("11» ="I
edr«'1l»= l

ear( () )= j()

edr( () ) = ()

i 1111 = j()
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{

j'(jl)= l

i'(ia)= a
iniettivi tà delle l/i,r;;crsioni di
liste e atoJ!ll in espressioni

1=1,2, •••

1,j= 1,2, ••• , i~ j

isatom(la)= Trae

isatom( (,,/1) )= ~'alse
•

eq(a,a)= True

eq(ai.Nil)= False

eq(ai.a j )= False

59.- §pacifiche gerarchiche

Supponiamo ora di volere specificare il tipo di
dato astratto Pila su naturali ave i naturali sono
l'usuale algebra

~= (N,B,+.·,=,~,l)

e Poi a partire da tali pile definire altre strutture
astratte di dati. Tale modo di procedere è tipico delle

cosldette specifiche gerarchiche. Un modo semplice di
sviluppare tale procedimento per via algebrica si ottie=

ne tramite la nozione di algebra basata che è una va=
riante del concetto di algebra di dati (cfr. [35] ).

DBl'INIZIONE
31a B una algebra di sagnatura ~ e sia

una segnatura che estende ~ , cioè avente tra
te quelle di ~ e tra gli operatori quelli di

- Una ~t-algebra A dicesi basata su B se

L'
le sor=

L

~IL= ~

cioè se il sistema di domini e operazioni di A relativ~

a :E ~ una ~-algebra isomorfa aB.
=

A dicesi sovrabasata su ~ se B ~ isoffiorfa ad

una Bottoalgebra di



-- dia ~B la segnatura in cui tutti gli elementi dei
donuni di B sono ag~iunti come costanti~(ciascuno nella
sorta oP90rtuna) dicesi diaeramma di ~ il seguente in=
sieD'le di equazioni ~B

E T:::E: •
B

Una teoria a1~ebrica che includa bE dicesi B-basata.

t evidente che una specifica gerarcnica è descri:
vibile algebricamente trami te teorie algebriche basate.
~uinui se t è la teoria delle pile su elementi generici
c gU è 1.1 d1a6ramr::a eli N (ove ad N è assegnata la sor:
ta elementi) t UÒN sarà 1a teoria de11e pile su N.

Vale ino1tre per le teorie basate il seGuente teo=
re'.la fondamentale

TEO&El-iA (::;ulle teorie basate; cfr. [Jer lu prova (2-:n )
t:ato un insiellle t di L'-equazioni t dicesi

-- B-consistente Bse t USB ~ a= a'

con a,a t eleI::~nti distinti di B

.- B-co~pleto sse ~ t

per qualche a E ~

E T I=:::E:B :::E:
t= a

Con tali notazioni valgono i fatti seguenti:

i) Je t
classe
t ha

è B-consistente e B-co~~leta allora la
delle :E~-a1gebre B-basate che verificano

TL , /< come alt;;ebra iniziale.
B tU~B)*

ii) ~e t è B-consistente la clas3e delle algebre

)~sovrabasate che verificano t ha T~'B!,~(~t7u77'a~r~
come algebra iniziale.

iii) 3e t è E-consistente e B-completa la classe
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delle algebre minimali B-basate che verificano
t ha algebra finale.

60.-

Un altro caso di specifica astratta ~ 11 88=

guente.
Definiamo matematicamente una :Eo

rappresenta il tipo di dato Lista ove
Bagnatura prima considerata a proposito
con l'esclusione di i' e jl :

algebra che
:Eo è la

delle Usto,

,:. L L,eq ,61, ...• 3 ,

ove A= {al' •••} U ~Nll} (Atolll1)

B= {True, False} (Booleani)

Lo= {()}

L1+1= Lix Li U A xLi

per 1. l, ..

L= U L
i.N i

E- A U L

, ,

(liste)

(espressioni)

L"i= &i

conaL= operazione di accopplame~to cartesiano

carL • prima proiezione di coppia cartesiana

cdrL = seconda proiezione di coppia cartesiana

isatomL, eqL I usuali test booleani

1,j I immersioni di atomi e liste in espressioni

Possiamo affermare che ogni algebra isomorfa ad ~

rappresenta bene il tipo di dato Liste e in tal senso
la classe di iBomorfismo di ~ rappreBBnta un tipo di
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li: •

dato astratto.
Notiamo subito la differenza tra la nozione prima

vista di tipo di dato astratto e questa qui considerata.
La prima si identifica con una teoria e quindi con la
classe di tutte le algebre che la soddisfano, mentre la
seconda si riferisce alla classe di isomorfismo di un
algebra. Per rimarcare tale differenza nel secondo caso
parleremo di tipo di dato astratto categorico.

Se l ~ l'algebra iniziale relativa alla teoria
prima considerata sulle liste,si può verificare facl1=

mente che Il ~ isomorfa a !.I~o ove ~o è la segna=

tura di I privata dagli operatori i' e j'.
=

In tal senso Il dicesi specifica via iniziali:
= ~o

tà dell'algebra ~ e quindi del tipo di dato astratto
individuato da

Le dimostrazioni di isomorfismo tra

coqtituiscono le
!I~o e

dimostrazioni di oorrettezza della spe=
011'ic8.

~ evidente che 18 fondamentale differenza tra l~

aefinizione prima data di ~ e quelle di I è che la
prima fa uso di nozioni matematiche usuali, mentre la
seconda ~ data tramite una teoria algebrica ovvero in un
linguaggio formale in cui si utilizzano Bolo le variabi=
li, gli operatori e l'uguaglianza e si dispone di una
ben precisa nozione di derivabilità (il calcolo equazio=
nale) e di eoddisfacibilità.

Notiamo che per specificare tramite inizialità una
data ~-algebra può essere utile introdurre degli ope=
ratori non presenti in L che agevolano la caratteriz=
zazlone assiomatica. Per esempio se si vuole specificare
per inizialità la ~-algebra N dei naturali con la

=
somma !!,= (N.+) (~= (+)) ~ del tutto usUale conside=
rare i seguenti assiomi nella segnatura ~.::> ~ in cui



oltre la soema +, sono incicati lo zero e il 3~CC~3=

sore , .
•

{

X +
t = x +

o = x

y'=(x+y)'

t evidente che

Tali operatori aggiunti nella specifica e poi non con=
siderati a costruzione avvenuta diconsi ope~tor1 Da=

scosti.
Nel caso della specifica per inizialità delle

liste, i' e j' erano operatori nascosti, ma in tal ca=
BO la loro presenza nella specifica per iniziulità po=
teva essere evitata infatti se t o sono gli ansloki
delle liste senza quelli relativi a i 'e ~ t si :lUÒ

verificare facilmente che

~ I = L-Lol f" =

(Lo segnatura di t o ) •

61.- Estensioni di tipi di d,to

La tecnica di specifica tr~,ite inizialità
può essere ovviamente estesa utilizzando le teorie
basate secondo la proposizione i) èel teoreI.a
fondamentale delle teorie basate(cfr. 59 ).

Inoltre tramite teorie basate si pub precinare il
concetto di "estensione " di tipo di dato:

consideriamo per esempio il tipo di dato astra~to

"vettori sui naturali" esso pub essere ic.en1;ificato con
la classe di iso~orfist~ dell'al~ebra

y= (V,N. -(-l. -E-/-:J.Q. I!l )
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ove N sono i -naturali"

v= {t I tI III -+ III}

-(-l. v" III _ III v(i) individua il numero di

posizione 1 nel vettore T

- E-/-) : Vxlh:. -+ V
v(j) se i;' j

(v[n/i])( j)=(

n se i = j

Q(i)= ~ V i ••

Se volessimo specificare assiomaticamente tale
algebra sarebbe naturale imporre i seguenti assiomi
(la segnatura .E' è evidente)

Q(i) = ~

(v[n/i])(i)= n

(v[n/i])( j)= v(j)

V i. III

.. io •

V i,j • N ; 1 F j

Se ora consideriamo l'algebra iniZiale !. di tS:=J
le teoria basata ci si convince però che l non è 1BO=
morfa a y. poichè dagli assioll..i 6.1 sopra non deriva

(Q [n/n» [m/m] = (11 [lIl/m]) [n/n]

e quindi i due membri di tale equaz~one designano ele=
menti diversi di i.

In effetti l'ale::ebra V è ison..orfa a11 'algebra
=

la segnatura relativa alla base di i
8010 la sorta dei naturali e l'operatore

per lo zero (L C L' ).

è la congruenza definì ta COt.e seé;"1.le.eoveIL'/e
3ia L
contenente
nullario

Diciamo contesto basato
sorta in L con una variabile

in ~L'

un termine wl,,) di

libera, poniamo quindi
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per ogni contesto basato V(x) ove V(x) ~ ottenuta 80

stituendo t al posto di z in V(x), e ~ ~ un as
segnamento qualsiasi nell'algebra l (qualsiasi poich~

•
in W(t l ) e ~(t2) non vi sono variabili) •

Ovvero ~~e teraini aono consideratl equivalenti
se eono "osser:abilmente" equivalenti sulla baee,cioè
se ~n i le ~~~di in tutte le algebre basate cbe veri=

ficano gli ass~o~ dati) il loro comportamento sulla
baae è identi~c \da1 punte àl vista algebrico).

3i dilliostra che tale algebra ~:E'le ~ io effetti

llale.(ebra fif.a1e nella classe di tutte le algebre mini.
mali basate sui naturali. La proposizione 111) del teo
rema sulle teorie basate fornisce quindi un criterio per
la specifica algebrica, via finalità delle estensioni
astrat:e di tipo di dato.

Un altro fenomeno interessante sui tipi di dato,
esprimibile per via algebrica,~ lt1~plementazione.

Data Wl Algebra ,
un algebra derivata da
toiosiemi dei domini di
del tipo

diciamo che una algebra Il ~

, se i domini di Il sono sota
, e le operazioni di !l sono

ÀX1"'Xc t(~,··Xc)

ove t(xl",Xc) 11 un termine Sull'algebra! di varia=

bili

su
Una implementazione di un tipo di

, 11 un algebra Il derivata da ,
dato astratto li.
tale che g!ilt!l.

La dimostrazione dell'isomorfismo fornisce la oorrettez
za dell'implementazione.
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l)

ESEMPIO di il~olel:.entazionc

.iia ~ il 3e6-..lC~>tC tipo di è.nti

., =( :I,~, è.elete, insert, set, haz, eq, ec;nt:,' )

o.....e
3= {~rue,False}

empty= l'insier,.c vuoto

«,= {eu.pty}

d', 1= n( J,)U:!
~.. \Y 0"1. 1.

d=U-::{
idi

(

delete : -:! x d -+ d

delete (x,y)= y - (X)

{

inBert : :! X d -+ ::I

insert (x,y)= YU(x}

(

e q : :! X :f - B

eq(x,y)= T C=> X = Y

{

has : :f X :f - B

has(x,y) ** XE Y

(

Bet : ::I-+~

set(x)= (X)

lJ...plc:.1entia;;io in :::I il tipo ài dati naturali, zero, suc=

cessore (i.,O,S)

~asta ~efinire D= (DN, OD, SD) ponendo:

o) e.,pty E Ilti
i) x,~;.... XU{X} , Ilti

2) OD= empty
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3) ~D= >'x. insert( x, xl

t evidente che
non è altro che il

!! è lsor..:orfa a
classico ~oaello

(~.,O,::i) infatti

i~~ie!:;istico di

fon Near.~ nei numeri naturali.

Una imp~ementazione dL ~~ tipo di dato astratto t
•

su ~~ tipo di dato A è un a1tiebra U derivata da 4

che verifica t. La diDostraz1one che R F ~ costitui_

sce la dimostrazione di correttezza dell'l~plementazione.

63.- Problemi di specifica form~e

La pror.leri;atica di specifica forr.•ale dei tipi di

dato ha in sè tutti Gli aspetti tipici presenti in tiene=
rule nellu specifica for~~le cel software :

1) ùefh,izione forrnaltl di strutture c teorie c:.:e de=

ser~V~~0 astrattamente nozioni proCr~:uative;

ii) traduzion(; dI :;;pt:cifiche 'ate, d<J un certo lin(,'UaG=

,iii) ve-ri.!.'ici:1 c.i corretl.ezza cii lUlél certa specifica nei

cont'ronti di u:.. al tra•

.Jint.;o .:::.lcwle veloci esel:Lplificazioni di tale pro:"letr.a=

ticc. •

...iia data u:ta s,ecifica (in linguagi,;io del 12 O )

ccI :~r"t->uentc tipo di lieto astratto coda

.t'reuicati: coc.a{-), e1eLI{-), top{-,-), P09{-,-).

pU~hl-.-.-)

C03tar.l;i: eL..:pty, a, o, ••••

=-.:-niof.i:
Vx (coda( x)'" e1e",( x) )

e1er::( a)

e1ero(b)
•,
•coda( er:.pty)
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Y,y z (push(x,y,z), • coda(x)~elemlYJ~coda(z))

Y x y (pop(x,y) • , coda(x)'~x=eJqlty~coda(y) )
Yxy (top(x,y)' , coda(x)'-x.elllptyAelem(y))
V X ((coda(X)A~X • e1llflty) --> Cl !y(top(x,y)~ 3!z(pop(x,z)))
V x y (push(enpty,x,y) .-. top(y,x)" Pop(y,e1llflty))
v x y z u V (pop(X,y)A push(X,Z,U)Apush(y,z,v) ~ pop(u,v))
V x y z u (top(x,y) PllSh(x,z,u) ~ top(u,p»
V x y (coda(x)A coda (y)-> (x=y) <->(x=eJlDtyAy-e1llflty).3uv(top(x,y) Atop(y ;ù)'pop(x,V)Apop(y ;V))

PROBL1lMI

I) Spec1f1care algebricamente tale teoria e dimostra=

re la correttezza della specifica fornita, ovvero
dimostrare una corrispondenza biunivoca tra 1 mo=
delli delle due teorie.

II) Definire un modello della teoria algebrica data in
i) verificando la correttezza di tali definizioni
cioé che i modelli verificano la teoria.

III) Specificare algebricamente per inizialità alge=
b~ date in ii) e verificare la correttezza delle
specific he.

IV) Implementare le algebre definite in ii) sull' alge=
bra delle liste e verificare la correttszza delle
impliJrentazioni.

V) Definire per inizialità il tipo di dati naturali

(N,B,+,.,',l,s,True,Palse)
(5 predicato di uguaglianza tra numeri)

VI)

VII)

Definire per inizial1tà il tipo di dati stringhe
su A= {a,b}

;{=(A*, {Trus, False} , >., .. ,v, a,b)
(5 : uguaglianza tra stringhe)

1) Specificare algebricamente l'usuale tipo di

61



dato file

zioni di

(su certi
get, put,

elementi A) con le opera=
reset , reac:l , endoffile.

2) dpecificare algebric~uente un tipo di dato
tatrici booleane 2x3 con l'operazione di somma
(componente per componente) estrazione di un
elewento da matrice, estrazione di riga ed
estrazione di colonna.
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