e quindi T' @ H'(C) @& 1-1.

Come prima si vede che T'¢y & debolmente chiuso in H'(CT)

e quindi che T e surgettivo. i

3. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI DI FUNZIONI CONTINUE.
§1. Alcuni risultati classici.

Un vecchio problema lasciato aperto da Banach nel suo

celebre trattato era il seguente:

E' vero che C(|0,1]x[0,1]) & isomorfo a C([0,1])?

E' da notare che Banach sapeva che non potevano essere
isometrici perché aveva provato, nel caso C(H) e C(K) sepa-
rabili (¢ equivalentemente H e K metrizzabili) il sequente

teorema dovuto a M.H.Stone nella sua formulazione generale:

Teorema 3.1. (Banach-Stone)

Siano H e K spazi compatti; C(H) & isometrico a C(K) se

e solo se H & omeomorfo a K.

La risposta a questo problema (affermativa) si e avuta

oltre trent'anni dopo 1la sua formulazione, ed e contenuta

nel famoso

Teorema 3.2 (Milutin).

Se K & un compatto metrico non numerabile, allora C(K)

e isomorfo a C([0,1]).

>egnaliamo che esiste una <classificazione 1isomorfa di



tutti gli spazi C(K), con K compatto metrizzabile, per 1la

quale rinviamo a Lindenstrauss e Tzafriri [14].

Nello studio degli spazi di funzioni continue, come §]
vedra anche nel sequito, sono wutili strumenti teoremi dj
estensione che siano legati alla struttura vettoriale degli
spazi in oggetto: 11 teorema di Tietze & percid inadeguato

in quanto 1'operatore di estensione che fornisce non & lineare.

Di grande utilita e invece il seguente teorema di estensione

simultanea dovuto a Borsuk e Kakutani (cf.[14], [2] e [40]).

Teorema 3.3.

>Sia K compatto, e H ¢ K chiuso e metrizzabile; esiste
un operatore T : C{(H) > C(K) tale che (Ff)‘H=f ¥feC(H),

[Tl = Ifl em, = 1, dove 1, e 1, sono rispettivamente 1'iden-
tita di C(H) e C(K).

Una immediata consequenza e il seqguente utile

Corollario 3.4.

Nelle 1ipotesi del teorema 3.3, esiste un sottospazio E
di C(K) isometrico a C(H) e complementato in C(K) con proiezio

ne di norma uno.

Dimostrazione.

Siano T : C(H) ~ C(K) 1'operatore dato dal teorema 3.3,

R : C(K) -~ C(H) operatore di restrizione, ed E=T(C(H)).



E e evidentemente isometrico a C{H), e P = TR & la proiezio

ne cercata.

§2. 11 metodo di decomposizione di Pelczynski.

[1 metodo in esame & stato introdotto da Pelczynski in

115] per studiare una situazione di questo tipo:

Siano E ed F spazi di Banach (o, pil in generale, slc),
con &t isomorfo ad un sottospazio complementato di F e F isomor
fo ad un sottospazio complementato di E (scriveremo nel segui-

to E<F, F<E rispettivamente):

in quali 1ipotesi su E ed F si pu0 concludere che Lt ed

F sono isomorfi?

Noi esporremo questo procedimento prima attraverso alcuni

esempi, e poi nella formulazione astratta dovuta a D.Vogt

(457 .

Negli esempi che sequono supporremo di essere nella ipotesi

del problema enunciato, con £ ~F 8 F , F ~t & Em'

Esempio 1.

F¢ allora E ~ F. Infatti

Se £ ~ E

= E ® E) e F

{

E & F ~F 8 FG @ F ~F & F_ ~EL

f ®F ~E®EB®E ~E®E ~F

da cuil E F.

I



Esempio 2.

Se £ ~(E & E © ...)p (1 < p < =, oppure p=0) allora E~F.

Intanto, risulta E

Tl
—

E 8 F ~ F;
inoltre:
E®F~ (EBE O ) 8 F ~
~((F & FD) 8 (F © Fﬂ} 4 "')p ® F ~
~ (F, 8 F 8 ...) 8 (F®F O ...) 8F
~ (F,8F 0...) 8 (FBFB ...) ~

|1

((FOF )8(FOF )®...) ~(EBEB..)p ~ E.

Quest'‘esempio e servito a PeJfczynski (ed a Lindenstrauss

0

nel caso di & ) per provare che ogni sottospazio complementa-

to di g P (1 < p <=» e dj Cq e isomorfo allo spazio stesso

P _ p P ~
(notare che &7 ~ (&7 & 247 @ "')p e Cmm(cuﬁcmﬂ"')u)‘

Esempio 3.

Siano E ed F slc e E ~ dm, con G slc.

Allora E ~ F. Infatti, come prima, E ~ E°, e quind

E®@F —~F. Inoltre:

[Ee T

E0F -G OF~ (6" )NoF~ (FOF )NOF~F oF ~ (FOF )N~ ~ (6" )"~G ~E.

Sequendo Vogt esponiamo ora la formulazione astratta del

metodo di Pelczynski.

E & E, e quindi come nell'esempio 1



Sia A un'applicazione che assegna ad ogni slc E un altro

slc AE, in modo che:

(i) A(AE) ~ AE ~ E 8 AE

(ii) A(E ® F) ~ AE 8 AF.

Proposizione 3.5.
Siano E,F slc. Supponiamo che AE<F e F<AE; allora AE~F.

Dimostrazione.

Stano F b t.c. AL ~ F B Fos» F =~ AE ® E , allora si ha

AE -~ A(AE) -~ H(F@FD} ~ AF & AFD.: F & AF & AFD.: F & A(AE) ~ FOAE

ed anche

F~ AE + ED ~ A(AE) © E.;:_. ~ A(AE & E) © EG ~A(AE) 6 AE © ED ~

~ AE ® F.
- L

Osserviamo che neqgli esempi precedenti 1'applicazione

A era:

AE = E & E nell'esempio 1,

AE = (E &8 E ® ...)p nell'esempio 2,
_ ¢N ; :

AE = E nell'esempio 3,

e si supponeva E ~ AE. Diamo altri esempi:

Esempio 4.

Se AE = E(m) la (i), (ii) si verificano facilmente.



Esempio 5.

>ia G uno slc tale che G ~G & K e G ~ G EH G, con a=¢€,m;

definiamo AE = G @ E.

La verifica di (ii) & immediata tenendo conto delle proprie

ta del prodotto tensoriale. Proviamo (1):

L ¥

A(AE) = 6 8 (6 BqE) ~ (G B46) B4E ~ G Q4F = AE

E ~G Bqf @ E = AE @ E

§3. Rappresentazione di C(Q) e di CD(K).

Siano K, Q ¢ m”, K compatto con interno non vuoto e Q(#0)
aperto, C(%) sara lo spazio di Fréchet delle funzioni continue
su $ con la topologia della convergenza uniforme sui compatti,

C (K) 1o spazio di Banach delle funzioni continue su R" &

a supporto contenuto in K con Ta norma del sup.

In questo paragrafo proveremo i sequenti risultati (dovuti

a M.vValdivia (cf. [40],[37]).
Teorema 3.6

C _(K) ~ C([U,1]).

Teorema 3.7

c(2) ~ c([o,1])™.

Alla dimostrazione e necessario premettere 1 segquentj



(i) C([0,1])) ~ C([0,1]) & K

—

1) ~c([o,1]) & c([0,1])

Dimostrazione.

(i)Per H e K compatti 1'applicazione T : C(K) & C(H) cC(KU H)

U = unione disgiunta) definita da
f{x) S e x € K
T{f,g)(x) =
g(x) S e x € H

e un 1sometria fra gli spazi 1ndicati.

Se K = |0,1] e H & wun punto per il teorema di Milutin

si ha la (i).
(i1) Per il teorema di Milutin e sufficiente provare che

c([0,1] x [0,1]) ~ c([0,1]) ®,_ C([0,1]).

Dimostriamo piu in generale che

C(H x K} = C(H) 8¢ C(K) H e K compatti.
N
Posto per z = 2 fi K giEC(H)ﬁEE(K),
=
N
Tz(x,y) = 1 f.(x)g.(y) e C(HxK).
1=1

Tz non dipende dalla rappresentazione di z e T e un'isometria;

infatti:
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n
e(z) =  sup | 2 <fi,u><g.,v> | =
lull=fvi=11=1
n
= Ssup | Z i fiduf g.dv | =
ful=fvi=1 i=1 H K
n
= SUp |/ L f. gid(uﬂu)] <
full=fvi=1 HxK i=1
n
< sup Lf(x)gily)]s
(x,y)eHxK i=1
d'altra parte
n
Sup | & fi(x)g.(y)| =
(x,y)eHxk 1=
n
sup t 51{fi’6x}{gi’6y} | < e(z)

Il
—
L

poiché ﬁﬁxi = ﬂﬁy"

Allora a meno di isometrie C(H) EE C(K) & denso in C{HxK)

per 11 teorema di Stone-Weierstrass e quindi il suo completa-

mento C(H) ﬁE C(K) & C(HxK).



Lemma 3.9.

Sia @ =8&c R " aperto. tsiste un ricoprimento di §& di scatole
compatte che -subordina wuna partizione dell'unita di classe

Cﬂﬂ
Dimostrazione.

Sia (Kj) una successione di compatti invadenti §© tali

O
che @ # Kj c K. ¢ K ¥j. Ricopriamo K1 con un numero finito

o

di scatole { Mg1),...M(T]} contenute 1in Kg, prendendo per

pgni xeK1 una scatola Mx - K2 ed estraendo poi un ricoprimento finito

o

di Kq. Allo stesso modo, per Jj > 2, ricopriamo I<3.*~..f<;j__,I con

un numero finito di scatole { M%J),...,Mégj } contenute in
J

Kj+1.

La famiglia (MEJ)) e localmente finita e quindi si puo

costruire 1n modo standard una partizione dell'unita di classe

& &)

C ad essa subordinata.

Dimostrazione del teorema 3.6.

Per 11 lemma 3.8 si puo applicare il metodo di decomposizio

ne di Pelczynski come nell'esempio 5 basta quindi provare
che C([0,1]) <C.(K) e C_(K) <C([0,1]).

Sia P una scatola compatta di R™ che contiene K, e poniamo

M=P~K. Se T e 1l'operatore di estensione fornito dal Teorema

di Borsuk, T : C(M) ~C(P), proviamo che si ha C(P)=T(€(M))$CG(K).

Infatti se feCD(K)rTT(C(M)), f|M=U ed f=T(f|M)=U per 1la



linearita di T; ne segue che C_(K) N T(C(M)) ={0}. Inoltre,

se feC(P), sz(flM)+(f-T(f|M)), con T(flM)ET(C(M)} e

(F-T(f ) )eC(K) . Quindi € (K) <C([0,1]) ~ C(P).

Q

Sia ora Q#¥ una scatola chiusa contenuta in K e WECD(K)
una funzione che vale 1 su Q, (Jv] = 1); tramite il teorema

di Borsuk si1 costruisce immediatamente un operatore di esten-

sione isometrico S da C(Q) in CD(K). Se allora R : CD(K) >C(Q)

e l'operatore restrizione si ha

e quindi P = SR & proiezione di CO(K) su C(Q) ~ C([0,1]).

Dimostrazione del teorema 3./7.

In virtu della Proposizione 3.5 con AE=§W, e sufficiente

provare che C(Q) cC([0,1])m e che C([ﬁ,1])mcﬁ(ﬁ).

Siano M = (Mi) come nel Lemma 3.9 e (¢1]Uﬂa partizione

dell'unita ad essa subordinata. Definiamo gli operator:

i=1 !
RE = iy, )5
1
€ T: T cmM.) > c(9)
i=1 ‘
T(f1)1 i 1§1 LIJ1f1

evidentemente TR = IC(Q)’ e quindi, al solito, C(&)< i C(Mi}
.

che e isomorfo a C([O,?]JN per 11 Teorema di Milutin.



Per dimostrare 1'altra relazione siano (Ni) e (P.) due

suyccessioni di scatole compatte contenute in & e tali che

Ni c Pi Vi, P1F1Pj=@ ViZj, e siano (ni) funzioni tali che

{ - 1 = 1
niECD‘Pi)’ . 1 in Ni Hﬂjﬂ 1, ¥i.

Definiamo gli operatori

ar

dove fieC(Pi) sono le estensioni date dal teorema di Borsuk

e

i=1 !
Rf = (f[N‘)
;
Ancora una volta si ha RS=I oo e pertanto C([ﬁ,?])m ~
I CING)

~ 1;‘51 C(N )< C(). [

Dalle proprieta generali dei duali di prodotti topologici,

essendo #(Q) = C(Q)' e .#([0,1]) = C([0,1])"', segue

Corollario 3.10
#(Q) ~a([0,17) M

] risultati mostrati 1in questo paragrafo possono essere
generalizzati nel caso che © sia aperto di uno spazio tcpoiogl

co pil generale, utilizzando tecniche analoghe a quelle viste



qui. Per questi sviluppi confronta [40],[37] e [38].

4. RAPPRESENTAZIONI DI SPAZI DI FUNZIONI INFINITAMENTE DIFFE-
RENZIABILI E DI DISTRIBUZIONI.

§1. Spazi di successioni.

o0

>y C=(00,1]),
H(C), H(D), %K), (), 2 (%), &(Q), L' () tramite spazi

Esporremo rappresentazioni degli spazi C

di successioni. Percido richiamiamo brevemente gli aspetti

fondamentali della teoria di questa spazi (cf. [12], [25).

Uno spazio vettoriale A t.c. 9oc Acw , si dira spazio di

successioni. Il suo duale di Kothe % e definito da A "=
= {oew : I |E o |<® ¥Eer}l, ed & anch'esso ovviamente uno
n=1
spazio di successioni. la dualita <E,a> = ) gn a induce
n

in modo naturale 1a topologia debole G(l,lx) su A piu utile

nel sequito sara per0o la topologia Vv ( A,A"), che chiameremo

normale, definita dalla famiglia di seminorme

o ()= Z]E 0| R

Osserviamo che il completamento di A[v] & A\ e che ¢

e denso in A[v]. Inoltre v & compatibile con la dualita

<x,2" >:x" ¢ ' perché, dato  aex’,<E,a> = Zf o, definisce

un funzionale continuo, essendo k&, < Zfg a [=p (€); d'altra

n “(

parte, se feX', esistono p, ed ¢ > 0 tali che pﬂ(E;)ie=$|f(£)|i1;



