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XI. lLa gquestione della linearita per i gruppi abeliani nei

piani di traslazione.

Sia w7 un'piano di traslazione di ordine q2 con nucleo

K 2 GF(q) con un gruppo % nel complemento di traslazione. Se
lg| = qz e ¥ ¢& nel comp_lemento lineare allora possiamo fare
un'analisi come 1in sezione II e VI. Se ¢ non € nel

complemento lineare il problema diventa piu complicato di quando

4 é lineare.

La domanda sulla linearita

Se 7 e un piano di traslazione di ordine q2 con nucleo
K 2 GF(q) con un gruppo % di ordine q2 nel complemento di

traslazione, deve essere % contenuto nel complemento lineare?

Purtroppo no—se si pensa al piano di Desargues di ordine
q2 sul campo GF(q) (il nucleo é GF(qz)).
Allora, probabilmente non c¢c'é ragione di pensare che la

domanda sulla linearita’ per gruppi abeliani abbia una risposta

affermativa. Ma, possiamo provare:

{11.1) Teorema (Jha, Johnson [37]).

Sia 7 un piano di traslazione di ordine q2 = p2r. P un
primo, con nucleo K 2 GF(q). Supponiamo che T ammetta un
gruppo abeliano 4 di ordine q2 nel complemento di

traslazione.

(1) Allora, % e nel complemento lineare.
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(2) Se q é pari, allora 7w €& un piano su un semicorpo o

un piano di Betten.
(3) Se q é¢ dispari, allora T ¢ un piano su un

semicorpo o un piano "desirable.”

Dimostrazione.
{11.2) lLemma.

(i) c'eé un'elazione T 1in 4.

(ii) Possiamo scegliere le coordinate in modo tale che

e
= lo 1|
(iii) Gli elementi di 4 posSsono essere rappresentati

nella forma:

(x.v) — 5[5 3]

dove X,y sono 2-vettorti, A.B matrict 2 per 2 su K,
o € Aut(K).
< ¥
Dimostrazione. |4 NGL(4.q)]| > T%T— dove [r]._ =1p Sé€
D P
t

r = p *s, (p.s) =1.
Se E {44 & il sottogruppo delle elazioni di ¥ allora.

IE| 2 .[J;_Tl;

Ora si usano argomenti simili aquelli della sezione II.

(11.3) Lemma.
Se ¥ N GL(4.q) # E, allora |E| ¢ q.
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Dimostrazione. Se ¥ N GL(4.q) # E, esiste un elemento h € ¢,

1 a
o 1 B
h = per a # 0. Dunque scegliamo gli elementi
0O O 1 a
0O 0 O 1 | _ ]
1 a
A | B 0 1 B
' in % N GL(4.q) della forma | per
0 A | 0 1 a
0O 1
a € K
Sia g € E. Allora, possiamo prendere
| c; <] 1. -
g = I [cl Eg] . Allora, ghg 1h 1 _
3 4
0 I
| 1 [aca, a(cl—c4)+a C, ]
o , —ac, 0 _
I]' Quindi, ac, = 0
0 1
cosicché a, = 0 a(cl—c4 = cosicché Cy = Cy4-
7 u m(u)
Allora, E C 0 u u € K o m € una
0 I

funzione di K

(11.4) Lemma.

t
2 tﬂj-= oP “S7t L Jq o l'ordine q2 & 4 o 16.

Dimostrazione. Sia r = pt's allora [r]p = pt e q = pP "%,

E facile vedere che pp "sTt, g se q2 # 4 o 16.
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(11.5) Lemma.

Se 9% N GL(4.q) # E allora % C GL(4.q).

Dimostrazione. Da (11.3), (11.4), Jq <« |E|] <« q e

I u m(u)]]
E = 0O u u € 3 C Kp dove |=| = |E] Sia g € ¢
O I
22 o _ag A B 3
della forma (x,y) (x .,y ) : gf =f g per
0 A u u
- U U’-
. [u m(u) w? (m(u)) ¢ m(u)
f = 0 u cosiccheé A = A[ ].
u 0 u° O u
0 I
- 0
Sia A = al 32 cosicché
3 4 |
o o
(1) u a, + (m(u)) ay = a,u,
g
(2) u as = aju.
Se 33 #£ 0O allora uUaB = aBu per tutti gli u € 2 e
I=] > Yq. Allora, o = 1. Se ay = O di nuovo ugal = a,u.
Per (10.1), 4 €é transitivo su Q.,-(®) cosicché A &
non-singolare, allora a, # 0 se a, = O e o =1.
Questo argomento ¢€é vero per tutti gli elementi di 4

cosicché ¥ C GL(4,q).

(11.6) Lemma.

Se % N GL(4,q) = E, supponiamo che ¥ ¢ GL(4,q).

(1) Allora ¥ N GL(4.q) = {[é ?] ‘ Ce€AN e AN €& addi-

tive ¢ € € non-singolarey.
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(2) Sia ® (C | Ce€e N di (1)). Allora |%# N (gruppo

scalare di GL(2.q))]| ¢ Vq.

Dimostrazione.

(1) Si veda sezione II.

(2) Se |&n (Z(GL(2.q)) | > ¥q
allora per (x.y) — (xa.yﬂ] g E]. g € ¢ si deve avere

CA = AC per tutti i C € A. Ma, (A) = ® cosicché DZA = AD

per tutti i D € %. Allora, ci sono > JYq elementi [g' 2]
a? o a O

dove [ ]A = A[O ] ma questo implica che o = 1 perché
0 a® a

A é non-singolare.

(11.7) Lemna.

® contiene una collezione dielementi di ordine q2/[r]p
che aglisce semiregolarmente su un spazio vettortiale \ di

dimensione due.

Dimostrazione. 2 C GL(2,q) @ y = xC per C € A é¢ una

componente di w. Allora xC = x implica x =0 e xC = xC

per C,C €A, x # 0 implica C = C.

(11.8) Lemma.

Se q#4 e /A NZ (Z = Z(GL(2.q)) ha un sottogruppo

che & isomorfo a PSL(2.pX) di indice |4 allora SL(2.q) C 4.
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Dimostrazione (una traccia). 8Si usa che la lunghezza

di
dell 'orbita qualunque vettore v # 0 sotto % & maggiore o
2
uguale a rgT_ - 1.
p

A B]-

Ora, se SL(2.,q) C % e g : (x,y) — (xa'ya)[ﬂ A

I C 1 d]?
4 N GL(4.q) = {[0 I‘ ‘ C ¢ h} = R = (N) abbiamo [0 ] A

1
1 d 8 24
= . In modo simile a sopra e con A = , possiamo
0O 1 a a
3 4]
o
mostrare che ald = a4d , il che implica al = a4. aa = 0 e
o

a, # 0. Allora, d = d per tutti i d € K cosicché o = 1.

Allora, abbiamo

(11.9) Lemma. Se R/% N Z ha un sottogruppo = PSL(2.pk)

allora 9 C GL(4.q). Quindi, X/2 N Z:

(1) e& un sottogruppo di un gruppo H dove |H||2L3§ll
dove d = (2,q-1), o

(2) & un sottogruppo di un gruppo H dove IHllgﬂL%:ll.

(3) & un sottogruppo con indice 1 o 2 che & isomorfo al

A4. S4. o A5.
Per finire la dimostrazione si pud studiare ciascuna delle
situazioni (1), (2). (3). Si pud usare ]'argomento della

lunghezza delle orbite di % in ogni caso. Si veda [37] per i

particolari.



