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che hanno un gruppo di

collineazione di ordine
2

9 che non agisce regolarmente.

Sia il piano di Desargues di ordine 2
q

e K (C F) :: GF(q). Si rappresenti su K come

allora abbiamo

a € F).

è una base per F

((x l ,x2 'YI'Y2) I xl'Y I € K, 1=1,2).

Sia 6 _ {(x,y) • (x,xa+y) in dove
•

Sia a (x,y) • (xq,yq). Se (t,l)

su K e (ta+p)q = (t+PO)a+p - ta+pOa+ p

x q _ (a,p)q ~ (a,POa+p) = (a,p) [1 Po].
O 1

Sia ~ = (6,0) cosicché I~I _ 2oq2, Nota: è in

GL(4,q) e se
A

q è pari c'è un sottogruppo
A

di ordine
2

q

tale che a € "9.

Per esempio per ogni sottogruppo additivo K di ordine

q/2,
A

{tK+K} e un sottogruppo additivo di ordine che è

normalizzato da G.

A

l§ è un gruppo di ordine

orbite sulla retta ~m-{(m)} di

2q in GL(4,q) che ha due

di ordine q2/ 2 .

Proviamo che questo è anche il caso generale.

16.1) Teorema.

Sia un piano di traslazione di ordine 2
q e nucLeo

GF(q) che ha un gruppo di collineazioni di ordine 2
q ne l

compLem.en.to l.inearè di trasl.azione. Allora,

ali'infinito (00) e uate t'uno o t'altro:

fissa un punto
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( 1 )

o

(2) q è pari e

2
q /2.

Dimostrazione.

di ordine

Deriviamo la dimostrazione dai seguenti lemmi:

Assumiamo

sezione II (2.1),

(6.2) Lemma.

non sia transitivo su

q deve essere pari.

Per la

Sia Z('9) il centro di '9. Allora. ( 1 ) Iz('9) I < q o

(2) è abeliano.

Dimostrazione.

In sezione XII, proveremo che se è abeliano allora

è transitivo su Q~_{(w)}. Quindi possiamo assumere che non

sia abeliano.

Sia a € Z('9) di ordine 2. Se Fix a è un sottopiano di

Baer allora deve fissar'e q punti della componente di

Fix a (perché

1'9 I Fix a I l q.

è

Quindi,

nel complemento lineare).

(il gruppo che

Allora.

fissa ogni

punto di Fix a)1 = q.

D'altra parte il sottogruppo delle elazioni ha ordine ~ q

(sezione II (2.3». Quindi, per la sezione IV (4.2)(2), q l 2

sono elazioni.

perché

involuzioni di

a]
Z('9)

è un 2-gruppo di Baer. Quindi, le



Possiamo rappresentare nella forma {
A

o

B

A }
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se

si sceglie che un' involuzione di Z('Ii) sia

sezione II) dove A - [b ~] per a € t- e K

se q - 2
r

.

dove

(si veda

Sia

o ~ t S r.

E il sottogruppo della elazioni di 'Ii.

Se t allora è abel iana. Quindi. • • elemento- r c e un

I a bi b 2
O I b

3
b

4a " O in K tale che a - € 'Ii. Sia anche
O O I a
O O O I

I c cI c 2
O 1 c

3 c'l
€ 'Ii. Se O " O allora • •T - c

3 - e c T i 15$3

O O I c
O O O I

i
2 -punti {(O,x

2
,x

2
c
-I

'Y2)) I € K} . Se Oq x 2 'Y 2
c

3 - e

c - O allora CI - c'l e (s i veda Dim. (2.8) e (2.91. della

seZIone II) c
2

è m(c l ) per una qualche funzione

m • K • K.•

Dunque. O allora I [~ m~u)]
se c

3 - T - per un

O I

qualche u in K.

.(6.3) Lemma.

Se lEI _ q allora è transitivo su ~oo-{(oo)}.

Dimostrazione. Jha-Johnson [24].

Allora. l e possiamo assumere e
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c _ O per un qualche elemento T € ~. Infine. se

p -

l
O

O
O

d
l

O
O

€ Z(,§) allora pT _ Tp ~ [~ d] [c l
l c

3

se anche

Allora.

Allora ogni

Iz('§) I > q.

d l' O.

Seelazione.elemento del centro e un

c'è un tale elemento T € Z(~). In questo caso, TO '# aT.

Quindi. Iz('§) I ! q e anche

e ID è una funzione di

(6.5) Lemma.

Ci sono esattamente q sottopiani di Baer che sono fissati

da inuotuziont di Baer.

Dimostrazione.

fissa q punti di (x:O). Allora. per P € ~m-{(m)}.

e ~p e un sottogruppo di Baer che fissa ogni punto

di un sottopiano 1T p di Baer. Sia

cosicché fissa Q. Quindi. ma ~Q è anche di

Baer cosicché ~p = ~Q'
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(6.6) Lemma.

I a bi b 2

Sta.
O I b

3 b 4 "inuotuzione di Baer.a - un

O O I a
O O O I

Allora, a "- O e b 3 - O. a fissa ogni punto di

{(O,x 2 ,x2 k'Y2) I .k b 4a
-I

€ K} .wk - - , x 2 'Y 2

Dimostrazione. Se allora a € E. Supponiamo d.
, "., .

Quindi.

allora.fissaaSe (x
l
,x

2
,Y

I
,Y

2
)

xlb2+x2b4+Yla+Y2) = (x l ,x2 ,x3 ,x4 )·

Se sempre allora a è una collineazione centrale.

fissa ogni punto di

cosicchéQuindi. a

Quindi. i q sottopiani di Baer sono ~k per k € K.

(6,7) Lemma.

( j ) = 'Dw
a

per tutti i. k,a € K,

(2) Gli elementi di

Baer di

~ sono esattamente gli elementi. di
1I'k

e/o te elazioni nel centro.

Dimostrazione.

I d d
j

d 2
O I d 3 d 4

p - fissa 1I'k = (O,x 2 ,x2 k,y
2

)
O O j d
O O O I

(O,x2,x2d3+x2k,x2d4+x2kd+Y2) cosicché d 3

--~, (O,x2,x2a,x2d4+x2ad+Y2) = p fissa 11' .
a

p é di
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Baer _ d ~ O e d
3

= O

con d3 - O. p ~ Z(~),

e è un elazione <=> d_O cosicché

{6,8J Lemma,

Cl sono esatta.ente q sottogruppt per

n {lI.co-{(co)}}.

per un qualche

.k ~ K.

Sit4- ... N gruppo quando agisce su {~ I k ~ F}
x k

•per contug-to. Sia quando agisce su

Attora è Lso.arfo a cOlle gruppo d t

perautaztont.

Sia li ~ ~ allora 11" li = 11" _ Xi li ~ .. n (II. _{(co)})
Xi Xj ' x

j
co '

- " = "xili'
Ma, " li = ~li

• Quindi. " = ~ -x
j Xi Xi x

j xili

~ - ~li
•X

j Xi

HL tO) Lemma,

Sia

in esdett 'orbita di

La lunghezza.

e ogni orbita di

2 r /22r-d = 2d - r

2 r ,q =

2r-d2

se

Qutndt, et sono

allora. è

l 5 d 5 2rper

2r-d2ha lunghezza.11"
a
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orbite di. sottoptant di Baer

Dimostrazione. (6.7).

{6.11) Lemma.

Sta.no 'Il;" • •• ....

""l' ."" d-r
2

le orbi te di {1Tk I k € K}. Sia

in ogni orbita di

Yi € };i n (~~-{(~»)

2r-d·sono 2 gruppi

2r-d
2

per ogni i = 1,2,
d-r• •• 2• • A1.1.ora, :.:t

d.i Lunghezza

Dimostr~z1!!,,-~.. (6.10) e. (6.9).

{6. W Lell).!!!.a.

( I)
q-I

~ = O ~ O Z(~)
'R"k a=O x a

(a€K)

per k € K.

q-I
(2) I~... I = }; (I~x I-I) + IZ(~) I. Sia

k a=O a
I~ I (da (6.11)

Y1

dove a.ssum.tamo b d .-r
2

Attora,

_ 22r-d •

(3)
2 d - r

_(); I~ 1'22r-d)_q+IZ(~)1
j=1 Y j

2 d - r b
}; 2 j - q + IZ(~)I.

j=1

DimQstrazi!!ne (I), (2): (6.7). (6.8).
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gruppi
2r-d

2ci sono

è nella stessa or-blta

(6.11).

SeDimostrazione (3).

allora

in cosicché ""Pèr ("2") •

Quindi.

_ 22r-d •

d-r
2

l
j~ì

b
2 J_q + IZ('j) I.

Sia Z('j) _ 2 c '2r (da (6.4» per q _ 2 r .

Abbiamo.

16. 13) ,",'l!,,!,!~.

d 2r-d2 + q ~ 2 •

d-r
2
l 2b,j

j~l

c+ 2 dove Dd'-r2

Anéhe.

16 . 14) Lemma.

•

Dimostrazione. l'j I ~ (lunghezza della 'j -orbita di x
k

€ "k
"k T k

n 0...-«..»» . I('j ) I.
"k Xk

Ma. è di Baer e fissa perché tutti gli elementi
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'S C 'Sx
k

- 1r
k

! 2 r _ l'S I
x k

Allora.

Quindi.

Da (6.13) e (6.11) abbiamo

di Baer sono in ~ (si veda Oim. (6.7».
"k

cosicché

d2 +q

dove .-. e

j=l

d bI
2 ! q- 2 cosicché cl s: r+b l'

Sia 2r-d + bI ) c. Allora

Cosicché

b -b
2r-d+b -c b 2-b l 2d-r ld-c r-c 12 + 2 = 2 (1+2 +---+2 ) + l.

Quindi (poiché d , c) o
r

2 = q. Sia

2r-d+b
l

! c,

s c. Quindi. r S c, il che implica c = r.

Abbiamo.

16.15) Lemmà.

Per sezione IV (1.3)(2), ogni gruppo 'S deve avere
, xk

ordine 2 perché Z('S) e 'S si normalizzano. (Nellaxk

equazione (6.13), bI - b
2 - ..- - l . 2 c - 2

r
cosicché
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2r-d
= 2

Quindi. la lunghezza dell'orbita è sempre Questo dà

la dimostrazione di (5.1). Ora. consideriamo 1 piani 1T

correspondenti. Nota: Abbiamo adesso un piano di Baer-elazione

I

perché dobbiamo avere

una funzione sumu E K.dove

e tipo (2.q)

m~u) ][~
o

Z{") = {

di ordine

Dunque. possiamo rappresentare le componenti di T nella forma:

x = O. Y = x [u+v+m{v). f{v>:m{u) ] per tutti gl1 u.v E K (siv •

veda (5.17» per opportune funzioni t. m • K • K dove•

(l) f è uno-uno e

(2) • è additiva e miO) = m{l) = O

.. di ordine

l l
O l

E chiaro ora•

[~I

o

O O
O O

l l
O l

O O
O O

Z{") = {

Inoltre. abbiamo un gruppo

e un' involuzlone di Baer T =

complemento lineare col centro

che puà avere la forma

l a

O l

O O
O O

per a € ~ C K.

l a bI. b 2
O l b 3 b 4

O O l ·a

x[ b l +ab3 • b 2 +ab4 ].(y O) O O O l- Y =
b 3 • b 4
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e

0.
1

; u.

(6.16) Lemma.

IL gruppo può avere la forma:

l a u+v+m(v)+a(v). au+f(v)+m(u)

O l v • u
v € I C K

O O 1 a

O O O 1

dove III - q/2 e u € K .

Dimostrazione. Z('9) I [~ m~u) ] I(y 0)'91 q2/ 2- e - -
O I

per (6.1). allora I{v) I ; q/2 e I{u) I ; q.

(6.17) Lemma.

Consideriamo, gLi ele.enti

Per ogni v € L, l'ele_ento (1.2)-deila matrice può avere solo

due valori e
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Rlmo·~trazione.

l al v+m(v)+a1v. f( v) l a
2

v+m(v)+a
2

v. r(v)

O l v • O O l v • O

O O l al O O l a 2
O O O l O O O l

l 8
1

+a
2

a
2

v • (v+m(v)+a.v)a
2

O l O a
2

v
-

O O l 8}+82
O O O l

l l
O l

.: .'1 •

l l
O l

I

o

l l
O l

O O
O O

u u+m(v)
O u

l l
O l

Ci sono esattamente q involuzioni di Baer in ~. Quindi.

al + 8 2 = O o 1. Anche.

l al v+m(v)+a}v. f(v) r l l v+m(v)v
O l v • O O l O v

O O l al l O O l l
O O O l

O O O l

l a}+1 v+m(v}+atv, r(v)

O l v O
-

O O l a}+1

O O O l

Per ogni v € :l: (1:l:!=q/2). sia T(v) uno degli elementi

a
1

,a
1

+1 con T una funzione da I K.
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(6.18) lemma.

1 T(b) (b+m(b)+T(b)b). f(b)

O 1 b • O
Sta T b - per b € !.

O O 1 T(b)

O O O 1

1 1 O O
O 1 O O I u m(u)

T - e o = O u
O O 1 1 u

O IO O O 1

Dimostrazione.

1 T(b)+I. (b+m(b)+(T(b)+I)b). f(b)
O 1 b • O

Sia T b + 1 -
O O 1 T(b)+1
O O O 1

allora Ora 51 usa (6.16).

16.191 lemma.

f(a+b) - f(a) + f(b) + m(aT(b» + aT(b)2 + T(b)(a+m(a»

per tutti gli a € K e per lutti i b € L.



Dimostrazione.

l T(b)
O l

F(b) f(b)
b O

l T(a)
O l
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F(a) f(a)
b O

O
O

O
O

l
O

T(b)
l

O
O

O
O

l
O

T(a), .,

per F(x) _ x+m(x)+xT(x) con x € !.

l T(b)+T(a)
O l

(F(a)+F(b)+aT(b). (f(a)+F(b)T(a)+f(b»
a+b b(T(a)

•

O

O

O

O

l

O

T(b)+T(a)
I

T(b)+T(a) = T(b+a) o T(b+a) + I per ogni (b.a) € ! • !.

Da (6.16).

(6.20)

e

(6.21)

F(a) + F(b) + aT(b) _ bT(a) + (a+b) + m(a+b)

+ (T(a)+T(b»(a+b)

f(a) + F(b)T(a) + f(b) _ (T(b»+T(a»bT(a)

+ f(a+b) + m(bT(a»

dove F(x) _ x +m(x) + xT(x). x € !.

(6.21) * f(a) + (b+m(b)+bT(b»)T(a) + f(b)

- (T(b)+T(a»bT(a) + f(a+b) + m(bT(a»

~ f(a+b) _ f(a) + f(b) + m(bT(a» + bT(a)2 + T(a)(b+m(b»
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per a., b € 1.

Ora. consideriamo le componenti

~O,v
T b [[ l• x O T(b)] [[F(b)l ,x b

f(b)]+ [v+m(v),
O v,

[ [
1 T(b)] [(F(b)+v+m(v». f(b)+(v+m(V»)T(b)+f(V)])

= x O l' x b+v. vT (b)

€ y _ x

(F(b)+v+T(b)(b+v)
+m(v) )

. (f(b)+(v+m(v»T(b)+f(v)
+vT(b)2 •

b+v • vT(b)

Questo elemento deve essere della forma

Quindi.

[y _x[u+v~m(v).
v

f(V)+~(Ul]) .
u

(6.22)

(6.23)

(F(b)+v+T(b)(b+v)+m(v» - vT(b)+(b+v)+m(b+v)

f(b)+(v+m(v»T(b)+f(v)+vT(b)2 = f((b+v)+m(vT(b»

per v € K-] e b €]. Da (6.23). (6.19) è provato.

!6.24) Teorema. FondamentaLe per l'orbita non-regolare.

Sta T un pla.no di tras1.a.ztone di ordine q2 = 2 2r . Il.



nucleo di " sia K '" GF(q)
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e' supponlaao ch'è " alR.e't ta. un

gruppo non abeLiano di cotttneaziont di ordine
2

q

contenuto nel. complemento lineare' di trasl.aztone. Infine,

supponialRo che non a.bbia. un' orbi ta. .regolare sul. la. ret ta

aL L 'inflni to. Altora.. estste un sottogruppo additivo di K

di ordine q/2 e4 esistono funzioni T su e m. f su K

taL! che può essere ra.ppresentato netla forma seguente:

l T(b) •
O l

Tb -
O O
O O

b+lI(b)+T(b)b,
b

l
O

C(b)
O

T(b)
l

per b € I,

per u € K (cosicché IZ(~) I - q,

l l O O
O l O O

T - • Inoltre.
O O l l
O O O l

(O) Le coaponenti di

x-o.

hanno Lo. for.a

e " è un plano di Baer-eLdzione di ordine q2 e tipo (q,2).

(l) C è uno-uno.

(2) m è additlva e m(O) _ m(l) _ O.


