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INTRODUZIONE.

Le Lézioni qui presentate sono quelle tenute durante la
primavera del 1985 a Lecce. Alcune di queste lezioni sono state

tenute anche a Bari, Bologna, Firenze, Napoli, Palermo, Perugia

e Roma.
Vorrei ringraziare il C.N.R. italiano per il supporto
finanziario. Inoltre, vorrei ringraziare il Professor Mauro

Biliotti per l'organizzazione della mia visita a Lecce.

Infine, vorrei ringraziare le seguenti persone per l'aiuto
cortese: a Bari — la Professoressa Luca Maria Abatangelo, la
Professoressa Bambina Larato e il Professor Vito Abatangelo, a
Bologna — il Professor Giampaolo Menichetti, a Firenze — il
Professor Adriano Barlotti e il Professor Antonio Rosati, a
Lecce — la Professoressa Gabriella Murciano, la Professoressa
Rosaé& Marinosci e il Professor Giuseppe Micelli, a Napoli - il
Professor Guglielmo Lunardon, a Palermo — il Professor Claudio
Bartolone e il Professor Federico Bartolozzi, a Perugia — la

Professoressa Rita Vincenti e il Professor Alessandro Basile, a



Roma — la Professoressa Maria Luisa de Resmini e il Professor

Giuseppe Tallini.

In questo quarderno, si studiano i piani finiti di
traslézione ™. Un parte principale di queste note €& lo studio
dei piani di traslazione di ordine n che hanno gruppi di
ordine n (vedi sezioni II, VI, e XII). Anche, considereremo

la compatibilita tra elazioni e :collineazioni di Baer (sezioni
IV e VII). Inoltre, ci sono lezioni su piani di ordine pt che
ammettono ,‘SL(2.pr 2 pt/z) e su piani di traslazione e
parallelismi regolari. Invece di daré qui una descrizione
completa delf; materie presentate, rimando per &esse alle
introduzioni delle singole sezioni.

Alcuni teoremi qui presentati sono nuovi. Cioé, non sono
gia pubblicati. Questo include la struttura generale di sezione
II, sezione VI e (10.3). Inoltre Jha e io abbiamo provato
alcuni altri risultati durante le visite a Lecce e Palermo. Per
esempio una parte di sezione V, sezione XI, sezione XIII, e
(7.8) sono stati finiti quando Jha (e io) siamo stati in

Italia durante la primavera del 1985.



I. Un Sillabario dei Piani di Traslazione.

(1.1) Definizione.

Un piano finito di traslazione w7 ¢ uno spazio vettoriale
V di dimensione 2+d sul campo K <che & isomorfo a GF(q:pr),
con p numero primo e r numero intero, con una collezione S
di sottospazi di dimensione d che hanno a due a due
intersezione identica e che coprono V. K si chiama il nucleo,

S si chiama la fibrazione e gli elementi di S si chiamano le

componenti di w(o di S).

{1.2) Definizione—coordinate.

Sia S una fibrazione per T (1.1). Si scelgano tre

qualunque elementi distinti di S, Wl, W2, WB. Allora si pud

scegliere una base per =7 (per V) tale che

Wl e {(0,0,....O,y1,y2.... yd) | Y4 in K, i =1,2,...,d},
d
Wy & {(x;.%X5.... X4,0,0,...,0) | x, in K, i =1,2,...,d},
d
WS é {(xl.xz.... Xq X 1 Xgs oo xd) | x; in K, 1i=1,2,..., d}.
Se W4 ¢ nella S - {WI,Wz,WS,}. allora
W4 é {(xl,xg,... xd(xl.xz.-.. xd)M | X in K, i=1,2,...,d,

ove M é una matrice di dimensione d per d, non-

singolare}.



Useremo la seguente notazione: X per (xl,xg. xd}, y
per (yl.yz,... yd). (x = 0) per Wl, (y = 0) per Wz.
(y = x) per W3 e (y = xM) per W4. Inoltre sia la
fibrazione S = {x =0, y =0, y = XNi’ i= 1,2.....qd—1 dove
Ni sono matrici d per d non-singolari}. Allora, Ni_N' per
i#£3, 1,] = 1.2.....qd—1 ¢ non-singolare.

Dimostrazione:

Scegliamo una base {el,ez,... ed} per W2 e una base
{fl,fz.... fd} per Wl. Estendiamo queste due basi alla base
per w <che & eguale a {el,ez,... ed’fl'f2"" fd}. Quindi, un
vettore (xl.xz.... Xq Y1+ Ygr - yd) é in W1 se e soltanto se
X{ = Xg = **° X4 = 0O e questo vettore €& in W2 se e soltanto
se Yy =V¥g = " ¥4 = 0. Noi asseriamo che se (xl.xz.... Xq
Yi:¥gs--- yd) ¢ in WB, allora (yl;yz.... yd) é¢ una funzione
lineare di (xl,xz.... xd).

Si osservi che se (xl.xg,... Xq:¥1:Ygs--- yd) e
(xi,xg...., Xq2Z1rZgs - zd) sono in LY allora é anche
(0,0,....0,21-y2,... zd—yd) in WS. D'altra parte Wl n W3
= 0, quindi Yy = %4 per i=1,2,...4d, e quindi
(yl'YZ"" yd) = f((xl.x2,... xd)) per una qualche funzicne f.

Ancora, in modo simile, si prova che f & una funzione lineare
su K. Sia f((xl.xz.... xd)) = (xl,xz.... xd)H per una

opportuna matrice M. Si cambi base mediante la matrice

[



(M non-singolare). - Allora, W3 ¢ (y = x). Per di piu, sia

Wq in S - {WI,W2,W3}, allora W4 ¢ y = xN per una qualchc
matrice N. Nota: Siano (y = xN) e (y = xR) in S. Allora.
N - R ¢ non-singolare perche, se z(N=R) = ¢ allora (z,zR)
= (z,zN) cosicche z =0 o N = R.

Vice_versa: Se troviamo una collezione A di matrici
(d per d) sul campo K che & isomorio a GF(g) con:

(1) 14l = q°.

(2) ©., I in M, e

(3) Se M,N in M, rallora M-N = 0 o non-singolare,

allora possiamo costruire un piano di traslazione mediante la

fibrazione S = {{(xl,xz,... xd,(xl,x2,... XH)T) | T in &4, X, im
K, i =1,2,... d} U {(0.0.....O.yl.y2,... yd) y; in K, i = 1,2,
d}}. M si chiama una fibrazione di matrici.
{1 3) Detinizione: Il Gruppo di Collineazioni %.
Con la notazione di (1.1), il gruppo delle traslazioni
T = ((x,y) — (x.y) + (c.d) | (c.d) € V) € un gruppo di
collineazioni di ™. Nota: Possiamo riguardare 4 come un

ni1ano affine con punti della forma (x,y) e le cul rette sono
le componenti 4 di T e {£+(c.d) | (c;d) € V). T é
transitivo sul punti. Dunque, qualungque elemento di & € in
rL(2d,q)+*9 (vedi André [1]).

¢ N I'L(2d.q) si dice il complemento di traslazione e

¢ N Cl(2d.q) si dice il complemento lineare di traslazione.
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(1.4} L'ordine e 0

o
Con la notazione di (1.1), l'ordine di w e qd. Possiamo
estendere il piano affine a un piano proiettivo. Useremo 1o
notazione Q. per la retta all'infinito. Allora, ‘§|Q00 ¢
isomorfo a e/HK dove F ¢ il gruppo ((x,y) —
a
a | N
(x,y) .. a € K-{0})». A si chiama il gruppo delle
a
omologie del nucleo.
. . . s r
(1.5) Gruppi di Ordine p~ , dove q = p .
Sia H un gruppo di collineazioni di ordine pS nel
complemento lineare di traslazione. Allora, H fissa unc

componente ¥ e fissa un punto # 0 del sottospazio di ¢.

Dimostrazione:

Noi assumiamo che H ¢ GL(2d,q). Allora, H e un gruppu
lineare su uno spazio vettoriale e deve quindi fissare un
qualche vettore, il quale & contenuto in una qualche componente
che deve essere fissata.

Ora, assumiamo che H sia un gruppo di coilineazioni di
ordine qd ¢ GL(2d,q). Sia ¢ = (x = 0) la componente fissata
da H e supponiamo che H agisca transitivamente su Q -{(«)}

(usiamo (®) per indicare ¢ N 2 quando pensiamo a Q= come

una retta del piano proiettivo). Nelle nostre condizioni,

H = {[g 2] | A,B,C non-singolari o (A C=1eB=20)}.



Allora, (y = O0)H = {y = XA_lB} e {(x = 0).(y = 0)H} ¢é una
fibrazione.

Viceversa:

d
(1.6) Sia H un gruppo di ordine g costituto da matrici di

ordine d per d su GF(q), ossia

Ay+ By I 0 d
H = {[ o c ]. [0 I] | (Ag= Cp= 1.By= 0) e i = 0,1,....q _1}.

1

-1 -1 . . .
Se A., Bi’Ci’ Ak Bk-Aj Bj sono non-singolari per i # 0,

k # ] allora {(x = 0),.{(y = 0)H = (y = xAngi)}} é una

fibrazione.



. . . . 2
IT1. Sulla struttura dei piani di traslazione di ordine (¢ che

2

hanno un gruppo di collineazioni di ordine g

. . . . . . . 2
Considereremo piani di traslazione di ordine q con
nucleo K = GF(q) che hanno un gruppo di collineazioni di
. 2 . 3 .
ordine g nel complemento lineare di traslazione e daremo una

classificazione che fa uso di certe funzioni su GF(a).

La studio delle relazioni tra il piano e le funzioni @&
stato iniziato da Kantor [51] con le funzioni "likeable." Anche
Fink, Johnson, Wilke [11] e Johnson, Wilke [50] hanno studiato
funzioni simili alle funzioni 1likeable e 1le hanno chiamate
"desirable" per q dispari e "elusive"” per q pari.- Ad
esempio, i piani di Lineburg-Tits sono elusive.

Altri autori hanno lavorato su queste funzioni—likeable e
elusive (Ad esempio, Biliotti, Menichetti [4], Cohen [7], e
Ganley [17]). Ganley ha provato che le funzioni "likeable” nel
caso q pari danno soltanto i piani di Betten. Inoltre,
Biliotti e Menichetti hanno provato che le funzioni "elusive”
danno soltanto i piani di Betten, i piani di Liineburg-Tits e uu
nuovo piano di ordine 64.

Inoltre, Bartolone [3] ha cominciato questi studi nel 1981,
la dove ha studiato i piani di traslazione di ordine q2 che -
hanno un gruppo di ordine _qz(q—l) (si veda anche sezione IX).
Jha, Johnson [22] e Jha, Johnson, Wilke [38] hanno approfondito

gli studi di Bartolone.



Dunque, sia T un piano di traslazione di
q = pr. con nucleo F 2 GF(q). Sia % un gruppo contenuto nel
complemento lineare di traslazione, di ordine q2. Per (1.5).

¢ fissa una componente ¥ che possiamo supporre sia (x = 0).

(2.1) Teorema. Sia q disparti. Allora ¢ contiene un

sottogruppo di elazioni E di ordine > q e % non contiene

sottogruppi di Baer. Inoltre, ‘4 ha un orbita regolare su

Qu={(=)}.

Dimostrazione:

¢ C GL(4.q) e |¢] = q°. Sia E { ¢ il sottogruppo
delle elazioni di asse (x = 0).

Allora, (glae = @lg e lglg ¢« GL(2,q). Poiche |GL(2.q)]|
= q(qz—l)(Q"l). allora |E| » q.

Se esiste g € ¢ che fissi P € 0 _-{(«)}, allora g deve

fissare almeno q punti affini di op e inoltre, in modo
simile, g deve fissare q punti affini di ¢ (nota: £ e
OP hanno dimensione due). Allora, Fix({(g)) e un sottopiano
di Baer. D'altra parte, Foulser [12] ha provato che gruppi di

elazioni e gruppi di Baer non sono compatibili (vedi anche

sezione 1IV).

(2.2). In generale, % non contiene elementi di Baer se e

soltanto se % & transitivo su Q0 _-{(®)}.
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(2.3). Il sottogruppo di elazioni E di asse ¢ (= (x = 0))
ha ordine almeno q.

Sia q = p', allora lE|] = p’*Y  per un certo t con
0 ¢t ¢
(2.4). Si pud scegliere le coordinate in modo tale che una

elazione o in Z(%) (centro) abbia la forma [é %].

Dimostrazione.

EJd% & un sottogruppo abeliano elementare e quindi uno
spazio vettoriale su GF(p). Allora, %, agendo su E, deve
fissare un qualche sottospazio (o) di dimensione uno di E.
Quindi, % centralizza o. Allora, o ha la forma [; ?] ma

possiamo scegliere (y = €)o in modo tale che sia (y = x). Ne

segue che possiamo assumere che B sia 1.

Ora, possiamo assumere che $|(x_0) C {[é ?]} percheé la

restrizione & un p-sottogruppo di SL(2.q).
Sia A CK tale che [(1) ﬂ € (cg|x_0) per a € A.
Quindi, In] = pr—t.

(2.5). Si puo scegliere le coordinate in modo tale che 9 sia

rappresentabile nella forma:
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1 2
0 1 b3 b4
{ a € AN ¢
0 O 1 a
.1 0O O 0 1 J
Dimostrazione:

Sia g € 4, g fissa (x = 0) cosicche g sara
rappresentato da una matrice della forma [g g] dove A,B,C
sono matrici 2 per 2. Ha, g = [é i} € nel centro di %

\ . s I I]1]A B A B+C
cosicche A = C. Cioe, [0 I][G C] = [0 C ] e

6 2l i) - )

Ora consideriamo (y = 0)¥%. Si ha:

1]]
T
1]
"
1
(o o
i
|
V]
d
W
=2
N
[
o
=
N
| W—

e [-xfs 37 W)

In sezione VI, considereremo il caso piu generale ma per il

resto della sezione,

(2.6) facciamo il presupposto che ¥ abbia un'orbita regolare

su o _-{(»)}.

Rimandando alla forma (2.5), abbiamo {[bg.b,] | g € ¢}

= K x K.
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1 a b, by ]
0 1 b, b
(2.7) Sia b, =0 in g = 3% | Atlora a = oO.
a
L 0 o 0 1

Dimostrazione:

Supposto non vero, allora (xl.xz.yl,y2)g = (xl.xz.yl.yz)

se e soltanto se X, = 0, e b4x2 t ya = 0. Quindi, g

. . . _.—1
fisserebbe ogni punto di {(O.xz. a b4x2,y2) | X5,V € K}.

L. . 4 . . .
Questo & impossible perche non ci sono elementi di Baer per

(2.2) e (2.6).
(2.8) Sia b, = 0. Allora b, =b, o ¥ = E.

3 1 4

Dimostrazione:

n

Se b3 O allora a =0 per (2.7). Consideriamo

R R e R s
4 3 4 3
1 ¢ 1 -c
0 I | 0 0 - 0 I 0 o 1]

1 ¢ dl d2 1 -
dove [O I]F + [d d ][0 i] = 0. Questo elemento precedente

(D

. 0 c(bl—b4]
0 0
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0 e(b;-b,)]
Cioe, (y = 0)h = |y = x cosicche c(b,-bq}
0 0 '
= 0. Se % # & <c'é un qualche ¢ # 0 in A. In questo ca=za.
b1 = b4.

Se E =% allora wT €& un piano su un semicorpo. Quindi,
possiamo assumere E # 4.

Inoltre,

[ |u m(u)
0 u
(2.9) E D u € K e m €& una funzione
Y, I
additiva su K¢ = Ej. Inoltre, Ej C 7(%).
Dimostrazione:

Se b3 = 0 allora b1 = b4 e b2 = m{bl) per una qua.che
funzione m. Ma E & additivo e quindi anche m & additiva.
Si noti che {[by.b,J} = K x K cosicche, [{[0.b,1}] = [K]
= |E, |

a b1 b2
o 1 b3 b4
(2.10). Sia b, =0 in g = Allora, a, b,
4 1
0 O 1 a
o 1 |

b2 sono rappresentabili mediante le funzioni T, L, R su F

dove:

a = T(by)., b, =L(by)., b, = R(b

1 2 3)'



14

Dimostrazione:

b,-b,, b
(y = 0) —= [y = x[ 1 73 2]} con b4 = 0.

=
le]

[=H
o

1 2
0 1 b3 0
Sia k = allora, ((y = 0)k) =
0 0 1 c
0 0 0 1
[ [ d,-cb, dz]] [ b, -ab,. b2] d,-cb,, dz] ‘
y = X - é non-
b3 0 b3 , O b3 0
singolare se g # k. Pertanto, g =k e a = T(bB)’
b1 = L(b3) e b2 = R(b3) (cioé, a = ¢ cosicché b1 = d1 e
b2 = d2).
(2.11) Teorema Fondamentale per 1'orbita regolare.
Sita m un piano di traslazione di ordine q2 = pzr che
non sia un piano sopra un semicorpo. Il nucleo di ™ sia
K = GF(q) e supponiamo che T ammetta un gruppo 6 ai

. . . . 2 .
collineazioni di ordine q contenuto nel complemento lineare

di traslazione. Supponiamo infine che % non abbia elementi di
Baer o equivalentemente 9 abbia un'orbita regolare sulla
retta all'infinito. Allora esistono le funzioni T, L, R, m su

K tali che % ©puod essere raoppresentato nella forma seguente:

¢ = {M(b,u) | b,u € K} dove
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[ 1 T(b) u+L(b). m(w)+uT(b)+R(b)]
0 1 b u
M(b,u) =
0 0 1, T(b)
| O 0 o ., 1
Inoltre:

1) m e T sono additive e m(a) = O per ogni
a € GF(p).

2) |{T(b) | b € K}| = pr_t per un certo t tale .che
0 ¢ t ¢ r.

3) Il gruppo E delle elazioni ha ordine pr+t e &
costituito da tutte e sole le matrici M(b,u) tali che
T(b) = O.

4) L(a) + L(b) + T(b)a = L(a+b) + bT(a) per ogni
a.b € K.

5) R(a) + R(b) + L(b)T(a) = m(bT(a)) + bT(a)T(a) + R(a+b)

per ogni a,b € K.

Dimostrazione.

M(b,0)M(a,0) = M(a+b,bT(a)) da cui

[ 1 T(a)+T(b) L(a)+T(b)a+L(b), R(a)+R(b)+L(b)T(a)
0 1 a+b , bT(a)
0 0 1 , T(a)+T(b)
0 0 0 1
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1 T(a+b) bT(a)+L(a+b), m(bT(a))+bT(a)T(a+b)+R(a+b)]
0 1 a+b . bT(a)
0 0 1 . T(a+b)
| O 0 0 . 1
Per (2.9), e gli (1,2)-elementi delle due matrici, (1) e

provato. (2) e (3) sono veri per (2.4) e (2.5). Gli (1,3)-
elementi delle due matrici danno (4) e gli (1,4)-elementi danno
(5).

Adesso, consideriamo il caso q pari.

(2.12) Con le stesse ipotesi di (2.11).

Se q & pari, allora L(x) = xT(x) + 2(x) dove Q& ¢é& unc

r-1
J
funzione additiva su K = GF(q) ossia 0(x) = 2 ijz . se
j=0

q = 2T,
Dimostrazione.
(1) Lemma (Vaughan [61]). Sia q=7p, K = GF(q).

Qualunque funzione f addditiva su K pud essere rappresentata

r-1
J .
nella forma f(x) = 2 ajxp , dove aj €K, j=20,1,..., r-1.
j=0
(2) Lemma (Biliotti, Menichetti [4](1.1)). Sia g una

funzione su K = GF(Q) tale che

i 53 o1 oi
E k(2 y2 4y% x%T) + g(xty) + 8(x) * 8(y) = O
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ger ogni x,y € K, dove I,J sono sottoinsiemi finiti di N
{numeri naturali) e kij € K.
2li9d ‘
Allora, g(x) = kijx + 0(x) dove @ é una
i€l jeI

funzione additiva su K.

Ora, in ((2.11)(4)). abbiamo L{(a) + L(b) + T(b)a
r-1
ol
= L(a+b) + bT(a). Sia T(z) = ) ec.z° . Allora
i=0
r—1 i r-1 i
(3) L(a) + L(b) + z cib2 a + E ciaz b + L(a+b) = O.
i=0 i=0
r-1
i i i o i 5
Sia Y c,(ab” +ba® ) = ) kij[az b2 +b2 a2") dove
i=0 i,J
C; per j =0
kij = ' . Possiamo usare il lemma (2) per
0 per i #0
ol42d
ottenere: L(x) = z kijx + 0(x), dove 0 ¢ additiva.
i,

Allora, L(x) = 2 cix21+1+ O(x) = xT(x) + 0(x).

i

(2.13) Teorema.

Con le stesse 1ipotesi di (2.11) e q dispari si ha

2
E] = q o q°.

Dimostrazione.

Se iE|l > q esiste un elementc g € E-E della forma

0
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b
c, C
3 74 con Cy # 0. (Se Cqy = 0 allora c, = ¢4
0 I
[c1 m(cl)]
I
, 0 <4 9
perche EO contiene .) Se |E| # q°. c'é un
0 I
1 e b1 b2
| 0 b3 b4
elemento k della forma con e #£ 0.
0 0 1 e
0 0 0 1
. . -1, -1 .
Consideriamo ghg "h che & eguale a
c e ec,{(c,~c,;)-c e
I 37 374 "1 3
o , -cge
0 I
; [cae. m(cag)]
D'altra parte, in E0 c'é l'elemento o €3¢
0 I
Quindi, —c3e = cae cosicché c3 =0 e E = EO.
Abbiamo:

(2.14) Se q & dispari allora possiamo prendere T(a) = a per

ogni a € K.

Dimostrazione. (traccia)

L(a) + L(b) + T(b)a = L(a+b) + bT(a) pe

~

((2.11)(4))-

Allora, rovesciando i ruoli di a e b, anche
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L(b) + L(aj + T(a)b = L(b+a) + aT(b)

cosicché 2aT(b) = 2bT(a). Quindi, aT(1) = T(a). Ora,

possiamo cambiare base ottenendo il risultato.

(2.15) Teorema.

Sia w un piano di traslazione di ordine q2 con nucleo

2

K = GF(q) che oammetta un gruppo 4 di ordine q nel
complemento Llineare di traslazione. Se ] ha un'orbita
regolare su 2., allora $ pud essere rappresentato da un
gruppo di matrici della seguente forma:
Se q € pari
[[ 1 T(b) u+bT(b)+2(b) , m(u)+uT(b)+R(b) ]
0 1 b . u _
t&:ﬁ - b,u € K}
0 0 1 . T(b)
.l O 0 0 1 J
dove T, m, & sono funzioni additive e m(1l) = 0. Inoltre,

R(a) + R(b) + 2(b)T(a) = m(bT(a)) + b(T(a))? + R(a+b),
per ogni a,b € K,

‘[ u+bT(b)+2(b) , m(u)+uT(b)+R(b)]
e £ 0

b . u

se almeno uno tra b e u non & Zero.



Se q & dispari (allora p # 3—si veda [50])

1 a u —%a3+J(a)+m(U)-
¢ = 0 1 a U a,u € K
0 0 1 a
| O 0 0 1
dove (1) m & additiva e m(GF(p)) = O,
(2) J(a+b) + m(ab) = J(a) + J(b)
per ogni a,b € K,
u —%aB + J(a)+m(u)
(3) £ 0
a u
se almeno uno tra u e a non & Zero.
Dimostrazione.
Per q pari, usiamo (2.12) e (2.11).
Per q ‘dispari, vogliamo provare per

L(b) = bL(1). Cambiamo le basi mediante

1 L(1)72 © 0

0 1 0 0

0 0 0 L(1)/2
0 0 0 1

20

v
.

(2.11) che

Ora, sia u = u-al(1)/2 e sia —azL(I)/4 + R(a) + m(-aL(1)/2)

+ a(L(1))2/4 = t(a) e  t(a) = -1a% + J(a).

Questo da il
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risultato (2.15).

(2.16) Note.

(i) Se |IE| = q allora T & uno-une su K. In questo
caso si ottengono i piani "Elusive” o "Desirable”™ per q pari e
dispari rispettivamente.

Per q parf. o dispari, ma con la forma (2.15) per q
dispari e anche m = O, si ottengono i piani "likeable".

(ii) I piani di Betten (q pari) e Walker (q dispari)

somo ottenuti per m = 0 e J 0.

(iii) Ci sono poi i piani di Kantor ottenuti assumendo

3
]

0 e J(a) = k-la + ka5 dove k non & un quadrato.
(iv) I piani di Liineburg-Tits sono "elusive” e il gruppo

¢ ha la forma

r -1 -1 -1 1
1 b* u+b1+a . (u+ua)+uba +I:'+b0:-s»b':”'1
0 1 b . u
4 b,u € GF(22¥*L
-1
0O o0 1 b
Lo o 0 1
2k-l-l
a X — X f .
_.1 :

Cioé, T(b) = b m(u) = u + u*, e R(b) =b + b* + p**!,

2(b) = b.
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(v) Il piano di Biliotti-Menichetti [4] di ordine 641 &

ottenuto dal gruppo delle forma

1 b2 urboeb?, wZruttubZebebZebtan®4b® ] ]
0 1 b u
1 b,u € GF(8)¢}.
0 0 1 b2
o o 0 1 ]
Cioé, T(b) = b2, m(u) = u2+u?, o(b) =b%, e R(b) = b + b2

+ b 4+ b2 4+ S,

(vi) I piani di Jha-Johnson [23] di ordine q? sono
interessanti perché il gruppo di elazioni ha ordine 2+q.
Biliotti ha recentemente provato che esiste soltanto un piano di
questo tipo di ordine 64. La domanda sulla esistenza per
l'ordine q2 # 64 é aperta.

Il gruppo % ha la forma:

u+bt (b+b2) utuZ+ut (b+b2)
2 0 ¢
(1. tolb+bT). o 2. .4 2 3 3 '
+b+t0(b +b ") +t0b (1+b)T+S(b)

0 1 b ' 1
\

0 0 1 to(b+b2]
L0 0 0 1

b,u € FD(q). q pari, t

v
.

o costante in GF(q)
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Ciod,  T(b) = ty(b+b>), m(u) = utu®,  o(b) = b + t (b2+b?),
R{b) = t§b3(1+b)3 + S(b) dove S € un funzione additiva su
GF(q).

(vii) I piani "likeable” sono derivabili. Le loro forme

sono facilmente ottenute dopo la sezione tre.
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III. la forma della rete derivabile in piani di traslazione di

dimensione due.

Sia w7 un piano finito di traslazione e sia AN wuna rete
derivabile. Per Foulser [13]. ¥ €& una rete di Desargues.
Sia 3 la collezione di sottopiani di Baer di ¥ e sia K il
nucleo di w. Diciamo che w7 ha dimensione due se 1’'ordine di
T & q2 e K ¢ isomorfo a GF(q). K-{0} agisce sulla &
alla GL(2,q). (Nota: Ogni componente ¢ di N ¢é un piano di

c
Desargues con rette ¥ N b dove b € 8. Ancora, K-{0} agise

sulla ¢ alla GL(2,q). Allora da (q,K-{0}) =1, abbiamo

(3.1) Teorema (Biliotti-Lunardon [6]).

Sia w un piano finito di traslazione di ordine q2 e

nucleo K. Sia ¥ una rete derivable. Allora, ci sono 0,2 ¢

g+l sottopiani di N che sono K-sottospazti.

(3.2) Corollario.
Con le stesse ipotesi di (3.1), se K Z GF(q) (w ha
dimensione due) allora ci sono 2 o q+l1 sottopiani di XN che

sono K-sottospazi.

Dimostrazione. K-{0} ha ordine q-1 e C GL(2.q).
Ora, sia 7 un piano di traslazione di dimensione due con
nucleo K = GF(q). Scegliamo come tre componenti di X,

(x = 0), (y = 0). (y = x). Ancora, se w7 = {(x{.%X5.¥,:¥5) |
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XYy € K, i =1,2}, scegliamo Ty = {(0.x2.0,y2) | Xo:¥g € K}
e w, = {(xl.O.yi.O) | XYy € K} come due sottopiani di Baer
(di X) che siano K-sottospazi.

Le componenti di N hanno 1la forma: x =0, y =20,

u 0
y = x[o g(u)] dove u € K e g €& una funzione uno-uno su K.

Per Foulser [13], queste matrici sono additive e moltiplicative.

Allora, g(u) = u® per un qualche automorfismo o di K.

(3.3) Teorema (Jha-Johnson [35]).

Sia w un piano di traslazione di ordine q2 e nucleo
K =2 GF(q). Sia N una rete derivabile che pud essere

rappresentata nella forma: x =0, y=80, y = x[ Oa] per
0 u

u € K e o € Aut K. Stiano le componenti di =#-N, y = x[: ;].

Se (xl,xz,x3.x4) in T & rappresentato nel piano derivato

f
da (xl.xs.xz.x4) allora la componente y = x[% g] in w

b

é rappresentata da y. =

-abnl. f—ab_lg
x —-—
b . b g

, o
1 ]. Anche, sia (x,.%5)
= x7 = (xf,xg). allora y = xa[g 3] per u € K sono

componenti in .

Dimostrazione.

(xl,xz.x1a+x2b.x1f+x2g) in w* @& (xl,xla+x2b,x2,xlf+x2g)

p v - _ T = -1
in w. Se Xy = Xpo X atxob = Xg allora, Xq = (x2_x1a)b
= -1 -, -1 _ = - - -1
- xl(_ab ) + xzb : | g xlf *t X8 = x1f+(x2—x1a)b g
= %.(f-ab lg) + x.b g

1 A
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Inoltre, le componenti in . y = xa[g g] sono sotto-

piani di Baer di X.

Ora, sia m wun piano likeable di (2.15) (vedi (2.16)(i)).

Sia
(1 a - 23450 )
0O 1 u
¢ = u,a € K.
0O O 1 a
0O 0 0 1 J
Le componenti sono: x = 0,
1 -a u -'31' a3+-](a)'.
(y = 0)$ = Y="[o 1] 3
a u ]
[ u-a2 —% a3+J(a)—au )
= |ly = x per u,a € K.
. a u

u 0

Se a=0 sia ¥ : x =0, y = x[o u

] per u € K. Allora, i
piani likeable sono derivabli.

Usando (3.3), abbiamo i piani che sono derivati dai piani

likeable:

(3.4) Sia w7 un piano likeable con gruppo
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([ 1 a u —% a3+J(a) ]
o0 1 a u
€ = { a,u € K.
0O O 1 a
L O O 0 1 )
Allora, un piano T pudé costruirsi per derivazione -con
componenti:
-ua_1+a, 1 a3+J(a)—u2a—1
x = 0 _ u O - x 3
=Y EXo ufr YT -1 -1
a a ‘u
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IV. Involuzioni di Baer nei piani di traslazione che hanno ampi

gruppi di elazioni.

Sia 7 un piano di traslazione di ordine pr che ha due
p-gruppi: un gruppo % di Baer (3 fissa ogni punto di un
sottopiano di Baer) e un gruppo di elazioni é. Se P €
dispari allora, Foulser [12], 1974 ha prbvato che si verifica
l'uno o altro: 3 = (1) o & = (1).

Ma ci sono piani di traslazione di ordine 2f che hanno

2-collineazioni di Baer e elazioni. Per esempio, sia p un
2s _ 2°

piano di Desargues di ordine 277, Sia o ! x — x|,

o € Aut GF(225). Allora, se (x.y) sono i punti di 3,

(x.y) — (xa.ya) ¢ una collineazione di Baer di 3 che ha
ordine due.

Nel caso piu generale, Ganley [18] 1973, ha provato che
|%| ¢ 2 nei piani su semicorpi. In questo caso, c'é un gruppo
€ di elazioni che:fissa una componente ¥ e agisce transitiva-

mente sulle componenti # &£.

(4.1) Definizione.

Un piano finito di semi-traslazione é un piano affine di
ordine q2 che ha un gruppo H di traslazioni di ordine q2

tale che ogni orbita di H di punti & un sottopiano di Baer.

(4.2) Nota: & possibile avere p-gruppi di Baer e p-gruppi di

elazioni nei piani di semi-traslazione.
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imostrazione.

Sia Ty un piano di Desargues, nella catena:

deriva dualizza _ deriva _
T, T, > o > Ty

L ¢ un piano di semi-traslazione di ordine q2. q = pr. che

ha un gruppo di Baer 3 di ordine. q e un gruhpo di elazioni
& di ordine q dove % e & si centralizzano (si veda
Johnson [47]).

Allora, il risultato di Foulser per piani di traslazione ¢
proprio sorprendente. Inoltre, per piani di ordine pari,

abbiamo:

(4.3) Teorema (Jha-Johnson [25];[26]).

Sia ®T un piano di traslazione di ordine q2, q parti.
Sia % un 2-gruppo di Baer nel complemento (che fissa ogni
elemento del sottopiano di Baer) e sia é un gfuppo di
elazioni.

(1) Se |[B| : 2{q allora |&| ¢ 2.

(2) Se le] = q e 3, é si normalizzano, allora
|| < 2.
Dimostrazione.

La dimostrazione per (1) & simile alla dimostrazione per
(2). C'é un lemma di Dempwolff [9] il quale afferma che se

|| > I§ allora c'é un 2-gruppo B di Baer di ordine ||
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tale che & e % si centralizzano.
La dimostrazione in dimensione arbitraria ¢ simile a quella
per la dimensione due ma piu complicata. . Qua daremo le

dimostrazioni solo per nucleo K = GF(q). Inoltre, normalmente,

supporremo per semplicita che i gruppi siano nel complemento

lineare.

Dunque, sia 7 un piano di traslazione di ordine q2 = 22r
che ha nucleo K isomorfo a GF(Qr) = GF(q). Sia
T = {(xl,xz,yl.yz) | X ¥y € K per i =1,2}. Sia T un
sottopiano di Baer di che ha la rappresentasione

{(O.xz.O,yz) | X9:Y9 € K}. Usiamo la notazione di sezione II.
Consideriamo una fibrazione di g delia forma (x = 0).
(y =0), y = xM dove x = (x.%5), y;= (v :¥5) e M & una
matrice non-singolare di ordine due per due. Prendiamo
(x =0), (y =0), (y = x) come componenti di LOE
Primo, facciamo il presupposto che T abbia un gruppo di
elazioni & di ordine q con asse (x = 0) e un gruppo % di

Baer che fissi ogni punto di To- Infine, assumiamo che §, 3

si normalizzino.

(4.4) Sia KO il nucleo di L4

traslazione). Allora, KO =K e LA € un piano di Desargues.

0 (wo é un sottopiano di

Dimostrazione.

% fissa 7w Se |%| > 2 allora

0" 0 ¢ un K-sottopiano

(si veda Foulser [13]). Allora KI#O ¢ Ky- ‘|K0| ¢ q perché
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T, ha ordine q. Quindi, Klvo = K.
(4.5) Possiamo scegliere coordinate tali che % abbia la
forma:
( 1 b 0 O
0 1 o O _
{oy, = b €A ¢ K con 0,1 € A},
0 O 1 b
i | 0 0 0o 1

(4.6) Le componenti di T, Possono essere rappresentate nella
forma: [y = x[g f;a)]]’ (x = 0) dove a € K, e f & una

funzione additiva su K.

Dimostrazione.

Una componente y = x[a’ b] di o ¢ fissata da B

c d
Allora,
1 effa Db a bl|l e
0 1ljiec d c d 0o 1
se e soltanto se ¢ =0 e a = d.
¢ agisce transitivamente sulle componenti di wo—(x = 0)
e é ¢ Abeliano elementare. Quindi, f é¢ una funzione

additiva su K e

Kl
(4.7) E possibile rappresentare & nella forma
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T = c € K
c
- I
5§ rofs 18]
(4.8) Per o4 = 1 d d € AN e Te = .
0 0 1 0 I
e € K si ha che %97 e ¢ un'involuzione di Baer e una
M M2
componente y = X m » oMy €K, 1i=1,2,3,4 é fissata da
3 4
-1
T4Te & My =d e e drn-4 = f(e) + ed + mld.

Dimostrazione.

s S Y T AN (O RY

Uguagliando gli elementi delle matrici si ottiene il

risultato.

(4.9) Per ogni de AN e ¢ € K, il gruppo gb,c = (ach,alTb_lc>
di ordine 4 fissa ogni punto del sottopiano
-1
T ¢ = {{0.y.b ey .y,) | v v, € K}.
- My M
Allora, %b fissa ogni componente y = di
. C m3 l'I'I4
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Quindi, da (4.8), dm4 = f(e) + ed + mld per
(d.e) € {(b.c).(l.b-lc)}. Per (d.e) = (l.b-lc). abbiamo
m, = f(bﬂlc] + bwlc tom, . Quindi,

-1 -1 _ -1 |
f(b 'c) + b . c = m,+m, = b "(f(c) + bc).

(4.10) f(c)+bc = bf(bulc)+c per b € A e per tutti i c¢ € K.

Dimostrazione.

Abbiamo eliminato il riferimento alla componente

My My

Si mette c =1 e si usa f(1) =0 ((y = x) ¢ una

o
y = X . Quindi, (4.10) & vero per tutti i c¢ € K.

componente di wo) per ottenere

-1

(4.11) b 1(b+1) = £(b"!) per b € .

Se ¢ =b abbiamo,

£(b) + b2 = bf(1) + b o
(4.12)

f(b) = b+b
Se ¢ = b2

f(bz) + b3 = bf(b) + b2 = b(b+b2) + b2 o
(4.13)

£(b2) = 0.
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(4.14) £(b21) = 0 per ogni i = 1,2,+%-.

Ma b = b2'2 = b cosicché f(b) =0 = b+b2 = b(b+1).
Allora, b =0 o 1.

Quindi, abbiamo la dimostrazione della parte (2).

La Dimostrazione di (1).

Orat prendiamo I%J » 2dq e vogliamo provare che |8| < 2.
Di nuovo, & ha asse (x = 0), % fissa ogni punto di T
Per Dempwolff [9](2.7) e Jha-Johnson [25](2.0), possiamo
assumere che B, €& si centralizzino. Noi daremo la

dimostrazione solo per piani di dimensione due--nucleo

K 2 GF(q).

(4.15) (Vedi (4.5)). Possiamo scegliere le coordinate in modo

che

1 b 0 O
3 =4 o = c 1 0 0 benCEK
0 O 1 b
O 0 O 1
con 0,1 € A e |[a] 2 2dq}.
c f(c)
1 0 c
é = Te = c € ¥WCK dove 0,1 € VW
0 I

e f & una funzione additiva su W
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Inoltre (4.8) & ancora vera con queste ipotesi.

(4.16) Per ogni ¢ #0 in W, |Ac n A| 2 4.

imostrazione.

Ac e A sono'sottogruppi additivi di K e quindi sono
sottospazi vettoriali su GF(2). Se q = 27, r 2 dim(Ac+A)
2 (§+1)'+ (5+1) - dim(AcNA). Allora, dim (AcM) : 2.

Abbiamo,

(4.17) Per ogni c €W, c'é un b € A tale che bc € A.

Quindi il gruppo gb,c = {ale’abcTc> di ordine 4 fissa ogni

m
punto.-di un sottopiano Ty ¢ di Baer. Inoltre, se y = x ml
i 3
) -1
€¢ una componente di allora m, =d "e ed anche
m, b.c 3

dm4 = f(e) + ed + m,d per (d,e) € {(b,1).(bc.c)}.

Dimostrazione. (Si veda (4.8) e (4.9).)

Ricorda che f(1) =0 cosicché per (d.e) = (b,1),
bm4 = f(1) + b + m,b che implica m, = m1+1.
Quindi,
2
(4.18) f(c) + bc™ + bc = 0.

Inoltre, (4.18) & vero per tutti gli elementi di Ac N A e

IAe N A| 2 4. Quindi., £(c) = b(c+c2) = d(c+c?) per b #d in
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Ac N A - {0} cosicché, c+c> = 0. Quindi c =0 o 1.
In [25], Jha e Johnson considerano la situazione massimale

dove il piano ha ordine q2. |%| = q e il gruppo che &

generato dalle elazioni é diedrale di ordine massimo.

(4.19) Teorema (Jha?Johnson (4.1), (4.2) [25])

Sia 1w un piano di traslazione di ordine q2, q pari
# 8. Sia B un 2-gruppo di Baer di ordine q e 9 un gruppo
diedrale di ordine 2(q+1) che & generato da elazioni.

(1) Allora w & un piano derivato. _

(2) Se il nucleo K di w & isomorfo a GF(q) allora

¢ un pliano di Hall e viceversa.
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V. Reti Derivabili che sono costruite mediante collineazioni

Centrali e Piani di traslazione di Baer-Elazione.

{(5.1) Definizione.

. A ) . . 2r \ .
Un piano di traslazione w7 di ordine p é chiamato un

piano di Baer-Elazione se e soltanto se possiede un P-gruppo

nonbanale di Baer e un gruppo nonbanale di elazioni.

Per Foulser [12], deve essere p = 2. Ci sono molti esei: "
di piani di Baer-elazione. Per esempio, i piani di Desargues e
di Hall sono piani di Baer-elazione. Biliotti, Menichetti [5]

hanno studiato piani di traslazione che possono essere derivati

da piani su semicorpi e che ammettono elazioni con piu di

un 'asse. In questa sitdazione. il numero degli assi meno uno é
l'ordine del nucleo. Se il nucleo & GF(q) e 1l'ordine q
(del piano), il piano deve essere di Hall (si veda anche

Johnson-Rahilly [49]).

5.2) Definizione.

2 2r

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q° = 27 . Sia
% un 2-gruppo di Baer e & un gruppo di elazioni. Se
%] = 2P . |E| = 2°, diciamJﬂH; é un (2b,2c)—piano di Baer-
elazione. Normalmente, assumiamo che %, & si normalizzino.

In questa notazione, i resultati di Jha-Johnson nella

"sezione IV sono:

Se w7 @& di typo ‘(2b,q) allora b ¢ 1 e

Se. m# ¢é& di typo (2 2(&,26) allora e ¢ 1.
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Dunque, considereremo piani di tipo (2,q) o (q.2). Per

semplicita, assumiamo che il nucleo K sia isomorfo a GF(q).

(a,2)-piani.

(5.3) Sia wT wun piano di traslazione di ordine q2, q part,
e nucleo K = GF(q). Sia 7 un piano di Baer-elazione di tipo
(q.2) con gruppi B, & nel complemento di traslazione,

~

cosicché % & un 2-gruppo di Baer di ordine q e [3 e un
gruppo di elazioni di ordine 2 con asse ¢. Assumiamo che @

fissi il sottopiano LAY

(56.4) (1) #, & si centralizzano o w & di Hall.

(2) % ¢é nel complemento lineare.

Dimostrazione (1)}).

Se B, & non si centralizzano allora ci sono almeno due

gruppi di Baer di ordine |%]. In sezione VII, vedremo che in

questo caso 7 deve essere un piano di Hall.

Dimostrazione (2).

Foulser [13] (si veda Jha-Johmnson (2.2) [33]).

(5.5) Possiamo scegliere le coordinate in modo tale che

T = {(xl,xz.yl,y2) | xi.yi € K, i =1,2},
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o = {(0.x,.0.y,) | x,.v, € K},

1 a o 0
%: 01 OO a € K
0O O 1 a
0 O 0 1
i . a f{a}?
e le componenti di = hanno la forma: x = 0O, y = X !
‘ 0 0 a |
dove a € K e f & un funzione su K con f(0) = f(1) = O.
I
Nota. E possibile che f non sia additiva.

Dimostrazione. Si veda (4.5) e (4.6).

In modo simile,

(5.6) Possiamo scegliere le coordinate in modo tale che

(5.7) %B¢& contiene q-1 involuzioni di Baer Ta per
a € K - {0} che non sono in 3. Ogni involuzione di Baer fissa

ogni punto di un sottopiano di Baer T che ha in comune solo

la componente (x = 0) con W

imostrazione.

|#6-&-1|] = q-1 e ®%& & abeliano elementare.
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1 a 0 0] 1 a 1 a
0 1 0 o 0O 1 0 1
T = o =
a 0 0 1 a 0O 0 1 a
0 O 0 1 0O O 0 1
1 a 1 a
. 0 1 0 O .
(5.8). Sia T_ = , a # 0. Le componenti che T
- 'a a
C O 1 a
0O O 0 1
u G(u,a_l)
fissa hanno la forma: X =0, y = X _1 dove G
a u+l
¢ una funzione: K x (K-{0}) — K.
Dimostrazione.
My M -1
Una componente y = x é¢ fissata da T O m, = a
my  my, a 3
e m, = m1+1 (si veda (4.8)).

(5.9) Sia G(O.a_l) = g(anl). Ci sono (q-1)-componenti della
forma
-1
o . g(a )
y = X -1 ,aEK"{O}'.
a . 1
Le componenti di T, per a # 0 hanno la forma:
ba ! , b2a“l+b+g(a—1)
x =0, y =X _ -
a 1 , ba 1+1

rer b in K.
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Dimostrazione.

BE é¢ abeliano elementare cosicché % deve fissare ogni

sottopiano T e agire transitivamente sulle componenti di

T!'a;f (X:O).

1 b 0O O
0O 1 0O O
_ 0O 0 1 b
o , g(a ") 0O O 0 1
y = X _ »
a 1 . 1

1
ba"l |, g2alibab(al)
= |y = x _ _
a 1 , ba 1+1

Quindi, possiamo dare la struttura per i piani di tipo

(qg.2) e dimensione due:

(5.10) Teorema (Jha-Johnson [33] (2.8)).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2, q pari e
nucleo K 2 GF(q). Se T | ammette un gruppo di Baer nel
complemento di traslazione di ordine q e un gruppo non-banale
di elazioni, allora esistono coordinate e funzioni f,g : K — K
tali che

(1) f£f(a) = f(a+l) per a € K;
2 -1

(2) d+ a2 + £(d)a"} % g(a Y)a"l. per d,a #£0 in K:
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(3) (d) + g(e) # t(1+t S25) per dzc, t in K e le

componenti hanno la forma:

x =0, vy = x[u f(u)].

0 u
ba ! | b2a_1+b+g(a-1)
Yy = X _ —
a~l | ba 141
per u,b,a # 0 in K e (x,y) = (xl.xz.yl.yz) per X,.y, in
K, i=1,2. Viceversa, se ci sono funzioni f.g su un campo

A Y

K = GF(q) che hanno le proprieta (1), (2). (3) allora si pud

ottenere un piano di traslazione di ordine q2 e tipo (q.2).

Dimostrazione.

Le condizioni (2), (3) possono essere ottenute usando la
proprieta che la differenza tra due matrici (che rapresentano le

componenti) € non-singolare.

(2.9)-piani

L'analisi per piani di tipo (2.q) ¢é molto simile a quella

per piani di tipo (q,2). Pertanto daremo solo una traccia.

. . , , , , 2 .
(5.11) Sia w7 un piano di traslazione di ordine q°, q pari
e nucleo K = GF(q). Supponiamo che w7 sia un (2,q)-piano con

gruppi B, & nel complemento lineare dove ] ¢ un gruppo di
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~

Baer di ordine 2 e & & un gruppo di elazioni di ordine q.
Inoltre supponiamo che %, & si centralizzino e che % fissi

ogni punto del sottopiano To-

(5.12) Si possono seegliere le coordinate in modo che
T o= {(xl.xz.yl.yz) | X;,¥; €K, i = 1,2},

Ty = {(0.%5,.0.y5) | x5.y, € K},

1 1 0O O
0 1 0O O
% = (1), T = ' .
0 O 1 1
0O O 0 1
1 0 u m(u)
0 1 0 u
& = o, = u€kK e m
o o0 1 ] '
0O O 0 1
¢ una funzione additiva su K con m(0) = m(1) = O

(5.13) Esistono funzioni f.g. su K dove f € uno-uno

taliche y = x[gsv), fév)] ¢ una componente per tutti i
v € K.
Dimostrazione.
M M2
Sia vy = my m, una componente. {[m3. m4]} = K x K.

Consideriamo le componenti y = x[ _:' _a ]. Ogni componente
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é¢ determinata completemente da [v.0]. Allora gli elementi
(1,1) e (1,2) della matrice devono essere rappresentati da

funzioni di V.

Nota: [ gﬁu) ’ f(g)] + [ g&v) ’ f(g)] € non-singolare.
Quindi, f €& uno-uno.

(5.14) Le componenti di w7 hanno la forma

v . u

k=0 y =k WE L E)m],

Dimostrazione.

Applica il gruppo & a [y = x[ g(:) , f(g)]].

(5.15) ®& contiene q involuzioni di Baer

1 1 a m(a)+a
o 1 0 a
= T& = Toa = a € K
0 O T 1
0 O 0 1
(5.16) g(a) = a + m(a) per tutti gli a € K.
Dimostrazione.
my My
TO, fissa vy = x n n & a = my e m = m, + m(a) + a
3 4
(si veda (4.8)). Se my =u allora (da (5.14)) u + g(a) = m,

=u + m(a) + a.
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Allora, abbiamo il seguente

(5.17) Teorema (Jha-Johnson [33] (3.7)).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2, qQ pari, e
nucleo K 2 GF(q). Ammetta T un gruppo di elazioni & di
ordine q e un 2-gruppo nonbanale % taliche & e 3 si
normalizzino e , B sia nel complemento lineare di traslazione.
Allora ci sono funzioni f.m su K tali che

(1) f é uno-uno,

(2) m & additiva e m(0) = m(1) = O,

(3) Det{[u+V+m(v). f((v)+m(u)]_{a+b+m(b), f(b)+m(a)]} £ 0

v u b , a
se almeno uno fra a,b,u,v non €& zero ©per a,b,u,v € K e
(u,v) # (a.b) e le componenti di w possono essere
rappresentate nella forma x = 0, y = X[u+v:m(v), f(v):m(u)]
per tutti gli wu,v € K. Viceversa, funzioni f,m che hanno le

proprieta sopra indicate danno un piano di traslazione di ordine

q2 e tipo (2,q).

Se w é& un (q.2) o (2,q)-piano con molti assi (o molti
sottogruppi di Baer), Jha e Johnson [33](4.5).,(4.6) hanno

provato:

(5.18) Teorema.

(1) Sia w7 un piane di traslazione di ordine q2 con

nucleo K = GF(q). Ammetta w un gruppo di Baer di ordine q.

Se w7 ammette gruppi di clazioni con almeno due assi allora
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¢ un piano di Hall e viceversa un piano di Hall ammette =ruppi

di questo tipo.

(2) Sia m un piano di traslazione di ordine q2 con
nucleo K 2 GF(q). Ammetta w7 un gruppo di elazioni é di
ordine q. Se ] ammette almeno due 2-gruppi di Baer ﬁi,
u=1,2, nel complemento lineare dove é, %i si normalizzano
i=1,2 ma %2 ¢ 8%1. allora w7 & un piano di Desargues.

Reti Derivabili Che Sono Costruite Mediante Collineazioni

Centrali

Consideriamo il seguente problema: Sia 4 un piano di
traslazione e sia 9% un gruppo di collineazioni nel complementc
e N g una collezione di componenti (forse vuota). Quando é
¥ U (una qualche orbita di 4 di componenti) una rete
sostituible (di Desargues)?

Per esempio, c'é il seguente

(5.19) Teorema (Johnson [41]).

Sia T un piano di traslazione di ordine p2rt che

ammetta un gruppo di collineazioni isomorfo a SL(2,pr) dove
gli elemeni di ordine p sono elazioni. Sia ¢ la collezione
degli assi di elazione. Allora, c'é una orbita T di ¢ di

componentt-tale che uUr é¢ una rete di Desargues che pud
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essere coordinatizzata da GF(pzr). Inoltre, per ogni orbita T

tale che |f| = |r]. $ UT ha questa proprieta.

Nel caso sopra, non tutte le orbite T U ¥ sono reti di
Desargues. Ma, la situazione é& diversa quando ¥ é un gruppo
centrale.

Se ¥ ¢ una fibrazione per T, useremo la notazione
F = N U Md quando J. M sono reti tali che ogni componente di

m & in N o M e NN A= ¢.

(5.20) Teorema (Jha-Johnson [30] (3.1),(3.2)).

Sia w7 un piano finito di traslazione =¥ U A dove KN &
una rete di Desargues.

(1) Sia 4 un gruppo di elazioni con l'asse < una
componente .dt | N. Suppontamo che é sia transitivo sulle
componenti di N-%£.

(a) Allora ¢ U (ogni &-orbita di componenti # &)
¢ una rete di Desargues.
(b) Se N ¢ derivabile allora anche € U (ogni

&-orbita delle componente ¥ ¥£) & derivabile.

(2) Sia # wun gruppo di omologie con asse ¢ e coasse A
dove 9,3 sono componenti di X¥. Supponiamo che ¥ sia transi-
tivo sulle componenti di N - {¢,%4}.

(a) Allora ({¢,%} U (ogni H-orbita di componenti) &

una rete di Desargues.
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(b) Se XN & derivabile allora anche ({¢,%} U (ogni

H-orbita di componenti) & derivabile.

Dimostrazione.

Sia 2z un piano di Desargues con X C =. Si scelga un
campo K per 2 in modo che x = 0 sia l'asse per & in 7
e N abbia le componenti x = 0, y =0, y = xC per
C € A C K. Allora, & pud essere rappresentato in 7 nella
forma {[ ; g ]| C € A} . Nota: In =, y = xC rappresenta
uno spazio di dimensione uno ma in T, X,¥ POSSONo essere

r-spazi vettoriali per un qualche r e C wuna matrice 1 per r
su GF(p) se K = GF(pr).

Sia y = xM una componente di T - {x = 0}. Allora,
l'orbita di y = xM su § e {y =x (M+C) | C € A}.

Cambia le basi mediante (x,y) — (x,xM+y), [T = [ ; _¥]]'

v fissa (x = 0) e cambia {y = x(M+C) | C € A} in
{(y = x(M+C-M)) = (y = xC) | C € A}.

Se ¥ & derivabile, possiamo assumere che AN 2 GF(q) e

K = GF(q2) dove q2 = pr. Per la dimostrazione sopra, possiamo
scegliere le coordinate in modo che ogni é-orbita U (x = 0)
abbia . la stessa forma-allora ogni E-orbita U (x = 0) é
derivabile.

Dimostrazione (2) (traccia). Rappresenta * mediante

{(x.y) — (x.yC) | C € A},

(x.xM) —X— (y = x(MC) | C € A}.
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I 0
Cambia le basi mediante [ 0' H—l . Allora, questa orbita T
ha la forma {y = x(MCM ') | Ccer}. MKN 12K e T CT dove
S e il piano che pud essere coordinatizzato da MKM_I.
La Costruzione delle orbite.
(5.2) Sia LS un piano di traslazione di ordine q2 che
ammetta un gruppo % di Baer dove l%l = q (o (qa-1)).

Supponiamo %3 fissi ogni punto di L e che le componenti X

di T, diano una rete dertpabile. Sia Ty il piano derivato.
In Lo B € un gruppo centrale e possiamo épplicare (5.20).
Siano queste q-1 (q) ®-orbite Fi' i o= 1,...,q9-1 (q) # X
(la rete sostituibile di T,)- " Si  scelga una orbita

Fj U {l'asse di & in T5)} (o l'asse e il co-asse di % in
"2)' Questa €& anche una rete derivabile—si ottiene un piano
nuovo wg; J =1, ...q9-1 (q) che ancora ammette un gruppo di

Baer di ordine q (o (gq-1)) ma generalmente non & isomorfo a

LEE {wi | 3 =1, ....q-1 (q)} si chiamano le forme ri-derivate
di -
Abbiamo:
scegli
un orbita nuova
Fj "ri"-derivato _ 5
T T2 > Ty >
(% gruppo (% gruppo (B-gruppo
di Baer) centrale) _ di Baer)

Per un'illustrazione, applichiamo c¢io ai piani di Baer-

elazione usando la sezione III.
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scegli
un'orbita nuova
- derivato y T rj > T "ri"-derivato _ Trj
1 S 2 T2 . 1

((q.2)-piano che (2,q)- (q.2)-
é derivable) piano piano)
(5.22) Teorema.

Sia T un piano di traslazione di ordine q2, nucleo

K & GF(q) e di tipo (q.2) che sia derivabile. Supponiamo che

le componehti di LS abbiano la forma: x =0, y = x[g S].
ba ! . b2a—1+b+g(a_l)
y = X a-l ’ ba_1+1 per u,b,a # O in K e

(x.y) = (xl.xz.yl.yz) per X,,y; € K, i=1,2 e g : K — K.

(1) Le componenti possono essere rappresentate nella

ba g(a ')
forma: x =0, y = x[u 0]. y = X per tutti gli
. a b+a

a,b,a # 0 in K.

(2) Siano le orbite T del gruppo & di.elaztont

. J
b g(a ")
= {y = X i b € K} per j =1,2,...,9-1; aj # 0.
a b+a
J J
Sia gj(c_l) = g(c+aj)"1) + g(a;l). Cambia le basi di
-1 '
I M 0  g(ay’)
[ j] dove Mj = . Dopo questo cambiamento,
0 1 a, a
J J
le componenti di T, hanno la forma x =0, vy =-x[8 3].
-1
b gj(a )
y = X per u,b,a # 0 in K.
a b+a

(3) I piani ri-derivati wi possono avere la forma:
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dove gj(c_l) = g((c+aj)-1) + g(a}l).

Dimostrazione. (1) Usa (5.10), (3.3) (con m = 0).

I M,
u O [ 0 IJ] u S(agl) ]
(2) [y - x[o u]] T a u+a, |; ©
J J
I M
[ [ b g(a~1,”-0 ! [ [ b . g(a“)+g(agl>”
Yy = X Yy = X .
a b+a .-em-a.‘j , b+(a+aj)

Se a =a + a
1

; allora g(a™l) + g(agl) = s((54aj)_1) + g(agl)
= gs(a)

(3) Usa (3.3) di nuovo.

Inoltre, Barriga [2] e anche Cohen-Ganley [8] hanno trovato
lo stesso piano T di ordine qz, nucleo GF(q), usando
polinomi di Chebyshev di grado 5.

Usando (5.20) e (3.3) possiamo ottenere le seguenti

J

fibrazioni per -

(5.23) Teorema (Jha-Johnson [30]).

Sia V = {(xl,x2.yi.y2) | X1+Xg,¥:¥g € GF(q) dove

r -

qQq=7p . r dispari e p = +2 mod 5}. Per ogni a, # 0,

J
1

J

i=1,...,q9-1, la seguente ¢ una fibrazione per un piano m
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di ordine q2 che ammetta un gruppo di Baer di ordine q e sia

un piano ri-derivato

di wl——il piano di (Barriga- Cohen-
. u O
Ganley): x =0, y = x[o u]'
v . {=r((b 142 )%-a%) & pv(pl+a )3-a3)vE T
v = x J J J J

b , ﬁb(b_1+aj)3-a?—v
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. . . . . 2 .
V1. Piani di traslazione di ordine g che hanno un gruppo di

- - . . 2 .
collineazione di ordine_ _g che non agisce regolarmente.

Sia 2 il piano di Desargues di ordine qz. Sia F = GF(qz)

T

e K (C F) GF(q). Si rappresenti )X su K come
{(x;.x5.¥,.¥5) | x;.y, €K, 1 =1,2}.

Sia &

{(x,y) — (x,xa+y) in 3 dove a € F}.
Sia o : (x,y) — (xq.yq). Se {t,1} €& una base per F

su K e (ta+B)q = (t+BO]a+B = ta+50a+B allora abbiamo

x4 = (a,ﬁ)q

(@.BoatB) = (a.B) | ! fo].

Sia ¥ = (&,0) cosicché l¢| = 2'q2. Nota: €% & in

GL(4.q) e se q €& pari c'é un sottogruppo ¥ di ordine ¢
tale che o € %.

Per esempio per ogni sottogruppo additivo K di ordine
q/2, { tK+K} € un sottogruppo additivo di ordine q2/2 che &
normalizzato da o.

] ¢ un gruppo di ordine q2 in GL(4.,q) che ha due
orbite sulla retta Q0 -{(®)} di X di ordine q2/2.

[+4] X

Proviamo che questo & anche il caso generale.

(6.1) Teorema.

Sia T un pliano di traslazione di ordine q2 e nucleo
GF(q) che ha un gruppo ¥ di collineazioni di ordine q2 nel
complemento lineare di traslazione. Allora, <4 fissa un punto

all'infinito () e vale l'uno o l'altro:
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(1) % ha un'orbita regolare su 2 -{(®)} (di ordine q2)

(2) q e pari e ¢ ha due orbite su Q -{(®)} di ordine

Dimostrazione.

Deriviamo la dimostrazione dai seguenti lemmi:

Assumiamo % non sia transitivo su Q. —{(=)}. Per 1la
sezione II (2.1), q deve essere pari.
(6.2) Lemma.

Sia Z(¥) il centro di 9. Allora, (1) |Z(%)] < q o

(2) % ¢ abeliano.

Dimostrazione.

In sezione XII, proveremo che se % ¢é abeliano allora $
¢ transitivo su 2 _-{(«)}. Quindi possiamo assumere che ¥ non
sia abeliano.

Sia o € Z(¥) di ordine 2. Se Fix o ¢& un sottopiano di

Baer allora 4 ~ deve fissare q punti della componente di
Fix o (perché % ¢ nel complemento lineare). Allora,
|¢ | Fix o] ¢ q. Quindi, |$[Fix o] (i1 gruppo che fissa ogni

punto di Fix o)| = q.
D'altra parte il sottogruppo delle elazioni ha ordine 2 q

(sezione II (2.3)). Quindi, per la sezione IV (4.2)(2), gq

A
N

perché %[Fix o] € un 2-gruppo di Baer. Quindi, le

involuzioni di Z(%)} sono elazioni.
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A B
Possiamo rappresentare % nella forma { ‘} se

0 A
: . s . . : [1 1] .
si sceglie che un'involuzione di Z(%) sia 0 1 (si veda
sezione II) dove A = [é ?] per a € A CK dove |[A] = 2"t
se q = of .
Sia E il sottogruppo della elazioni di $. ]E[ = 2r+t,
0 ¢t ¢<r
Se t = r allora ¢ € abeliano. Quindi, c'@ un elemento
1 a b1 b2
0 1 b3 b4
a # 0 in K tale che g = _ € €. Sia anche
0 0 1 a
0 0 0 1
1 ¢ €y ©o
0 Cy Cy4
T = € ¢ Se 03 =0 e ¢ # 0 allora T tissa
0O O 1 ¢
o O 0 1
i q2—punti {(0,%,.% ¢! v.)) | x5.v, € K) Se c, = 0 e
272 72 272 ’ 3
c =0 allora ¢, = ¢4 e (si veda Dim. (2.8) e (2.9) della
sezione II) Cy é m(cl) per una qualche funzione
m : K — K.
I u m(u)
Dunque, se cy = 0 allora T = 0 u per un
0 I
qualche u in K.
(6.3) Lemma.
Se |E| = q allora 9% & transitivo su 0,—{(=)}.
Dimostrazione. Jha-Johnson [24].
P

3 #
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¢ = 0 per un qualche elemento T € €. Infine, se
1 d d d
Old12 1 a]{°1 ©2
p = 3 4 € Z(¢) allora pTt = Tp & [0 1] c o
o 0o 1 d 34
0O O 0 1
c c
= 1 2 1 d & c, =0 se anche d # O. Allora ogni
c C 0 1 3
3 4
elemento del centro é un' elazione. Se |Z(@)] > q. Allora,
c'é un tale elemento T € Z(¥). In questo caso, 7TO ¥ OT.
Quindi, |Z(4)| ¢ @ e anche
(6.4) Lemma.

u€ A e m €& una funzione di

z(9) = {| ! k mﬁu)”
I

0
).

(6.5) Lemma.

Ci sono esattamente q sottopiani di Baer che sono fissati

da involuzioni di Baer.

Dimostrazione.

¢ fissa q punti di (x = 0). Allora, per P € Q -{(x)},

@P £ (1) e @P é un sottogruppo di Baer che fissa ogni punto

P

cosicché @P fissa Q. Quindi, @P C @Q ma @Q ¢ anche di

di un sottopiano L di Baer. Sia Q € Th n{e -{(=)}}

Baer cosicché %P = %Q.
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(6.6) Lemma.

1 a b1 b
Sia o = o 1 b3 b4 un' involuzione di Baer.
0O O 1 a
o O 0 1
Allora, a # O e b3 = 0. o fissa ogni punto di
. -1
L {(0.x5.%x5k.¥5) | "k = b . x5.¥5 € K}
Dimostrazione. Se a =0 allora o € E. Supponiamo a . .
Se o fissa (xl,x2.y1.y2) allora, (xl.xla+x2,x1b1+x203+y1
x1b2+x2b4+y a+y2) = (xl.x2.x3.x4). Quindi. X, = 0, x2b3 = 0.
Se Xy = 0 sempre allora a € una collineazione centrale.
Quindi, b3 = 0. In questo caso, x2b4 + yia = O cosicché o
. . ] -1
fissa ogni punto di {(0.x,.xyb,a ".y,) [ Xo.¥o € K}.
Quindi, i q sottopiani di Baer sono T, per k € K.

(6.7) Lemma.

(1) 6. =% per tutti i k,a € K.
k a

(2) Gli elementi di @v sono esattamente gli elementi di
k

Baer di % e/o le elazioni nel centro.

Dimostrazione.

1 d d1
o 1 3
p = fissa T, & (0.,x k,y,) —
0 0 1 q k 2' %2 2
0 O 0 1
(O.xz,x d +x k x2 PR kd+y2) cosiccheé d3 = 0 & (0.x2.x2a.y2)
— (O,xz,xga,x2d4+x2ad+y2) = p fissa LI p & di
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Baer & d # 0 e d3 = 0 e ¢ un' elazione & d = 0 cosicché

con d3 =0, p € Z(9).

(6.8) Lemma.

Ci sono esattamente q sottogruppi ¢ per

N {2,-{(=)}}.

mostra ne. @P = gd & P.Q € T ne -{(=)} per un qualche
k € K.

6.9 [

Sita 9 il gruppo ¥ quando ¥ agisce su {Qx | k € F)
k

per coniugio. Sia ) il greuppo ] quando $ agisce su
{wk | k € F}. Allora ] € isomorfo a ) come gruppo di
permutazionti.

i xj
h
= ¢ = 6 . Ma, 4 h =% Quindi, % = 4 &=
xJ xih i X :nc'.1 xih
9 = %
j i
(6.10) Lemma.
Sia |$“ | = 2d per 1 ¢d ¢ 2r se q = 27 La lunghezza
k
' . . s 2r-d . .
dell'orbita di T in $ allora & 2 e ogni orbita di
L ha Llunghezza 22r-d Quindi, ci sono 2r/22r—d = 2d—r
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orbite di sottopiani di Baer

Dimostrazione. (6.7).

6.11) Lemma.

Siano o, ,3 le orbite di {m, | x € K}. Sia

1 2d—r
y; € 2, N (2,-{(®)}) wper ogni i = 1,2, °°'.2d-r. Allora, =i
sono 22r—d gruppil Qx in ogni orbita di %Y di lunghezza
k i
22r-—d
Dimostrazione. (6.10) e (6.9).
(6.12) Lemma.
q-1
(1) = U U Z(¢) per k € K.
T X
k a=0 a
(a€kK)
q-1
(2) |ts1r | = = (|<9x |-1) + |z(%)]|. Siea |8 | (da (6.11)
y
k a=0 a i
bi
= 2 dove assumiamo b, < b, s <*° ¢ b2d-r‘ Allora,
d-r
2 2r-d
(3) I8, | = 3 |8, [-2°7"%) - a + |z(9)]
k j=1 J
d-r
2 b
=22rd L s od L g v |z(9)].
j=1

Dimostrazione (1), (2): (6.7), (6.8).
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Dimostrazione (3). Se @x é¢ nella stessa orbita FJ di ¢
b Y3
2r-d
allora |¢ | = |%. |. Per (6.11), ci sono 2 gruppi ¢
b y X
b J b
. , 2r-d :
in r. cosiccheé p3 ng | = 2 le. |. Per (2),
J (¢_ er.) *b Yj
Xy 'J
q-1
s | = [ Y |9 1]-q + |z(9)]. Quindi,
s X
k a
a=0
2d—r b
. | =229 . ) 23-q+ |2(9)].
K gut

Sia Z(¢) = 2° ¢ 2¥ (da (6.4)) per q = 2

Abbiamo,

(6.13) Lemma.

d
— - j c e e e
2" + q = 2 z 2 + 27 dove bl < b2 < ¢ b d-r°

Anche,

(6.14) Lemma.

Dimostrazione. |¢ | = (lunghezza della $¥_ -orbita di x, € w
Ty LOW k k

N 2,= (I - (9, ), |-

Ma, %x ¢ di Baer e fissa T perché tutti gli elementi
k
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di Baer sono in @w (si veda Dim. (6.7)). Allora, %x cC ¢

k k Tk
cosicché (¢. ), =% _ =19 . Quindi. e | « 2". ¢ |
k Xk k' "k Xk k K
by by
¢ 2Fe2 * = -2 Da (6.13) e (6.14) abbiamo
2d—r N
2d+q _ 22r-d E o J 4 o€
j=1
d b s bo s c- cb e 29 q2! cosicche d ¢ r+b
ove L § by ¢ ¢ by £ q ° € 1°
Sia 2r-d + b1 > ¢c. Allora
4 . 2r-d+b,  bo-b, P d-r 1
292" = 2 (1+2 +eeet2 ) + 2°.
Cosicché
d-c - 2r-d+b, -c b,-b bzd-r_bl
2 + 2 = 2 (1+2 +eee+2 ) + 1
Quindi (poiché d > ¢) 2T7¢ = 1 0 2¢ = 2T = q. Sia
2r—d+b1 ¢ c, 2r—(r+b1) + b1 < 2r-d+b1 (poiché —(r+b1) ¢ —d)
¢ ¢. Quindi, r ¢ ¢, il che implica ¢ = r.
Abbiamo,
(6.15) Lemma.
|z(8)] = 2° = 27 = q.
Per sezione 1V (4.3)(2), ogni gruppo @x deve avere
! k
ordine 2 perché Z($) e @x si normalizzano. (Nella
k
equazione (6.13), b1 = b2 = eee = 1, 2¢ = 27 cosicché
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2d+q - 22r~d . 2d~r 24+ q & 2d = 9

r+l
-)
Quindi, la lunghezza dell'orbita & sempre q2/2. Questo da
la dimostrazione di (6.1). Ora, consideriamo i piani ™

correspondenti. Nota: Abbiamo adesso un piano di Baer-elazione

di ordine q2 e tipo (2,q) perché dobbiamo avere

0
Dunque, possiamo rappresentare le componenti di w nella forma:

x[u+v+m(v).
v .

Z(38) = { I [g mgu)]] dove u € K, m una funzione su K}.
I

x =0, y= f(v):m(u)] per tutti gli u,v € K (si
veda (5.17)) per opportune funzioni t,m : K —» K dove

(1) f & uno-une e

(2) m & additiva e m(0) = m(1) = O

Inoltre, abbiamo un gruppo ¥ di ordine 22r, T

q
I u m{u)
complemento lineare col centro Z($%) = { /] u l u € K}
o0

I
1 1 0O O
o 1 0O O
e un' involuzione di Baer T = E chiaro ora
0O o 1 1
0O O 0 1
1 a b1 b2
01 b3 b4
che 4% pud avere la forma per a € A C K
00 1 =a
00 0 1
-
1 a bl-b2
o 1 b3 b4
0O O 1
b, +ab b,+ab
0O O 0O 1 1 3
(v = 0) »y = x 2
by . by
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Quindi, b1+ab = u+v+m(v), b2+ab4 = f(v)+m(u), b3 = v, &

(6.16) Lemma.

Il gruppo ¥ pud avere la forma:

1 a u+v+m(v)+a(v). au+f(v)+m(u)
0 1 v . u
v € 3 CK
0O 0 1 a
0o 0 0 1
dove || = q/2 e u € K

I [u m(u)] o
Dimostrazione. Z(%) = 0 u e I(y = 0)8] = q°/2
0 I
per (6.1). allora |{v}]| = q/2 e |{u}] = q.

(6.17) Lemma.

Consideriamo, gli elementi

(1 a vem(v)+av, f£(v)]
0o 1 v , 0
per v € 2.
0 O 1 a
L0 o 0 1

Per ogni v € 2, l'elemento (1,2)-della matrice pué avere solo

due valori a.l.a2 e a2 = a1+1.
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Dimo:trazione.

[ 1 a, v+m(v)+alv, f(v)]|[ 1 a, v+m(v)+a2v, f(v)]
o 1 v . 0 o 1 v . 0
0O O 1 a, 0 0 1 a,
| O O 0 1 jJL O O 0 1
1 a,+a, agv (v-l-m(v)-!-a.v)a2
_ 0 1 0 agv
0 0 1 a1+a2
0 0 0 1
11 1 1 u u+m(v)
01 1 [u m(u)] 0 1 0 u
5| 0 u =
11 0O O 1 1
l 01 0 I 0O O 0 1
Ci sono esattamente q involuzioni di Baer in 4. Quindi,
a, + ay = O o 1. Anche,
1 24 v+m(v)+a1v. f(v)T [ 1 1 v v+m(v)
0o 1 v . (0] 0 -1 0 v
0O O 1 a, 0O O 1 1
L0 o 0 1 0 O 0 1
1 a, +1 v+m(v)+alv. f(v)]
0] 1 v 0
0] 0 1 a1+1
| O 0 0 1
Per ogni v € 3 (1=] = q72), sia T(v) uno degli elementi

a,.+1 con T una funzione da 2 — K.

ar-

1
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(6.18) Lemma.
1 T(b) (b+m(b)+T(b)b), £(b)]
0 1 b . 0
Sia Ty = per b € 2%,
0 0 1 T(b)
0 0 0 1
5| = q72.
1 1 o 0
0o 1 0O O I u m(u)
T = e D’u= u
0 O 1 1
0 0 0 1 0 I
per u € K. Allora, ¢ = (Tb,ou.r).
Dimostrazione.
1 T(b)+1, (b+m(b)+(T(b)+1)b). f(b)
0 1 b , 0
Sia T =
b+l 0 0 1 T(b)+1
0 0 0 1

allora T Ora si usa (6.16).

{(6.19) Lemma.

f(a+b) = f(a) + £(b) + m(aT(b)) + aT(b)Z + T(b)(a+m(a))

per tutti gli a € K e per tutti i b € 3.
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1 T(b) F(b) f(b) 1 T(a) F(a) f(a)
Dimostrazione. 0 1 b 0 0 1 b 0

o 0 1 T(b) 0 0 1 T(a)

0 0 0 1 0 0 0 1

per F(x) = x+m(x)+xT(x) con x € Z,

[ 1 T(b)+T(a) (F(a)+F(b)+aT(b), (f(a)+F(b)T(a)+f(b))]
0 1 a+b b(T(a)

0 0 1 T(b)+T(a)

0 0 0 1

T(b)+T(a) = T(b+a)}) o T(b+a) + 1 per ogni (b.,a) € I x 3.

Da (6.16),

(6.20) F(a) + F(b) + aT(b) = bT(a) + (a+b) + m(a+b)

+ (T(a)+T(b))(a+b)
e
(6.21) f(a) + F(b)T(a) + £(b) = (T(b))+T(a))bT(a)

+ f(a+b) + m(bT(a))

dove F(x) = x +m(x) + xT(x), x € 2.

(6.21) = f(a) + (b+m(b)+bT(b)))T(a) + f£(b)

= (T(b)+T(a))bT(a) + f(a+b) + m(bT(a))

& f(a+b) = f(a) + f(b) + m(bT(a)) + bT(a)2 + T(a)(b+m(b))
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per a,b € Z.

Ora, consideriamo le componenti

= [y = X [u+v;m(v): f{v):m(u)]] per v € K-3.

b 0 v .

26, —2 [x] & Tgb)],x[[F(b) FE)] [em(n). f[1 TR

Questo

Quindi,

(6.22)

(6.23)

:x[1 T x[(F()rvem(v)) f(b)+(v+m£¥2g;T(b)+f(v)]:

0 b+v :
(F(b)+v+T(b)(b+v) , (f(b)+(v+m(v))T(b)+f(v)
y = X "'I'II(V)) “"VT(b)2
b+v . vT(b)

elemento deve essere della forma

[y = [T 1De@]).

v

(F(b)+v+T(b)(b+v)+m(v)) = vT(b)+(b+v)+m(b+v)

£(b)+(v+m(v))T(b)+£(v)+vT(b)? = £((b+v)+m(vF(b))

per v € K-2 e b € Z. Da (6.23), (6.19) & provato.

(6.24) Teorema. Fondamentale per l'orbita non-regolare.

2 2r

Sia wm un piano di traslazione di ordine qQ = 27 . Il
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nucleo di w7 sia K 2 GF(q) e supponiamo che w7 ammetta un
gruppo non abeliano $ di collineazioni di ordine q2
contenuto nel complemento lineare di traslazione. Infine,

supponiamo che % non abbia un'orbita regolare sulla retta
all'infinito. Allora, esiste un sottogruppo additive 3 di K
di ordine q/2 ed esistono funzionti T su 3 e m,f su K

tali che % pud essere rappresentato nella forma seguente:

% = (1, .,0,.7) dove Z2(8) = (o),
1 T(b). b+m(b)+T(b)b, f(b)
Ty = 0 1 b 0 per b € I,
0 0 1 T(b)
0 0] 0 1
I [u m(u)]
o, = (/] u per u € K (cosicché |Z(¥)]| = q.
0 I
1 1 0 o
0 1 0O O
T = Inoltre,
0O o 1 1
0O O 0o 1

(0) Le componenti di w hanno la forma

x = 0,

_-x{u+v+m(v), f(v]+m(u)]

v » u

e ® é un plano di Baer-eldzione di ordine q2 e tipo (q,2).
(1) f & uno-uno.

(2) m & additiva e m(0) = m(1) = O.
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VII. Piani di traslazione di ordine pt che hanno un gruppo di

collineazioni isomorfo a SL(2.p") con r maggiore di_ t/2.

Circa nel 1964, Liineburg [52] ha iniziato i suoi studi sui
piani proiettivi di ordine pr con gruppi di collineazioni
isomorfi a SL(2.p'). Successivamente, Yaqub [64] ha eliminato

alcuni ipotesi aggiuntive che Liineburg aveva fatto.

(7.1) Teorema (Liineburg-Yaqub).

-Sia w un piano proiettivo di ordine pr che ammettao
SL(2.pr) come gruppo di collineazioni. Allora T é

Desarguesiano.

Prohaska [59] ha studiato i piani di traslazione T di

ordine q2 che hanno un gruppo di collineazioni isomorfo a
SL(2.q). Inoltre, ha assunto che w7 abbia nucleo GF(q)., gq
pari e che gli elementi di ordine 2 siano elazioni. Di nuovo,

sotto queste ipotesi, i piani sono Desarguesiani.

Inoltre, Foulser, Johnson e Ostrom hanno esteso i risultati

di Prohaska.

(7.2) Teorema (Foulser, Johnson, Ostrom [16]).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2 che abbia un
gruppo di collineazioni isomorfo a SL(2,q) nel complemento di
traslazione e dove q = pr. Se gli elementi di ordine ©p sono

elazioni allora w7 ¢é& Desarguesiano.
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(Si veda (5.19) per un'estensione di (7.2).)

(7.3) Esempi.

(1) I piani di Desargues e di Hall di ordine q2
ammettono SL(2,q) . ove i p-elementi, P = qr sono elazioni o
di. Baer rispettivamente.

(2) I piani di Hering hanno ordine q2 e ammettono
SL(2,q) ove i p-elementi, q = pr, fissano upn spazio

vettoriale di dimensione uno mentre w7 €& un spazio vettoriale
di dimensione quattro. In questo caso, SL(2,q) & irriducibile
su .

(3) I piani di Ott-Schaeffer (si veda [57], [60]) di
ordine q2, q pari, sono simili a quelli di Hering. Anche loro
ammettono SL(2,q) ove il gruppo agisce irriducibilmente su .

Inoltre, questi piani sono derivabili.

Walker [63] (per q dispari) e Schaeffer [60] (per q.

pari) hanno studiato i piani di traslazione di ordine q2 che

I

ammettono il gruppo SL(2.q) e che hanno nucleo K = GF(q).

Essi hanno provato il seguente teorema:

(7.4) Teorema (Walker-Schaeffer).

Sia w un piano di traslazione di ordine q2 e nucleo
GF(q). Se =® ammette un gruppo isomorfo a SL(2,q) allora w
¢ Desarguesiano, Hall, Hering, Ott-Schaeffer o un piano di

ordine 25 di Walker {(ci sono due tali piani).
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Si pud osservare che nei piani di Ott-Schaeffer i 2-gruppi

di Sylow di SL(2,q) fissano esattamente q punti sulla retta.

Senza 1'ipotesi sul nucleo ho provato:

(7.5) Teorema (Johnson [40]).

Sia w un piano di traslazione di ordine q2. q pari.

Sia ) isomorfo a SL(2.q) un gruppo nel complemento di
traslazione i cui elementi di ordine 2 siano di Baer e i cui
2-sottogruppi di Sylow fissino sottorette di Baer (q punti

sulla retta). Allora, w ¢é un piano di Ott-Schaeffer.
Ho anche studiato i piani di traslazione di ordine 16 che
hanno SL(2,4) nel complemento di traslazione. In questo caso

esiste un piano eccezionale: il piano di Dempwolff.

(7.6) Teorema (Johnson [42]).

Esistono esattamente 1 seguenti piani di traslazione di
ordine 16 che ammettono SL(2.4) nel complemento T

traslazione: Desargues, Hall o Dempwolff.

Foulser ed io abbiamo studiato i piani di traslazione di
ordine q2 che ammettono SL(2.q) senza alcune ipotesi sul
nucleo, estendendo in tal modo, il risultato di Walker e

Schaeffer.
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{7.7) Teorema (Foulser, Johnson [14], [15]).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2 che ammetta
SL(2,q) o PSL(2.q) nel complemento di traslazione. Allora,
7 & un piano di Desargues, Hall, Hering, Ott-Schaeffer, Walker

di ordine 25 o Dempwolff di ordine 16.

Per lo studio di cui sopra & necessario usare la teoria
della rapresentazione dei gruppi.

Recentemente, ho iniziato a studiare piani di traslazione
di ordine pt che ammettono gruppi nel complemento che sono
isomorfi a SL(2.pr) ove pr 2 pt/2. Quando ho iniziato questo
studio, ho pensato che probabilmente si doveva usare la teoria
della rappresentazione. Peré, ho trovato un'argomentazione
abbastanza semplice per provare che tali piani sono solo quelli

elencati in (7.7)

Vorrei dare una traccia di questo risultato.

(7.8) Teorema (Johnson [39]).

Sia 7T un piano di traslazione di ordine pt che ammetta
un gruppo ¢ isomorfo a SL(2.pr > pt/2) nel complemento di

traslazione. Allora, r =t e w & Desarguesiano.

Dimostrazione. Per i risultati di Liineburg-Yaqub, possiamo

oY)

supporreche t > r > t/2. Sia F = GF(p).
Della ‘teoria della rappresentazione si usa soltanto il

seguente risultato.
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(7.9) Lemma (Foulser-Johnson [14]).

Un F%-modulo che non sia riducibile ha dimensione y 2r.

(7.10) Lemma.

¢ non fissa né punti né rette.

Dimostrazione. Se % fissa un punto, allora < fissa una
componente OP dove 0 & il vettore zero.

Poséiamo assumere che ¥ fissi la componente ¥. =7 & uno
spazio vettoriale di dimensione 2t su F, pertanto la
dimensione di £ é t. D'altra parte t/2 € minore di r,
percio 4 deve fissare ogni punto di €. Ma allora gli
elementi di ordine P sono elazioni le quali generano .

Questo non & compatibile con i risultato di Hering e Ostrom (si

veda .[[19]. [55]).

(7.11) Lemma.

p2r_1 ha un divisore p-primitivo.

Dimostrazione. Se cid non é vero, allora per Zsigmondy [65], si
ha una delle due seguenti possibilita: r =1 o p =2 e
r = 3. Nel primo caso é t/2 < 1. Si ha una contraddizione a
meno che non sia t = 1, ma, in questo caso, r { t. Quindi,
t = 4 o t =5 e questi casi possono essere trattati con

argomenti elementari.
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(7.12) ‘Lemma.

I p-sottogruppi si indichino con Qi. i = 1,2.,...pr+1.

Le componenti che non hanno intersezione identica con Fix(?i)

si indichino con Ai. Allora, Ai n Aj = ¢ .per i #3J.

Dimostrazione. Se ¢ € Ai n Aj allora (Qi.Qj) = ¢ deve

fissare ¢, il che & contro il Lemma (7.10).

7.13) Lemma.
(i) Se Fix(?i) & contento in una componente 31. allora

9% fissa una collezione di pt—pr componentti.

s

(ii) Se Fix(?i) ¢ un sottopiano di ordine p i. allora
Sy = 85 = s e % fissa una collezione di pt+1 - (1+pr)(1+ps)
componenti.
Dimostrazione. Ci sono 1+pr p-sottogruppi di Sylow e
Ai n Aj = ¢ per il lemma (7.12).

Se 9. = y?. g €9, allora Fix(¥,)g = Fix(¥;). Quindi,
IAJ| = |A;]. (1) e (ii) sono ora facili da provare.
(7.14) Lemma.

Ogni elemento g € ¢, dove |g| € un divisore
‘p-primitivo di pzr—l. fissa almeno due componenti di .
Dimostrazione. Se f. non fissa una componente allora per il

lemma (7.13), (i). i;i%pt—pr o (ii), le | pt—(pr+ps+pr+s).
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Nel caso (i), pt-pr = pr(pt—r—l) e se Igllpr{pt_rél) allora

t-r_

lg | 1. Ma |g] p2T-1. quindi |g||p(2r't-r-l. Inoltre,

t/2 ¢« r <t cosicché t-r < r. Sia d = (t-r),2r), allora

|g| pd—l il che & una contraddizione.

Il caso (ii) & simile e lo lasciamo al lettore.

Pertanto, g deve fissare almeno due componenti.

(7.15) Lemma.

Le componenti che sono fissate dagli elementi di ordine un

divisore p-primitivo sono distinte.

Dimostrazione. Due qualsiasi elementi devono geners--
Quindi, se una componente ¢ ¢é fissata da due elementi, aliur:
¢ é fissata da ¥, il che & una contraddizione per il lemma 2.
Ci sono % pr(pr-l) sottogruppi di ordine 'pr+1 e ogni
gruppo ha un.elemento che fissa almeno due componenti distinte
di w. Queste componenti sono nelle collezioni di ordine pt-pr

r+s)- Quindi, pr(pr—l)

o in quelle di ordine pt-(pr+ps+p
< pt-pr = pr(pt_r—l). Pertanto, r = t-r, ma t-r < r,
si ha quindi una contraddizione.

Cid prova il teorema.



T

VIII. Piani di traslazione di ordine q2 ari, che hanno
172
q .

2-sottogruppi di Baer di ordine maggiore di

Sia m un piano di traslazione di ordine P = q°,
q = pr. p un primo. Supponiamo che w7 abbia collineazioni di
Baer di ordine p (nel complemento di traslazione).

Foulser [12] ha studiato questa situazione quando p > 2.

(8.1) Teorema (Foulser).

Sia B il gruppo che ¢ generato dai p-elementi di Baer
nel complemento di traslazione di un piano finito di traslazione
w. Allora, per B si hanno le seguenti possibilita:

(1) B é abeliano elementare,

(2) B & isomorfo a SL(2,p') dove l'ordine di = & p
e rls,

3) B & isomorfo a SL(2,5) e p = 3.

Inoltre, se p > 3. tutti i sottopiani di Baer
(corrispondenti) sono sulla stessa rete 9 di ordine p5/2+1 e
non si incrociano. Se p =3 e se <c'é un p-gruppo di Baer

di ordine 2 9 i sottopiani di Baer sono sulla stessa rete 9

di ordine pr/2+1 e non st incrociano.
Se p =2, la situazione é differente. Per esempio, ci
sono due piani di traslazione di ordine 16 che ammettono

PSL(2,7) dove le involuzioni sono di Baer (i piani di Lorimer-
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Rahilly e Johnson-Walker (si vedi [43])). Inoltre, il piano di
ordine 16 di Dempwolff (si veda anche [43]) ammette SL(2,4)
e i sottopiani di Baer che sono fissati da involuzioni non sono
sulla stessa rete di ordine 4+1.

Eppure, per dimensione 2,

(8.2) Teorema (Johnson, Ostrom [48]).

di ordine

Sia T un piano di traslazione V'q2 = 22r con nucleo
K = GF(q). Sia % un gruppo di collineazioni nel complemento
lineare e supponiamo che tutte le involuzioni siano di Baer. Se
¢ non €& risolubile allora c'eé un sottogruppo di £ che e
isomorfo a SL(2.2S). s|r. Inoltre, se ¢ & riducible allora

ogni 2-sottogruppo di Sylow fissa un sottopiano di Baer (cioe,
fissa ogni punto) e tutti i sottopiani di Baer sono sulla stessa

rete 9 di ordine 2r+1 e inoltre 9 & derivabile.

Recentemente, Dempwolff [9], 1982, ha studiato il problema
di determinare i gruppi che sono generati da grandi 2-gruppi di
Baer.

Cioeé, sia % un sottogruppo nel complemento di traslazione
di un piano di traslazione 7 di ordine pari q2 = 2", Diciamo

che un B-gruppo in % €¢ un qualunque 2-gruppo E dove

|JE| > {g e Fix(E) & un sottopiano di Baer. Allore, sia 3
il sistema dei B-gruppi in 4 con ordine massimo. Sia
¢ = (3.

Dempwolff [9] ha provato il seguente teorema:
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(8.3) Teorema (Dempwolff).

Assumiamo che T # (1). Sia N il sottogruppo generato
dalle elazioni. Allora, abbiamo l'uno o l'altro, se n 2 4.
(i) n = 4, ¢~ = SL(3,2) e w deve essere uno dei piani

di Lorimer-Rahilly o Johnson-Walker di ordine 16.

(ii) N C Z(@*) e quindi N deve essere un gruppo di
elazioni con asse singolo €. Inoltre, sia %* = @*/N. Allora,

* .
per ¢ abbiamo una delle seguenti possibilita:

(a) ¢ = SL(2.2sl per 2% |E| (E & un 2-gruppo di

Baer di ordine massimo).

(b) ¢ & un gruppo abeliano elementare.

(c) @ 2> M dove M ¢é un sottogruppo normale e abeliano

elementare di ordine q e ¢ /M = D2r per T dispari. Se
N = (1) allora % centralizza un sottopiano di ordine Jq e
se N # (1) allora * centralizza una sottoretta di {q
punti.

(8.4) Definizione.

Sia 4 un piano di traslazione di ordine pari. Se T

% %
ammette un gruppo $ come in (8.3), diciamo che ¢ un gruppo

di Dempwolff.

Possiamo provare:
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(8.5) Teorema (Jha, Johnson [28]).

Sia w wun piano di traslazione di ordine pari che ammetta
un gruppo ¢~ di Dempwolff. (a) Se @* non & risolubile
allora m ¢ un piano di Hall o un piano di ordine 16
(Lorimer- Rahilly, Johnson-Walker o Dempwolff). (b) Se ¢* &

risolubile e contiene un B-gruppo di ordine # Y2q allora @x

¢ un B-gruppo abeliano elementare.

Dimostrazione. Per questo teorema, si usa (4.3)(1). Se c'é un
2-gruppo 3 di Baer tale che |$| > 2dq allora ogni gruppo di
elazioni & ha ordine minore o eguale a 2.

Qui, daremo solo una traccia e solo per il caso (a) e per
l'ordine > 16. Allora, per (8.3)(ii) si deve avere N C 2(@*)
e G /N SL(2.2S) per 2% |[E|] dove E & un 2-gruppo di

Baer di ordine massimo e |E| » {q.

{8.6) Lemma.

¢ =N+ J ove J=sL(2.2%5) e 25 |[E|] » Vq.

imostrazione. Si usa la teoria dei moltiplicatori di Schur (si

veda [28] sezione 4 (result 1)) perché N C Z(%x) e N é
abeliano. Sia (Q*)’ il sottogruppo derivato di g Allora,

(¢°) N N = (1). Allora., % = ($)’ - N e (89 = sL(2.29).

(8.7) Lemma.

Ogni 2-sottogruppo di Sylow ¢ di J é un B-gruppo.
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Dimostrazione Supponiamo che cido sia falso. Allora, ¢i sono

due B-gruppi in ¢¥. Cioeé, ¢ & abeliano elementare e contiene
un B-gruppo E. Se o € ¥$-E allora Fix(o) e un sottopiano
di Baer. Ogni due involuzioni in ¢ si coniugano in J. Sia
T € E tale che ci sia h € J con Th = o e h€ NJ(Q).

Allora Eh fissa ogni punto di Fix(oc). Ma, Eh NE= (1)

perché E fissa ogni punto di un qualche sottopiano To c
T # Fix(oc) se |E| ¢é massimo.
Quindi, l#] |E|2 > (Ja)z = q. Questo €& una contraddi-

zione per (7.8) perché se w & Desarguesiano allora w non ha

gruppi di Baer di ordine > 2.

(8.8) lLemma.

Se i sottopiani di Baer in > (si veda (8.3)) non si

incrociano, allora sono sulla stessa rete N di ordine 2r+1.

Allora, J fissa tutte le componenti di X.
Dimostrazione. (Si veda Foulser-Johnson [15].)
(8.9) Lemma.

J deve fissare una componente.

Dimostrazione. Per (8.8), si pud assumere che i sottopiani di

Baer si incrocino. Ma, J é& generato da due 2-gruppi di Sylow

e per (8.7), ogni 2-sottogruppo di Sylow €& un B-gruppo
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Allora, J deve fissare una componente ¢£.
(8.10) Lemma.

Sia U € J di ordine 2%-1. Siano BI'BZ due 2-gruppi
di Sylow che sono normalizzati da U. Per ogni gruppo Bi' c'e
un sottopiano L di Baer tale che ogni punto di L é fissato
da Bi' Inoltre, U agisce fedelmente su L i=1,2.
Dimostrazione. Sia g € U un elemento che fissa ogni punto di
LOR Allora, per un qualche elemento h, gh fissa ogni punto

'

di 12 e quindi fissa wz. E chiaro che anche gh ¢ in U.
Ma, [(gy]| = ](gh)l e U € un gruppo ciclico. Quindi,
(g) = (gh) cosicche g =1 (wl # wz).
(8.11) Lemma.

U fissa due componenti di 1w i=1,2.

i L]

Dimostrazione. 1w é¢ Desarguesiano per Foulser [13] perché

i

IBil > i4q e 1'ordine di Bi ¢ l'ordine del nucleo di LR U

fissa ¢ cosicché deve fissare ancheun'altra componente M di

T perche U C GL(2,q) per (8.10).

i

(8.12) Lemma.
J = sL(2.2P).

Dimostrazione. Se c¢id non €& vero, c'é un elemento g €U
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tale che lg| = u ¢ un divisore p-primitivo di 2%-1 dove
Jg < 2% < q. Cioe, 2° < q perché se 2° » q si pud usare
(7.7) e (7.8) per mostrare che w ¢ Desarguesiano. Ma, in
questo caso |B-gruppo| ¢ 2.

U permuta i punti su £ N T per i=1,2 e
¢ n wi—{0}| = 2"-1. Se ul2r—1 allora, u|2(s.r)_1 il che
implica (s.r) = s. Ma, s > r/2 perché Jq « 2% cosicché

abbiamo una contraddizione.
Quindi, un elemento g di ordine u fissa alcuni punti

- 3 - '
Z0O su ¢ e anche su M di m,. T, @ Desarguesiano cosicche

-~

g = gl¢ € Aut(GF(2r)). Quindi, u = |g]||r. Sia A un

g
complemento di Maschke di Fix(g) 1in CF(2r) e |#g| = 2% g

agisce regolarmente su GF(2r)—{0} cosicché ul2t-1. Ora, non
é possibile che s > t e u|2(s’t)—1 cosicché (s.t) 2 s.
Allora, s|t, ossia sk = t. Ma, r >t =sk 2s > r/2

cosicché 2s >t > t = sk. Quindi h =1 e s = t = dim(ﬂg)

su GF(2).

Ora, s = r~1. Cioe, sia ﬂ € Aut(GF(2r)) dove
|£] = r/u = V. Supponiamo v # 1. Allora, th(ﬁ) é un
;—modulo e

Fix(h) = (Fix(h)) N (Fix(g)) @ M,

dove Ml é un complemento di Maschke di Fix(g) su Fix(h).

~

g deve fissare Fix(h) e Ml allora permuta i punti di

Ml—{O} semiregolarmente. Questo implica che u[(|H1|—1,2S—1)
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cosicché IHll : 2% » 2r/2' il che non €& ©possibile se
Fix(h) # (1) a meno che [M, | =1 e Fix(h) C Fix(g). In
questo caso, |h| = r/u, quindi, Fix(h) = GF(2") e Fix(g)

GF(2°"%) (perché GF(2¥) = Fix g ® M. dim.M_=s. e Fix g
é un sottocampo di GF(2r)). Eppure, wu|r-s e u|r cosicché
uls.

Ma inoltre s =r-1 e (r,r-1) # 1. Allora, Fix(ﬁ) = (1)
e u=r, s =r-1, |g| = Tr.

Quindi, g[wi fissa un sottopiano T di ordine 2

0,1
cosicché U deve fissare 0. i per i=1,2. Percio, U
fissa ogni punto di LR

Allora U ¢ isomorfo a un sottogruppo di automorfismi di
GF(2") cosicché lul = 25%-1|r = s+1, il che implica
2 » s > {gq—una contradizione. Per finire la dimostrazione si

deve studiare il gruppo SL(2.2b). Per questo si veda [28].

Questo teorema (8.5(a)) ¢ vero anche per piani di ordine

dispari:

(8.13) Teorema (Jha, Johnson [29]).

Sia T un piano di traslazione di ordine p2r. P
dispari. Supponiamo che ci siano due p-gruppi Qi' i=1,2
di ordine uguale 0 maggiore di pr/2 (|$1| = |32| > pr/2) e
ogni gruppo ﬁi fissi un sottopiano di Baer T i=1,2.

Allora, = & un piano di Hall e (% .%,) = SL(2.p7).
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IX. Fibrazioni di PG(3,2°) che hanno gruppi di proiettivita

di_ordine g’.

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2 e con nucleo
K 2 GF(q). Abbiamo studiato nelle sezioni II e VI piani di
questo tipo che ammettono gruppi ¥ di ordine q2 contenuti
nel complemento lineare. Qui, studiamo piani con gruppi % di
ordine q2°t dove t & un divisore di q-1 o anche t & un
divisore p-primitivo di q-1.

Recentemente, Bartolone ha studiato piani di traslazione di
ordine q2 dove || = q2(q—1) e g agisce in modo

particolare.

9.1) Teorema (Bartolone [3]).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q2 col nucleo

K = GF(q). Sia % un gruppo di collineazioni nel complemento
di traslazione di ordine q2(q—1) dove

(1) c'é un sottogruppo ¥ di ordine q2 che ha un'orbita
di componenti di ordine q2.

(2) 94K, K=9N dove |[N| =q-1,

(3) c'é un sottogruppo % < N dove 9 & un gruppo di

Frobenius con complemento N.

Allora, w7 & un piano di Linebury :vv> v Betten-Walker.

Recenit~mente, ispirati dal teorema di Bartolone e dal

lavoro di Xantor [51], molti risultati sono stati ottenuti



quando q2 || (sopra).

Per esempio, Johnson, Wilke [50] hanno esteso il lavoro di
Kantor e Biliotti, Menichetti hanno fatto una classificazione
quando q & pari.

Jha ed io abbiamo eliminato una delle ipotesi di Biliotti e
Menichetti.

Combinando questi risultati:

(9.2) Teorema.

Sia 1w un piano di traslazione di ordine q2 e nucleo
K 2 GF(q). Sia q ©pari e ¥ sia un gruppo di ordine q2 nel
complemento lineare di traslazione. Supponiamo che il
sottogruppo E di ¥ delle elazioni abbia ordine gq. Allorc.

v ¢ un piano di Liineburg-Tits, Betten o il piano unico di

ordine 64 di Biliotti-Menichetti.

Inoltre, Jha, Johnson e Wilke [38] hanno esteso il teorema

di Bartolone. Ma, in questo caso & nessario avere un gruppo nel
complemento lineare, mentre Bartolone non ha usato questa
ipotesi.

(9.3) Teorema (Jha, Johnson, Wilke [38]).

Sia w7 un piano di traslazione di ordine q? e nucleo

K 2 GF(q), che ammetta un gruppo % nel complemento lineare di
traslazione dove |$K/K| = qz(q-l). Allora, mw & un piano di
Lineburg-Tits, Betten o Walker o L ] € un piano su un semi-

corpn.
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Questo risultato e quello di Biliotti-Menichetti wusano
naturalmente molti argomenti sui campi finiti e sulle funzioni
sui campi finiti.

Usando (9.2), si pud estendere (9.3) supponendo soltanto
che q sia pari e |9K/K| = q2-t dove t é un divisore
2-primitivo di q-1.

Vorrei dare una traccia di questo teorema.

(9.4) Teorema (Jha, Johnson [22]).

Sia ¥ una fibrazione in PG(3,q), q pari e sia F il
gruppo di proiettivita che fissa ¥. Supponiamo che u sia
divisore 2-primitivo di q-1. Se uq2 |$| allora, Y €& una
fibrazione per un piano su un semicorpo, di Lineburg-Tits o di

Betten.

Dimostrazione.
Innanzitutto si vede che nel piano di ordine 64 di
Biliotti— Menichetti non c'€é un gruppo F di proiettivita di

ordine > 64,

(9.5) Lemma.
Ogni 2-sottogruppo 8 dt Sylow fissa esattamente una

componente ¥ e 29 = Fix 4 ha dimensione uno dove Qg c <.

Dimostrazione. C'é un sottogruppo E 4% di elazioni di asse
¢ e |E|] 2 q.
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Se |[E] = q possiamo usare (9.2), allore supponiamo che

(9.6) Lemma.

Se w7 non é& un piano di Desargues o Liineburg-Tits allora %

fissa ¢ per (9.5).

Dimostrazione. Se ¥ non fissa ¥ allora ci sono molti assi
di elazione. Allora per Hering [19], Ostrom [55], e Johnson
[44]. abbiamo un gruppo generato dalle elazioni che & isomorfo
a SL (2, > q) o S, (> q). I teoremi di Johnson (si veda
(7.8)). di Walker-Schaeffer (7.4), e di Hering [20] (su sz(zs))

che
mostrano il piano & di Desargues o.di Liineburg-Tits.

(9.7) Lemma. C'é un elemento g € % tale che u = |g] € un

divisore 2-primitivo, gl!l°° #1 e g(ig) = 4g-

Dimostrazione. Se g(%,) # ¢, allora (g.9) |2 = SL(2.2%) per

t|r. q = o', Ma, |g| = ul(2tt1) cosicché u|22t-1. Quindi,

u|2(2t'r)—1 e (2t.r) = r perché u & 2-primitivo.

Percio, (g,%9)]|¢ = SL(2,q) o SL(2,Vq) sull'asse ¢.
Allora., <(g.%)/E & SL(2.q) o SL(2.49).
Se c'é un'omologia h € (g,¥) = H allora per André [1],

c'é un'orbita I su Q2 2 di E (il sottogruppo delle elazioni)

che é fissata da H. Se P€Tr allora H = EHP.
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Se non c'eé un’'omologia, allora H agisce sulle q2/|E]

orbite di E sulla retta all'infinito Q. Per quanto sopra,

un 2-sottogruppo di Sylow $ € contenuto in H cosiccheé

|9-’|2 = q2 = qa|E| ove a =1 o %. Allora, ci sono q“
orbite di E su 0 _-¢ che sono permutate da H/E = SL(2.qa).
Ma, in questo caso, SL(2,qa) deve fissare ogni orbita. Di

nuovo, H = EHP per P € Q -¢.
HP non é risolubile cosicché per un risultato di Jha-

Johnson-Wilke [38](1.2), HP non contiene omologie. Quindi,
HP 2 SL(2.qa) per a =1 o %. Ma inoltre [38](1.2) implica

che L sia derivabile e E debba fissare un rete derivabile

che & fissata da Hp. Allora, IE| < q percheé ci sono
2-gruppi di Baer # cosicché |%] = q%* > 2 per q > 4. Ma,
lE| = q2—a 2 q e abbiamo una contraddizione.
(9.8) Lemma.

C'é¢ un sottogruppo MD2¢% con M| = ua|$[. a 2 1 e
nlm‘g = (1).

Dimostrazione. Sia U il gruppo delle omologie del nucleo.
Sia g un elemento di (9.7). Allora, (g,U) fissa 23 e non

agisce fedelmente.

(9.9) Lemma.

g centralizza un qualche elemento di E.
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Dimostrazione. E € un spazio vettoriale su .GF(2) e g
normalizza E-—g € GL(E).

Sia W CE un modulo irriducibile di (g). Se glw £ 1,

allora u = |g||W-¢1), il che implica |[W]| = gm per un intero
m 2 1. Ma, q2 > |[E] > q cosicché m =1 perche se q2 = |E|
allora il piano & un piano su un semi-corpo. Per il teorema di

Maschke, E=W®&CcC dove C é un complemento di W. Per

quanto sopra, c'é un solo modulo irreducibile. Quindi,
ng: 1.
(9.10) Lemma.

Con la notazione di (9.8), M non ha un'omologia.

Dimostrazione. Se cid non & vero e P & centro di un'omologia
(o, anche, OP asse di un'omologia), allora M = EMP' per André
[1].

Sia g € HP elemento di (9.9) un'omologia. Allora, g
centralizza un‘elazione f ma questo non é possibile perché f

dovrebbe fissare P 1in questo caso.

9.11) Lemma.

Un 2-gruppo di Sylow ¥ & normale in M.

Dimostrazione. Siano o i=1,2, elementi di M di ordine

il
i

2°, i=1,2. 0'1.02 fissa ogni punto di ¢ e o

@ |¢ puo

i
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I A, I
essere rappresentato nella forma ! Allora,
o I 0
A1+A2
= (alaz|2) é¢ anch'essa un'involuzione. Quindi,
I
(0102)2 deve fissare ogni elemento di ¢. Ma, per (9.10),
2
(0102) € E e |0102| 4.
9.12) Lemma.

Ogni u-elemento di M permuta %-E semiregolarmente.
Dimostrazione. Se g €M centralizza h € $-E, allora, h
deve fissare Qg e permutare i g-complementi di Maschke di 9@
in ¢, Se h fissa un complemento allora h dovrebbe
fissare > q punti di &£. Ma, h € GL(4,q) cosicché h

dovrebbe essere un'elazione.

Quindi, ci sono almeno due complementi e g deve fissare

almeno tre sottospazi di dimensione uno di ¢.

Cioe, g €¢ un applicazione scalare su ¢ e glﬁg = 1
cosicche £ ¢ un'omologia il che €& una contraddizione per
(9.10).

Ora possiamo finire la dimostrazione di (9.4). ufle|-|E|

per (9.12) cosicché u|q2—2eq per e 2 1. Quindi, u|(2r_e—

1),

il che implica r-e 2 r—una contraddizione.

Allora, |IE] = q e possiamo applicare (9.2).



92

X. Piani di traslazione di ordine n con_ gruppi abeliani di

collineazioni di ordine n.

Abbiamo visto alcuni argomenti interassanti per studiare
piani di translazione di ordine q2 con nucleo GF(q) che
ammettono gruppi ¢4 nel complemento lineare di traslazione di
ordine q2

In questa sezione, non facciamo ipotesi sul nucleo mentre

supponiamo che ¥ sia abeliano.

(10.1) Teorema (Jha, Johnson [27]).

Sia wm un piano di traslazione di ordine n = pr. Sia &

la retta all'infinito. Sia % un p-gruppo di collineazioni
nel complemento di traslazione di ordine 2 n che fissa (%)

su 0 . Se$Y e abeliano, allora |4 =n e ¥ & transitivo su

2_-(%).

Per la dimostrazione, abbiamo bisogno del seguente teorema

di Jha.

(10.2) Teorema (Jha [21]).

Sia w un piano di traslazione di- ordine n=p che
ammetta un gruppo planare M ove Fix M ha ordine q = pk. Si
scriva n = qt. Allora

(i) t & un intero e

(ii) Se qt_1 |[M| «¢liora n=q =16 o n=4q°, t = 2.
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Dimostrazione. Supponiamo n > 16. Consideriamo i sottogruppi
@P per P € 0 -{(®)} e supponiamo che ognuno non sia banale.
Allora, %P é un gruppo planare perché %P fissa punti su

0(®) e su OP.

Sia Tp = Fix @P e sia l'ordine di To q = pm. ¢ €
abeliano. Pertanto ¢ fissa T, € permuta w, N {2,-{(=)}}.
Allora ¥ agisce su q punti cosicché |§|/|QP| €< q. Allora,
qt/7q ¢ |$p|. Per (10.2), t =2 e ¢, & un p-gruppo di Baer.
Per Foulser [12], |9P| = q e $p ¢ abeliano elementare.

Inoltre, per (8.1)(3), possiamo assumere che p = 2.

Allora, g =4 Q € Qm—wp n Qm é abeliano elementare

P°Q’
di ordine 2r.

Sia g € %P allora g|wQ ¢ un'elazione o un 2-elemento

di Baer (di WQ). Se glwq ¢ di Baer, allora rQ nw é un

P
r/4 \ . ' . v g
sottopiano di ordine 2 che é fissato da ¥ e ino. ~e “
deve fissare ogni punto di WQ n Tp- Questo & impossibile pe-
(10.2). Quindi, glrQ ¢ un'elazione e Fix ¢ = Tp n LA

= Tp ne = TQ N¥¢ dove ¢ ¢& una retta tale che ¢ N Q9 = (=).

¢|(2/Fix 4) fissa ogni punto di un sottospazio di %/Fix %

di dimensione uno. Allora, c'é un sopraspazio V1 2 Fix ¢ tale
che S fissa Vl e |V1| = 2°+q. Allora, 4 permuta
Vl - Fix ¢ cosicché c'é un sottogruppo % di % di ordine ¢
che fissa ogni punto di Vl. Ma 4 ¢ abeliano elementare
cosicché % = E. Ma ora abbiamo un gruppo %P di Baer di
ordine q e un gruppo di elazioni di ordine q che si

centralizzano, il che & una contraddizione per (4.3).
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Per lo studio della dimensione 2:

(10.3) Teorema.

Sia w un piano di traslazione di ordine n che abbia un
gruppo abeliano H nel .complemento di traslazione. Se
ne{In -1]||H| allora, abbiamo l'uno o l'altro:

(1) n €& un quadrato q2 e il nucleo & isomorfo a GF(q)
o T €& un piano di Desargues.

(2) Se n é un quadrato e 4 non €& un piano su un
semicorpo allora g ¢ un piano di Betten o T é un piano

"desirable” (si veda la sezione II).

r

Dimostrazione. Sia n = p . Per (10.1), un p-sottogruppo di
Sylow ¢ ha ordine n e % é transitivo su 2 _-(®). Inoltre,

[fn -1] IHP] per P € 0 -(») e H permuta i punti che sono

"issati da HP' Allora, HP fissa ogni punto di Q cosicché

0
i] nucleo di 7 ha ordine almeno  [¥n -1] + 1 Supponiamo
n = p2s+1 per r = 2s+1, s » 1.
s+% s s
[¥n-1] = [p “ -1] 2 [p -1] = p -1.
Sia il nucleo = GF(pt) per t|lr = 2s+1. Allora, t 2 s e
tk = 2s+1 per un qualche intero k.

Dunque, 2s+1 = tk 2 ks cosicché

(s.k) € {(s,1),.(s.2),(1.3)}.
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Per k=1 o 2, il nucleo contiene GF(ps) o GF(pQS), il
che implica che w7 sia Desarguesiano.

Se k=3, s =1, il nucleo é GF(p) e l'ordine del

piano é p3. In questo caso, [Jp3 -1] = [JE p-1] > [p-1]

quando Ip *p 2 p+l. p *p 2 p+1l & (J; -1)p 2 1 ()
({p -1)p < 1 & p = 2. Tutti piani di ordine 8 sono
Desarguesiani. Allora, possiamo assumere che n sia un
quadrato.

Ora, [¥n -1] = In -1 cosicché =7 & Desarguesiano o il

GF(q). (2) & vero adesso per Ganley [17] e la sezione

1

nucleo
II.

In modo simile. possiamo provare

(10.4) Teorema (Jha, Johnson [27]).

Sia w un piano di traslazione di ordine n con un gruppo
% di collineazioni nel complemento di traslazione. Se <c'é un
sottogruppo abeliano di ordine n e % ammette un' omologia

affine allora =« & un piano su un semicorpo.
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XI. la questione della linearita per i gruppi abeliani nei

piani di traslazione.

Sia w7 un'piano di traslazione di ordine q2 con nucleo

K 2 GF(q) con un gruppo % nel complemento di traslazione. Se
le| = qz e 4% & nel comp_lemento lineare allora possiamo fare
un'analisi come in sezione II e VI. Se ¢ non & nel

complemento lineare il problema diventa piu complicato di quando

4 & lineare.

La domanda sulla linearita

Se m € un piano di traslazione di ordine q2 con nucleo
K %2 GF(q) con un gruppo $% di ordine q2 nel complemento di
traslazione, deve essere ¥ contenuto nel complemento lineare?

Purtroppo no—se si pensa al piano di Desargues di ordine
q2 sul campo GF(q) (il nucleo é GF(qz)).

Allora, probabilmente non c‘'é ragione di pensare che la

domanda sulla linearita' per gruppi abeliani abbia una risposta

affermativa. Ma, possiamo provare:

(11.1) Teorema (Jha, Johnson [37]).

Sia 7 un piano di traslazione di ordine q2 = p2r. P un
primo, con nucleo K = GF(q). Supponiamo che T ammetta un
gruppo abeliano 4 di ordine q2 nel complemento di

traslazione.

(1) Allora, % e nel complemento lineare.
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(2) Se q @& parti, allora 7w ¢ un plano su un semicorpo o
un piano di Betten.
(3) Se q é dispari, allora m ¢ un piano su un

semicorpo o un piano ”"desirable.”

Dimostrazigne.
(11.2) Lemma.

(i) c'eé un’'elazione T in 4.
(ii) Possiamo scegliere le coordinate in modo tale che
oo 1
=lo 1l
(iii) Gli elementi di ] possono essere rappresentati

nella forma:

(x.y) — *.5) [5 3]

dove X,y sono 2-vettorti, A,B matrici 2 per 2 su K,
o € Aut(K).
2 t
Dimostrazione. |$ NGL(4.q)]| > T%T_ dove [r]p = p se
P

r = pt-s. (p.s) = 1.

Se EJd9% ¢ il sottogruppo delle elazioni di % allora.
|lE| » #da—.
orT,

Ora si usano argomenti simili aquelli della sezione II.

(11.3) Lemma.
Se % N GL(4.q) # E, allora |E| ¢ q.
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Dimostrazione. Se ¥ N GL(4,q) # E, esiste un elemento h € ¢,

1 a
o 1 B
h = per a #¥ 0. Dunque scegliamo gli elementi
0O O 1 a
| 0 O 1
1 a
A|B 0 1 B
——— in % N GL(4,q) della forma per
0 A 0 1 a
o 1
a € K
Sia g € E. Allora, possiamo prendere
c c
g = I [ ! 2] . Allora, gl'ng-'lh_1 =
©3 4
0 I
I [aca, a(c 4)+a Cq ]
o . -acq 0 _
I]' Quindi, acy = 0
0 I
cosicché ay = 0 c,-¢ 4 = cosicché €y = C4-
I u m(u)
Allora, E C 0 u u € K e m ¢ una
0
funzione di K
(11.4) Lemma.
t
lE] 2 rgj;-= pp s=t, Jq o l'ordine q2 é 4 o 16.

Dimostrazione. Sia r = ptos allora [r]p =p e q=7p

E facile vedere che pp TSttt IE se q2 # 4 o 16.
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(11.5) Lemma.

Se 9% N GL(4.q) # E aliora ¥ C GL(4.q).

Dimostrazione. Da (11.3), (11.4), Jq < |E| < q e

1 u m(u)
E = 0 u u € 3 C Ky dove |3| = |E] Sia g € ¢

¥ I

g o g A B _
della forma (x.¥) (x .y ) . gfu = fug per
0 A
o o
u m(u) u (m(u))
f = I [o u ] cosicché [ A = A[“ m(“)].
u g 0 u
0 I 0 u

a a
Sia A = [ 1 2} cosicché
4

ay a

(1) ugal + (m(u))oa3 = a,u,

(2) uaa3 = aju.
Se a3 # 0 allora uoa3 = a3u per tutti gli u € 2 e
=] > Yq. Allora, o =1. Se a; =0 di nuovo ugal = aju.
Per (10.1), 4 é transitivo su Q,-(=) cosicché A ¢
non—-singolare, allora a, £# 0 se ay = 0O e o =1.

Questo argomento €& vero per tutti gli elem;nti di 4

cosicché ¢ C GL(4.q).

(11.6) Lemma.

Se ¥ N GL(4,q) = E, supponiamo che % ¢ GL(4,q).

I

s ?] | CeEN e A & addi-

(1) Allora ¥ N GL(4.q) = {[

tivae ¢ C €& non-singolarey.
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(2) Sia & (| Ccen di (1). Allora |% N (gruppo

scalare di GL(2.q))]| ¢ Yq.

Dimostrazione.
(1) Si veda sezione II.

(2) se |&n (Z(6L(2.q)) | > Vg
allora per (x.y) —&— (xa,ya][g E], g €4 si deve avere
M

C°A = AC per tutti i C € A. Ma, (A) =% cosicché DZA = AD

per tutti i D € %. Allora, ci sono > Vq elementi [g 2]

o
dove [a oa]A = A[g 2] ma questo implica che o = 1 perché
0 a

A ¢ non-singolare.

(11.7) lLemma.

® contiene una collezione dielementi di ordine q2/[r]p
che agisce semiregolarmente su un spazio vettortiale Vv dti

dimensione due.

Dimostrazione. % C GL(2,q) e y = xC per C € A é una
componente di w¥. Allora xC = x implica x =0 e xC = xC

per C,C €A, x # 0 1implica C = C.

(11.8) Lemma.
Se q#4 e #/2NZ (Z =272(GL(2.q)) ha un sottogruppo

che & isomorfo a PSL(2.p") di indice |4 allora SL(2.,q) C %.
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Dimostrazione (una traccia). 8Si usa che la lunghezza

1
dell'orbita qualunque vettore v #0 sotto % ¢ maggiore o
2

uguale a f%T_ - 1.

p

Ora, se SL(2.q) C & e g : (x,.y) — (xa.ya)[A B].

0 A

. o
% N GL(4.q) = {[é ?] | Ce x} e % = (A\) abbiamo [é d] A

1 d 21 22
= lo 1|- In modo simile a sopra e con A = 3 ., possiamo

a a,
o

mostrare che ald = a4d . il che implica a; = a,. ag = 0 e

a, # 0. Allora, d = o per tutti i d € K cosicché o = 1.

Allora, abbiamo

(11.9) Lemma. Se %/% N Z ha un sottogruppo = PSL(2.pk)
allora 4% C GL(4,q). Quindi, &%/2 N Z:

(1) & un sottogruppo di un gruppo H dove |H||213%ll
dove d = (2.9-1), o

(2) & un sottogruppo di un gruppo H dove |H||ESL%:ll.

(3) & un sottogruppo con indice 1 o 2 che ¢ isomorfo al

o A

4’ " 4° 5
Per finire la dimostrazione si pud studiare ciascuna delle
situazioni (1), (2). (3). Si pud usare 1'argomento della

lunghezza delle orbite di % in ogni caso. Si veda [37] per i

particolari.
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XII. Fibrazioni di caratteristica D che ammettono gruppi

non risolubili i cui p-sottogruppi di Sylow sono gruppi

planari.

Sia w7 un piano di traslazione di ordine p2r che ammetta

un gruppo di collineazioni ¢ = SL(2,pt) dove i p-gruppi di
Sylow sono gruppi planari. Generalmente, nei casi che sono
conosciuti, il gruppo fissa pr+1 componenti. Inoltre, se si
sa che un gruppo arbitrario fissa alcune componenti purtroppo
non si sa quasi nulla. Eppure, per i piani di ordine q4.

possiamo dire qualcosa. Per esempio:

(12.1) Teorema (Jha, Johnson [32]).

Sita w7 un piano di traslazione di ordine q4 che ammetta

un gruppo non risolubile ¥ di collineazioni nel complemento di

traslazione. Supponiamo che ¥ fissi pt&&iq+1 componentti.
(1) Sia q dispari, allora 8|4l e il 2-rango di
g ¢ 2. Inoltre, L'involuzione del nucleo &€ sempre in 4.

(2) Sia q pari, allora k] contiene un sottogruppo
normale N tale che N = SL(2.2S) per un qualche s, e |4/N]|
é dispari.

In questo caso, ogni 2-sottogruppo di Sylow fissa ogni punto di
un sottopiano di Baer. Inoltre, questi sottopiani hanno gli
stessi punti all'infinito e quindi N fissa esattamente q2+1

componenti.



Dimostrazione. (1) q dispari.

(Una traccia)

(12.2) Lemma.

Ogni 2-sottogruppo di Klein deve contenere 1'involuzione
del nucleo. Sia 1 questo elemento.
Dimostrazione. Si veda Ostrom [56] per mostrare che se

-~

H= {1,a,.B.ap} € un 2-gruppo di Klein e i € H allora

T N w é¢ un sottopiano di ordine q. Eppure, % deve fissare

o B

piu di 1+q componenti.

{(12.3) Lemma.

Per g dispari, 8|]|4].

Dimostrazione.

Se 2f[|4], si usa il teorema di Burnside per mostrare che

S ha un 2-complemento normale. In modo simile, se 4"|$|
allora i 2-gruppi di Sylow sono di Klein. Quindi, i €% e

¢/¢(i) ¢é risolubile—una cqntraddizione.

(12.4) Lemma.

Il 2-rango di ¥ é ¢ 2.

Dimostrazione.

Sia S = {1,a,B,aB,v,av,Bv,af} un gruppo abeliano
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elementare in 4. Allora, L = {1,a,B.,aB} ed anche
T = {l,a,v,av} sono gruppi di ordine 4 e per (12.1), L NT
) {;}, allora ; = a. Ma, anche M = {1.B.~.B~} 3 {i}

cosicché i = (.

(12.5) Lemma.

i€ 8.

Dimostrazione.
Sia ¢ un 2-gruppo di Sylow di $9. Allora per ((2.2),

(3). (4). (5)). ¥ contiene un gruppo dei quaternioni Q di

ordine 8. Sia a € Q l1'unico elemento di ordine 2 e
supponiamo che a sia di Baer e.sia T, = Fix a. Q fissa T,
ma Q non fissa ogni punto di T, per Foulser [13]. Q|wa
deve essere l'involuzione del nucleo di L Cioée, Q fissa

> 1+q componenti di T,

Allora, il sottogruppo di Q <che agisce come 1'identita su
Ty ¢ un 2-gruppo di Klein, il che non & possibile.

Quindi, abbiamo 1la dimostrazione per (12.1)(1). La
dimostrazione di (2) usa idee simili a quelle in [44];

(12.1) non rimane vero se cambiamo ipotesi e k) fissa
esattamente 1+q componenti perché i piani di Lorimer-Rahilly e
di Johnson-Walker di ordine 16 ammettono PSL(2,7) dove tale

gruppo fissa esattamente 1+2 componenti.

Eppure, possiamo provare:
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{12.6) Teorema (Jha, Johnson [36]).

Sia ®T un piano di traslazione di ordine n = p2r che

ammetta un gruppo % nel complemento di traslazione tale che
{n [%| e supponiamo che i p-gruppi di Sylow ¢ siano planari

con ry = Fix ¢.

Supponiamo che l'ordine di T, 2 D
(a) Se ¢ ﬁ %, allora w & un piano di Hall o n = 54 e

174

m contiene un sottopiano T di Hall di ordine 25 tale che

€ fisse ¢ 2 SL(2,.5) e 4 = @lwo.

Ty
(b) Se ¥ & non risolubile, allora vale l'uno o l'altro:

# 4 8 cosicché si pud applicare (a) o c'é un insieme

T C L Cw
dove Ty, T sono fissati da ] e Te é Desarguesiano.
Inoltre, %lwy Z a una estensione ciclica (meta) di SL(2,5) e

il nucleo di questo omomorfismo & risolubile.

Con riferimento ai piani di Lorimer-Rahilly et al. abbiamo:

(12.7) Teorema (Jha, Johnson [36]).

Sia w un piano di traslazione di ordine n = p2r che

ammetta un gruppo 4 nel complemento di traslazione tale che

pJ_ﬁ |‘§| e supponiamo che i p-gruppi di Sylow L 4 siano

planari con Ty = Fix ¥, e l'ordine di Ty sia 2 n1/4.

Allora,
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(a) 7 ha ordine pari, |#] = 2{n e T ha ordine nl/%,

¢ contiene un sottogruppo abeliano elementare E tale che

[$:E] =2 e = é un sottopiano Desarguesiano di Baer.

E
(b) Se $ ¢ non risolubile, allora m € un piano di
ordine 16 di Dempwolff, Lorimer-Rahilly o Johnson-Walker.
(c) Se % non contiene un sottogruppo abeliano elementare

di ordine In, allora 4 é non risolubile cosicché si puo

applicare il caso (b).

Dimostrazione.

(12.7)—Traccia.

(12.8) Lemma.

p = 2.

Dimostrazione.

Si usa Foulser [13] per mostrare che e (in (a)) e
Desarguesiano da cui & chiaro che p = 2 per—~hé Ty c o
cosicché yle = ¢ Aut GF(qz).

(12.9) Lemma.
Se ¢ ¢ non Tisolubile allora 4 2 SL(2.q2) o

% 3 PSL(2.7) e n = 16.

Dimostrazione.

Si pud usare il teorema di Dempwolff (8.3).



Ora, per finire la dimostrazione, si pud usare Foul:uvr-

Johnson (7.7) e lo studio di Johnson [43] sui piani di

traslazione di ordine 16.

La dimostrazione di (12.6) eé piu difficile di (12.7) e usa
la teoria della rappresentazione di SL(2.q) negli spazi
vettoriali di dimensione 4r su GF(p).

Infatti, quando 7T non €& un piano di Hall nell'ipotesi di
(12.6) c'é un GF(p)SL(2,q) modulo V <con |V]| = q4. (V & una

componente di w.)



108

XIIJ. Parallelismi regolari e piani di traslazione.

Recentemente, c'é stato molto interesse sui "parallelismi”
delle geometrie proiettive. Molte delle costruzioni sono state
trovate col computer.

Inoltre, Lunardon [53], Walker [63] e Prohaska, Walker [59]
hanno studiato le relazioni fra parallelismi e piani di

traslazione.

{(3.1) Definizione.

Sia A uno spazio vettoriale di dimensione k su
~ r
K = GF(q) per q = p .

Una t-fibrazione parziale ‘¢ unacollezione di sottospazi di

dimensione t che hanno a due a due intersezione identica.

Una t-fibrazione &€ un fibrazione parziale che copre V.

Una t-fibrazione Desarguesiana % & una t-fibrazione per cui
esiste un corpo L 2 K, L = GF(qt). e gli elementi di % sono
spazi di dimensione uno su L.

Un t-parallelismo parziale & una collezione % di t—-fibrazi-

oni tale ogni t-spazio é in al piu un elemento di %.

Un t—parallelismo & un t-parallelismo parziale tale che ogni

t-spazio & in esattamente un elemento di &%.

Un t-parallelismo regolare €& un t-parallelismo tale ogni

t-fibrazione & Desarguesiana.
Dai lavori di Lunardon [53], Walker [63] ed anche di

Prohaska e Walker [59] (che non & mai stato publicato) si ha che



per ogni 2-parallelismo di un spazio di dimensione 4 che sia

. . . g 4
regolare, c¢'é un piano di traslazione di ordine q che ha
~ 3 ; . 2

nucleo K = GF(q). lLe componenti consistono di l1+g+q reti
derivabili che contengono lo stesso regolo R di l+q
componenti. Anche il viceversa & vero.

Inoltre, questo risultato pud essere espresso, piu in
generale, per 2-parallelismi in dimensione 4r. Per questo, e

necessario riottenere alcuni risultati di Foulser [13]‘in forma

piu generale.

(13.2) Teorema (Foulser's Covering Theorem, Johnson [46]).

Sia V un spazio vettoriale di dimensione 2k su GF(p),

4=

P un primo. Sia N una k-fibrazione parziale con 14p°

spazi di dimensione k. Se c'e una collezione € di sottopiani

di ordine pt tale che Ur = U¥ (€ copre KX), allora i

mEE LEN

sottopiani sono Desarguesiani e X ¢ la forma vettoriale del

(%—1)~regolo in PG(g% - 1,L) per un qualche campo L = GF(pt).

{(13.3) Definizione.

(1) Sia V uno spazio vettoriale di dimensione 2k su

GF(q). q = pr. P un primo. Sia ¥ una k-fibrazione
virsiale e ® una 2t-fibrazione parziale. Diciamo che ¥ &
1 trasversale a ® & per ¥ € N e M€ P, <L N M & un spazio

di dimensione t di A.
(2) Sia N una k-fibrazione parziale con l+g

. . : L g M .
component i . Se ¢ ’'e an corno I = GF(q ") dove X¥ & x = 0,
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vy = xa; a €L e V = (x.y) ¢ i 5. .. « . dimensicnedue su L
diciamo che N € una rete Desarguesiann razszionale di ordine
m
q -

Una rete Desarguesiana razionale di ordine q (dove dim.

V = 2k) si chiama un regolo di V.

(13.4) (Questo & in Prohaska, Walker [59] per t = 2, si veda
anche Jha-Johnson [34](2.5).
Con le ipotesi di (13.3), sia {A,B.C} un k-fibrazione
1.
parziale e sia ¥ wuna t-fibrazione di A. Sia ® = {fof |

i
f €% e i_ €GL(V)/GF(q) tale che i_|C =1 e A« B}).

Allora, ? é l'unica 2t-fibrazione tale che {A,B,C} é
t-trasversale a ®. Inoltre, c'é un unico regolo % = %(A,B,C)

che contiene {A,B,C} e é& trasversale a %.

(13.5) Teorema (si veda Jha, Johnson [34](2.6)).
Con le ipotesi di (13.4), c'é una kR-fibrazione N con

esattamente 1+qt componenti (k-spazi) che é t-trasversale a

¥ se e soltanto se ¥ ¢ Desarguesiana e N € una rete
. , , t , .

Desarguesiana razionale di ordine q che contiene il regolo

% = %(A,.B,C). Inoltre, viceversa, se esiste una rete

. . . . t . “

Desarguesiana razionale di ordine q che contiene %(A.B.C)
. , . . . t . .

allora i sottopiani di ordine q di N determinano una

t-fibrazione Desarguesiana su A. Questa corrispondenza t!a

t-fibrazioni Desarguesiane sit A e reti Desarguesiane razional!

N che contengono il regolo #(A.B,C) €& uno-uno.
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Dimostrazione.

Si pud usare (13.2) e argomenti simili aquellidi Prohaska,

Walker [59]. Inoltre, con (13.5) abbiamo.

(13.6) Teorema (Prohaska. Walker [59]. Walker [63], Lunardon

[53], si veda anche Jha, Johnson [34]).

Sia A uno spazio vettoriale di dimensione 4k su
K % GF(q)., q =p'. p un primo. Sia % un regolo di V (di
1+q 2k-spazi). Sia r una collezione di reti Desarguesiane
razionali di ordine q2 che contiene ®. Per ogni @ € T, sia

(A)gﬂ ={AN¢ | £ una componente di 9}. Allora, U(I-%) U &
€ una 2k-fibrazione (parziale) & {(A)D | @ € ) é un
2-parallismo. Desarguesiano (parziale) di A dove A € una

componente di XK.

(13.7) Note.

(1) Per (13.6) per ogni 2-parallelismo regolare
(Desarguesiano) su un spazio di dimensione 4r su GF(q), c'e
un piano di traslazione w7 di ordine q2r e nucleo GF(q). =

ammette il gruppo di collineazioni = TI'L(2,q).
(2) Ci sono soltanto tre 2-parallismi regolari che sono

conosiuti. Ce ne sono due in VS/GF(2) e uno in V8/GF(8).

Allora, «c¢i sono due piani di ordine 16 che ammettono

83 = I'L(2,2)—questi piani sono i piani di Lorimer-Rahilly e

Johnson-Walker che ammettono anche S3 x PSL(2.7). Il piano di

ordine gt o dovuto a Denniston e Walkcr (si veda [10] per un



2-parallelismo regolare in VS/GF(S}).

Ora, consideriamo la possibilita di ottenere parallelismi
da piani di traslazione di ordine q2r che ammetta_no un gruppo
di collineazioni isomorfo a SL(2.q).

Innanzitutto,

{(13.8) Teorema (Jha, Johnson [31], [34]).

Sia ®w un piano di traslazione di ordine q2r, q = pr. P
un primo, che ammetta un gruppo 9% = SL(2,q) nel complemento di
traslazione.

(1) Se i p-elementi sono elazioni e ¥ & %—transtttuo
(ogni orbita ha la stessa lunghezza) su 2.-¥ N Qo _ - dove XN
indica la rete degli assi di elazione, allora il nucleo & GF(q)
e per ogni orbita T, T UX & una rete Desarguesiana razionale
di ordine q2. (2) Se ¢ & un'asse di elazione allora c'é su
£ un 2-parallelismo regolare (£ & unospazio di dimensione
2r su GF(q)).

2r

Ogni piano di traslazione di ordine q che si puo

costruire da un parallelismo regolare finora noto ammette il

gruppo
SL(2,q) x z(a‘®" " D-1/(q-1).

Dimostrazione.

Si usa (13.7) e (5.19).
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Viceversa:

(13.9) Teorema (Jha. Johnson [34](3.2). [31]).

. . . . . 2r
Sia w7 un piano di traslazione di ordine q che ammetta

un gruppo isomorfo a SL(2,q) x Z(q2r~1—1)/q-1 nel complemento
di traslazione. Allora, il nucleo ¢ GF(q), i p-elementi per
pS = q sono elazioni e per ogni asse di elazione g, 4

ammette un 2-parallismo con ¢ spazio vettoriale di dimensione

2r su GF(q).

Dimostrazione.

Vorrei dare una traccia della dimostrazione di (13.9).

{13.10) Lemma.

Supponiamo che i p-elementi di H = SL(2,q) siano
elazioni. Allora, vorrei mostrare che H agisce 1/2-
transitivamente su Q,.-N dove N é¢ la rete degli assi di

elazione e allora si pud applicare (13.8).

Per (5.19), c'é almeno una rete Desarguesiana razionale &%
di ordine q2 e (%-4) N o ¢ un'orbita di H. Se
g € Z(q(zr-l)-l)/(q—l) é possibile che g fissi &. Se non
c'é un elemento che fissa ®, allora abbiamo il numero di reti

necessario a coprire w. Se g fissa % si pud dimostrare che

ancora si ha questo numero di reti.

E interessante notare che questa & la parte piu difficile.

Per il caso in cui i p-elementi non sono elazioni abbiam:
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bisogno di un teorema di Jha.

(13.11) Teorema (Jha [21], lemma 2).

Sia A un  gruppo abeliano elementare di ordine
psr = qr 2 q e sia u un divisore p-primitivo di q(r_l)—l.
Sia U wun gruppo di ordine ut per t 2 1, U C Aut(V,+).

Allora,

(a) |Fix U] = q.

(b) U & semiregolare su V/Fix U,

(c) U e ciclico.

(d) Se r > 2 allora V=FixU®@&Z¢C dove Cc

U U €
l1'U-sottomodulo unico di V tale che CU N Fix U = 0.
(e) Se r > 2 e W ¢é un U-sottomodulo di V allora
r-1

{13.12) Lemma.

Nell 'ipotesi di (13.9), c’'é un divisore p-primitivo di
q(2r—1)_1.

Dimostrazione.

Se questo non & vero, 2r-1 =1 e q = p2 per un primo p

Ma, in questo caso, abbiamo 1'ordine q2 e SL(2.q). Ora,.

possiamo usare (7.7).

Sia g € Z(qzr'l—l)(q—l) 3 |g| = u ¢ un divisore
p-primitivo e supponiamo che un p-elemento a non sia
un'elazione. Allora, possiamo supporre che Fix o = T sia un

sottopiano di w7 di ordine pk per un qualche intero t.
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(13.13) Lemma.

T, C Fix g. e Fix g & un sottopiano di ordine q.

Dimostrazione.

Si usano le proprieta di |g| = u (u e un divisore
rer
p-primitivo) mostrare che m, € Fix g. Si usa (13.11) per
provare che |(Fix g) | (una componente che & fissata)| = q.

(13.14) Lemma.

LSs5ere
] p-elementi non possonovVplanari.

Dimostrazione.

Per (13.13), T, C Fix g. Sia ¢ wuna componente di L
allora ¢ = (Fix g|®) ® Cg ¢ dove Cg ¢ ¢ 1'unico sottomodulo
tale che Cg.f N (Fix g|¢) = 0. Quindi, o deve fissare Cg,f
perche o,g si centralizzano. Eppure, o deve fissare alcuni
punti di Cg’g. cosicché Cq,f n T £ 0, il che ¢é& una

contraddizione per (13.13).
La dimostrazione per il caso in cui un p-elemento o =
tale che Fix o € contenuto in una componente € simile.

Allora, abbiamo la traccia della dimostrazione di (13.9).
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