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CAPITOLO 2. LE SPERANZE CONDIZIONATE: CARATTERIZZAZIONI.

2.1. LA CARATTERIZZAZIONE DI MOY.

La prima caratterizzazione delle SC fu data da Moy nel 1954
([30]). Questo lavoro rappresenta parte della tesi di dottorato

svolta sotto la guida di Doob., Essa é basata sulle seguenti proprie-

ta.

Sia T un operatore T : LP(#) - LP(%) (pe[l,«[) che soddisfaccia

alle seguenti proprieta:

(M.1I) T & lineare;

(M.2) se f & limitata tale & anche Tf, cioe Tfnﬁﬁj c Lmkﬁﬂ;
(M.3) T(f+Tg)=(Tf)(Tg) quali che siano f e g in L”(%);
(M.4) T & continuo: ﬂfﬂ—fﬂp > 0 ==-HTfn-Tpr'*U.

Se 4 ¢ una tribu in % l'operatore di SC Egp verifica le condi-
zioni (M1)-(M4). Per la (M1) si veda il teorema (1.3.1)(h), per
la (M.2) il teorema (1.3.1)(f), per la (M3) la (1.3.11) e per la (M4)
il teorema (1.3.24). E' notevole perd che valga il viceversa,

e cioe che se T soddisfa alle (Ml)-(M4); esso ammette la rappresen-

tazione Tf=E(fgL§%} ove g & un'opportuna v.a. e ﬁ% c% & una tribu
(teorema (1.7)).
Nel seguito di questa sezione le (M1)-(M4) si riterranno senz'al-

tro verificate e non saranno percio richiamate nei lemmi che seguono.

(1.1) LEMMA. Se #:= {felP(% : T(fg) = f.Tg Vgel” (¥)} allora
A €& un sottospazio chiuso di Lp(f;#_)_ Inoltre se fl,f2 sono due
v.a. limitate di 2 ¢ in # anche il loro prodotto (cioe



fl,fze*ﬂ‘“ﬂL (F) = flfzeﬂﬁ}.

DIM. Si osservi, innanzi tutto, che # non e vuoto perché 1lex.
Se f; e f, sono in # e g & limitata riesce T{(f +f,)g} = T(f,g)+T(f,g)=
-aT(fg) = afTg per ogni g di L (%) sicché afes . Cio prova che

Tg:(f1+f2)Tg sicché f +fze.}ﬁ Se ae€e R e f e e T(afg)s=

H# ¢ un sottospazio di LP(#). Se poi f, e f, sono limitate, tali

1 2
sono anche flg e fzg per ogni g di Lm(gf'), come pure flf2g’ percio
T{flfzg) = flT(fz g) = flszg sicché flfz ¢ in #. Rimane da mostra-
re che # ¢ chiuso nella topologia della norma | ”D' Si supponga

| S - p b _ . _
dunque {fn} CH e fn f in LY (#). Poiché 1|fng fgﬂ}J < gl ||fnf||p
per ogni g di L> (#) si ha anche fng ~ fg in LP (%) e quindi per
la (M4), T(fng) - T(fg) in Lp(g?}. D'altro canto se g ¢ limitata,
tale & anche Tg per la (M2), sicché f_(Tg) > f(Tg) in LP(#) . Poicheé
riesce fﬂ(Tg) = T(fng) per ogni nelN si ha f(Tg)=T(fg):# ¢ cosi

chiuso. /

(1.2) LEMMA. TLP(%) c # (ciot Tfe#VfelP(#). (pe[l,+«]).

DIM, Se p =« 1'asserto ¢ ovvio, in virtu della (M3). Si supponga
percio che sia p<+® e che f e Lp{,% non sia limitata. In tal caso
esiste una successione {fn} di v.a. limitate tali che fn+ f in
LP(#); ma allora la (M4) assicura che sia Tfn+Tf in LP(%). Poiché
Tfn eX¥ per ogni n e poiché per il lemma precedente X & chiuso

si ha Tf ex.//

(1.3) LEMMA. La famiglia #:={Ae# :1,e#} ¢ una tribu contenuta

in %.

DIM. (a) Poiché 1le# riesce Qe ﬁl‘ (b) Se A ¢ in ?} riesce



1AEEW: poiché # @& uno spazio vettoriale e le# si ha 1 :1_1}13#;

sicché A‘E?%.

(c) rij‘i"ﬁT ¢ stabile rispetto all'intersezione finita; infatti se

e 1 o 3 3 .. 1 1 —
Al.AZELfT riesce IAI,lhEE,;&‘“ e, per il lemma (1.1), lﬁ'—‘alﬂﬁlz IA] 15\26#

sicché Alﬂ AZEF"/?I” Ma allora .?T ¢ stabile anche rispetto all'unione

e onde A, U A.e#.. Per induzione

+1, -1 1 ) T

finita: 1 A

=1
AIUAE Al ) Alﬂ Az

si vede quindi che FFT ¢ stabile rispetto all'unione finita. Sia

ora {Ak} una successione di insiemi di -.“fa’r"_T: per ogni nelN si ha

I e : . &) 1 t =]] L 3
Ukzlﬂke J"T cioé 1rl e ¥ ;5 percid, posto A"UkeﬂﬂlAk risulta

Yk=1"k
- p = - p = - = - n ) > ,
11, 1U“ Akup [11, 1Un \ | d J11y 1Un Aidu u (A Uy =17 1>0;
k=1 k=1"k k=1"k

quindi 1AE-}{/’ , perché # ¢ chiuso, se pe[l,+ o . Se, poi, p=+x da

1 + 1, segue |1,-1 | > 0 sicché nuovamente si ha 1,e#/
oM A A A Unp A A
k=1"k k=1""k

(1.4) LEMMA. Lp(ﬁﬁ) cH (pel[l,+=[),

DIM., Per la definizione di ﬁ%, le v.a. ﬁ%—sﬂmp}ici appartengono

aH , perché & uno spazio lineare. Se f ¢& in Lp(v?T} esiste una

successione {f } di v.a. Zp-semplici tale che [f |V < [f|P e

che f o> f q.c.; ma allora si ha anche ([23] teorema 7.6) f >f

in LP(#) sicchée fe#//

(1.5) LEMMA. # NL(%) ¢ Lp(g%).

DIM., Se f e limitata in ¢ esistono due numeri a,belR tali che



Ran f ¢ [a,b]. Sia ¢geC[a,b]. Per il teorema di Weierstrass esiste
una successione {pn} di polinomi definiti in [ﬂ.b}tﬂ}n che P>
uniformemente, Percio (pnoif](m) converge a (peof)(w) uniformemente

in we & onde P f > @of 1in Lp(ﬁﬂ. I1 lemma (1.1) assicura che

pnof sia in # per ogni nelN se f & limitata; percio ¢of €.# ancora

per il lemma (1.1). Se Aﬁf_lﬁﬁ) sia A = f’l[B) con Bs%4 . Poiché,
posto I=[a,b], C(I) e denso in LP(1)=LP(I,2(1), ) (si veda, per
esempio, {2] 2.4.14) se p <+ « esiste una successimne{q%J' c C(I)

tali che 9 LB in Lp(I); perciﬁ{qnlﬂf} converge a 1, in Lp(ﬁﬂ.

A
D'altro canto, @ﬂaf* ¢ 1in ¥ per ogni neN sicché 1A ¢ in ¥ o, 1in

maniera equivalente, A € ﬁ%.

i -n. .. o PR
Se invece & p=+w, occorre dimostrare che L (%) ¢ Lp(f%), cio

che €& una conseguenza pressoché immediata della definizione di

5ﬁtn dell'essere 3 un sottospazio chiuso di Lmtﬁﬁ.ﬁ
(1.6) LEMMA. TLP(® ¢ L?(fﬁ:[,).

DIM., Se p=+« l'asserto ¢ ovvio perché (MZ2) e (1.5) danno
fﬂf}&?) C Lmtﬁﬂ c Lp(ﬁ?). Si supponga percio p<+®, Per ogni f in
LDL?) si pud trovare una successione {i}ﬁ' di v.a. limitate

(fneﬁbL?j} con fn + in LpLﬁj. La (M4) fornisce allora Tfn+ Tt
in LP(#), mentre, per la (M2), Tf_ @& in L (%) per ogni neN. I
lemmi (1.2) e (1.5) danno cosi TanLp{ﬁﬁJ per ogni nelN e quindi
TfELpﬁﬁ%) poiché Lp(ﬁ%) €& un sottospazio chiuso di Lp(ﬁﬂ./f

Siamo ora pronti ad annunciare il primo teorema di caratterizza-

zione di Moy.
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(1.7) TEOREMA. Per un operatore T : LP(%) » LP(%) con pe[l,+=(

sono equivalenti le affermazioni:

(a) T soddisfa alle proprieta (M1)-(M4);

(b) T ammette la rappresentazione:

(1.8) Tf = E(fg|%) (feLlP(#)),

ove iﬁi ¢ la tribu del lemma (1.3). e g & in Lq(ﬁﬂ (q=p/(p-1) se

D<+ew, mentre g=« se p=1) ed e tale che E(gﬂﬁ%j sia limitata.
DIM. (a) = (b). Il funzionale J : LDQ?) + R definito da

(1.9) J(f) + = [Tf du

¢ lineare, per la (Ml) e continuo, infatti se fn +~f in Lp(ﬁﬂ ¢
anche 'Tfn'* Tf in Lp(ﬁﬂ; per la (M4) e quindi anche 'Tfn » Tf in
.LI(EU sicché J{fn} + J(f). Per 1l teorema di rappresentazione
dei funzionali lineari e continui in If”j?)([l?] teoremi 1IV.8.1
e IV.8.5) esiste g in LY %), ove q & come nell'enunciato, tale

che

(1.10) J(f) = [fg du (felP ().

La (1.9) e la (1.10) insieme danno

[ Tf du = [fg du (feLlP (%)) ,
sicché se Aeﬁ%
f&Tf dyu= leTf dp==f T(lﬂf)dh = flAfg duz:£1 fg du ==£\ E[fgfﬁ%)du

onde, per l'arbitrarieta di A, e poiché Tf & ﬁ%-misurabilrn in

virta del lemma (1.6), TT=E(fgfjﬁJ. La (1.8) da per fsl.?ltﬁigﬁﬁg



che ¢ limitata in virta della (M2).//

La rappresentazione (1.8) non ¢ unica. Infatti, se, per esempilo,
B & un insieme di ,ﬁf tale che g(w) = 0 per ogni weB, si ponga
F':={B U AJAE&%,AQB=$'}EJ {Aeﬁ%:AﬂB=®}; ¢ facile verificare che
#' & una tribu e che E(fg/%') = E(fgﬁ@f).

(1.11) COROLLARIO. Se Tl ¢ eguale a una costante k#0 riesce
TLP (%) = Lp(f;“'?'T). Se, inoltre Tl=1 allora T & la proiezione di

LP(#) su LP(#) (pere),
DIM. Se f ¢ in LP(#) la (1.8) e (1.3.10) danno
Tf = B(fg/#) = f E(g/#) = f+T1 = kf

sicché T(f/k) = f. Alla luce del lemma (1.6) cio implica TLP (%)=
LP(#,). Supposto, poi, Tl=1, la (M3) da T°f = T(Tf) = T(1l-Tf).

= (T1)(Tf) = Tf sicché T ¢ la proiezione di LP(%) su LDL?&J-K

(1.12) TEOREMA. Per un operatore T : thﬁjﬂ-LlLﬁj sono equivalen

ti le affermazioni:

(a) T soddisfa alle proprieta (M1)-(M4) e 1inoltre Tl=1 e ﬂTfﬂli
< Iflys

frrrra.

(b) T ammette la rappresentazione

(1.13) Tf = E(f/%) (felLl (%)) .

DIM. La funzione d'insieme v:% = R definita da v(A):=J(1,)=

:leAdu ¢ una misura reale su % poiché J & un funzionale lineare

i

e continuo. Inoltre v(2) = [Tldu = fdu 1 e {u(AH:zijlAdu] <



iﬂTlA]dU = HTIAIIl < 1,0y = H(A), per ogni Ae#. Si supponga per

assurdo che esista Ae% tale che | V(A)| < H(A). Allora si avrebbe

1 = u(9) = H(A)+H(A') > [M(A)]| + [V(A'Y)] > v(2) = 1

che & una contraddizione. Riesce |V(A)| = H(A) per ogni Ae%; in
altre parole, per ogni Ae%#, riesce V(A) = H(A) oppure V(A) =

= - H4(A). Si supponga, per assurdo, che esista Ae% tale che V(A)=
= - Uu(A). Allora Vv(A') = V(&)-V(A) = 1+U(A) > 1 relazione che ¢
possibile solo se u(A) = 0. Percio risulta Vv(A) = UH(A) per ogni

Ae# cioe Vv=u ., Se Be%

T la (1.8) da

v(B) = [Tiydw = [E(1,g/Z)dv = J1,E(g/#p)dv = [LE(g/#) du=l, gdv

sicché g=1 per 1'eguaglianza v=u ., Cio dimostra l'implicazione
(a) = (b). L'implicazione inversa ¢ contenuta nell'elenco delle

proprieta delle SC.//



2.2. LA CARATTERIZZAZ1ONE DI BAHADUR.

In questa sezione ¥ ¢é un sottospazio chiuso di Lz(ﬁﬁ e T denota
la proiezione ortogonale di LEL?U su ¥ . Si1 indicheranno inoltre
con ﬁi la piu piccola tribu che renda misurabili tutte le v.a.
di ¥ cioe *iih=U(U{f_1&%)IfEfﬂj e con ﬂ% la famiglia d'insiemi,

“che non €& necessariamente una tribu, definita da 4

2:={A¢Q:1AEV}

Ovviamente si ha ﬁ% c ﬁa.
lLa caratterizzazione di Bahadur della SC in senso ampio [[3]}

si basa sul seguente

(2.1) TEOREMA. Se T ¢ 1la proiezione ortogonale di Lz(ﬁ) su

¥ sono equivalenti le proprieta:

(a) Tl = 1 e T & positivo;
(b)¥ verifica le condizioni:
(bl) 1 v,
(b2) fgey Vf,g iw'ﬂfﬂ(ﬁ) (¥~ ¢ stabile rispetto al prodotto

di v.,a., limitate),

(b3) ¥ =¥N Lofﬁ] (le v.a. limitate di ¥ sono dense in ¥ rispetto

alla topologia di Lz(ﬁﬂ);

(c) ﬁi = 3&:
(@) ¥ = LY.

DIM, (a) = (b) Poiché ¥ = {fELZQF):Tf:f} si ha subito 1=TleYy.
Le ipotesi (a) equivalgono alle seguenti: (a') a< Tf <pg se
a< f <B e (a') Tt > Tg se f > g. Per mostrare la (b2) basta

far vedere che se f ¢ una v.a. limitata di ¥ , cioe fe¥ N L% (%)
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ke
allora f° e in ¥ ; infatti, in tal caso, se f e g sono limitate
e in ¥ 1la (b2) scende immediatamente dall'identita fg={(f+g)2-

2-32}12. Sia dunque fe ¥ NL” (%) e si ponga Z:=Tf2-f2: vogliamo

-f
provare che z=0. Si applichi ora il teorema della linea di supporto
(1.3.19) alla funzione convessa Xx +xz. Esistono allora due succes-
sioni {a } e {b } di numeri reali tali che sia x2=5up{aﬁ+bn:ndﬂL
Percid Xz 2 anK+bn per ogni neN onde, per la (a'), TX2 ihanTX+bn=

= anX+bn per ogni n € IN; vale percio TXZ > sup{anX+bn} = Xz sicché

z > 0. D'altro canto, poiché T @& autoaggiunto ([20] th.26.1),

riesce per ogni y e Lz(ﬁﬂ

JY du =<Y,1>=<Y,T1>=<TY,1>= [TY du ,

ora Tz = T2X2—T12=0 sicché [zdu

1l

0 cioe z=0,
(b3) Sia z in ¥ e si introducano le v.a. limitate Xn::'ﬂ{lzlin}

Chiaramente riesce Xn > Z in LZ(B?L. Posto zn:=TXn[ndN) riesce
|zn| <n ez €Y . Dalle due relazioni |T|, < 1 e Tz = z scende
"z—an2 + HTz-TXnH2 < Hz-XnHz onde la (b3).

(b) => (c). Procedendo come nella dimostrazione del lemma (1.3),
salvo la sostituzione di Lzﬁ?) a Lpﬁﬁ), si fa,innanzi tutto, vedere
che ﬁ% ¢ una tribu. Poiché gia si sa che ﬁz c #, basta stabilire
1'inclusione .?l c 372 Sia X ey limitata e tale che RanX ¢ [a,b]
e sia A = X'l(B) ove B & un arbitrario insieme boreliano contenuto
in [a,b]. Come nel lemma (1.5), con p=2, si ha Aeﬁg: ci®  assicura,
poiché B & arbitrario, che X & gz-misurabile. Poiché le v.a.

limitate di ¥ sono dense in ¥ stesso, segue che ogni v.a. di ¥~
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& ﬁz-misurabile onde ﬁﬁ c-ga.

(c) == (d) Si supponga che EFZ sia una tribu; sia XeLl(Fﬁz}.

Esiste una successione {Xn} di v.a. #,-semplici tali che X > X
g.Cc. e 1in L2 (come nel Lemma 1.4)). Segue dalla definizione di

?2 che XHE‘V per ogni n naturale e quindi anche Xey poiché ¥ @
chiuso (in LZ}; si ha cosi Lzﬁﬁb) c¥ . D'altro canto X é Ea-misurﬂ-

bile sicché Y e Lz(ﬁﬁ}. La doppia inclusione Lz[ﬁg) cC ¥ c¢ Lz(ﬁﬁ)
da l'asserto.

(d) == (¢c) Se X € Lz[jﬁ') si ha TXey¥ = Lz(ﬁlJ C Ll(ﬁfl) e inoltre

per ogni insieme A di ﬁa riesce

>= <f,T1, >=<Tf,1,>= [Tfdu

(2.2) fdu= [f1,du= <f,1
{ A A

A A

A

ciod Tf = E(f|§ﬂ): ¢ ora noto che 1'operatore E(./ %) soddisfa
le (a)./

La caratterizzazione delle SC si pud dare nella forma del seguen

te ovvio

(2.3) COROLLARIO. Per un operatore T:LZLﬁﬁfsz[gﬁ sono equivalen

ti le proprieta:

(a) esiste una tribu # ¢ & tale che T sia la restrizione a Lﬁ(ﬂﬂ

di E[.va‘l);

(b) T & lineare, idempotente, autoaggiunto, positivo e Tl=1. Risul-

tafﬁi *—“{AESE:]_AE Ran T I.

Si1 vedra nella prossima sezione, a proposito della caratterizza-

L
zione di Sidak, che effettivamente non & restrittivo caratterizzare
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le SC su Lzﬂﬁﬂ anziché su th@].
Anche per 1l seguito sara utile la seguente

(2.4) DEFINIZIONE. Dato lo spazio di Hilbert L%(#) si chiama

misurabile ogni sottospazio chiuso ¥ di inﬁﬁ per il quale esiste

una tribd ¥ c % tale che sia ¥ = LZ(@).

Per 1l seguito & importante notare che la (2.2) per A=Q da
E(Tf)=E(f) una proprieta che sara il fondamento della caratterizza-

zione di Pfanzagl ([35]) (si veda, oltre, la sezione 2.9).
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2.3. LA CARATTERIZZAZIONE DI SIDAK

Sidak ([48]) baso la caratterizzazione delle SC sopra 1'analisi
delle definizioni in senso largo o in senso stretto e sopra lfnssei
vazione che 1 procedenti lavori di Moy e Bahadur consideravano v.a.
limitate (in LP e in LZ rispettivamente) per poter eseguire il
prodotto di v.a. ((M3) e (b.2) nel teorema (2.1)). Sidak sostitui
al prodotto 1l'operazione reticolare V(=max):; per la prima volta
compaiono considerazioni reticolari «che diverranno preminenti

nel lavoro di Douglas [18] (sezione 2.6).
(3.1) LEMMA. Nello spazio di Hilbert L%(%) esiste una biezione

tra le tribut 9 ¢c% e 1 sottospazi misurabili ¥ = Lz(@j di thﬁj‘

DIM. Sianmgﬁa e ﬁ% tribu distinte contenute in % ; esiste allora

un sottinsieme A €% che appartiene a ﬁﬁ ma non a EE, per esempio.

Percio 1, & in Lz(ﬁl) ma non Lz(ﬁz).;/

(3.2) LEMMA. Ehr{g&:iel} ¢ una famiglia di tribu contenute in

riesce

2 2
(a) G, ¢4, = L7(%) c L7(g,);

’ Cn 2
() L7(e191) = jer L7 (%)

() L® {o(;U;%,) )

piccolo spazio misurabile contenente igILz(gi).

M{igl Lz({ﬁi)} essendo quest'ultimo il piun

DIM. (a) e ovvia. (b) ¥ = iglgi ¢ una tribu, onde, per (a),

riesce LZ(@) C Lz({e}”i} per ogni iel; percid LZ(@';’) c ﬂiEILZ(gi}.

D'altro canto, se f ¢ in ﬂiEILZ(giJ allora é gyi—misurabile per
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ogni 1el sicché & misurabile rispetto alla tribu nielgi; percio
0, Li@) ¢ LA, %)
iel “1 iel“ 17"

(c) Posto ¥ = LZ {U(Uielfji)} risulta Lz(fﬁi) c ¥ per ogni iel onde
. . i . . 2
M{Uiel(gi} } ¢ ¥ . Viceversa allo spazio misurabile { U, L (tyi)}

corrisponde (lemma (3.1)) una tribu ¢ tale che M=L2(§ﬁ)* Chiaramente

4. t%4% per ogni iel onde o (U.

i lezfyi) c¥ sicché, per (a), riesce

¥ e L%(@)=M. /

(3.3) TEOREMA. 11 sottoinsieme ’VELZQFj ¢ un sottospazio misura-
bile se, e solo se, verifica le condizioni

(a) ¥ é un sottospazio chiuso di L?‘

(#) 5

(b) 1 ¥,
(c) fvg:=max{f,g} & in ¥ per ogni coppia di v.a. f e g di vy .

DIM. Poiché 1le ¢tre <condizioni sono chiaramente necessarie,
basta mostrare che sono sufficienti. Suppostele soddisfatte, si
definisce % :={A ¢ 1:1,e7 }. Si procede come nella dimostrazione
del lemma (1.3) per far vedere che % @& una tribu, con una sola

differenzanel provare che & ¢ stabile per unioni finite. Ma se

A e B sono in ¥ , IA e lB sono in ¥ onde 1AUB=1Ale & pure in

¥ in virta di (c¢), sicché A UB & in ¢. Per concludere la dimostra-
zione basta far vedere che Y = Lz(fy). Ora @& immediato che

LZ(@) ¢ ¥ 3 1nfatti appartengono a ¥ tutte le v.a. 4-semplici
e quindi, poiché ¥ e chiuso, tutte le v.a. di Lz(fﬁ)* Si consideri
dunque f in ¥ e si ponga A(f) = {f > 0}. Poiché f':=fv0=f1

A(CT)
¢ f'e¥ . Definita la successione {fn} ove fn::n{f+n 1,n)=
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= -n(-f+v—lﬁn} ¢ in ¥ per ogni nelN, e posto An::{filfn}, riesce

A c A

] o1 (neN), A(f) = U A, g =1

..+.
nelN' n A +nt 1

, sicché 0<g <1.
n A .

Allora si ha g » 1 sia q.c. sia in L%(%) onde Lag) €Y © Af)es.

A(f)
Se ¢ ¢ un numero reale arbitrario, fE:=f—c e in ¥ e come sopra

si vede che & in % 1'insieme {f > c¢}; f & dunque @-misurabile,

ciot felL’(%), vale a dire ¥c L2(@)./

Nel linguaggio della teoria dei reticoli il teorema (3.3) si

pud® enunciare nella forma

(3.4) TEOREMA. Per un sottoinsieme ’VELZ(?) sono equivalenti

le proprieta
(a) ¥ & un sottospazio misurabile;

(b) ¥ & un reticolo di Banach al quale appartiene 1.

Nel definire i rapporti tra SC in senso largo e in senso stretto

¢ essenziale il seguente
(3.5) LEMMA. Se S, T:LP »LP (con pe[l,+m[) sono operatori continui

che coincidono su L~ (cioe S(f) = T(f) per ogni felL”) allora S

e T coincidono in LP (cioe S(f) per ogni feLp).

oo

DIM. Sia f in LP; posto f :=(|f|A) (s ogni f) neN) riesce f eL™

sicché 5(fn)=T(fn) per ogni nelN. D'altro canto fnﬂ*F in LP cosicché 1a con-
tinuita da S(f)=T(f)./
(3.6) TEOREMA. Sia ¥ = L%(%) un sottospazio misurabile di L2 (%)

e sia P la proiezione di Lngﬂ su ¥ . L'operatore di SC, E(.|9):

:L}{ﬁﬂ +-Llﬁ?) ¢ l'unica estensione continua di P a LIG?].
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DIM. E(.|®%) & continua in LI(@ (teorema(1.3.0)(f)) ed estende

P a tutto Ll(ﬁ) poiché Pf=E(f/¥%) per ogni fELz(ﬁ); in virtu del

lemma (3.5) essa e l'unica estensione continua.//
] P " " L] v L]
Si puo ora enunciare la caratterizzazione di Sidak.

(3.7) TEOREMA. Per una trasformazione T:L%(#) . L%(%) sono

equivalenti le proprieta:
(a) T & la restrizione a Lzﬂﬁj di un operatore di SC E(./%).;
(b) T verifica:

(bl) T ¢ lineare, autoaggiunto, idempotente,

(b2) Tl =1

(b3) T(Tfv Tg) = TfvTg (Vf,gel? ().

DIM. Basta dimostrare l'implicazione (b) = (a). Per 1la (bl)
T ¢ la proiezione di Lz(% sopra un sottospazio chiuso ¥ ([20]
th.26.4) mentre la (b2) e la (b3) asseriscono, in virtia del teorema
(3.3), che ¥ & un sottospazio misurabile cioe che esiste una tribu

Yc% tale che sia V= Lz(gj. La tesi scende dal teorema (3.6).//



2.4, GLI OPERATORI MEDIANTI.

Rota caratterizzo le SC ricorrendo al concetto di operatore

mediante ("averaging operator')([45]).

(4.1) DEFINIZIONE. Un operatore P:LP(#)+LP(#) con pe[l,+=]

si dice essere mediante se

(a) & una contrazione :HPfHD < Ilfll13 per ogni feLz(ﬂﬂ:

(b) P(g Pf) = (Pg)(Pf) (felP(#), g e L (P);
(c) P1 =1,
Un operatore di SC soddisfa ai requisiti della definizione

appena data. Si vedra nel seguito che é vero anche che ogni operato

re mediante & una SC se pe[l,+>[ (teorema (4.8)).

(4.2) LEMMA. Sia gELm(?) e sia A:i={p° gie & un polinomio}.

La chiusura di & in LP(#) e LP(o(g)) ove oa(g) = g_l(éf&) (pefl,+).

DIM, Sia “g la legge della v.a. g, cioe la misura di probabili-

td su (R,#) definita da ug(B):=u[g'1(B)] per ogni borelliano B.

Poiché g & (essenzialmente) limitata esiste un intervallo [¢,8 |

tale che ug[[m,ﬁ]) 1. Per ogni funzione borelliana h:fa ,8] > R

il teorema del cambio di variabile da

B
[hog du =f h du_ ;
. g

in particolare se Ce#d e B = f_l(C) riesce

i3
ledu = |1 1 du = flcng du :glcdu

£ Loy g8

Poiché 1{: ¢ il limite puntuale su [u,B} di una successione di

polinomi, il teo* ma di convergenza dominata assicura che 1:: e
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il limite di polinomi anche in LD([E,EJ. % (|a ,E]),ug). Percio

IB ¢ 11 *limite in Lp(ﬁ{g)} di una successione di polinom? e quindi
appartiene alla chiusura di &/ . L'asserto segue dal fatto che le

funzioni semplici sono dense in Lp(..’ﬂ.ﬁf

Questo lemma aveva dimostrazione simile a quella del lemma

(1.5).

(4.3) LEMMA., Ogni operatore mediante & una proiezione.

2

DIM. P“f = P(Pf) = P(1Pf) = (P1)(Pf) = Pf per ogni feLP(%)./

(4.4) LEMMA. Sia gel” (%) tale che Pg=g (una tale v.a. esiste

in virtd di (4.1.c); si ha allora Pf=f per ogni feLP(s(g)).

DIM. sz = P(g.g) = P(g Pg) = Pg)2=g2 e per induzione Pgn=gn

1

per ogni neN (infatti Pgml:P{g*g“):P{gnPg):(Pg“](Pg)=gng=gn+ ).

Percido, in virtd della linearita di P, & P(geg)=¢e g per ogni

polinomio ¢.L'asserto scende ora dal lemma (4.2) e dalla continuita

di P che & conseguenza di (4.1.a).//

(4.5) LEMMA., Se P & un operatore mediante su Lp(EF} riesce

PL® (%) c L®(%).

DIM. Vi & qualcosa da dimostrare solo nel caso p <+ o, perché
per p=« l'asserto & contenuto nella stessa definizione di operato-

re mediante, Sia f in L®(%) e si ponga g:=Pf; per definizione,

g €& in Lp(fj. Per la (4.1.a) riesce g2=g.g=(Pf)(Pf)zP(fPfJ=P(fg}

2

sicché g eLp(?‘): ragionando per induzione, si ottiene gnELp(:ﬁff")

per ogni nelN (infatti, supposta verificata la relazione gnzp(fgn"l).

+1

si ha g" l=gog=(PF)P(fg" 1) =P{fP(fg" 1) 1=P(Fg™elP(%#)). La (4.1.a)
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e la diseguaglianza di Holder danno

-1 -1 -1
[gl™ du = 1gmID=1P(fg" )P < 1fg" D = [1£1P g (M DPgu <

< (JI£I™Pany /P ([ g "Pauyt-t/n

onde

gl = (Slgl™am /™ < (f1£1MPaw T <k
Facendo tendere n a +« in quest'ultima diseguaglianza si ottiene
lgl, < Ifl, sicché ge L' (H. /
(4.6) LEMMA. Se P* : LP(#) -+ LP(%) e 1'operatore aggiunto di
P (ove (1/p)+(1/q) = 1 se p >1, mentre q=+® se p=1) risulta
P*¥1=1,
DIM. Posto h:=P*1, scende dalla (4.1.c) che

[ hdu=/h 1 du = [(P¥1)1 du = JP1 du = [du = 1.

Valgono inoltre le relazioni

Ihj, = sup {[h f du : felP(®, Il < 1}=

i

sup{ [Pfdu : feLp(ﬁa, Hpr <1l =

H

sup { P, : f e LY (9, £l < 1} = 1.

Di qui, si ricava, ricorrendo nuovamente alla diseguaglianza di

Holder

= |h du < |h 1 = 1;
1 =/h du < | Hq I I|p
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siccome nella diseguaglianza di Holder vale il segno d'eguaglianza

si ha h=1./

Nel prossimo lemma si incontra una proprieta che sara alla

base dela caratterizzazione di Pfanzagl (sezione 2.9).

(4.7) LEMMA. Ogni operatore mediante conserva la speranza matema

tica:
E(Pf) = E(f) (felL?(9)).

DIM, In virtd del lemma (4.6)

E(Pf) = [Pfdu = [f(P*1)du= [fdu = E(f)./
Si pud ora dare la caratterizzazione di Rota.

(4.8) TEOREMA. Per un operatore P:LP(#) » LP(%) con pe[l,+e[

sono equivalenti le proprieta:
(a) P & un operatore mediante;

(b) esiste una tribd % c% tale che sia P=E(s /%) in LP(%).

DIM.Poiché 1l'implicazione (b) = (a) & ovvia,bastera dimostrare 1'altra

(a) = (b). A tal fine sia @ la piu piccola tribu che contenga
tutte le tribu o(g) indotte dalle v.a. g di L (%) tali che Pg=g,
cioe %:= (U {o(g):gelL” (%), Pg=g}). Il lemma (4.4) da, se B &

in %, PlB:IB; in virtad del lemma (4.7) riesce se f @& in Lm(g?)

[ Pfdu
B

[l

lePfdu = [ (P 1p) (Pf)du = [P(f P1p)du =

JP(f1,)du=[f 1,du = [ fdu
B B R

onde Pf=E(f/4) per ogni feLmL@}. L'asserto segue ora da (3.5)./



Le considerazioni che precedono non sono necessariamente vere
se p=+c, Rimando alla sezione 4 dell'articolo [45] di Rota per

lo studio degli operatori medianti in L%(%).
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2.5. PROIEZIONI NEGLI SPAZI DI ORLICZ

I risultati delle sezioni precedenti furono estesi nel 1965
da M.M.Rao ([38]) dagli spazi LP(#) agli spazi di Orlicz Lm(jﬂ.

Per le definizioni riguardanti gli spazi di Orlicz si veda [25].

La definizione che segue estende in modo ovvio la definizione

(2.4).

(5.1) DEFINIZIONE. Un sottospazio chiuso ¥ di prﬁﬁﬁ ¢ detto
misurabile se esiste una tribu %c% tale che y = LY (¢). In tal

caso si dira misurabile anche la proiezione P : L¢(§ﬂ‘*Lm(?j.

Il lemma che segue ha la stessa dimostrazione dei lemmi (3.1)
e (3.2) nei quali non si faceva alcun wuso particolare delle proprie

ta di L2.

(5.2) LEMMA. (a) Esiste una biiezione tra le sottotriba €% d.

# e i sottospazi misurabili L? (%) di [?(%):

(b) se {gi:iel} ¢ una famiglia di sottotribu di % risulta

P

- P .
L (Nje1%31) = Nierl (#)3

0 _ @
(c) L {G(UiEI@i)} = M{ U, {L°(¥) 1}

Si indichino con M?(%) e M®(®) i sottospazi chiusi di L? (%)
e di LQT@). rispettivamente, generati dalle v.a. semplici (rispetto

a% oa %). Una funzione di Young ¢ si dice moderata se riesce

¢(2x) < ke¢(x) per ogni x > X, ove X_ ¢ un numero reale strettamente

positivo.

(5.3) LEMMA, Sia ¢ una funzione di Young moderata. Per un insieme

e L?(#) sono allora equivalenti le proposizione:
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(a) ¥ & un sottospazio misurabile,

(b) ¥ soddisfa alle condizioni:
(bl) ¥ & un sottospazio chiuso;
(b2) 1 €V
(b3) v & stabile rispetto al max:f,ge¥y = fvg €¥ .

DIM. Poiché 1'implicazione (a) == (bj ¢ ovvia, basta stabilirne
l'inversa. A tal fine si ricava [37] che le funzioni semplici sono
dense in LP (%), cioe MP?(#) = LP(#);inoltre lo spazio di Orlicz L%(%)
coincide con la classe di Orlicz C®[%) si veda [25] sicché 1P (9 ={feL°(® :

Jo(kf)du + VYk>0}. Da questo punto in poi la dimostrazione riproduce quella

del teorema (3.3). //
Ricordo che una funzione di Young ¢ o & continua in IR oppure

¥

¢ continua per |x| <x, ed identicamente eguale a +* per | x| > X,

ove X & un opportuno numero reale strettamente positivo.

(5.4) TEOREMA. Sia ¢ una funzione di Young continua e moderata
e sia ¥ = Lq}(';’f) un sottospazio misurabile di ch(ﬁ). Se la proiezione

P:L? (#) > LP(¥4) soddisfa ad una delle seguenti condizioni

(5.5) P & una contrazione e la funzione di Young complementare

Y & continuas

(5.6) pxf = f per ogni v.a. f di L (#),

allora essa ammette la rappresentazione

(5.7) pf = E(f/¥) (fel’ ),
e pud essere estesa in maniera unica a E(./4) in Ll(fﬂ"}.

Viceversa, la restrizione di E a L(P(?'} ¢ una proiezione misura-

bile su L{P(,ﬁ] che soddisfa sia alla (5.5) sia alla (5.6).
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DIM. Dimostrero dapprima che (5.5) implica (5.6) e quindi che

la (5.7) & una conseguenza della (5.6).

SI supponga dunque valida la (5.5); poiché ¢ e moderata il
duale (LqJ (#))* puo essere identificato con Lw(?’} ([53], teorema
7.4.2). Inoltre 1l'aggiunto P* di P esiste ed & una pmiéziﬂne
su Llp{:;?) che verifica |P*|=||P]] sicché anche P*, come P, & una
contrazione. Si pud ora mostrare la (5.6). E' ovvio che vale l'inclu
sione L (%) ¢ L@ nLY (#). sia ora fel” (#) e si ponga g:=P*f.

Allora, indicata con Ny la norma di Luxemburg nello spazio

Lw(ﬁ) ([25]), vale la relazione

(5.8) Ny(g) = Ny(P*f) < |P*| Ny(f) < Ny(f).

Se A é in %, la sua funzione indicatrice 1A appartiene a

¥ = ch({f) e vale

(5.9) [fdu = flAde = | (PIA)fdu = flA(P*f)dIJ = [gdu =[] E(g/®)du.
A A A

Poiché gli spazi di Orlicz L? (#) e LY (#) sono strettamente
contenuti 1in Ll[?). l1'operatore SC Eg ¢ definito in essi. In

virtd dell'arbitrarieta di Ae4 la (5.9) da

(5.10) f = E(g/g):
di qui, ricordando che E{ﬁ ¢ una contrazione, scende N'JJ (f)ENlp(g).
Quest'ultima diseguaglianza, insieme alla (5.8) da Ny (f)=N¢(g).

Sia kﬂ il loro valore comune; segue allora dalla definzione

di norma di Luxemburg che

(5.11) Jo(f/k )du < 1 e Jv(g/k )du < 1.
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La prima delle (5.11) e, in effetti, un'uguaglianza poiché
f & limitata., Ricorrendo alla diseguaglianza di Jensen (1.3.21)

rispetto alla funzione convessa e usando la (5.10) si ottiene

(5.12) b(e/k) = o[(E% )7k ] < BV [wg/k )]

In quest'ultima relazione vale il segno d'eguaglianza se, e
solo se, si verifica uno dei due casi seguenti: o V¥ & lineare
o g e %-misurabile. Ora ¥ non pud essere lineare perché ogni

funzione di Young verifica la relazione lim, p(x)/x = + o

- 4+ o0
([25](1.16)). Supposto che g non sia @-misurabile esiste un insieme

di 4 di misura strettamente positiva nei punti del quale vale

la diseguaglianza stessa nella (5.12); percio
/

? N
1= fy(f/k )dw = J[B” (g/k )]du < [EZ [w(g/k)]du = [o(g/k )du < 1

che & una contraddizione. Percid g ¢ @-misurabile; scende cosi

]

dalla (5.10) che f=E(g/¥%) = g P*f cio che stabilisce la (5.6).

Si supponga ora verificata la (5.6). Quale che sia Ae4 riesce,

poiché 1, & in L (4),

J Pf du=/f 1, Pf du= [(P*1)f du=[1, f du = [ fdu =] E(f/9)du
A A A |

onde la (5.7) grazie all'unicita della SC.

Il viceversa & ovvio. (Si veda anche [32], IX.2.3).//

Dal teorema (5.4) scende, come corollario, la caratterizzazione

di Rota (4.8).

(5.13) COROLLARIO. Per un operatore P:LP(#) » LP(#) con pe[l,+=[

sono equivalenti le affermazioni:
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(a) P & un operatore mediante;
(b) esiste una tribd ¥c¥% tale che P = Eg in Lp(?_).

DIM. Come nel teorema (4.8) basta stabilire 1l'implicazione

(a) =2 (b). Si osservi che basta prendere g=1 nella (4.1)(b) per

avere, grazie alla (4.1)(c), P2 = P, Scende, inoltre, dalla (5.3)

che ¥ :=Ran P & un sottospazio misurabile; vi & percid una triba

4c# tale che V= LP(#).

Se p»> 1, la funzione di Young complementare di ¢ , ove ¢(x) =

= |K|D/D1 ¢ data da x > o(x) = fx|q/q ove p'1+q“1=

G

1. E' percio

verificata 1'ipotesi (5.5) sicché P = E

Se, invece, p=1, & verificata 1'ipotesi (5.6)., Infatti, se Ae¥%

si ponga gA:=P*1A; ma allora HgA"m = ”p*lhmn < |E1A||m = 1 perché

IP*| = |IP|] < 1 e di consegunza
— _ — * — _
£ gadu=/gydu = [1gydu = [1(P*1,)du = [(P1)1,du = [1,du

Si ha cosi Bp = lA cioé P*lA = 1A relazione che da immediatamente

la (5.6). Pertanto anche in questo caso & P = Eg..ﬂ



2.6 LE SC COME PROIEZIONI IN L!.

La caratterizzazione di Douglas ([18]) e la conseguenza di
un teorema che da la decomposizione delle proiezioni contrattive
in Ll. Come al solito do solo i risultati necessari ai fini della
caratterizzazione delle SC. Inoltre mentre l'articolo di Douglas
considera spazil complessi, mi limiterd qui, per semplicita, al

caso reale,.

(6.1) DEFINIZIONE. Se ¢ & una tribu contenuta in % si dira

funzione peso per 4 ogni v.a. h: Q » IR+ che sia %-misurabile e

tale che

(a) E(h/4) = 1S(h) con S(h) €9 ove S(h):={h#0} & il supporto di h;
(b) Se AeF e S(h) c A allora Ae% .

51 dice SC pesata 1l'operatore Ef : Ll(f) > Ll(@) definito

da E?i::h Eg .

Siano, per esempio, Q= [0,1]x[0,1], #= #(Q), u la misura
di Lebesgue su #£(2) e infine @= {Ax[0,1]:Ae# ([0,1])}. E' immedia

to verificare che la funzione h:[0,1]x[0,1] » R, definita da h(x,y)=2y

¢ una funzione peso per % ; si osservi che, in questo esempio,

h non & ¢-misurabile e S(h) = [0,1]x[0,1].
Per un operatore P : Ll(%_; Ll(% si ponga
K(P): ={feLl(#) : fg =0 Vg e Ran P} :

sara utile considerare gli operatori P : Ll(fﬁ'} > Ll(_gt-‘) che soddisfac

ciano alla seguente condizione



(6.2) PIK(P)] = {0}.

(6.3) LEMMA. Se h ¢ una funzione peso per %, risulta per ogni

feLl(4) e per ogni Ae¥

(6.4) hfdu = [ 1 f du .,
Iy A S(h)

DIM. Sia Be¥ , scende dalla (6.1.a) che

J hi,du=[  hdu= [ E(h/®du=[ 1 du=J 1 1, du
A B ANB ANB ang Sy 7 S(h) 7B

sicché la (6.4) vale per le funzioni indicatrici e, per linearita,
per le funzioni 4-semplici. Se fle{gﬂ ¢ positiva esiste una
successione '{fn} di funzioni @-semplici tali che 1}ﬁ“f. Ora la

successione {h fn} € crescente, contenuta in Lleﬁj e hf;‘hf; inoltre
per ogni nelN e

[h f_ dy < -‘.fl‘l duy < [f dy

I

onde hfeL}(gﬂ e per ogni Ae%

,& hfdus= 1iman hf du = lim_ i lg(pyfn d¥ = i lg(py £ d¥ ./

(6.5) LEMMA. Se % e h sono rispettivamente una tribu contenuta

in # e una funzione peso per € , 1l'operatore Eh € una proiezione

contrattiva e positiva che verifica la condizione (6.2).

DIM. La (6.4) da, se fELl(ﬁﬂ

4 G G g G
[Ex fl, = Jh|E"f|du = fls(h}IE fldu< JIETf|du= JETFI; < Ifl,

ove nell'ultimo passaggio si e fatto uso del teorema (1.3.24)

con p=1,.



G . . o .
Eﬂl & percio una contrazione che €& positiva grazie alla (6.1) e

, G . . .
al teorema (1.3.10(c). Per dimostrare che Eh & una proiczione si

usi la (6.1.a)

E 2 ronE? nEZ ey =n (B9 (%) =h1. . FF - niYr - Yt
h S(h) h
o g | g
Occorre infine mostrare che Eh soddisfa alla (6.2). Sec fek[Eh}
si ha necessariamente, fh = fE; 1 = 0 onde S(f) N S(h) = 9. D'altra

parte, poiché S(éyf) ¢ S(f) si ha S(h) S(ng} = () e quindi Eﬁ;hng=G

. , % G
sicché Ep k(Eh )y = {0L/

(6.6) LEMMA. Sia P una proiezione contrattiva su L (%). Esiste

allora un un unico insieme é&} di ¥ (detto supporto di P) tale

che sia u[S(f}—Aﬁ]=0 per ogni feRan P e che K(P)=1 . Ll(ﬁr).
A I

| 'operatore T:Llﬂﬁﬂ }Ll(ﬁﬂ definito dan:=P(1A,f) gode delle seguenti proprieta:
0

(a) T & una contrazione;

(b) Ran T ¢ Ran P;

(c) TZ:O;

(d) T[1, - L'#] = {0
0O

(e) P-T & una proiezione contrattiva che soddisfa alla (6.2) e

tale che Ran(P-T) = Ran P.

L'unicita dell'insieme AG deve essere intesa, al solito, a

meno di insiemi trascurabili.
DIM, Si costruisca una successione {fn:neZl ¢ Ran P per induzione.

Si ponga fD=0 e, supposto di aver scelto fﬂ‘fl""’fn—l in Ran P

si scelga f}l come segue: si prenda anRan P in maniera che sia



n-1

u[S[Vn)—UiEGS(fi}] >1/n se c¢cid0 €& possibile, altrimenti si ponga

fn=0. L'insieme Ah:zunez S{fn) ¢ in ¥ . Presa, arbitrariamente,
una v.a. f e Ran P, si supponga, per assurdo, che siaLl[S(f)~AD]>~0;
esiste allora reN tale che u[S(fijG]}lfr. Si osservi che non esiste alcun indice

nelN tale che sia fn=f perché, se cosl fosse, ne seguirebbe S{f) ¢ AG
contrariamente alla supposizione fatta. Si pud percid scegliere

fn#ﬁ per ogni n > r sicché

® n-1
w(A )= [ U S(f )] >u[ US(f )]=ul U {S(f_)- U S(f,)}]=
O [nz{} inl 1 — [n}r n :I [ni[‘ n =0 i ]
n-1
= I w[S(f) - US(f)H] > I 1/n=+ =
n>r 1=0 n>r

che & una contraddizione. Risulta percio u[S(f}—AG]=O cioe S(f) ¢ A

a meno di insiemi trascurabili.
E' ora facile verificare le proprieta dell'operatore T,

(a) ITfly < IP(1,,Fly < I1, fl; < Ifl;. (b) & ovvia.
O O

(¢) T*f=T(Tf) ={P 1,, P(1,,f)} = 0 poiché P(A,,f) &,ovviamente,
0 O 0
in Ran P,
(d) T(1, f) = P(1,,,1,f) = 0 (feLl(9)).
A At la
O Q 0)
() Si osservi, innanzi tutto, che (P-T)f = Pf-P(lA.f)zp(IA f).
O O
- . 2
Y - - - = B = -
Percio(P-Tff=(P 1) (P(1, ) P 1y P(1, £ P (1, =P, )

= (P-T)f sicché P-T e una proiezione; essa ¢ inoltre una contrazio-
ne perché H(P*T)fﬂlzﬂp(lA;}Hl < ﬂlﬁﬂfﬂl < Mfﬂl. Sia ora feRan P;

esiste allora gELl(Eﬁi tale che f:Pg=Pg-T2g (in virtu della (c))



e quindi f=Pg-T g+PTg-Tg=(P-T)(g+Tg) sicché Ran P ¢ Ran(P-T).
Ma & ovvio, dalla definizione di T, che Ran(P-T) ¢ Ran P e dunque
¢ Ran P = Ran(P-T). Quest'ultima relazione implica che K(P)=K(P-T)

e, di conseguenza, K(P-T)=1,,L'(%). Percio (P-T)K(P-T) =
0

L -
= P{1, K(P-T)} = P{1, 1,'L ($H} = {0}./
O 0 0

L'operatore T del lemma e unico; per la dimostrazione si veda

il corollario 3, p.454 in ([18]).

(6.7) LEMMA. Sia ¥ ¢ Ll(ﬁ). allo stesso tempo, un sottospazio
chiuso e un sottoreticolo vettoriale., Esiste allora un'unica coppia

(#,k) costituita da una tribd % c#%# e da una funzione peso k per

@ , tale che ¥ = k Ll(fE’J.

DIM. Esiste, in primo luogo, una v.a. positiva he¥ con la proprie
ta S(f) ¢ S(h) per ogni fe¥ ; per stabilirlo si consideri, come
nella dimostrazione del lemma precedente una successione {fn cy’}
nella quale si siano scartate le v.a. che siano eventualmente

: n * . .
nulle. Posto h.=EndNifn|/2 If I, riesce he¥ e, poiché ¥ & chiuso,
he¥ : h ha la proprieta cercata.,

Posto %(h):={Ee% :1Ehe‘V }, si veiirfica facilmente che %(h)
¢ una tribu. Si stabilira ora l'esistenza di una v.a. k di ¥ che

verifichi, per ogni Ee¥4(h), la relazione

(6.8) [ 1 du =] k du .
g S(h) B

Si osservi intanto che ZE[lS(h)Ifﬁ(h)] soddisfa alla (6.8) ma

che questo non basta ad assicurare che essa appartenga a ¥. Mediante

le



AME):=] 1 du e v(E):=[ h dy
E S(h) B
si definiscono due misure su (Q,49(h)). Poiché esse sono equivalenti,
cioé l'una assolutamente continua rispetto all'altra, esiste,
in virtu del teorema di Radon-Nikodym, una v.a. positiva Vv, misura-

bile rispetto a %(h), tale che

-

1 duy = v h dy (Ee¥4(h)).
‘e S(h) IE

Ora v e 1l limite puntuale di una successione crescente {vn} di
v.a. 4(h)-semplici positive; poiché vnhivh il teorema di convergen
za dominata assicura che Vo h +vh in Ll(ﬁj sicché vh & in Vperc’dé

Vnh ¢ in ¥ per ogni nelN e ¥ ¢& chiuso. Basta allora porre k=vh

per avere la (6.8). Inoltre k & una funzione peso per ¢(h) e

S(h) = S(k).

Si ha 4(h) = %(k). Si supponga dapprima che E sia in S(k)

cioe lﬁk € ¥; pertanto, per ogni nelN risulta, (h—nklEfE‘K Poiché

S(h)=S(k) la successione {(h—nklE)+} converge in Ll(ﬁ) a hlg,
che é&, percio, in V¥. Cosi A', e dunque anche A, ¢ in %(h), cio
che prova che % (k) ¢ %(h). In maniera analoga si prova 1'inclusio
ne inversa. Si pud quindi scrivere ¥ senza far riferimento alle

v.a. h e k.

Per dimostrare 1'inclusione kLl(g’e}) CY¥ basta considerare una

v.a, f di Ll(fﬁ) positiva perché il caso generale scende dalla

decomposizione f=f"-f7. Se f > 0 essa & il limite puntuale di

una successione crescente {fn} di v.a. 4 -semplici; allora,

per linearita, kfn appartiene a ¥ per ogni neN., Poiché



Ikf Iy = Jk £ du < Jf du = |f 1, < Il

riesce anche kf e LIL?U onde kf € ¥ .

Per dimostrare 1'inclusione inversa, sia f una v.a. positiva

di ¥. Per ogni A >0 la successione crescente {vﬂ} cy definita
- + . . . .

da vntz{n(f-lkj } ~ K & maggiorata da k e converge, percio, in

1 . . } +
L (#) alla v.a. v = k 18[(f*lk)+] che ¢ in ¥ sicché S[(f-rk) ]

¢ un insiceme di €. Percio f e il limite in LI&F) di una successione
{ ku } ove u. e g-semplice e S(uﬂ) ¢ S(k) per ogni nelN. Grazie
A quest'ultima inclusione e alla (6.4) vale per tutti 1 numeri

naturali n e r

I

[ku -ku |, = flkun-kur]du

1 fklun-ur|du = f!un—urlls(k)du

= [lu_ - urldu lu *ﬂrﬂl

I I

1 - ‘ 1 .
La successione {un} converge, dunque, in L (%) a una v.a. u di

L1(%). Pertanto f=ku vale a dire ¥ec k Li(%).

(6.9) LEMMA. Se P & una proiezione positiva e contrattiva

allora Ran P é& un reticolo vettoriale chiuso contenuto in L}(jﬂ.

DIM. Ran P ¢& ovviamente un sottospazio chiuso. Per mosttare

che ¢ un reticolo, basta far vedere, in virtu dell'identita

e

fvg = (f+g+|f-g|)/2, che f & in Ran P, vi appartiene anche f

+

> f risulta P(f+) > P(f)=f; siccome ¢

—_——

Poiché P & positivo e f

+

anche P(f') > 0 segue che P(f7) > 0vf = f . Ma allora

-1 £, <0

- fPf+du - ff+du = HPf+ 1

0 < |Pf -7

1 I

sicché Pf'=f" onde f'eRan P.J



(6.10) LEMMA. Per un operatore linecare P:Ll(ﬁﬁle(ﬁﬂ sono cquivan

ti le proprieta:

(a) P & wuna proiezione contrattiva e positiva che verifica la
condizione (6.2);

(b) esistono una tribu «€c % ¢ una funzione peso k per ¥ tali

che P = Ef

DIM, L'implicazione (b) = (a) ¢ il contenuto del lemma (6.5).
(a) =3 (b). Per i lemmi (6.7) e (6.9) esistono una tribu ¥c &

¢ una funzione peso k per ¢ tali che Ran P = Kk Ll(gﬁ’). Poiché,

d'altra parte, anche Ran E{i = K-Ll(gﬁ), per stabilire l'eguaglianza
P = éi basta mostrare, in virtu della (6.4), che vale

[ Pf du = | Effdu

E B
per ogni f di LY(#) e per ogni E di . Inoltre, poiché sia P sin
G - . <
ky, sono continul e verificano la (6.2) e poiche K(P) = K{hk] -

= ls(k),Ll(*% basta, in effetti, far vedere che

(6.11) 1] P(k1,)du = [ ﬁi(k 1,)du
E 3

per ogni Ee¥ e per ogni Ae#. Infatti, se Ee9d e feL]'(gﬂ") valgono

£ Pf du = é P(flg)y)d +JEP(f15(k),)du =,% P(flg ) ydu

perché P(lg .y .f) e P[K(P)] = {0} e

G ~ @
rche B (f1 Eg[K E = {0}. E :vidente che 1
perche b, - S(k)') € By ( k)] = Fo ora evidente che la

(6.11) basta a dimostrare 1'asserto perché ogni v.a. del tipo
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f ¢ il limite di combinazioni lineari di funzioni del tipo

1S (k)
KlA con Ae% .

Se Eed4 e A e#, l'essere P positivo da

K1, > P(Kl

Klp = P(Klp) > P(Klga,) e Klp

E EvnA);

considerando anche la relazione

K1 + K1 Kl, e 0 < [ P(Klp,ddu <f Klg, du = 0

N =
E'MA E

ENA

ws

si ottiene

é P(K1,)du = é P(Klgp,)du

sicché

g K1,du= IKlgaaly > IP(K1ga,0 0y EﬁgP(KIEpA)du = éP[KlA}du

Quindi

fkdu =_fk1Adu+j'klA,d1iiJfP(k1A)du +J‘P(k1A,Jd11=
E E E E E

= J Pk du = J k du
E E

sicché [ Kk 1A du = f P(klh)du per ogni Ee¥9 e per ogni Ae# .
E E

Segue, infine, dalla (6.4) che, se Ee¥4 e Ae# ,

% _ ¢ o )
%Ek(klﬁ)du - £ k B (k1,)du —_é E” (k1) 1g jyds
4
=] EV(k 1,)du = J k1pdu =] k1, 1gydis

ENS (k) ENS (k) E



= [ k1,dn = P(k1
E B

Ajd” ]

(cioé la (6.11).//

Siamo ora 1in grado di dare il teorema di caratterizzazione

di Douglas.

(6.12) TEOREMA. Per un operatore lineare P : Ll(f} > Ll{g)

sono equivalenti le proprieta

(a) P & un operatore di SC, esiste cioe una tribu %c# , tale

[y
che P=E§ ;

(b) P soddisfa alle seguenti condizioni

(b.1) P% = p;

(b.2) P1 = 1;
(b.3) |P] = 1.
DIM. L'implicazione (a) = (b) & banale,

(b) == (a). Le condizioni (b.2) e (b.3) implicano che P & positivo,.

Infatti sia f una v.,a. di Ll(ﬁﬂ con 0 < f <1, allora

1-0fl, =Jdw-[fd = J1-f}, > IPL-PfJ, > 1-|Pfl, > 1-|fl,

I

sicché Hl—Pfﬂ1=1-ﬂPfH1 cioe 0 < Pf < 1,

La condizione (b.2) implica il verificarsi della (6.2); grazie

al lemma (6.10), esistono una tribu %c% e una funzione peso

kK per 4 tali che valga la rappresentazione P = Ef . Ma ancora

dalla (b.2) segue 1=Pl=k E(1/4) = k; dunque Pzﬁg..ﬁ



2.7 PROBABILITA' CONDIZIONATE E MISURE VETTORIALI.

Olson ([331) caratterizzo le probabilita condizionate come
misure vettoriali a valori in Llﬁ?ﬁ e sfrutto quindi tale caratteriz

zazione per quella delle SC.

Una misura vettoriale a valori in Ll{fﬁ) ¢ una funzione
¢ ::a”"ﬁ'_*Ll(,_‘F), tale che (i) o (@) = 0 e (i1i) cp(HAn} = pr(An) per
ogni successione di insiemi misurabili a due a due disgiunti.

Per i richiami sulle misure vettoriali rimando a [19] o a [14].

Si vedra qui di seguito (teorema (7.1)) che se ¥ ¢ una sottotribu
di ¥, la probabilita condizionata ug ¢ una misura vettoriale

a valori in Ll(@).

Si dice semivariazione di una misura vettoriale ¢ l'applicazione

Lol | :?+IR+ definita da

I
[ IT el [1(A):=sup {2, o; 0 (A)l;: aseR, | a;

o< 1 (i=1,2,...,n),

{Al,Az.. .. ,AHJ e T(A)}

ove mT(A) & la famiglia delle partizioni finite di A in insiemi

di #.

(7.1) TEOREMA. Sia %c¢#% . La probabilita condizionata u(y £
una misura vettoriale a valori in Ll(@) di semivariazione eguale

a u. Per ogni f di LIGF) vale inoltre la
(7.2) E(f/g) = [f d¥ .
DIM,. E' noto (teorema 1.2.4) che fgé a valori in Ll[gj.

]|u§?(if\)|11 = f| lﬁ(A)ldu =J'ug(ﬁ)du = ,I'E?(lA)du = Wu(A) sicché se



«a. € R con | %J <1 (i=1,2,...,n) e {A;,A,,...,A }em(A) si ha

1 1’27

i @ n g nE
2 WA, < a2 0] 1T HI(AD, < ;2 HA) = H(A)
onde [||ﬁy|1l(ﬂ} < u(A). D'altra parte per o = a..,. = o =]
si ha

n I
2, e W (A, = 12,0900, = 1v% ), = ¥(A). Percio risulta
v _ 0 G| -
11”1 TI(A) = u(A)  VAeF cioé  ||[nwF]]] =u.

Sia ora feLl(ﬁﬂ e sia {sn} una successione di v.a. #-semplici
tale che hﬂ1[*|f|~ Poiché le SC sono contrazioni (teorema (1.3.1)

risulta HE(f!@j—E(snfﬁjhl < Hf—sﬁﬂ sicché si ha E(sﬁ/@}f*ﬁ(fﬁﬁj

1

. 1 * . 1 ) B 1(n) ,
in L (%) poiché S, > f in L7 (#). 0Ora se S = Eizl Bi IAi ove

B
i e R, e

[ g r%‘n) @ r%n) r}gn} |
s du”= I B WwI(A)=,I B, E(lAi/yj = E(,Z;, B, 1Ai/§g) = E(s /%)

la (7.2) vale dunque per le v.a. semplici. Da quanto precede scende

che fsndfy > E(f/¥%) 1in Llﬁﬁﬁ. Cido assicura l'integrabilita di

54

f rispetto a u e la validita della (7.2) in base alla definizione

di integrale rispetto a una misura vettoriale ([19]).//

E' 1interessante determinare quali tra le misure vettoriali
¢ . F > Ll[fF) siano misure di probabilita condizionate, A tale

domanda risponde il seguente

(7.3) TEOREMA. Per una misura vettoriale vVigF > Ll(.@) SONno



equivalenti le proprieta

(a) esiste una triba e tale

(b) v soddisfa alle seguenti condizioni:

(b.1) v(A) >0 (q.c.) VAe%;

(b.2) v(&) =1 q.cC.

(b.3) J vw(B)YvwC)du = [ v(A)v(C)du

A B

SC v=17 risulta 4 =1{AeZ: v(A)

DIM. (a) = (b) Le condizioni

59 -

che

—
r

L .

i

J w(A) v(B)du

C

Ly q.c.}

(b.1) e

la (b.3), ¢ A,B,C e, il teorema (1.3.9)

J 1 ©du = [108EnE

(b.2) sono ovvie,

da

FEZ 1,08 (B (C)]du

=¥ 3% C) X1 )dn =@ an? (B? (C)dy

espressione che ¢ simmetrica in A,B,C.

(b) == (a) Si osservi, innanzi

ogni Ae# , perché 0 < v(A) <1

no negli integrali della (b.3)

4. = {AeF : V(A) = 1, q.c.},4 ¢& una tribu. Posto C=Q

si ottiene grazie alla (b.2)

(7.4) [ w(B)du = [ v(A)du
A B

se poli Be9 la (7.4) da

fvidydu = [ v(B)du
B

A

tutto,

per

che

sono finiti. Posto

tutti gli

VA,B,Ce #

Per

v(A) € Lm(,ﬁ;#‘) per

Percio 1 prodotti che compaio

nella (b.3)

insiemi

A,Beds
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relazione che coincide con la (1.2.5). Tuttavia essa non consente
ancora di affermare che Vv sia la probabilita condizionata rispetto
a ¢, ma solo che v ¢ una classe d'equivalenza; resta da mostrare
che ogni classe d'equivalenza contiene effettivamente una v.a.
¢-misurabile. A tale fine posto C(A,a):= {v(A) <a} bastera dimostra

re che C(A,q) €94 per ogni A e% e per ogni a € R,

S1 ponga B = C'"(A,a) e C = C(A,a) nella (b.3) ottenendo

[ v{C'(A, ) }Vvi{C(A,a)} du =] V(A)v {C'(A,a) } du <
A C(A,a)
<af v{C'"(A,a)} dyp
C(A,Q)
e [ viC'(A,a)} v(C(A,a)} du =] V(A)ViC(A,a)}du >
A C'"(A,a)
> uf U{C(A,{IJ} du
C'(A,a)
onde
(7.5) af V{C(A,a)} du < J V{C'(A,e)}v{C(A,a)} du <
C'(A, a) A
< T v{C'(A,a)} du
C(A,a)

In virtu della (7.4) 11 primo e 1l'ultimo membro della (7.5)

sono eguali e percio
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af viC(A,a)}du =/ v{C'(A,a)} v{C(A,a)du =
C'(A, @) A
= | V(AYVIC(A, @) }du
C'(A,q)
onde
] {(v(A)-a}v{C(A,a)} du = 0.
C'(A,a)

Ora ¢ Vv(A)- a > 0 in C'(A, a) e quindi riesce v{C(A,a)} = 0
u-q.c. in C'(A,a ). Ricorrendo nuovamente alla (b.3) con A=B=Q

e C = C(A,a) si ricava

[v{C(A,a)} du= | du = p{C(A,a)}.
C(A,a)

D'altro canto da quanto detto sopra scende

[viCc(A,a)} du=J v [ viC(A,e) du = v{C(A, a)}du .
C(A,a) C'"(A,a) C(A,a)

Dal confronto delle ultime due relazioni segue che

(7.6) | vi{C(A,a)} du = | 1 d 1.
C(A, ) C(A,q) C(A,Q)

In C'(A,a) riesce v{C(A,a)} = 0 = IC(A,u) p-q.c., mentre, per

la (b.1) e poiché in C(A, a) & 1C(A.u) =1, 0 < Vv{C(A,a)} < 1
sicché 1C(A,u) -v{C(A,a)} < O u-q.c.. La (7.6) implica allora
viC(A, a)} = 1C(A o) q.c. e quindi C(A,®) e#% , in virtu della

definizone di € .ﬂ;

Al teorema di caratterizzazione di Olson premetto un lemma



che estende il lemma (4.6) e uno strumento di analisi funzionale

che enuncerd come teorema.

(7.7) LEMMA. Sia T : Lp(§ﬂ=—+ Lp{gﬂ con pe[1f+m[ un operatore

mediante, secondo la definizione (4.1); allora
(7.8) T*f = Tf per fel (%).

DIM. Dal lemma (4.6) segue che T*1 = Tl = 1, Percio, se geLpLﬁj
(7.9) [Tg du = [1(Tg)du = [(T*1)g du = [ g du

Sia ora f e L°(%). L'uso della (7.9), poiché TL(#) ¢ L7 (%
(lemma (4.5)), e della (4.1.b) della definizione di operatore

mediante, da perlﬂgni Aez

(7.10) [ Tf du = J1,(Tf)du = JT[1,(Tf)]du = J(T 1,) (Tf)dw
A

(7.11) i T*f du = J 1, (T*f)du = J(T 1,)f du =] T[f(T1,)]du =

J(TE)(T 1,)du

Dal confronto della (7.10) e della (7.11) si ottiene

J Tf du = [ T*f dy per ogni Ae#
A A

onde 1'asserto./

(7.12) TEOREMA. (Kantorovich e Vulich). Sia (Q.,%, ) uno spazio
mensurale e sia T : 4 -» L1(9,3EAJ un operatore lineare e continuo,
ove 4 & uno spazio di Banach. Esiste allora un'unica funzione

Y : % > g* (il quale topologico di &) tale che



(a) per ogni x e4 1la funzione d'insieme vy (.)(x) sia assolutamente

continua rispetto a XA e numerabilmente additiva;

(b) per ogni x e sia

7o) e - 4ECICOT

(c) la norma di T soddisfaccia alle diseguaglianze
(7.14) sup {HT[A)mT* c A e#F} <|T| <4 Sup{"?(A)mI* . AeF}.

Viceversa se Y : % > q* soddisfa alla (a), la (7.13) definisce

un operatore T :QT+L1(§L5EAJ la norma del quale verifica la (7.14).

DIM. Si veda [19] pp. 498-499./

(7.15) TEOREMA. Sia T : LP(#%) » LP(%) un operatore mediante
con p € [1,+m|:. Esiste allora un'unica tribd ¢ completa rispetto

agli insiemi yu-trascurabili di %, tale che TzEﬁ. Risulta inoltre

¢ = {A E,?F:TIA = 1A}'

DIM. Nel teorema (7.12) si prenda Z = LP(#) (e &* = LY(%))i

percid, per ogni Ae% e per ogni fELp(f:]

fv(A)f du

£ Tf du = £ d““'%éf)du = Y(A)(f)

ove, nell'ultima eguaglianza, si & fatto uso del teorema di rappre-

sentazione di Riesz e ove V(A) € Lp(?]. D'altro canto, poiché

T ¢ T* coincidono su Lm(ﬁﬁ‘per il lemma (7.7), si ha

[ Tf du = flA(Tf)du = I(T*lA}f du = I(TIA)f du
A
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onde per f:lB con B e#%

[ T 1A du = [ vw(A)dy ;
B B

di qui, grazie all'arbitrarieta di B, si ottiene T IA = v(A) per

0 0. Si supponga che {An} sia una succes

e

T 1

i
il

ogni Ae# . Ora Vv(0)
sione di insiemi disgiunti di % e¢ si ponga A = UndH An' Si ha

n . p gD _¢h _e D N )
Ekzl 1A£t1A in LY(%) e Ekzl U(Ak) *Ek=1 TlAk T(Ek=11Ak) TlA V(A)

in Lpﬁﬁj. A fortiori, si ha dunque convergenza in thﬁj; cio signift:
ca che v:7Z > LY(9%) & o0-additiva. Inoltre V() = Tl=1 sicché
¢ verificata la condizione (b.2) del teorema (7.3). Per stabilire

(b.1) si osservi che

u(A) =I1A du = j[T*l)lAdu - leAdu = [v(A)du

e che

[o(A)du < [lv(A) [du =[|T1 |du = IT1, 0, < ITI §1,0; = u(A)

sicché le diseguaglianze dell'ultima relazione sono, in effetti,

tutte eguaglianze onde
J{lvA)| - v(A)} du = 0;
di qui segue che V(A) = |v(A)|j 0.

Siano ora A,B,C insiemi di % ; usando le proprieta di T

si ha

fv(BYv(C)du =] (T1

Y(T1,.) dv = [ 1,(T1
A A B C A

p) (T1.)du =
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= JT[1,(T1,)(T1.)]du = (T1,)(T1y)(T1,)dn

relazione simmetrica in A,B,C. Per il teorema (7.3), Vv e dunque

una probabilita condizionata a valori 1in .LIL?O,. sicché vale la

(7.2)
(7.16) E(f/%¢) = [fdu per felP(%).

con %= {Ae# : Vv(A) = 1y }. Ora se Ae® riesce, per la (7.16),

G
1A = E IA = V(A) = TlA sicché gli operatori E e T

lineari e continui in Lp(gﬂ coincidono sulle funzioni indicatrici,
4

onde T = E7 e 4= {A eZF / T1, = 1A}.;/
Si osservi che, benché la dimostrazione sia differente, la

caratterizzazione di Olson é identica a quella di Rota

2.4).

(sezione



2.8. LE SC COME PROIEZIONI IN LY.

La caratterizzazione di Andd ([1]) riprende quella di Douglas
¢ considera proiezioni contrattive in LP con pe[1l,+~ [ anziché

in Ll, riconducendo il caso LY a quello Ll.

Anche in questa sezione, 1l considerare solo v.a. reali anziché

complesse, come nel lavoro di Ando, porta a qualche semplificazione,

Nel corso della trattazione torneranno utili le seguenti due

diseguaglianze la cui dimostrazione non presenta difficolta.

Se r e 0,1 e B:=(1-1r)/(2r) esiste k>0 tale che
(8.1) CeT (1t 28 < k(14 per t > 0 ;

Se t >1/2 esiste y >0 tale che
(8.2) (1+6) %P/t < v

(8.3) LEMMA. Se P : Lp(g‘?) > Lp(?) ¢ una proiezione contrattiva
anche l'aggiunto P¥* : thﬁﬂ > Lg(ﬁﬂ € una proliezione contrattiva.

In questa sezione sara sempre pel,+=[ e P_1+q_1:1‘

DIM. [P*[=]P] < 1 sicché P* & una contrazione. La relazione

(P*)2 = P* scende delle relazioni valide per ogni fELp(ﬁﬁ e per

ogni g € Lq(gﬂ.
& fip‘kg} — {Pf‘g} = {sz’g} = {Pfip*g > = {f,(P*)zg}_ff

(8.4) LEMMA. Se P : Lp&?) *‘Lp(gﬂ & una proiezione contrattiva

feRan P se, e solo se, (sign f}|f[ﬂ_1 e Ran P¥*,
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DIM. Si ponga h=5|f1p_1 ove s:=signf. In virtu della dualita
basta mostrare una sola delle due implicazioni: per esempio, basta
far vedere che P*h=h tutte le volte che Pf=f. Si usi la diseguaglian
za di Holder, ottenendo, poiché feLp{f) equivale a hELp(}') se

p e q sono indici coniugati

[1£1Pdu = [sf|£|P tdy = [fhdu = [(Pf)h du=

£ P
I

[

JE£(P*h)du < [J|f||P*h|du < IEN,IP*hT <

_ p-1, _ P
< HprHth Iifllp | £ | Hpr

q

sicché le precedenti sono tutte eguaglianze. Ora, nella diseguaglian
za di Holder vale 1'eguaglianza se, e solo se |P*h|9 = k|f|P per
un'opportuna costante k > 0, cioe se, e solo se, |P*h|:k(p*1)/p|f]p-l.

Percio risulta P*h=h. /

Una conseguenza 1immediata di questo lemma €& un sottospazio
chiuso di L (%) pud essere 1'immagine di una proiezione contrattiva

al piu.

Per un operatore lineare e positivo T:LD{.?F) > LD(?J vale la

diseguaglianza

(8.5) |Tf | < T|f] (fel? (%))
infatti |Tf|=|T(f -f ) |=|Tf"-Tf"| < Tf'+Tf =T|f].
(8.6) TEOREMA. Se P : LP(#%) - LP(#), con peli,+=[ e p#2, &

una proilezione contrattiva tale che Pl=1, essa & una contrazione

anche rispetto alla norma di Ll, cioe



(8.7) JIPgldu < [|gldn per ogni gelP(%).

La (8.7) vale anche nel caso p=2 se P & anche positivo.
DIM. (a) Caso pel]l,2[: se feRan P il lemma (8.4) assicura che

(sign f)|f|p_1 e Ran P*, D'altro canto, come nel lemma (4,6)si ha
P¥1=1 (nella dimostrazione si fa uso della sola proprieta Pl=1),

sicché & in Ran P* per ogni e€€]0,1[, anche la v.a. l+¢h ove h:=
= (sign f)|f1p-1. Invertendo i ruolidi P e di P* si vede che

1+Eh1Xr ¢ in Ran P, qui si e posto r:i=p-1. Si definisca

l1/r

he :02 > R mediante hg:={(l+eh) /T-1} se ={(1+es|f|T)t/4-1}/".

1/r-1

Ora {1+Ehj1fr = (1l+eh)(1l+¢€h) Posto a = -u(m):=€|f(m)|r e

B = (1-r)/2r risulta

(1+Eh)2 = (1+E5|f|r)2 = [1+5u)2 = 1+2u5+a252
sicché {1+Eh)1fr = (1l+as)(1+2as+ uzsz)B.
Percio, tenendo conto del fatto che 52 = 1S(f)* si ottiene
2 2
~ (1+as)(1+2as + a"s™) -1 _
he = - =
(1+20s+0%5s2yP 1 4 2 2.8
& . + (142as+a"s”) =
2 r {1+2u5+u2JB -1
(8.8) = h(1+2as+a”) + |f|

v

Si considerino separatamente i due termini a secondo membro

della (8.8). Per il primo risulta
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£
h(1+2as+a’) < |h(1+2as+a?) | = |fF(1+2as+a?)B] <

il

r.28

] < FITQ+E1T T < k(14|

B
= |£|7 (1+ ¢ |£]5)?

grazie alla (8.1).

Quanto al secondo termine della (8.8), posto E:= {a > 1/2}

si ha in E,

)T (1+2as+02)Po1 | T 1+(1+2a+a%)P 1 (1-0)%B,

Yielt
Qo - O bl —_—

ove si ¢ fatto uso della diseguaglianza (8.2). In E'= {ae|0,1/2]!}
il teorema del valor medio assicura l'esistenza di una costante

c >0 tale che sia

(1+2as+a2)-1
- <

In ogni caso, percio, il secondo membro della (8.8) & maggiorato

in modulo da k'(1+|f1+[f|r), essendo k' un'opportuna costante.

Ora |fir e LP(#); infatti, poiché r <1,

J1£]TPdu = + ] |£] Pdu < ul{|f|<1} +J 1£|FP au <
{|f|<1} A{|f|>1 {|f]|>1
<1+ F1P du <1+ IR <+ o,
{|f|>1}) P

La v.a. hE ¢ dunque maggiorata in Lp(ﬁa sicché



. 1 _ S p~-1
lim h = - h= r[f|
€0

e in Ran P (oltre ché in Ran P*) poiché Ran P & chiuso. Per induzio

n
n r n u T kY
ne si mostra che s|f] ¢ in Ran P* per ogni nelN., La successione

n
{s|f|" } @& maggiorata in modulo da 1+|f|'; infatti in {|1f]<1}

n n
& s|f|’ < 1 mentre in {|f]| >11} & s|f|’ < |f|'. ora 1+|f|" @&

n
in LY(%) e percio |fjr > s in LY(9).

Dato infine gELp(%‘) e posto f=Pg riesce, per il ‘teorema di
convergenza dominata
n

[|Pgldu = [Pg s du = lim [Pg s .[f|" du =

I'n I'n
Lim [ gP*(s|f|" )du = lim fg s[f|" du =

i

[l

Jgs du < [|g|du

vale a dire la (8.7).

(b) Caso pe]2,+°[: la dimostrazione di (a) fa vedere che P*
¢ una contrazione rispetto alla norma lLl (poiché P*1=1). P* e
inoltre positivo; si supponga infatti, per assurdo, che esistano
una v.a. positiva f di Lq(ﬁﬂ e un naturale n tale che l'insieme

F := {P*f < 1/n} abbia probabilita strettamente positiva; allora

0>f P*f du=] f Pl du=[ f du >0,

F F F
n n n

che ¢ una contraddizione. Percio P*f > 0,



Sia ora g € LPY(#) e si ponga s':=sign(Pg). la positivita di
P* da, grazie alla (8.5)

[IPgldu = [s'Pg du = [g P*s'du «< [[g[[P*s'|du < [[g] P*[s'|du <

< [lgldy

(c) Caso p=2: poiché P e ora positivo per ipotesi la dimostrazione

¢ la stessa che nel caso (b). //

(8.9) LEMMA. In ogni sottospazio chiuso ¥ di LP(%), con pell,=|,
esiste una v.a. f con supporto massimale, tale cioe che S(g)eS(f)

per ogni gevy .
DIM, Esiste, ovviamente, una successione {fn}c:V" tale che sia
. - . 3 1 : -
"fn”p = 1 per ogni n € N e S(g) ¢ Uﬁ=l S(fn) per ogni g in ¥ .

Per 1induzione, si costruiscono tre successioni {uj} c R,

f,;'_- " . r . “y — —
{Tj,k}c R, e {A}}:nf con jeN e k > j+l1 a partire da a;=1, A =0
e Tﬂ,kzl per ogni KkelN. Se gjzzzﬂzlﬂkfk alle tre successioni si
richiede di soddisfare alle seguenti proprieta

(a) 0 {Yj+1,k < Yj,k < 2 per k > j+2,

-1+ 2 _
(b) Ay c S(g;) e w[S(g))-A] < 2 T4 per j > 1;

J
c) 0 <ua, < vy. . e S(g.) = U S(f T J > 15
(c) j = TJ“I,J e (gJ) k=1 ( k) per j -~
(&) Z v, . |f,] < lg.l q.c. in A, per j > 1.
k=j+1 oK KD =R . B
Si supponga di aver costruito Aj ¢ Yj , per j < n-1 e per

k > j+1 e {E per j < n in modo da verificare le proprieta (a)-

(d). Si prenda allora €€]0,1[ sufficientemente piccolo da avere



u(S(g)- {g,| >el2™

kK _/p
e si ponga A i=( ~ {[fn] <2 hH ﬁ{ng>E}
k=n+1
_ . . -k-(nk/p)
s Tn‘kt— Tﬂln{'}’ﬂ_l’k;z E}-

E' intanto evidente che €& soddisfatta la condizione (a) e che

An c fS{gn). Inoltre, ricorrendo alla diseguaglianza di Markov,

s1 ha
u(S(g )-A ] < ulS(g)- gy l>el] + L wif | < 2¥M/P} <
k=n+1
< 27 L 3 Z_kn [f ]pdu =270, )} E-kn =
k=n+1 n k=n+1

sicché & verificata anche la (b).

Esiste almeno un numero UE]G,YH n+1[ per il quale risulta

(8.10) ufs(f Mg, = -af ¥ =0

(altrimenti esisterebbe una famiglia con la cardinalita del continuo

di eventi di probabilitd strettamente positiva). Si ponga ®

eguale ad uno di tali numeri; allora se 81 780t %041 fn+1’ Si

ha, in virtua della (8.10), S(gn+1)=8(gn)USLﬂﬁl);éécqsi verificata

anche la (c).

Segue dalla costruzione data che, per j > n+l



] * -kn -n
D VAN b 7 N PP 2 = 2
k=n+1 ‘KT KITP =T

o e

sicché la serie Ek=n+l LI [fkl converge q.c.. Grazie alla proprie
ta (a), si ha nei punti di An

|gﬁ| - kj;+l Tn.klfkl <€- )} 2 e >0

sicché & verificata anche la (d).

Qo

Si ponga, infine, f::5kzl iﬂ{ fk; tale serie converge 1in Lp(ﬁﬂ
in virtu delle proprieta {(a) e (c). Poiché ¥ ¢ chiuso, f ¢ in

v'. La (d) da

onde f # O in An e di qui,

p[£gl S(f )-S(f)] = lim_u[S(g )-S(f)] <

< lim u{S(gn)—An} < lim_ 2 = 0./

(8.12) TEOREMA., Per un operatore lineare P:Lp(ﬁﬁ > LpLﬁj con

pel]l,=|, p#2, sono equivalenti le affermazioni:

(a) P & una proiezione contrattiva,
(b) esistono una v.a. gELp(ﬁ"—} e una tribuo € di sottoinsiemi di

B:=S(g) tali che P abbia la rappresentazione



per felP (%)

ove 4 ¢ la sottotribu di &% generata da Q e da @ e Ep'l::

. -1
= (sign g}|g|p .

DIM., (a) == (b) Grazie a (8.5) esiste in Ran P una v.a. di
supporto massimale; posto B:=S(g) si consideri lo spazio mensurale
(B, #(B), up) ove F(B):={ANB : Ae#} & la traccia di & su B, e

la misura My ha densita |g|P e base u, cioé up:zlgip.li. Si

usi l'ovvia convenzione di identificare una funzione reale definita
in & e di supporto contenuto in B con la restrizione a B della
medesima funzione. Si definisca 1'operatore T da LD{B,?(B),UDJ

in sé mediante

(8.14) Tf: = P(£g3 per feLP (B,#(B) 1, ).

L'operatore T cosl definito & una proiezione contrattivas; infatti

per ogni fELp(BF?[B),U ) si ha

T2F=T(Tf) = P(T£~g)

1}

mj=

P[P(fg)] = ¢ P*(fg) = £ P(fg) = Tf

\ P
IITfrp du =.f lP[f 3)$ |g{pdu =I Ip(fg)lpdﬁ -
’ gl B

il

IPCER) D < Ifegl} = [1fglP du =[]f|Pdu .

Inoltre T lascia invariate le costanti, cioe Tl=1, poiché & Pg=g



appartenendo g a Ran P. Percio T & una proiezione contrattiva
anche rispetto alla norma di LI{B,?(B),UDJ grazie al teorema (8.6),
€, in conseguenza del teorema (6.12) €& un operatore di SC rispetto
alla misura up e ad una tribu ¥ contenuta in %(B), sicché

(8.15) [ (Tf)|g|Pdu= [ f|g|P du per ogni Ae% .
A A

La tribu 4% pud essere vista come una sottotribu di % avente B
come elemento massimo, mentre T pud essere considerato come un

operatore che agisce su LP(9,% n) mediante

(8.16) Tf: = T(fly) per felP(Q,%1).
Considerando 1la SC Eg (rispetto alla misura w ) si ha dalla
(8.15)

4G G
EZ [(Tf) |g|P] = E” (f|g|P)
onde, poiché Tf & @-misurabile

(tf) EY (1gIP) = EY (£]g|P).

Di qui, ricorrendo alla definizione (8.14) di T e alla (8.16)
si ha per fELD(ﬁj

- f -
Pf=g T(3) + P(f 1p,) = g

Per p#1, 1'ultimo termine & nullo. Infatti se hmle riesce per

ogni € > 0



(1+€)? JiPh|Pdy = [|Ph+ePh|Pdu = [|P(Ph+ h)|Pdu <

¢ S,

< f|PhH3h|de = f[Ph]pdu + EPIWhlpdu

ove l'ultima eguaglianza deriva dal fatto che h ha supporto in

B' mentre Ph 1'ha in B. L'ultima relazione & allora possibile

solo quando J|Ph|Pdu = 0 cioe Ph=0.

(b) == (a) Ricordando che una SC & un operatore positivo e che

vale la diseguaglianza di Holder, si ottiene
~p-1,~ - ~ 1 B |
EcegP Y < el glP ) < BYP( Pt (1P /4
sicche

J1Pf|Pdu = gPECFEP ™ /9) |P qu
B EP(|g|P7l/4)

——
T

~p-1
= E@I({ 1] E(fBT fﬁ)|p) du <
B EClg|P™ /%)

-p-1
< [E(|g|P/g) | BB /9P 4,
B EC(lglP/%)

p p-1 p
<JE(elP/9) E”fg, /—@E (gl /9) gy -
B E¥(lgl" /%)

=] EC(If|P/g)du =] |f|Pau < [If|P du
B B



cio che dimostra che P e una contrazione. Rimane da dimostrare
che P é idempotente;

ple - g 1 g [(pf)gP 1=
EClg|P ™7 /4)

- p-1 %
g E(iglp/gﬁ} E{fg {!%J - Pf. //‘

EClg|P /9 E(|g|P/9)

I

(8.17) COROLLARIO. Un operatore lineare P : LP(#) - LP(#% con
pé]1,+m[:é§ una proiezione contrattiva positiva tale che Pl=1 se

¢ solo se & una SC,.

DIM. Basta stabilire 1la necessita della condizione. Se p#2,
P ha la rappresentazione (8.13) nella quale g pud essere presa
positiva grazie al corollario (8.11). Ma allora Pl=g sicché g=1
e Pf=E(f/¢) per ogni fEthﬁﬁ. Se, invece, p=2 1l risultato é dato
dal corollario (2.3).//

Si osservi che rispetto alla caratterizzazione di Douglas (sezio
ne 2.6) per le proiezioni in LI(EF) ¢ stata aggiunta 1'ipotesi

che T sia positivo.



2.9 INVARIANZA DELLA MEDIA.

Pfanzagl ([35]) propose due caratterizzazioni della SC pin
vicine a considerazioni di teoria delle probabilita e di statistica;

entrambe poggiano sulla proprieta d'invarianza della media.

. 1 : : . ‘ : :
Sia H#'c L (%) una famiglia arbitraria (per il momento) di v.a.
e sia T X X un operatore (non necessariamente lineare) che

goda delle seguenti proprieta
(9.1) E(Tf) = E(f) per ogni f di s (invarianza della media);
(9.2) Se f,g sono in# e f < g allora Tf < Tg (isotonia).

(9.3) LEMMA., Se T :# > ¥ verifica le proprieta (9.1) e (9.2)
€sso passa al limite lungo le successioni monotone (cioé¢ se fn1

feX e fn+f oppure fn+f allora Tfn+Tf 0 Tfn+Tf rispettivamente),

DIM, Bastera considerare il solo caso di successioni crescenti,

l'altro trattandosi in maniera analoga. Si supponga allora fn+f:

in virto di (9.2) la successione {13}9 ¢ crescente e, poiché

T, < Tf < Tf, limitata; essa ammette percio limite q.c. e riesce

—

limn Tfn < Tf (q.c.). Il teorema di convergenza dominata (o quello

di convergenza monotona) da insieme alla (9.1)

E(limn Tfn) = limn E(Tfn) 1imn E(fn) = E(f) = E(Tf)

onde Ilmn Tfn = Tf ., //

51 postuli ora che la famiglia # goda altresil delle proprieta

(9.4)# contiene le v.a. costanti (Kex# per ogni K e R);
Q'
V) fl,fz e N , Al,Azeﬁ ¢ AlﬁAZ = @ implicano 1'“11zﬂi + .1, €e¥¥ .

1 27A,



Il seguente lemma & evidente,

(9.6) LEMMA. Se la famiglia #c¢ LY1(%) soddisfa alla (9.4) e

alla (9.5) essa contiene le v,a, Z-semplici.

(9.7) TEOREMA. Siano .Y c Llﬂﬁﬁ una famiglia di v.a. che verifica
no la (9.4) e la (9.5), ¥ una tribu contenuta in % e T ¥ - ¥

un operatore che goda delle proprieta (9.1),(9.2) e inoltre delle
(9.8) RanT c,#ﬂ::,.#ﬂLl(g’) (ciod Tf & %-misurabile);
(9.9) Tf = f se f € X, .

Allora vale

(9.10) T[lAf} = IA Tt (feX ,Ae¥).

DIM, Si pud dare la dimostrazione in due passi, stabilendo
dapprima (a) che se la (9.10) vale per ogni f di # limitata, cioe
per fe# N L*®(%), essa & valida in #; e quiﬁdi (b) che la (9.10)

oo
¢ effettivamente verificata da ogni v.a. f di # N L (%).

(a) Si supponga dunque che la (9.10) valga per ugni A al € e per
ogni f di Jfrujn&?). Sia f una v.a. di # limitata inferiormente;
posto A(f):={f > 0} ¢, evidentemente, A(f), A'(f)e#. Per la (9.5)
£Y = 1A(f}f ¢ in X . Sia ora {s%fi una successione crescente di
. oL + . _
v.a., %-semplicl positive convergente a f ; allora fn'_lA’(f)f+1A(f)5n
& una v.a. limitata di # . In virta dell'ipotesi fatta & T(1,f )=
= IATfn per ogni neN e per ogni Ae¥ . (hfii}ﬁ f e lﬂfﬁflAf sicché
il lemma (9.3) da T(lﬁf} = IATf. La (9.10) vale dunque anche per

v.a., che siano solo limitate inferiormente. Se ora f & una v.a.

arbitraria di # si ponga gﬂ::lA f - lA‘ ove Anzz{fignhﬁﬁ;intantm
n
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8h ¢, per ogni nelN, in H, e 1inoltre ¢ limitata inferiormente

(g, > -n). Poiche g ¥f e L, f ¥l

implica la (9.10) per ogni f di # .

Af per ogni Aeg , il lemma (9.3)

(b) Sia fEJfﬁLm{ﬁﬂ € $1 supponga kl < f < kz. Si scelga un insieme
A in ¢ in guisa che risulti lg,fedﬁz (un tale insieme di ¥ esiste
senz'altro: per esempio A=§). Posto fi:=1Ak1+1A'f (i=1,2) si

ha fie K, (i=1,2) e fl < f < f2 onde, ricorrendo alla (9.9),

fl = Tfi < Tf i_TTé fz: inoltre 1A'fi = 1Aﬁf (i=1,2) sicché
art = Lty < 1, TE < Lyof, = 1,,f, ciog

(9.11) 1,,f =1 Tf.

Ora, per la (9.1), E(lA Tf}+E(lA,Tf} = E(Tf)=E(f)=E(1Af) + E{IA,f)
e di qui, in virtua della (9.11)

(9.12) E(1, Tf) = E(1,f).

>iano h, e h, due v.a. limitate di o con ky < h, < k, (i=1,2)

€ S1 supponga che esista in « un insieme A tale che lAhI:IAhZ‘

lﬁ'hl < 1A‘h2 mentre lﬂ,fiEJ#E (i=1,2); allora &

(9.13) 1

Infatti da h1 < h2 scende Th1 < Th2 sicché quest'ultima diseguaglian

za e la (9.12) scritta prima per f=h, e poi per f=h2 danno la

I
(9.13):

E(lA Thl) > E(IAThl) e E(IAThZJ E{lAh2)=E(1Ah1)=E(1ATh1).

Se f e g sono due v.,a. di 2 entrambe limitate dalle costanti

kl e k2 ¢ se l'insieme A di 9 ¢ tale che lﬂlegg allora riesce



(9.14) 1, Tf = 1

Posto, 1infatti, fi:zlﬁf + ?ﬁ' ki (1=1,2) si }wi:fli

La (9.14) & ora un'immediata conseguenza della (9.13).

fag < fvg <f,.

Infine si scelgano arbitrariamente una v.a. limitata  1in#

¢ un insieme A in ¢4 e si applichi la (9.14) a f e a g:=1,f; si

A
ottiene cosi 1ATf = lﬁ(lﬂf). Applicando 1a (9.11) a IAf anziché

a T si ha 1A’T(1Af)

H

0 sicché in definitiva vale 1 Tf=1A T(lAf)=

A
= lﬂ T(lAf) + lA,T(lAf)_= T(lﬂf) vale a dire la (9.10)./

Il teorema (9.7) costituisce gia una caratterizzazione delle

SC; infatti se T e la restrizione di E(./%) a # riesce

E(1,f/%) = 1, E(1/9) (Aeg, fex)

relazione che €& wun caso particolare della (1.3.10). Viceversa

se T soddisfa alla (9.10) si ha, in virtua della (9.1),

£Tf du= E(1, Tf) = E[T(1,f)] = E(1,f) =IA f du

che & proprio la definizione della SC E(./9).

Per dare condizioni sufficienti affinché valgano 1la (9.4) e
la (9.5) si consideri una famiglia di v.a. X#e Ll(gﬂ che soddisfac-

cia alle

(9.15) kf e per ogni keR e per ogni fex ;
(9.16) 1 + £ e per ogni f eX;

(9.17) f~g € #¥ quali che siano f e g in X ;

(9.18) se fn+f ove fn e per ogni nelN e.fELl(ﬁﬂ allora feyF.



Si osservi che la (9.15) e la (9.16) danno a+bfe# per ogni feX
¢ comunque si scelgano a e b in R; inoltre anche fvg & in # (per

la (9.15))

(9.19) LEMMA. Se la famiglia e LY(%) non & vuota e verifica

le (9.15)-(9.18) allora Z*:={Ae% :IAE%’} ¢ una tribu tale che

#= Lz )H)"

DIM. Poiché ## § la (9.15) e la (9.16) implicano che 1 apparten
ga a ¥ sicché Qe *. Se A appartiene a F' ovi appartiene anche
A' perché 1,, = 1-1,. Sia ora {An} una successione di insiemi
di 9"*; allora EA ¢ in# per ogni nelN e pertanto la (9.17) assicura

n

che fn::lA; 1A2,~. N IAH sia in X . Poiché fn“ﬂnE}N An la (9.18)

* . * .
da ﬂneJNAn € & sicché % ¢& una tribu.

Rimane da far vedere che ogni v.,a. di # & < *-misurabile. A
tal fine, si ponga Y:z{f_l([aﬁm[) : a € R,f e}, Dato che f

¢ in X se, e solo se, vi & anche f-(a-1) si pud scrivere

S = {f_l([1.+m [):fe#} ; e poiché f & in # se, e solo se, vi @
anche 0v(1~f) si puo scrivere ancora $={f"1{1}:fep o < f <1},

Sia dunque f una v.a. di % con 0 <t < 15 per ogni n € N & percio

in # la v.a. fn:=1—{1nn{1—f)} . BE' facile vedere che fn+ fe OVe

f, ¢ un indicatore tale che ﬁ;l{l} = fﬂl{l}. Si pud, percio, scrive

re ¥in un'altra maniera, come < = {f'l{l}: fex , f:IA,Ae,#‘}; ma

allora =g*,

Siccome la famiglia di sottoinsiemi di R, {[a,+=[:aeR} genera

la triba di Borel £, tutte le v.a. di # sono misurabili rispetto
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a @*, sicché HXc L (%*). Per dimostrare 1l'inclusione inversa

si osservi che appartiene a # ogni v.a. F*-semplice positiva

pi_qa;l, = Vi_jal,, (a,eR_,Aeg* per i=1,2,...,n; A{NA =0
i i

se i#j). Se f>0 e in Ll@*)é il limite puntuale di una successione

crescente di v.a. @*-semplici, che in virtu della (9.15) e della
(9.18) appartiene a J . Sia infine f una v.a. arbitraria di
Ll(fﬁ*); allora (f+n)+ e ﬁ*-misurabile, positiva e 1integrabile

onde, per quanto appena visto, [f+ﬂ)*Ef . Ma anche {f+n)+—nef

per ogni neN e siccome (f+n)™ - nyf, che & ovviamente una v.a.

di Ll(ﬁ). la (9.18) da fes. Dunque Ll(ﬁ*) cH ./

icco, quindi, la prima caratterizzazione proposta da Pfanzagl

(9.20) TEOREMA. Siano # una famiglia non vuota di v.a. di L(%
che verifichi le proprieta (9.15)-(9.18), fﬂ un sottoinsieme di
H che soddisfaccia alle stesse proprieta e T :# > un operatore

che goda delle proprieta (9.1),(9.2)

(9.21) Ran T c,}fﬂ;

}

(9.22) Tt f se fe K, -

Allora % :={Ae% :lﬂe‘fﬂ} @ una tribd e T & la restrizione a
A dell'operatore di SC E(./%¥).

DIM. La dimostrazione scende immediatamente dall'osservazione
che, per il lemma (9.19), si ha #= L'(#*) e #=L'(¢) e che, di

conseguenza, sono verificate le ipotesi del teorema (9.7).//

La condizione d'invarianza (9.22) é& piuttosto forte. Phanzagl

dette nello stesso lavoro [35] wun'altra caratterizzazione che



la evita ricorrendo invece all'idempotenza che ¢& un'immediata
conseguenza della (9.21) e della (9.22). All'operatore T saranno

anche richieste le seguenti proprieta

(9.23) (omogeneita) T(kf)=kTf per tutte le v.a. fe# e per tutti

i kelR per i quali l'espressione abbia senso.

(9.24) (invarianza per traslazioni) T(1+f)=1+Tf per ogni feHf

per la quale l'espressione abbia senso.

I1 lemma che segue stabilisce 1 legami con il lavoro di Sidak

presentato nella sezione 2.3,

(9.25) LEMMA. Sia Xc LlLﬁﬂ una famiglia di v.a. che contiene
le costanti e che sia stabile rispetto alla formazione del max(v).
Se T :H#»>»H verifica alla (9.1) e alla (9.2) e se preserva le

costanti (Tk=k VkelR) sono equivalenti le affermazioni:

)

(a) T ¢ idempotente (T2 T);

(b) T soddisfa T(Tf~Tg) TfvTg (f,gexX).

DIM. (a) =» (b) L'isotonia (9.2) da T(fvg) > TfvTg, diseguaglian
za che 'scritta per Tf e Tg anziché per f e g da, in virta dell'idem

potenza, T(TfvTg) > TfvTg; (b) segue ora dalla (9.1).

(a) =% (b){T Tfv(-n)} = Tfv(-n) per ogni neN. Il lemma (9.3) da
ora Tzf = Tf., //

(9.26) LEMMA. Se #c L(#) soddisfa alle proprieta (9.15)-
(9.18) e se T :#+>xw¥é idempotente e gode delle proprietd (9.1),(9.2),
(9.23) e (9.24), anche la famiglia Lﬁ%:={fEJW :Tf=f} gode delle

proprieta (9.15) e inoltre ¢ ¢%E=Ran T.
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DIM. La relazione Ran T = #_ ¢ una conseguenza ovvia dell'idempo

tenza.

Le proprieta (9.15),(9.16) e (9.18) diﬂﬁz scendono dalla (9.23),
dalla (9.24) e dal 1lemma (9.3) rispettivamente., Per stabilire
la (9.17) si osservi che 1'isotonia (9.2) di T da per f e g in
ﬂﬁz . T(frag) < TfaTg = fag e che, ricorrendo alla (9.1), da questa

ultima diseguaglianza segue T(fag) = fag./

(9.27) TEOREMA. Nelle stesse ipotesi e con la stessa notazione
del lemma (9.26) vale la (9.10) con ¥ :={Ae% :lﬁe_fﬂ}, sicché

T ¢ la restrizione a # di E(./%).

DIM. H, gode delle proprieta (9.15)-(9.18), per il lemma (9.26)
e della proprieta (9.32) per definizione. Quanto alla (9.21) essa
scende immediatamente dall'idempotenza di T. L'asserto & cosi

conseguenza del teorema (9.20)./

Quest'ultima caratterizzazione miglicra quella di Bahadur presen
tata nella sezione 2. Intanto, mentre nel teorema (9.27), alla
famiglia X si richiede di soddisfare alle condizioni (9.15)-
(9.18), Bahadur specificava che dovesse essere = Lz(ﬂﬂ) con
ﬁﬁ un'opportuna tribd. Ho gia osservato che 1'invarianza della
media (9.1) e una conseguenza degli assiomi di Bahadur. 1'isotonia
(9.2) segue ‘dalla positivita e dalla linearita di T. Anche le
stesse 1ipotesi di Pfanzagl sono implicate da quelle di Bahadur,

sicché il teorema (9.,27) migliora il teorema di Bahadur.

L'ipotesi dell'invarianza della media pud essere usata in congiun
zione con altre, gia incontrate, per dare una diversa caratterizza-

zione delle SC. Vale il seguente teorema, per la dimostrazione
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del quale rimando a [32] 1-2-13.

(9.28) TEOREMA. Per un operatore lineare e continuo

T : Lp(,@ > Lp(g?) con pe[1,+w|: sono equivalenti le affermazioni:
(a) T soddisfa alle due relazioni:

E(Tf) = E(f), T(g Tf) = (Tf)(Tg) (felP(®, gel®(%));

(b) T ¢ la restrizione a Lp(jﬂ di un operatore Eﬁ , con ¥ sottotri

bu di #.
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2.10 GLI OPERATORI MARKOVIANI.

I1 lavoro di Letta ([27]) che qui espongo & leggermente differen
te in ispirito da quelli che ho illustrato sino a questo momento.
In breve, nel lavoro in questione, anziché immaginare che sia
assegnato uno spazio di probabilita, & data una successione di
operatori definiti sopra un assegnato spazio misurabile e soddisfa-
centi ad opportune condizioni; si da allora una condizione necessaria
e sufficiente affinché esista una misura di probabilita sullo
spazio assegnato rispetto al quale gli operatori dati siano (versio

ni di) SC.

(10.1) DEFINIZIONE. Siano [ﬂi.jﬁ) (i=1,2) spazi misurabili
e sia Bfiﬁiji) lo spazio vettoriale delle funzioni f:ﬁi*ﬂR limitate
; 52-misurabili.Un operatore lineare T:B(91,53)+B(92,§5) si dice

narkoviano se verifica le seguenti condizioni

(a) T1=1;
(b) T & positivo (Tf > 0 se f > 0);
(c) T & sequenzialmente continuo (cioe se {fn} c B(R,,#) &

una successione tale che infn ﬁn = ) risulta infn Tfn = 0.

(10.2) TEOREMA. Siano ( 2,#) uno spazio misurabile e ﬁﬁh:HEZJ
una successione crescente di tribd contenute in # con ﬁn={ﬂ,ﬁl
e tale che %= ann' Per ogni neZ_ , sia TH:B(R,?IHIJ > B(Q,:P';)

un operatore markoviano che goda delle seguenti proprieta

(10.3) Tn(fg) =g Tnf se feB(§, n+1) e gEB(R,ﬂgj.

Sono allora equivalenti le affermazioni:
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(a) esiste una misura di probabilita U (necessariamente unica)

#n
su (§8,%) tale che Tn = E 73

(b) per ogni successione limitata {fn} di v.a. positive di
B( 9,.%) che sijia. adattata alla successione di tribu {fh:ne.?!;r}

e che. verifichi.le relazioni

(10.4) f =T f

N n fn+l (nez+), lim_  f_ = 0,

n I

si ha fD x O(fﬂ(m) = 0 per ogni we § ).

DIM. (a) =% (b) Sia {fn}-una successione con le proprieta richie
ste da (b).
Il teorema di convergenza dominata da }jﬂﬂi E(fn) = 0, D'altra
parte poiché, rispetto alla probabilita u , riesce Tnsz(f,/fiFn}

per ogni fEB(Q,§%+1) si ha

v
—F : - n ~L(f : ; -
E(fn)-E(TnthﬂjuE(E 1}HJ)—E(fH+1) per ogni neZ  sicché E[fn)

= E(fg) per ogni neZ+ e¢ dunque E(fg) = (0, onde fD=U p-q.C.. Ma

i}] ¢ costante in quanto misurabile rispetto a {Q,0} e perciod
fm(M} = 0 per-ogni we 9.
W [ - 1 W - ' .+ ‘::'—-—
(b) =% (a) Si definisca l'operatore lineare Un.kinylﬂﬁl,?i) B(Q2, %)
mediante
_ F
u £ =T T ,q1...T_4f se feB(&H) con k > n + 1.

Poiché si possono identificare B(Q.ﬁ%] eim,'%ﬂ ¢ un funzionale
lineare e positivo su UneNB[Q ,gi). Inoltre Q%} passa al limite
lungo 1le successioni monotone (soddisfa, cioe, alla (c) della

definizione (10.1)). Se, infatti.{gn:neﬁ} c UHEN B(Q,ﬁi) & una
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successione decrescente tale che infk gy = 0, si definisca una

nuova successione {fn:n52+} mediante fn:=inf{ Umgk :k>n}. La
successione {f } soddisfa alle condizioni di (b); infatti Tnfn+1=

= U

=1 (infk_?_n+1 Un+1 8k) ~ lnfk_:imvl Tn Uner 8k = Infy nUngs

n

in virtd della (10.1.c) e perché {g } & decrescente e lim f =

= 11111Il 1nszn UH g = 0. Percio f{:i = (0. Sfruttando la linearita
di f‘?fﬂ e la (b) si pud costruire un'unica misura di probabilita
u su (Q.,#), rispetto alla quale riesca E(f)=U_f per ogni feU n(@.%):

basta partire dalle funzioni indicatrici 1A con Aeﬁflfl ponendo uH(A) ::UﬂlA)' Allora
se fEB(R,frﬁl) e geB(ﬂ.ﬁ;]) , onde fgeB(R ,ﬁh) c B(Q,ﬁ}'_l_}l), nello

spazio di probabilita (Q,% yu) risulta, per la (10.3)

(10.5) E(gT f) E[T (fg)] = UT (fg)=T T;...T _,[T (fg)] -=

U (fg) = E(fg).

Nella (10.5) si prenda g = IA con Aaﬁh ottenendo cosi

J Tnf du = [ fdu
A A

onde, per l'arbitrarieta di A, Tnf = E(F/,‘Fn)./f

In questo teorema si pud facilmente ottenere un teorema di

C. Ionescu.-Tulcea ([27]) sulle probabilita di transizione.
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2.11. SINOSSI DEI RISULTATI.

Questa sezlone raccoglie, per comodita del lettore, gli assiomi
usati dai vari autori per caratterizzare un operatore T come una

SC o come la restrizione di una SC.

l, Moy (1954)

M.0) T : LP(® > LP(®  con pe[l,+«[;
(M.1) T & lineare;

(M.2) TL () ¢ L (%3

(M.3) T(f Tg) = (T£)(Tg) (f.ge L7(H);

(M.4) T & una contrazione in L'(#):|Tfl, < Ifl, (fe LP(#).
(M.5) T1 = 1

2. Bahadur (1955)

. 12 2 :
(B.0O) T: L°(%) ~ L°(#);
(B.1) T & lineare:;
(B.2) T ¢ idempotente T2=T:
(B.3) T & autoaggiunto;
(B.4) T & positivo;

(B.5) T1 = 1.

3. Sidak (1957)

4

(5.0) T : L%(®) - L%

F)

(é.l) T ¢ lineare;
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(5.2) T & idempotente;
(§.3) T & autoaggiunto;
(5.4) T1 = 1;

(§.5) T(TfvTg) = TfvTg (f,gel’ (#).

4. Rota (1960)

(Ro.0) T : LP#®» » LP(9, pel,+o[;
(Ro.1) T & lineare;

(Ro.2) ITfL, < Ifl)  (felP($):
(Ro.3) T1 = 13

(Ro.4) T(g Tf) = (Tf)(Tg) (felP(%),gel”(%).

5.Rao (1965)

(Ra.0) T : Lt%§3 -+L¢[§j con ¢ funzione di Young continua e modera

ta;
(Ra.1) T & lineare;
(Ra.2) T & idempotente;

(Ra.3') ITI < 1 e la funzione di Young complementare V¥ & continua;

oppure oo
(Ra.3") T*f = f (fel (¢)).

6. Douglas (1965)

m.0) T : LY®» > Ll(:
(D.1) T & lineare;

(D.2) T ¢ idempotente;
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(D.3) T1 = 1;

(D.4) IT) = 1

7. Olson (1965): ipotesi identiche a quelle di Rota.
8. Ando (1966)

(A.0.) T : LP(® »LP(®» con p e ]1,+<[

(A.1) T ¢ lineare;

(A.2) T?

T;

(A.3) T1 13
(A.4) |IT] = 1;

(A.5) T e positivo,.

9. Pfanzagl (1967)

(P.0) T : > con Hc Ll(ﬁ) ove ¥ gode delle seguenti proprieta:
(a) KeER, fes == kf exX ; (b) fel =9 1l+feH#;
(c) f.g e = frg ed; (d) (£ Yc o, £V, fell(H)=» febks

(P.1) E(Tf) = E(f) (fes¥);
(P.2) T & isotono: f < g, f,g e = Tf < Tg;
(P.3) T(kf) = k Tf (kelR, f e f);

(P.4) T(1+f) =1 + Tf (fe X).



