
3. Spazi metrici qua5i~rielnanniani

Una proposta di definizione

Qui si propone una definizione di spazio metrico quasi-riemanniano (lv!,O',g), uno
spazio che abbia contemporaneamente una struttura metrica data da O' e una "ricman­
niana" data. da 9, e tale che le due strutture verifichino quasi ovunque alcune condizioni
di compatibilità.

1.Preliminari.

(1.1) Sia (M,u) uno spazio metrico, con M connesso, completo e O' una distanza
geodetica (detta anche distanza interna. o intrinseca) cioè tale che per ogni ç,.,., E A1 si
abbia

CT((,17) = inf{ L!ì) ; "(: [O,lJ -+ M, "((O) = (,"((1) = 1) }

dove L è la variazione tota.le della funzione 1 rispetto alla metrica 0'.

(1.2) Indichiamo con Bilil'(R", M) l'insieme delle coppie (V, <p) dove V è un aperto di
R'\~" : V -} U un omeomorfismo bilipschitziano tra V cd un aperto U = y?(V) di (Af,u)

La coppia (V,<p) è detta anche pararnetrizzazione di U.
Posto M= Bilil'(R",M), se M = U{<p(V);(V,<p) E M} allora (M,CT) è una varietà

di Lipschitz n-dimensionale (n-LIP varietà, cfr. §3).
Se F C Me M = U{<p(V);(V,<p) E:F} allora Fè un atlante per (M,CT). Cosi M

risulta l'atlante massimale della n-LIP varietà (M,CT).

(1.3) Se TV = (V, <p) è una parametrizzazione, è possibile definire su V una dista.nza
CTw, indotta da W, mediante

CTw(x,y) = CT(<p(X),<p(y)) Vx,y E V

Congettura 1. Sia F C Mun fissato atlante di (M,CT), sia T la famiglia di tutte
le distanze T su M (LIP) equivalenti a CT e per ogni TV = (V, <p ) sia assegnata. una. forma.
bilineare ,:mmetrica g(W) a coefficienti (g(W)ij) re' -misurahili verificante per quasi ogni
(x, y) E V 2 la seguente condizione

(1.4 )

dove ),0 e ),1 sono due muneri reali positivi e (g(W)'j) sono gli elementi della matrice
inversa di (g(W)ij). Allora. esiste una distanza T tale che

T = rna.x{ T E T: ),0 T < CT $ )" T,
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Congettura 2. Se la congettura 1 è verificata, allora anche T è una distanza geodetica.

(1.5) Supposta vera la congettura l, se W = (V, t.p) è una parametrizzazione, poniamo,
come al soli to

TW(X,y) = T('P(X),'P(y))

e consideliamo la misura di Hausdorff n-dimensionale rispetto a TW l 'Hf: .
w

Allora poniamo i seguenti problemi.

Problema 1. Trovare sotto quali condizioni su F e su 9 vale per ogni W = (V, 'P) E F
la seguente formula

rI d1f;' = rI Vdet(g( W)ii) dxJv w iv

,
E prevedibile che saralUlO necessarie condizioni di compatibilità tra le parametrizza-

7.ioIli e sufficienti condizioni di regolarità per g.

Problelna 2. Trovare sotto quali condizioni su :F e su g per ogni fUllzione LIP f :
M -> R e per ogni pararnetrizzazione W = (V, 'P) E F si abbia per quasi ogni x E V

lirn sup
(-",(x)

I(()-/('P(X)) 2 = t g(W)'i(X)Oi(f0'P)Oj{f0'P)
T((,'P(X))

i,j=I

Osservazione. Con simbolismo equivalente potremmo scrivere anche

1\7/IT('P(X)) = Id(f0'P)(x)lg

dove abbiamo posto, in accordo col concetto di pendenza di una funzione e di modulo del
differenziale,

e

1\7 IIT = lim sup
(_",(x)

o

I(() - 1('P('x))
T((,'P(X))

Id(f ° 'P )(x)lg =

n

L g(w)'i(X)Oi(f0'P)Oj{fo'P)
i,j= l
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(1.6) Nelle ipotesi in cui hanno risposta afTcnnativa i prohlemi 1 e 2 è possibile definire i
corrispondenti spazi di Sobolev. Ciò certamente accade se (1\11, g) è IUla. varietà riema.nniana
di clas:se C k con k > 1 e T è la. distanza intrinseca indotta da g: basta anzi che i coefficienti
di 9 siano continui in ogni carta c che siano compatibili con il cambiamento delle carte.

I problemi l e 2 suggeriscono cii defiùire un'ampia classe di spazi detti spazi metrici
quasi-rieml'lJ1niani che andiamo a. definire.

2.Proposta di definizione di spazio lllcf.rico quasi-ricluanniano.

(2.1) Uno spazio metl'ico quasi-l"iemanniano di dimensione n, (Iv!, (T, 9), è llna n-varietà
LIp (M, (7) tale che esista un atlante F = {(V, <p)} e uni. ,amiglia 9 = (g(W); W = (V, <p) E
F} di forme bilineari simmetriche a coefficienti {g(lV)ij} ?-Cl-misurabili velificanti per ogni
lV le seguenti condi7.ioni

1) per q.o. (x, y) E V'si ha

2) per ogni I E cg(V) si ha

3) per ogni I : M -> R LIP vale per q.o.:r E V

1\7Il.(<p(,,)) = L g(WY1 e,) o(f o <p) o(J o <p)
. . O.Ti OXj
, ,1

•,

(2.2) Se (M, g) è una varietà riemanniana e (T è l'US1W1e dista.nza intrinseca indotta da
g, allora 1), 2), 3) sono verificate dappertutto.

Congettura 3. Sia (M, 9, (T) uno spazio metrico qnasi ricmanlliano di dimensione n.
Se :F = M, allora la. distanza massima T, congetturata in l, si può costruire cOSI

7'(X,y) = p~li;" [inf { (L Id"IP dV)} ;" E Lip(M), ,,(x) = O, u(y) = 1}]-1
dove naturalmente Id"l = Idul, = l\7ul•.

3, ConfTOnto con la bibliografia.
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(3.1) Uno spazio metrico (M,,,) con" distanza geodetica è detto anche spazio di
lunghezza. In tali ipotesi, se M è completo (connesso) c localmente compatto, allora ogni
coppia di punti di M può cssere congiunta con una geodetica mininùzzante ([2), pag.5; [4),
pago 172).

(3.2) Una H-varietà. di Lipschitz è uno spazio metrico (M, a) paracompatto e connesso
tale che ogni punto x E M ha un intorno chiuso U bilipschitz-omeomorfo all' n-disco chiuso
B

n
C R n .

Si può vcdcre ([3), pago 98) che la definizione precedente è equivalente a quel);, data
tra.mite atlanti.

(3.3) Una n-varietà LIP è una coppia costituita da una n-varietà topologica !vI pa·
racompatta e conllCSS<:\. e da una classe di equivalenza di LIP atlanti. Un LIP a.tla.nte su
M è una famiglia di cartc {(Ua , <lia)}aEA dove gli {Ua ) formano un ricoprimento aperto
di M c

porta omeomorficamente U(J su un insieme Va che è aperto in R n o in RH e+

è LIP' per ogni cx., (J E /\..
Ad ogni carta (Ucr, <I> 0') possiamo associare la parametrizzazione (Va l <t'a), dove Va ::;:

<lia(Ua ) e l'a = <li a I

(3.4) Una (struttura) mctrica riemannùma su M ([5), pago 45) è una collezione 9 =
{gO'L dove gC'l è una forma bilineare simmetrica definita positiva su VOi' C Rn l con compo­
nenti misurabili, che soddisfa quasi ovunque le condizioni di compatibilità

.T.* (J O''%',rp9 =g (senza ~ommare)

dove q.~fi è la trasposta dell'applicazione lineare dif.>op definita component.e per compo­
nente. Ricordiamo che <Pn-P) essendo LIP, è differenziabile q.o.

(3.5) Una (struttura) metrica ricmanniana 9 sarà chiamata (struttura) metrica Tic­
manniana LIP su M se ogni gCi definisce su Vo una norma L2 che è equivalent.e a quella
L2 stanc1arc1, cioè esistono due costa.nti kQ eI(o tali che, per ogni forma w differcn7.iabilc e
a supporto compatto in Va si abbia

(3.6)

dove

e
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essendo * e "t~ gli operatori di Hoùgc rispettivamente della metrica. euclidea e di gcx. Na­
tllralrnentc se :1: l, .. ,xn sono coordinate in RH l allora

Si osservi che metrica. riemanniana LIP non vuoI dire che le componenti di 9 siano LIP,
ma da (3.6) segue che è possibile trovare due costanti ha e Ha strettamente positive tali
che per ogni carta (Ua , <p a ) si abbia per quasi ogni z E Va

(37)
o

. . l ( I n) E R nper ogm n-p a v 1 ••• , V .

O,l o

(3.8) Nota.
Se (M,g) è. una LI? varietà riemarUliana con metrica LI? nel senso di [5], in [l]

viene studiata nei dettagli l'espressione che compare nella congettura 3, provando che essa
è una distanza intrinseca, E(x,y), che coincide con quella classica se (M,g) è una varietà
ricmanniana di cla.':>se Ck con k > 1. Cosi (M,E) diviene anche uno spazio metrico, con E
distanza geodetica.

Rimane ancora a.perta la questione di vedere se (l'v[, 9,E) è uno spazio metrico quasi-
• •ncmallluano.
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