
2. Derivate geOllletrico-distribuzionali

Definizione 1. Sia li una misura reale definita sui boreliani limitati di R" tale che
Jl'I(I\) < +00 per ogni compatto K. Sia f : E ---> R k e sia a E R k ; diremo elle a è il
l'.-limite approssimato di f in x, e porremo a = l' - op lim j(y) se:

y_x

e

1im I 1(; ( )) r (If(y) - al/\ l)dll,J(y) = O
p ...... O Il P X Jnp(x)nE

dove J* indica l'integralc superiore.

Osservazione 1. Questa definizione di limite approssimato è leggermente più gene­
rale della definizione di punto di Lebesgue ed è ispirata alla definizione di (l'" V) - ap lim
data da H.Federer (cfr. H.Federer, Geometrie Measure Theory, 2.9.12).

Definizione 2. Siano I" ed f come nella definizione 1, e si" j(x)' = f.I - ap lim f(y);
y·...... x

:.>;"a inoltre, per w E i2(Rn l H"k), cioè W : Rtl -. R k, W lineare:

1fx(IV, y) =

porremo w E ,;Df(x) se

If(Y) - f(x) - w(y - x)1
Iv - xl

o
sCY=F X,

se Y = Xi

Osserviamo che 'IVf(x) è un sottoinsieme convesso c chiuso di L:(RTI, Rk)l che pen­
siamo munito della nonna. hilbertiana

n k

IIwll' = L L(w(ei)' ei)'
i= l j=l

dove (ei) (risp. (ei)) è una base ortonormale in RH (risp. R k
).

Definizione 3. Se liDI(;e) ::f:. 0, indidlcremo con p..\l f(x) l'elemento di nonna minima
in "Df(x), cioè porremo IV = "V f( x) se IV E "Df( x) c Il,,,11 < IIvll pcr ogni 11 E "Df( x).
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Definizione 4.Sia 1-' come nella definizione '1, e sia i una misura vettoriale a n
componenti vCJ'ifìcilnti le stcsse condizioni di p.; diremo che i è la derivata geometrico­
distribuzionale di J-l e porremo 'Y = GDDJ-l se per ogni f E CA (Rn) risulta

per ogni i E {l, .. ,n}.

Osservazioni. 2. I discorsi sopra sviluppati si possono evidentemente localiz7.,are
considerando misure definite in un qualsiasi aperto di R n.

3. La nozione di derivata geometrico-distribuzionale di 1-' dovrebbe unificare i tre
conc.etti di funzioni aventi derivate misurc, di bordo C di curvaturn media.

4. Il concetto di derivata geometrico-distribuzionale si estende senza difficoltà. alle
misure vettoriali e quindi si può passare alle derivate geometrico-distribuzionali di orcline
Ruperiore al primo. Tali derivate saranno indicate con CDD'.

5. Sarebbe interessante confro:.tn.re la definiziotlC di derivata II\! con la definizione
di w\1 (si veda la definizione 5 nella prima conversazione sulle varietà analitiche e probleJTÙ
variazionaIi connessi) nei casi in cui entrambe siano definite.

6. Si potrebbe pensare alle possibili estensioni dci concetto di J-l - ap lim al caso di
spazi metrici qualunque e del concetto di 'LVal caso di spazi di Banach.

7. Con le nota.zioni delle prime due conversazioni sulle varietà analitiche e problemi
vari azionali connessi (si veda in particolare la definizione 5 nella prima), posto per ogni
x E Rn p,(x) = x, (s = l, .. ,n), e posto

vale la formula.:
n

w\!i w\1 j i - "..\lj w\!i i = L bij~ w\l~ ij
.li= l

per studiare iterazioni degii operatori I;V'I\! bisognerebbe scoprire analoghe formule sulla
commutazione dell'ordine di derivazione.

Per l'ulteriore indagine sulle proprietà della derivata geometrico-distribuzionale sa­
rebbe importante confermare o smentire la seguente congettura.

Congettura 1. Se 1-' è una misura verificante le condizioni della definizione 1 ed
esiste CDDIl allora esistono n + 1 funzioni fa l fIl ."1 fn tali che per ogni boreliano limitato
Be Rn risulti:

"
I,(B) = L/, f;(x) dJf(x).

i=O B

Osservazioni. 8. Si po:o;sono dare condizioni sufL..:ienti sulle li in modo che la misura
"

l' definita per ogni boreliano limitato il dalla l'CB) = L/, f; dJf possieda derivata
i=O B
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gcometrico·distribuzionale. Per esempio si potrebbe cominciare a pensare a funzioni li =

lf!iXV" con tpi funzioni e Vi varietà abbastanza regolari.

9. Posto per ogni borcliano limitato B I,(B) = t J fi dH, e supposto che esista
i=O B

GDDp, ci si può domandare se esistano anche le GDDI'i. ove pi(B) = In lo d1f.

Definizione 5. Sia IL come nella definizione l. Pcr ogni x nel supporto di J.L indiche·
remo con Np(x) e con Tp(x) rispettivamente lo spazio normale e lo spazio tangente a p
in x, dcfìni ti come segue:

Nll(X) = {z E R n
: (.'lf(x),z) = Oper ogni f E C' (Rn

));

Tp(x) = il complemento ortogonale di N p(x).

Indidlcrcmo inoltre per ogni x nel supporto di}L e per ogni f: R" -+ R" (on 'PNi,f(x) la
proiezione di f(x) su Np(x) e con 'Pr.f(x) la proiezione di f(x) su Tp(x)

Osservazione 10. Per ogni f E Cl risulta: ,,'l f(>:) = 'PI'. 'l f(x).

Congettura 2. Sia P un poliedro in R n, e sia Il(B) = rt'(B nP) per ogni boreliano
BeR". Allora per ogni i esistono le derivate geometrico-distribuzionali GDDi'L ed
inoltre GDD,,+1 p = o.

Le prossime congetture riguardano alcune proprietù delle funzioni lipschitziane e delle
<Ierivale gcomelrico-distribuziona.l i.

Congettura 3. Sia. IL tale che esista GDD'l, e sia,." : R f1 -+ R lipschitzianaj a.llora
pcr IL - q.o. x E R'l esiste /l'V<p(X) e si ha

Congettura 4. Sia IL tale che esista GDDI1, e sia 'ÌJ : RU -+ R lipschitziana; ~llora

esiste GDD(epl') e si ha:

GDD(<pp) = <pGDDp +C,'lep)I"
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