Una conversazione su: Fondamenti della matematica

e "teoria base”. L’esempio della teoria 7x2

Ennio De Giorgt

Nello studio dei "fondamenti della matematica” forse pud rientrare
anche la proposta di ragionevoli "teorie base”, ove col termine
"teorie  base,”  designerd una  selezione di  concetti  primitivi,
definizioni, assiomi, abbastanza semplici per essere compresa anche da
ascoltatori non specializzati ed abbastanza ampia perche sia possibile
assumerla come base fondamentale su cui edificare le piu’ complesse
tecoric matematiche (e forse anche altre teorie scientifiche ¢
filosofiche).

Tra 1 requisiti desiderabili di wuna “"teoria base”, metterei al
primo .pnstn la semplicitd, l'uso di un linguaggio vicino alle abitudi-
ni della maggior parte dei matematici contemporanei, 1’eventuale
recupero di qualche antica tradizione matematica e filosofica.

Altro requisitoc essenziale di  una buona”teoria base” dovrebbe
essere la facilitd "d’innestare” 1in modo naturale, sul tronco della
tecoria stessa, 1 diversi rami della matematica. Inoltre la teoria base
dovrebbe presentare il piu’ alto grado di "autoreferenza”; mi e’ dif-
ficile trovare una definizinne generale del termine “autorefei. .za”,
ma posso citare D’esempio della teoria 7x2 in cui, le relazioni Rrelb,
Rrelt,...Rrelq, sono, per cosi dire, le pietre di un arco di cui
I’operazione Seprq € la chiave di volta.

T=fine accanto a requisiti informali, Ia "teoria base” dovrebbe
avere due requisiti facilmente formalizzabili da parte dei logici
matematici: dovrebbe essere facilmente descrivibile nel linguaggio del
calcolo dei predicati del primo ordine e dovrebbe possedere molti
modelli finiti non banali.

Concluderé osservando che non vi & ragione vper pensare che la

teoria 7x2 sia ottimale rispetto a tutti questi requisiti; essa € solo



un esempio che spero, potra incoraggiare altri matematici alla ricerca
di altre "teorie Dbase” o alla individuazione, all’interno di teorie
gid note, di qualche nucleo fondamentale finito che possa essere
ragionevolmente assunto come ”“tcoria base”.

Lo spirito conduttore di  questa teoria risiecde nel rinviare 1o
concetto di "coppia”, “"terna”, ecc., per evitare di essere imme-
diatamente immessi i.. una teoria non finita, Pertanto si wuseranno i
concetti di relazioni binarie, ternarie e quaternarie, come verra
specificato, al fine di costruire, fincheé e gpussibile; una teoria base

FINITA con modelli FINITI.

TEORIA 7x2

Diamo le seguenti definizioni:
1) Qqualq <« q ¢’ una qualita’.
Scriveremo q:; per denotare che x gode della qualita’ g
2) Qrelbr < r ¢’ una relazione binaria
3) Qreltp < p e’ una relazione ternaria.
Scrivere pxyz equivale a dire che "x ¢’ nella relazione p con y ¢ z”,
Infine:
4) Qrelqr <« 1 ¢’ una relazione quaternaria.
Ovviamente txyzt significa che x ¢’ nella relazione 7 con yzt.
Definiamo poi le¢ operazioni nel modo seguente:
5) Qops f <« f ¢’ una operazione semplice;
fx=y indichera’ che y ¢’ il risultato dell’operazione semplice f
eseguita su Xx.
6) Qopb ¢ ¢’ una operazione binaria.
Scriveremo ¢xdy=z per indicare che z ¢’ il risultato dell’operazione ¢

eseguita su x ed y.

Osservazione. Richiamandoci alle notazioni usuali adottate per la
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somma ¢d il prodotto, molto spesso useremo la notazione x+y o X'y

in luogo di ¢xy.

Unitamente alle sei definizioni date si introduce !l'cnerazione
7) Invrb, inversione della relazione binaria; posto Invib r = 1'"l
vale la condizione:
IXy o r'lyx
Osservazione.  Una delle possibili varianti di questa teoria € quella
di considerare le operazioni semplici come caso particolare delle
relazioni binarie ¢ le coperazioni binarie come caso particolare delle

relazioni ternarie.

Introduciamo ora un secondo gruppo di oggetti fondamentali. Il
primo ¢’ Rqual, caratterizzato dalla condizione:
1) Rqual qx +« @gx relazione binaria che descrive il comportamento

della qualita.,

2) Rrelb & una relazione ternaria che pud essere applicata a rela-
zioni binarie o ad operazioni semplici nel modo seguente:
(Relb)rxy < 1xy
(Relb)fxy & ([(x=y .

Analogamente poniamo:
3) Rrelt & una relazione quaternaria tale che:
(Rrelt)pxyz e pxyz
(Rrelt)dpxyz <  ¢xy=z

Introduciamo ora l’operazione binaria Seprq (separazione di variabili
nelle relazioni quaternarie) caratterizzatz Jdalle proprietd seguenti:

4) se v € una relazione quaternaria, allora, per ogni oggetto x, &
definita Seprqrx ed € una relazione ternaria, tale che

(Seprqrx)yzt &  TXYyzt,
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Conviene esplicitamente osservare che una relazione quaternaria
pué essere descritta da una operazione binaria ¢ da una relazione

ternaria.

Introduciamo ora ie nozioni di dominio, codominio ed ambiente.
5) Sia Qrelbr (cioé sia r una relazione biraria), Rdom € una
relazioue binaria tale che
Rdomxr ¢ esiste y : rxy,
e traduce il fatto che "x appariicne al dominio di r”.
Analogamente s¢ Qopsf allora :
Rdomxf <« esiste y : fx = y.
6) Se Qrelbr definiamos
Rcodyr «  esiste x : rxy.
S¢ Qopsf allora :

Rcodyf ¢  esiste x : fx = y

L’ambiente di una qualitd, relazione, operazione, € 1'area in cui
vanno presi gli oggetti che hanno quelle qualitA o sono comunque

coinvolti da quella relazione o operazione,

7) Denoteremo con Ramb la relazione binaria cosi definita:
a) Se q € una qualitd ed x un oggetto
Rambxq <« (¢x.
b) Se r € una relazione ed x un oggetto allora:
Ramb zr e Rdomxr Vel Rcodxr.
c) Se f € un’operazione ed x un oggetto allora
Rambxf < Rdomxf Vel Rcodxf.
d) Se p & una relazione ternaria ed x un oggetto allora
Ramb xp « vy, z tali che pxyz Vel pyxz Vel pyzx.
e, f,g) Definizioni anologhe si danno per le operazioni binarie, Ile

relazioni quaternarie ¢ le operazioni ternarie.

Abbiamo cosi selezionato il "tronco” 7x2 sul quale possono essere
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innestati 1 vari "rami” della matematica.

Intanto, mostiiamo come un primo innesto puo essere l’aritmetica.

ARITMETICA
e notazioni di cui ci serviremo sono le seguenti:
QNn <« & la qualita di n di essere un numero naturale.
Add <« addizione di due numeri.
Molt <« moltiplicazione di due numeri.
Nord < ordinamento naturale di numeri naturali.

Precisamente:

Nordxy & x =< vy.

Aggiungendo gli assiomi canonici dell’aritmetica classica, questa

sara pienamente formulata.

SCIiveremo:

QMPx e x € un modello di predicato 1

MPindx = y « y e Dindice di complessita del modello di
predicato x.

Qualita, relazioni, operazioni  introdotte nella  (7x2), sono

particolari modelli di predicati.

Esempi
Qquall = MPind q = 1
MPind 1 = O
MPind O = O,

Se r € una relazione binaria o un’operazione semplice, allora:

MPind r = 2

1

(* . . ) . .
)La notazione i1ntrodotta sard utile nella costruzione della teoria
dei predicati, nel senso che, ad un predicato di ordine uno associerd

un modello di ordine uno.



Se p € una relazione ternaria o un’operazione binaria, allora:

MPind p=3.
Se infine, 7 €& una relazione quaternaria © una operazione ternaria,
aliora

MPindr=4,

Introduciamo [Sep], la separazione di variabili nei modelli di
predicati (che comprende <come caso particolare la Sepqr). Sep
€ un’operazione binaria che agisce nel modo seguente :

S¢ x ¢’ un modello di predicatc ed il suo indice € n+1, aliora per
ogni y .esistc un modello di predicato Sep x y il cui indice ¢ n . In
formule s¢ MP ind x = n+1, allora qualunque sia y esiste MP ind (Mp
S€p Xy) = n.

Il raccordo fra questo concetto ed il secondo gruppo di mnozioni della
teorita base € il seguente.

Se per semplicita’, poniamo

X -y = MP Sep xy
allora valgono 1 seguenti assiomi<:

gx <« q *x =1

IXxy & (r-x) -y =1

fx =y « (f-x)y=1

pxyz < (((p " x) *y) rz) =1

¢xy =z & (¢ " x)y) rz=1

Xyzt © (((t * x) *y) +z) -t = 1.

Si & cosi effettuato 1'innesto dell’aritmetica e si € ottenuto,
mediante MPsep, I'unificazione dei concetti, inizialmente separati, di
qualita’, relazioni, operazioni,

Viene naturale chiedersi se tutti i modelli di predicato debbano
necessariamente essere numeri, qualita’, relazioni, operazioni.

Conviene ammettere che vi siano dei modelli di predicato che nen
sono ne’ numeri ne’ qualitA ecc., ma altri c¢ati per esempio insiemi,

funzioni, mappe o altro.
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Tutto sommato per un innesto facile dei vari rami della matema-
tica, conviene riservare le parole: qualita’, relazioni, operazioni a
quei modelli di predicato che meglio rispondono alle nezioni intuitive

di qualita, relazioni, operazioni.

Ritengo che altri innesti possibili possano essere:
1) I’innesto del calcolo dei predicati del primo ordine nella teoria
base; questa operazione verosimilmente rivelerd  delle  difficolta
soprattutto nella parte semantica (interpretazione delle formule).
2) Attraverso una attenta rilettura dell’'uso che si fa in fisica dei
concetto di "variabile” si dovrebbe chiarire coine tale uso del termine
variabile & collegato con I'uso che del termine si fa in logica.
3) La teoria degli insiemi e la relativizzazione di essa (analisi
standard ¢ non standard) possono rappresentare un altro innesto.
4) Per 1 probabilisti € possibile introdurre la nozione di variabile
aleatoria collegandola con la nozione di variabile del punto.
Infine si puo’ passare all’innesto di altre teorie fondamentali per
esempio logiche modali, A-calcolo, categorie, ecc.

E’ assai probabile che tentando questi 1anesti si possano vedere
meglio 1 pregi e 1 difetti della teoria 7x2 e di altre "tcurie base”

finite.
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