La Logica Matematica nell'Insecynamento
- Alcune riftessioint

Cario Marchini

1. Introduzione. - Ura che la Logica é entrata nella pro-
grammazione scolastica, a particz dalle elementari, nasce Il problema
di trovare una collocazione degli argomenti tnnovativt Le proposte a-
vanzate nella letteratura gia disponibile, sono spesso o troppn sempli-
ci(stiche), o troppo formali. Fa eccezione {Sm! in cui viene offerta
un'immagine defla Logica assai prossima al givco. Uno dei problem: ¢
suscitare l'interesse degli alunnyg; un altro € mostrare come usando la
Logica in contesti anche consuets, st porta chiarezza, quindi st tratty di
uno strumento "utife” II campo delle applicazioni della Togica nella
didattica e estremamente vasto, quir m1 limito a semplici considerazio-
ni. senza la pretesa di completezza, iniziando dalle proposizion:

Nelle pubblicazion: che divulgano gli aspetti logici parlare di
calcolo delle proposizioni, € quast equivalente a parlare di tavale di
verita. Queste tabelle vengono presentate spesso, senza giustifi-azio-
ne. talvolta anche con errori. divenendo costun argo.nento propinato
senza adeguate ciilarificaziont, un tecnicismo da imparare a memoria
che non contribuisce alla formazione del pensicero critico. In quanto
segue voglio proporre un esempio. Secondo me ¢ questa la strada. su-
scitare l'interesse, anche con strumenti che spesso sento hollare con
tono dispregtativo (chissa pot perché) da Settimana Enigmistica ed at-

traverso esempi di questo tipo far giungere alle tavole di verita, viste
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come una “summa’ abbreviata e come utile sostegno per il ragiona-

mento.

1. Un problema. - L'esempio che propongo, per me assat st-
gnifiﬂa[i“."ﬂi simuia, in modo semplificato, il procedere del ricercatere
di fronte a fenoment complesst. Nello studio di un fenomeno avviene
di formulare delle ipotesi che devono poi essere controllate nella loro
veridicita o meno Questo tipo di sitvazione si puo presentare anche

nella scuola, 1n modo proficuo,
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Nel disegno, con tens diversi di grigio st sono voluts indicare colori del
verso distinti. ad esempio blu € rosso St puo pensare. per rendere la
cosa piu attinente a situaziont reals, che, invece di carte, ci siano 1 datj
di certe esperienze in condizions sperimentali diverse. Assumo un'ipo-
tesi (di lavore). se la carta ha 1l verso rosso, allora (la carta) é pars Si
tratta, ora, di provare o confutare l'ipotes:. mediante un'espertenza di
controlio. Il problema ¢ quello di progetiare, nel modo piu economico
possibile, un siffatto esperimento, cice si deve determinare il minimo

numero di carte da vollare, e quali, per otlenere la verifica dell'ipotesi

I L esempio che segue e modilicazione di uno presentato da |JW].



detta. In questo coinpito sono datuto le tavoie di verita?, Per semplicita
scrivo Lipotest nella forma r=p, dove x sta per "/ carta La il verso
rosso” . mentre p sta per la proposizione " /2 carta e pars” Calcolo, 1n
ciascun caso, il valore di verita della proposizione composta r==p. Se la
carta é biu, caso B, otiengo, daile tavole di veritd, che fa proposizione
composta € vera, in quanto e falsa la protasi r, dunque non interessa
sapere 1l valore della carta col verso blu. Nel ¢aso della carta cal verso
rosso, R, 'antecedente e vera, affinché sia vera la proposizione com-
posta r=2p € necessario che sia vera anche I'apodost p. Pertanto biso-
gna voltare la carta R, per appurare se l'ipotest € vera. Nel caso della
carta 4, la proposizione conseguente p e vera e da cio e vera pure Ja
proposizione composta r=p , anche se la proposizione r fosse falsa.
Percio non serve conoscere il verso della carta 4, al fine di verificare
U'ipotesi. Infine con la carta 7 la proposizione conseguente p ¢ {alsa.
La proposizione composta risulta vera se e solo se la protasi r ¢ falsa.
Cosi per concludere la verifica dell'ipotesi, bisogna voltare anche la
carta 7. L'esperimento di controllo consiste nel voltare due carte. R e
7.

L interessante osservare che un rilevamento statistico su que-
sto problema ha ricevuto meno del 10% di risposte esatte. Le strategie
(scorrette) piu spesso seguile indicano la carta R oppure le carte R ¢ 4

come quelle da voltare per verificare l'ipotest. Lindagine rivela come

= Per comodita del lettore riporto qui le tavole di verita per i principals

connettivi. In essa le lettere p e q stanno ad indicare proposizioni generiche:

Pl 4a Pnq | PvG |P*q [ P=q
Pl -plil |1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0
01 111(0 11 0 1 1 0

0 0 0 { 1 1

| valori di verita si possono trovare denotati in modi diversi: ad esempio v e f,
per. rispettivamente, quello che qui si ¢ indicato con 1 e 0. In cert{ testi. ad

esempio in IMej, i valori vengono scambiati.
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il caso dell'implicazione sia difficile da comprendere o, se s pre-
ferisve, che gli strumenti di logica naturale, mediamente disponibili,
sono 1nsufficienti. L'analist che precede metle altresi tn luce la "po-
tenza” e la "facilitd” d'uso delle tavole di verita come strumento per la
conoscenza, soprattutto se confrontato con le diffscoltd degli stru-
menti razionali cosiddetti naturalid. Per provare l'esistenza di una re-
lazione tra due proposizion! del tipo di quella tllustrata sopra, la via se-
guita dal maggilor nuicero degli intervistaty € quella di prendere 1n
considerazione sofo i casi in cut entrambe le proposizioni componenti
sono vere, cice come se si trattasse di una congiunzioned. In altri casi
gli alunni sono portaty a contondere 'implicazione presentata nella
forma se .. affora. con una relazione piu afline alla deduzione, e-
spressa da ~ssccome... allora.. Questo perché lo stafus dell implicazio-
ne e diverso da quello della congiunzione e della disgtunzione. Con 1
connetuiviaev la proposizione risultante tiene contn, 1n certo senso,
delle proposizioni component, dato che alla congiunzione & associata
I'operazione di minimo nell'insieme numerico (0,1}, con I'nrdine natu-

rale, mentre a v € associata loperazione di massimo. Per di piu con-

3 Esempi e problemi sul calcolo proposizionale si possono trovare anche in [V

1 |J] sostiene che spesso nell'affrontare l'analisi di un'implicazione, si
preferiscono modelli mentali, piutiosto che regole di inferenza. Cice alla letiura
deile premesse 1l soggetto si costruisce una rappresentazione specilica in cui e
vera la protasi. La costruzione tiene d occhio solo le richieste delle premesse. Se
questo tipo d'analisi [osse portata a termine in modo completo. fornendo cioe
diverse situazioni in cui é vero lantecedente, da questa Si potrebhe
corretiamente concludere se | implicazione risulta vera oppure no. Ma solita-
mente 1} modo di procedere conduce ad errori in quanto vengono prese in con-
siderazione non tutte le situazioni possihili, ma solo quelle che sono costruibili

piu facilmente.
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giunzione e disgiunzione sono “commutative  ed "associative™?, e
questo, anche se spesso le proprietd considerate non vengono
neppure segnalate, fa st che la congiunzione e la disgiunzione hanno
un trattamento "naturale” Invece per l'implicazione non valgono le
proprieta "commutaiiva” ed "associativa” che sussistono per 1 primi
due connettivi. Infine 1 connettivia e v hanno una stretta corrispon-
denza con operazioni ins.cmistiche {acilmente visuaiizzabili, cio che
non avviene per =. Con !'implicazione la domanda ¢, in modo scor-
retto, ma spero efficaced, se sussista una relazicne di causalita tra ['an-
tecedente ed 1l conseguente, non gia se siance vere la protasi e/o0 l'apo-
dosi. Un altro tipo di diflicolta 1nsito nell impiicazione ¢ che la tavola
di verita e "poco” naturale, come st gia avuto modo di osservare. Tutta-
via, anche se a scapilo dell implicazione ¢'é¢ una minor naturalezza ed
intuitivita, L'uso corretto del simbolo = evita le confusioni tra le
condizions necessarte e le condizions sulficrentr che abbondano suj
libri di testo.

Maggior chiarezza si1 ottiene leggendo la tavoela al negativo
ammesso che la verita dell'implicazione traduca il fatto che tra la
protasi e l'apodost ¢ 1slaurata una relazione di causalita. essa sara vera
se la sua negazione e [alsa; falsa se la negazione sara vera. Dunque il
problema € riconducibile alla negazione deil'implicazione. E quest'ul-
lima come si esprime” Cosa significa negare in modo {attuale che esi-

sta una relazione di causalita tra due fenomeni? Mi sembra chiaro: sf

> A ben guardare tals proprieta non valgono neppure per [a congiunzione. nel

senso che le proposizionti p ~ q € g» p sono distinte., ma sono equivalenti in
quanto hanno gli stessi valori di verita. Cido non avviene per 'implicazione. Anzi
uno degli erreri che capita di rilevare piu {requentemente, ¢ 1'utilizzazione
dell inesistente proprieta commutativa delf implicazione, cioe le proposizioni p

=q € q=p, Vengono ritenute equivalentt mentre sono tra loro equivalentip =

q € ~q = -p.

6 ma reminiscente ¢1 Crisippo. Si veda a! successivo §3.



manifesta la presunta causa e non 1l presunto elfetto. Ad esempio ne-
gare "se s/ ipaugura la Frera df Milano, allora lo stesso grorno piove 4
Milano” (frase che 1 milanesi assicurano vera'), significa che c'e stato
(almeno) un giorno in cui & avvenuta ['inaugurazione della Fiera e a
Milano non & provuto.

Dunque ner concludere che e vera r=p, basta provare che e
falsa ra~p € per provare che e falsa r=p, basta provare che ¢ vera
ra-p /. Costruendo la tavola di xa~p, si trova esaltamente la tavola
‘contraria”, meglio Juale di r=sp, cioé quella in cui 1 valors 0e 1 s
presentano scambiati, rispetto alla tavola di r=p. Ma la tavola di ra-p
e molito piu accettabile intuitivamente, per questo la consiglio 1n via
preliminare, al momentn di introdurre 'implicazione Ce itottavia un
delicato problema di natura didattica: una relazjone (ra 1 daty deli'espe-
rienza puo essere scoperta 1a due modi: per via pestsva verificando
che nei casi 1n cul st atlende valga la refazione, essa sussiste, oppure
pervia negalrva verificando che nei casi in cuil non c1 st aspetta val-
ga la relazione, essa non sussiste. Ebbene (R] mostra che le due strate-
gie hanno livellr di accettazione ben divers:, secondo deli'eta,
comunque (I metodo che da migliort risultatt didattics e quello positivo

Credo queste le difficolta maggiori che st incontrano nella pre-
sentazione delle tavole di verita® Da parte degli alunni. una volta ac-
cettate, non dovrebbero sorgere problemi nel valutare 1 valori di vert-
ta di upa proposizione composta in quanto si tratta di un procedimen-

to puramente meccanico (e che volendo st puo {ar eseguire completa-

7 Si intende meglio che la negazione dell impiicazione x =p ¢ equivalenie a
r.~p. S¢ St pensa che I'implicazione x =p € equivalente a -~x v p, come
mostrano esempt quali “se bevi il vino (1 vhriachi ;. non here il vino, o It
vbrrachs”. Di qui con Je feggi dy De Morgan si ottiene quanto detio sopra.

8 Ma ¢ importante che le tavole di verita siano il risuitato di un lungo percorso
didattico che ne faccia capire 'importanza e la "comoditad”. come una prima

schematizzazione del discorso.
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mente ad un elaboratore eletironico). St tenga presente perd che nel
caso si debba analizzare una proposizione composta mediante [ con-
nettivit proposizicnali. a partire da n proposizion: semplict e non ul-
teriormente scomponibili (le cosiddette proposizioni atomiche di cui
sono esempi " Paolo canta”, " [oggello € rosso”, " Larlo Bonaparte & pa-
dre di Napoleone I" | ecc.), il numero dei casi da constderare ¢ 2" An-
che questo risultato é assai interessante e andrebbe fatio scoprire da-
glialunni, per andare incontro alla richiesta di illustrare «le piu ele-
mentari questioni di {ipoc combinatorio», come previsto uul programmi
delle scucle primarie.

2. Linguaggio e Logica. - [ risultati sorprendenti di E1),
potrebbero essere giustificati ritenendo infelice la presentazione del
quesito. Infattt nelle prove da me compiute con amicit e conoscent,
anche ricercator: universitari, che hanno confermato 1 risultats del-
I'indagine statistica, dopo una prima fase df tentativy, portals avants in
modo (nsicuro, s1 e passato alla richiesta di ripreporre il problema con
eventuali spiegazioni. Molto spesso, tn Questa seconda fase, il tentativo
del solutore riproponeva ['ipotesi di lavoro nella forma: se e parr. allo-
rd e rossa, oppure se é blu, allora é dispars Forse il quesito € mal for-
mulato, ma mi pare che la sitvazione sia diversa. Nel linguaggio di uso
quotidiano, e che ha in se una strutltura logica suffictente per le
esigenze delle vita pratica, non riscontriamo quella precisione ¢
chiarezza, che sono invece merili del inguaggio scientifico. Questi
[imit1, che possono essere pregi da un punto di vista estetico, ¢i 1m-
pastotano al momento di utilizzare 1l linguaggio come uno strumento
razionale preciso, atto alla comunicazione con se stessi e con gli altri
Ne sono una conseguenza le ambiguitd della leggi italiane.

La Logica sicolloca allora, piu propriamente, in quella parte di
linguaggio che sioccupa di Scienza, dando a questa parola un'accezio-

ne assat ampia. | rapporti tra linguaggto e Logica sono assai simili a
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quelli intercorrenti tra spazio [isico e Geometria. Su questa analogia
mi voglio soffermare per mostrare come e perché di Logica c1 si occu-
pi in Matematica, anzi che in Linguistica. Nello spazio tisico vi sono
oggetti, linee, superfici, che non sono punty, rette € piant, 1n quanto
si tratta di oggetli limitati e con un lora ben preciso valume. Cost un
granello di sabbia puo aver dato origine al concetlo di punto, perd che
non sia un punto geometrico lo provano le spraggte. Un bastoncinoe o
un filo d'erba, pur essendo limitati (ma Euclide parla di rette che s
prolungano nei due sensi) non sono rette o segmenti geometrict, dato
che ammucchiandolt con altri dello stesso tipo si possono formare
fascine 0 covonit. Cosiun fogho di carta suggerisce | idea di prano, tut-
tavia con fogli si cestruiscono libri e quaderni che hanno un volume.
Tutto c10 non avviene in quelia teoria che chiamiamo Geemelria, ma
sarebbe piu corretto indicare con 'appellativo di euclidea, datg che da
piu di duemila anni nelle scuole viene inscgnata prendendo spunto
dal testo di Euclide. Ebbene la Geometria (euclidea) non e il vero studio
dello spazio fisica, ma solo di certy aspetti della realta il compito di
spiegare i fenomeni "reali” e lasciato appunto alla Fisica?.

Cosi e pure per la Logica. Nel linguaggio. oggetto di studio della
Linguistica, vi seno strutture assai complesse. frutto di stratificazioni
storiche. Lo scrittore J L. Borges definisce-yl linguaggio come una
serie di metafore congelate. Lo studio di questa realta, costruita dal-
I'uomo (n vart secolt, € ptu complesso che lo studio della Natura. con le

sue leggt costanty: Aatura non facit saftus, ma la lingua s1. essendo 1n

9 Non voglio addentrarmi nella polemica. di interesse piu filosofico che
matematico. se la Geometria sia lo studio del mondo delle idee (Platone). o una
schematizzazione della esperienza (empirismo), o ancora un dato a priori (Kant).
Anche 1a Fisica non € in grado di studiare a fondo la realtd. ma si serve di
comode approssimazioni: basti pensare agli studi di Galileo sulla caduta dei
gravi. in cut st prescindeva dall attrito, dalla presenza dell’'aria e, in generale,

da {enomeni perturbativi.

33



continuo mutamento. Ma, come la Fisica e la Geometria studiano oppor-
tune semplificazioni di certe classt di fenomeni naturali, cosi la Lo-
gica tratta solo di una esigua parte del linguagglo e lo fa con stru-
menti matematici

Viene allora il snspetto che data la ristrettezza del campo di ap-
plicazione, la Logica sia uno strumento di scarsa utilita. Tale pregiudi-
zi0, abbinato a guello che la nostra materia st occupt di cose ovvie. e
stato causa del disinteresse finora mostrato dalla scuola pre-universi-
taria. L'opera dei grandi logici del secolo scorsn, quali Frege, Cantor,
Bolzano, e di questo secolo, Russell, Godel, Tarsky, Turing, Church, Ro-
binson, ecc. prima, e I'Informatica poi, hanno provvedutlo, in maniera
clamorosa, a modificare questo modo di pensare. Gl studi teortct di Lo-
gica hanno contribuito a darci una 1dea piv chiara delle possibilitd e
capacita umane, provando per mezzo di rigorose dimostrazioni le so-
stanziali limitazioni concettualt intrinseche al pensiero. L'idea della
conoscenza, intesa non solo in modo sperimentale, € passata cosi dal-
'immagine di una sfera sempre dilatantesi (di sapore positivista), pro-
posta da J.L. Borges, a quelladiF. Ponge di una perla molle, anzi forse
piu corretiamente di un'ameba che ha incontrato, in certe direzions.
ostacoli (ciné teoremi limitativi) che riconosce insormontabili

| successi delle applicazioni pratiche con l'uso dell'elaboratore
sono solto gli occhi di tutte. dall'archivio der beni culturalt, allo
spogho sistematico di testy letterar: alla diagnostica medica con stru-
ments quali la tomografia assiale computerizzata (TAC). L'elaboratore
st avvale di strumenti matematici e logici che traggono 1a loro origine
dall'opera di G. Boule, 1l quale scrisse nella seconda metd del secolo
scorso un trattato sulle leggi del pensiero, iBJ!0 da cui poi sono nate le
strutture matematiche note col nome di algebre di Boole

In base a tutto c16, oggi non & piu possibile, a scuola, passare

sotto silenzio la Logica e 'Informatica. Tuttavia bisogna non lasciars:

10 per approfondire I'argomento si consiglia {H.
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prendere da entusiasmi esagerati: ¢ necessaria un'attenta riflessione
sui compiti della scuola dell'obbligo, tra 1 quali & quello di fornire co-
noscenza e formazione, non capacita tecniche specifiche. Lo studio
dell'Informatica dovrebbe iniziare da quella fase cosiddetta povera,
quella della carta e matita, solo 1n seguito arricchita datl'uso di stru-
menti di calcolo piu iafiinati. D'altra parte la Logica, per sua natura,
affina il pensiero critico e serve a prendere le distanze da quelle che
sono le mode del momento, ricche, se si vuole, di elementi di richiama,
contribuendo egregiamente ad una salda cultura di base.

Uno degli ostacolt maggiort alla diffusione della nostra materia
nell'insegnamento e costituita proprio dal rapporto difficile e com-
plesso che sussiste col linguaggio. Accostandosi per la prima volta a
considerazioni logiche si prova un certo smarrimento: pare di entrare
in un mondo di frasi prive di senso: qualt, ad esempio Luwigs va a pesca
e luneds splende il svle ; Luigr € un non bambina ; se U = 1, Giancario
Pajetia é if Papa, se ¢ ¢ il svle esce if coniglio con le macchie nere 'V
Cisiaccorge, poi, di quanto diverso sia il significato dei simboli logici,
da quelli linguistici, anche omonimi (s1 veda ad esempio 1l ruolo
diverso della congiunzione logica a e dello stesso connettivo usato in
lingua in modi diversi: come conseguenza, come disgiunzicne, con a-
spetti intensionali, ecc.). Ma la cosa non deve stupire la perdita in e-
spressivita a favore di un aumento di chiarezza, e un effetto del proce-
dimento di schematizzazione, di cui st diceva prima, risultato di una
matematizzazione. Il linguaggio di cui si occupa la Logica, almeno ne-
gli aspetti piu semplici, ¢ un frammento ridotto e deformato della lin-
gua usata in Matematica.

Lo studio della Logica ha por un'importante conseguenza su!-

l'apprendimento della Matematica, oltre che per motivi di carattere

L'l Sarebbe senza dubbio pi0 interessante, per gli studenti, cercare di capire la
differenza tra [rasi quali: se stvds sarar promosso . se nen Stvdr non sarar

Lrowiosso .
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generale, perché, come dice [BC), <& uns novita da non sottovelutare i1 fatto
che, invece di dare definizioni e fare dimostrazioni, esse diventing, in quanto
tell, oggetto di riflessione.» E dunque i1n gioco un ruovo modo di inten-

[l

derc la Matematica che, da Si..nza delle quantita, ¢ divenuta oggl

anche la Scienza degli aspetts qualitativy.

3. Logica naturale ¢ Logica formale - Mt sono sempre
posto 1l problema di saper discernere procedimenti razionali validi
per la Logica naturale e non applicabili a quella formale. Finora pero
mi sono sempre convinto che tale disiinzione poteva trarre in ingan-
no. Cio che non sembra rientrare nell'ambito di un certo tipo ur Logi-
ca for.iale, lo si pud factlimente ritrovare in aftri ambits. Questo per-
che glistudi formali hanno 1l pregio di ¢+'umita o chiaramente il loro
campo di applicabilita. Cost ¢i s1 puo rendere conto che certe carenze
espressive e deduttive del calcolo proposizionale veageno superate dal
calcolo der predicat: del primo ordine, da calceli di ordine superiore,
ecc. Altri tipt di limitazion: vengono analizzati 1n calcoli modali e/
neon classict. 2 piu valory di verita. devianti, non monotoni. ecc Evy-
dentemente tutli questi studi traggono spunto da sitvazioni riscontra-
bilt nel linguaggio, e forse allora con Logica naturale st intende pro-
prio l'untone df tutty quests modi di sviluppare un pensiero razionale
Questa visione globalizzante puo essere inadatta come oggetto i in-
segnamento ed offrire difficolta all'apprendimento: cercare di torna-
re ad una situazisne globale di questo tipo, € un modo di procedere
contrario al progresso scientilico. Servendomi diun'analogia, sarebbe
come mescolare (n un unico pentolone tutte le piu avanzate specializ-
zaziont mediche, farmacologiche, assieme alle conoscenze mediche
antiche, alle pratiche magiche, ecc. e poi pretendere di sommini..;are
agli allievi questa "macedonia a piccole dosi, presumendo cost di dare

un contributo alla cultura medica di base Non si pud richiedere al}'in-



segnamento della Logica di contrapporst tn modo cosi palese alla sua
natura ed a1 suo1 scopi.

Per questo ed altrg motivil? incentrare troppo l'attenzione
sulla pretesa differenza tra aspett: naturas: e formali, anche se pud
essere interessante, rischia di non contribuire alle finalita didat*tche
che qui interessano. Ci deve essere tultavia nel docente la
consapevolezza che solo tralasciando la globalitd, s1 puo guadagnare
in chiarezza, e di qui trarre ispirazione per unazione culturale
mirata. E forse qualche accenno storico pud ajutare in questa opera di
convincimento.

La Logica, cost come appare oggl. ha avuto un lungo cammino
soprattutto nella Matematica. Si tratiava di dare una veste rigorosa alle
argomentaziont ed alle dimostrazions. Cosi in questo campo della co-
noscenza si e accelta una procedura grammaticale e sintattica che ha
acquistato, col tempo, generalita e proprio questa generalita ne ha ga-
rantito la diffusione, la "bonta"” ed il "successo” Ma 1 primis nassi sono
stati mossi all'interno della lingua naturale, che poco a poco ¢ stata ia-
sciata da parte, nel senso che il frammento che interessa le deduzioni,
pur essendo formato da parole, per lo piu. della lis. cua naturale, € as-
sa1 ridotto rispetto al linguaggio nella sua interezza. Grazie a questa e-
laborazione si € giunti ad una sintassi "speciale’ che ¢ garanzia essa
stessa della corretiezza deila prova. Questa sintasst ha in se regole di
generazione, ha finaiita proprie ed il potere di inferenza e di de-
cistone che ha acquistato 1n questo modo viene trastormato in pro-
prietd del senso comune. Semplict risulfat: matematici senoe entrati

nella vita di tutti 1 giorni. 2 + 2 = 4, 1l quadrato costruito sull'ipotenusa

3 A ) . . .
1< Ce ad esempio chi, come [I], sostiene che la Logica naturale non ha alcuna

esistenza empirica immediata, non essendovi protocolli d osservazione in grado
di rilevarla. E" yvesta anche fa posiziene di Kant. Per costoro, seppure con sfu-
mature diverse, la Logica naturale é argomento di ricerche antropologiche. non

matematiche.

37



di un triangolo rettangolo & equivalente alla somma det quadratt co-
struiti sui cateti, anche per i "profani” ed anche senza dimostrazione,
assumendo un’ “evidenza’ che e frutto di cultura acquisita.

Quando alla fine del secolo scorse, la ristrutturazione della Ma-
tematica ha rigettato l'infinito e I'infinitesimo (n atto ed tmposto 'in-
duzione come prova fondamentale, le espressiont analitiche della ri-
cursione hanno richiesto 'estensionalita, ¢ stato quindi necessario un
simbolismo speciale che superasse le limitazioni della sillogistica E
nata cosi la scriftura con 1 quantificatori, mediante la quale i procedi-
menti dimostrativi hanno trovato una espressione adeguata sia per la
loro formazione. che per la loro giustificazione. Questi modi st sono pe-
ro dimostrati di scarsa compatibilita con 1 vincoli grammaticalt dt una
lingua naturale e questo spiega lo sconcerto provato di fronte a dimo-
strazioni per assurdo, in cui si assume come dato proprio cio che si
intende negare. Allo stesso tempo apparve, ancora prima che se ne po-
tessero cogliere 1 motivi, quanto gli aspetti estensionali ripugnassero
ad una lingua naturale. come dimostrano frast senza senso, corrette
dal punto di vista logico. Di fronte a queste difficolta ,...eva venire
spontaneo rifiutare le particolarita linguistiche del ltnguaggio forma-
le, ma questo rifiuto non poteva essere f{atlo proprio a cuor leggero,
dato che le inferenze realizzate con questi nuovi linguaggt opponeva-
no la loro singolarila tecnica, fonte di chiarezza, at penos: ed oscuri

giri di frase del linguaggio in uso!3. D'altro canto ci ¢ é trovati nella

I3 Per offrine un esemp10, s1 consider il seguente hrano tratto da un documento
di larga diffusione in [talia. “Istruzioni per la compilazione del Mod. 740-S
(1988)7: :Se lirnposta corrispondente al reddito di lavero dipendents & invese
inferiore  aiiimporto  deile predetle delraziom dimposta, queste competono
limitatamernte allimporto deiiimposta corrispondente ai reddito di lavoro dipendente.
Esempio ie due spettanti detraziont di imposta trovano capienza nella loro rmisura
intera di L £48mila solo se it reddilo, per lintero anng, & stato per 1o meno par 2 !

5.996.000 cui corrisponde urimnposta (arrotondata) di L. 648mila. »



condizione di ammettere che gli assiomi ora proposti, came principi
primi della Logica, hanno perduto in evidenza (carattere sostanziale
nella presentazione arisiotelico-euclidea) E l'evidenza, allontanandosi
dagli aspettt formali, ha portato via con sé quelle certezze imprecise
che costituiscono il senso comune.

Cerco di affrontare if problema dal punto di vista del linguag-
g10 comune. St pud ritenere che una 'scienza Iniziasse gia dat tempi
preistorict Quando comparve la scrittura, 1l fatto che lo stesso alfabeto
sia costruito con un numero ridotlo di segni, sta a testimoniare che la
coscienza grammaticale era gia sufficientemente evoluta tanto da pa-
droneggiare lo svolgers: del discorso. Era questo un alteggiamento
‘naturale”, oppure gia "culturale”? o propendo per la seconda ipotesi.

Di grande importanza fu poi l'opera dei filosofi greci. Per ca-
pirne la portata basta ricordare con L. Wittgenstein che «l problemi fi-
losofici che interessavano qis i1 Greci, ci interessano sncora. Le nostra lingua é
restata identica & se stessa e ¢i indirizza sempre verso le stesse questioniy.
Forse il piu grande merito di quegli studicsi e stato quello di offrire,
con un procedimento di categorizzazione sistematica e finita, la possi-
hilita di associare 1 dati sensibili all'elaborazione, attraverso il di-
scorso, di una situazione Cosi grazie a loro abbiamo un ambito e,
contemporaneamente, uno strumento pronto ad essere oggetto di de-
cisione e di inferenza. In questo senso si puo vedere una Logica
naturale, che naturale por non e come il modelln offerto, sostanzial-
mente dagli stoict, per l'appropriazione del'e articolazioni sintattiche
fissate nella lingua naturale, in grado di esprimere | criteri di in-
ferenza di cui si avvale la Scienza ed aderente ai paradigmi di essa. A
questo modello st riferiva tempi addietro la didattica quando stabiliva
che strument: per 1l suo apprendimento erano le discipline piu sva-
riate.

[l procedimento di categorizzazione si deve tuttora lenere in
grande considerazione il suo successo e stato determiﬂaln dall'aver sa-

puto grammaticalizzare | esperienza, cioe affidare ad una sintassi della
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lingua naturale la gestione delle dimostrazioni ritenute determinanty
e capaci di tradurre economia del corso [isico degli avvenimenty, a
beneficio delle decisioni umane, sia che si tratti di rappresentaziont
della Natura. quanto che sia 1n gioco l'adattamento aila Natura stessa
Questo ¢ principalmente merito del {ilvsofo Crisippo, contemporaneo
di Fuclide che fu in grado di risolvere un problema posto da Platone ed
affrontato parzialmente da Aristotele: fissare in mado discorsivo |'idea
fisica della causalita't e, simultaneamente, regolare le concalsnazioni
discersive sulla base del paradigma causale. La schemalizzazione cri-
sippiana €, ancora oggl, la base di un qualunque discorso scientifico,
anche se fisict come Mach si sono oppostt all assunzione della cau-
salita come criterio [ondamentale di studio della Natura

Le considerazioni precedent:, forse un poco complesse. le ho
portate per giustificz ~e una mia presa di posizione. avvalorata das suc-
cessi ottenuti dalla Logica. di carattere pratico e culturale. Mi sembra
chiaro che non si possa conferire un valore veramente primordiale
alla cosiddetlta Logica naturale, ammesso che esista, ma che <1 tratts di
un Aabrius culturale da apprendere al pari di altri. D'altro canto, si
puo presentare la Legica formale come una teoria che ha aspetts di
semplicita e di applicabilita. Per questo ritengo varrebbe la pena di 1-
niziare da quest'ultima, senza atlendere la presentazione di discipline
complesse quali 'Aritmetica razionale o la Geometria euclidea. S1 puo
giungere, una volta costruite le capucita metodologiche e critiche, ad

un analisi della complessita congenita della Logica naturale

14 1a causalita ha ricevuto sempre grande attenzione; la formulazione piu

semplice e appunto quella che usa il connettivo ==. Per cercare di approiciiire

meglio 11 problema. sono nati vari tipi di Logica, e per chi interessato consiglio
la lettura del 1l cap. di iMa] e [Sp] . Oggl ¢ riservata grande altenzione al

problema per le sue rilevanti applicazioni in campo economico.
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4. Semantica - Nei due paragrafi precedenti ho analizzato
['esempio del §1 da un punto di vista generale, s1a linguistico che filo-
sofico. Ma veniamo a connotazioni pii s:atematiche. Il progetto dell e-
sperimento di controllo e stato reso possibile grazie alla ripresentazio-
ne del quesito in termini ptu astratiy mediante la formula r=p. In
questo modo, il problema ¢ state "tradotle” nella ricerca det casi in cui
r=p e vera. Ho cosi incontrato una situazivnie che merita atlenzione:
come analizzare, sta pure in contesto matematico, «f concetto di verita.

Per parlare di veritd o faisitd di una formula, si devono asse-
gnare significats alle scritture simboliche. Dunque 1 simbeli devono
rimandare ad altro; pertanto bisogna dare una specie di dizionario che
spieghi il significato dei termini utilizzat: (semantica). [a semantica
del calcolo delle proposizions studia (sole) 1a verild o la falsita delie af-
fermazioni. Per tale motivo, in questa parte della Logica, si prendono
in considerazione solo proposiziont susceti:sii di assumere valor: di
verita. Non si consideranv imperativi, frast esclamative o interroga-
tive. frasi aperte del tipo "x » 2" St tratla perd di chiarire che if pro-

lema principale non e quello di assegnare valori di verita alle propo-
sizioni costddelte atomiche, perche questo puo essere argomento di
altri studi, matematici o nol? ma queflo df conoscere come valutare la
veritd di un'affermazione composta, una voHa noti { valeri di verita
(cice se vere o false) delle alfermazion: componentt. [l paragone con
una lingua straniera e assai tlluminante, 1n gquanto permette di in-
tendere con semplicita la distinzione tra /Jinguaggio e melalinguag-

£10 51 penst alla grammatica della lingue inglese (llustrata usando la

I3 L'interesse matematice della frase “Luigr 8 andate a FParigr T ¢ nullo, cosi
anche per 1a frase ~Car/o dorme suprne ', ¢ la loroverita o falsiia dipende da un
contesto 1n cui queste frasi vengono considerate. Una [rase che puo essere
costruita con questt mattont” & " Carfo dorme suin0, oppure Lurgr ¢ andate a
Farigr . probabilmente di nessun interesse pratico. ammette un tratlamento

matematico relativo allo studio della disgiunzione.
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lingua italiana. In questo esempio 'Inglese é un linguaggto per spie-
gare il quale si usa un linguaggio diverso. In termini logici 'lnglese &
il linsvaggio vegatto e 'ltaliano & il metalinguaggro. La distinzione
tra i livelli linguistici €, come si vede, assat semplice, ma molto impor-
tante. Si pensi che sf{~uttando questa distinzione 1l matematico A. Tar-
skil® ¢ riuscito a risolvere un paradosso famoso {in dalli’'antichita ed a
fornire una definizione matematica del concetto di verita. L'antinomia
di cui si parla & nota col nome di "paradosso del mentitore” 17 ¢ si puo
schematizzare (con una certa approssimazione! con la frase
10 dico if falso

Chi pronuncia questa frase {a un'alfermazione vera e [alsa allo stesso
tempo, indipendentemente dal fatto che intenda proferire il vera o 1l
falso. La ragione del paradosso consiste nel fatto che la {rase confonde
il linguaggio ed il metalinguaggio. Secondo Tarski, solo nel metalin-
guaggio e possibile stabilire se una affermazione del linguaggio € ve-
ra o falsa. Cosi per parlare del significato delle alfermazioni e der sim-
boli del linguaggio formalizzato, bisogna disparre di un allro linguag-
g0, esterno al primo e piu polente di esso.

[l metalinguaggio puo essere poy, a sua volta, linguaggio ogget-
to per un altro metalinguaggio. Per spiegarmi con up esempio, si con-

sideri uno studioso francese di didattica che scriva sulle difficolta fo-

16 Fondamentale a questo proposito !T1!, Un articoio divulgativo delle idee di
Tarski & pubblicato col titolo Verita e Dimostrazione | ripubblicato nel 1978,
senza vartantt. su di un quaderno de Le Scienze. con lo stesso titolo dell articolo
{cfr. [T2)).

17 Diogene Laerzio riferisce che questa argomentazione ¢ dovuta ad Eubulide di
Mileto (attivo attorno alla meta del 1V sec. a.C.), esponente di spicco della Scuola
di Megara. Nell'Epistola a Tito di S. P»~!0 s1 incontra una formulazione analoga
del paradosso. Dai riferimenti che S. Paclo permette. <. & risaliti a!l'aqwre di
gquesta seconda versione: Epimenide di Creta. Per questo in certi testi si parla

del paradosso di Epimenide,
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netiche incontrate da un insegnante italiano quando usa la lingua ita-
ltana per spiegare ['Inglese, ad esempio con la frase (discutibile) "dans
la langue italienne il n'y & pas des sons semblables & 1'Anglais 74 Ls meilleure
approximation pour | enseignant 1talien est le son ¢, comme dans ie mot g8z
" In questo esempio il Francese ¢ metalinguaggio per {'[talianc che a

sua volta ¢ metalinguaggio per l'Inglese.

E2) Apparentemente guuste considerazioni sembrano lontane
dalla pratica didattica, invece problemi araloght st incontrano molto
presto, fin dai primi anni delle elementari. Un esempio fara meglio
comprendere a cosa intendo riferirmi. Molto spesso s1 introduce [ope-
raztone dif moltiplicazione tra numer| naturali dicendo che 3»< ha per

risultato la somma di 4 fattori eguali a 3 o, in altro modo, che 3x4 =

L

3.7

3+3+3+3, 0 ancora, 3x4 = 3+.+3 (guattro volte)!d® L'insegnante pero
puo (0 meglio, dovrebbel aver incontrato nei suos studr formativy che

la moltiplicazione tra interi e definita per rucursione da:
f ax0 =0
Lax(-1)=axbh+a

Sembra che vi siano due diverse definizioni della moltiplicazione 17
Si puo estendere quanto qui detto, 1n modo semplice, all'elevamento a
potenza Per inciso faccio notare che il secondo modo di procedere pud
essere uttlizzato immediatamente qualora si ';.ff:mglia costruire un pro-
gramma per realizzare tali operazioni con linguaggi di programma-
zione che consentano la ricorsivita. quali ¢f Logo o il Pascal

Nasce 1l problema di vedere se le due moltiplicazioni

coincidono ed eventualménte di stabilire quale sia piu conveniente

14 Tralascio il fatto, che talora ¢ oggetto di discussione, se 3x4 = 3+3+3.3

oppure 3»4= =4+4+4, in quanto, per quel che segue, la cosa non ha importanza.

19 Vi & un altro e diverso modo di introdurre la moltiplicazicne, come cardina-
fita di un prodotto cartesiano. Non fa tratto perché rmﬁ & mia intenzione qui un
esame esaustivo e comparato delle varie possihilita di introdvzione delle

operazioni aritmetiche.
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adottare. Il fatto che pud stupire & che non si tratfa o definizions
equivalentim, anche se sui numer: natural: coincidono. Da questa
cotncidenza, e vista 'tmmediatezza didattica del primo metodo. esso
sembrerebbe da preferire. Certamente ci0 pué essere fatto, ma
docente si deve rendere conto che la prima definizione fa intervenire
due tipi diversi di numeri naturali: quelli de! linguaggio, identificatl
dai segni usatt per denofarli, e quelli del metalinguaggio, factlmente
riconoscibili in quanto usati come aggettivi qualificative numeral
della parola vo/te Cioe nella frase " guatiro vo/te " 1l numerale € rela-
tivo al metalinguaggio.

[L'uso di due livellt linguistici e causa di alcuni abust, anche di
una certa gravita. Se st adotta la convenzivie che 3 x 4 stia ad 1sdicare
3+ 3 U guattro volte), non st & 1n grado df dare valere alle moltipli-
cazions 3x le 3 x U, se non con definizions esplicite 21 a riguarda. So-
litamente gqueste precisazioni non vengono fatte, né, tanto meno, vie-
ne chiarita la necessita di tali definizioni aggiuntive, anzi in certi ca-
si, come per l'elevamento a potenza, definizioni analoghe vengaeno
“dimostrate”, confondendo considerazioni che servono a giustificare
la scelta un certo tipo di definizione, con una esigenza deduttiva. Tor-
nando alla moltiplicazione, con {a prima definizione st sfrutta la pro-
prietd associativa dell’addizione, ma da un punto di vista teorico, la
moltiplicazione e indipendente da tale pruprietﬂzz. Con la seconda de-
finizione di moltiplicazione, non si incorre in simili problem:. Resta
pero una questione di ptu soltile importanza psicologica. La moltipli-

cazione, cosi come viene definita usualmente, serve anche a confer-

20 La non equivalenza delle due moltiplicazioni la si pud vedere come
conseguenza di unportant: risultatt togici; 1 teoremi di incompletezza Godel e
I'aritmetica di Pressburger. Per lillustrazione e dimostrazione di questa
situazione si rimanda ai testi |[Mel e [Hal.

¢l Se siadotia I'altra convenzione, i problemi si presentano per 1~3 e 0-3.

i 14 TP . . . . . . .
== Sivedano pero le considerazioni sulle tavole pitagoriche presentate in [M1].



mare che il concetto di numerosita st modella nel numero naturale.
Queslo puo essere ostacolo alla comprensione det diverst sistemi nume-
rici come osserva (Ftl, in quanto non si ritrova pot alcun significato

T e R I =
intuitivo in moltiplicazions del tipo igw V7

5. Calcolo det predicati. - Per mancanza di tempo mi soffer-
mo assai brevemente su alcunt aspetls riguardantt la simbolizzazione
nef calcolo dei predicatt L'argomento, piu complesso del calcolo delle
proposizioni, merita maggior attenzione. L'esigenza di introdurre que-
sta nuova schematizzazione del linguaggio pud essere giustificata dal-

fesempio di un famoso stllogismo (in Barbara )

“Tutti £ grecesono vomint

“Tutti glivomini sono mogrtali”,

“Tutti 1 grecisono mortali”

L'analisi attraverso il linguaggio proposizionale non da
ragione della correttezza del ragionamento sopra esposto. infatti
dovres schematizzare le tre frast con tre proposizioni diverse, p.q e r.
senza assolutamente trovare ragiont formalr per cut da p e q, st
deduce r. Ho bisogno allora di uno :‘-:ln:menmrpiu duttile. di un bisturt
che affondt maggiormente nel tessuto linguistico per metterne in
evidenza le articolazioni piu complesse.

Nella lingua corrente siincontrano predicali che esprimono la
caratteristica di un soggetto e predicati che meuwono in relazione il
soggetto con un altro elemento Dal punto di vista linguistico, il primo
caso st attua con ( verbt intransitivi coniugati nelle persone singolari,
oppure con 1 predicati nominali. Ne sono esempi le frasi " Cardo corre
Ul mela é rossa”. i biechrere 8 dif vetro ' Le frast " S (uascmode
(radusse [Odissea ™, " Prero mangtd 4 mefa” fanno intervenire verbi
transitivi, che esprimono ['azione di un soggetto su di un oggeun. Nel-

la Lingua italiana e possibile invertire i1 ruoli tra soggetto ed nggetto



di un'azione, usando la forma passiva. " L Odissea fu tradotta da S. Quass-
mode”, " La mela é mangiata da Prero” . In queste frasi, che sono modi
diversi per esprimere lo stesso fatto, il ruolo di soggetto viene assunto
sia dal soggetto dell'azione, sta dali sggeito. Questo grustifrca | attstudi-
ne matematica a confondere 1l ruolo del soggetto e del complemento,
parlande di predicats con piu soggettl. Se cost schematizzando con
un abbreviazione le f{rast indicate sopra. si potrebbe scrivere
T(Quasimodo, Odissea), M(Piern mela) Il passaggto dalla considerazione
non esclusiva di predicaty che esprimono caratteristiche di un s'o
soggetto, o quello di predicatt che esprimono caratteristiche di piu
soggetll e ritenuto da molti 11l momento di distacco deila Logica mo-
derna dalla Logica classica e st puo datare dal 1879 anno di pubbli-
cazione di (]

Vi sono anche altri modi nella Lingua italiana per introdurre
predicati con piu soggetts, ad esempio con predicats nominali seguiti
da complementi di vaiia natura " Hrero é amico di Carlo”, " Andrea é (71-

ghodi Lueca e Clara”
E3) Da questultimo esempio traggo lo spunto per introdurre
un altra struttura fondamentale del linguaggio formale: 1 quantifica-

tori

Carle Bonapartet+lLetizia Rarnoring

—

. ¥ ¥ i v, : v, R
Gluseppe | Luciarno+M.medouberthon Elisa Luigi+0.Beauharnais Paclina Carolins

Napaledne +M Luisa 4
Gerolarno+E . Patterson
Mapoleons |l Mapoleone 1l
. +* w o +
Fierre Napoleon Carlo Luciano Luigi Luciane

MNapoleone Giuseppe+M.Clotilde Savoia

1
Vittorio Mapoleone



Fig. 2

Nella Fig. 2 & rappresentato l'albero genealogico della famiglia Bona-
parte. In esso il rapporto matrimoniale € indicato con un segno mate-
matico +, il rapporto genitori - figli e indicato con una {reccia. Se con-
sideriamo 'insieme B = {Carlo, Giuseppe. Napoleone I, Luciana, Elt-
sa, Luigi, Paolina, Carolina, Gerolamo, Napoleocne II, Napoleone III,
Pierre Napoleon, Carlo Luciano, Luigi Luciano, Napolecne Giuseppe,
Vittorio Napoleone), come universo del discorso, in esso possiamo indi-
viduare diversi sottinsiemi. Piu che la descrizione di tutt 1 settinsiems
(ce ne sono 210 =65.535), mi interessa descriverne alcuni. Ad esempio
N = {Napoleone II, Napoleone Ill, Pierre Napoleon. Carlo Luciano,
Luigi Luciano, Napoleone Giuseppe; é l'insieme dei nipot:t di Carlo
Bonaparte. Se voglio pero descrivere simbolicamente la situazione,
usanto solo un simbolo per indicare il rapporto di padre - figlio, ha
qualche difficoltd. Sia cioé P(x,y) la schematizzazione (simbolizzazio-
ne) della frase "xé padre 0 3" L corretto allora scrivere P(Carfo, Na-
poleone 1) Ma come esprimere il rapporto tra Napoleone Il e Carlo Bo-
naparte’ cssendo il duca di Reichstad figlio di Napoleone [. si pud scri-
vere P(Napoleone I, Napoleone 11) Ma se si vuole una descrizione con
formule dell'insieme dei nipots di Carlo Bonapasiz il predicato P(x,y)
apparentemente sembra insufficiente E tale e se st ammette che le
formule possano essere costruite solo con 1 connettivi proposizionali.
Se st analizza meglio 1l falto che Napoleone I & nipote di Carla, si vede
che tale parentela nasce perche il nipote e {iglio di un [iglio, cioe
esiste un Bonaparte che e figlio di Carlo e padre di Napoleone [I.
Quanto delto per Napoleone I, vale anche per Luigi Luciano, nan nel
senso che Napoleone [ é padre di Luigi Luciano, ma che esiste un
Bonaparte che ¢ figlio di Carlo e padre di Luigi Luciano. Si riconosce
allora che st puo rappresentare | insieme N dei nipoty scrivendo N =

{xeBi(3yeBXP(Carlo,v)aP(y x))} Nella formula che definisce | insieme
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¢ presente la scrittura "3yeB’, il cui significato ¢ appunto "esiste un y,
elemento deii'insieme B". Con [l'interpretazione che si ¢ data al
predicato P(x.y), nella formula si chiede che tale y s1a figlio di Carlo e
padre di1 x.

Si consideri ora l'insieme C - (Napoleone I, Luciano, Luigt, Ge-
rolamo, Napoleone Giuseppe). Analizzando l'aibero genealogico st vede
che questi individui sono caratterizzati dal fatto di aver avuto sole figh
maschi. Se allora st simbolizza la frase "x &€ maschio con la scrittura
M(x), si ha M(Napoleone 1I) e ~ M(Elisa). L'insieme C s1 pud scrivere C
= {xaBl(vyaB)(P(x,y) = M(y))). In quest2 scrittura compare una
novita: il simbolo del quantificatore ¥Yyell, che sta a signilicare: preso
comunque un Bonaparte . La traduzione letterale della formula sopra
scritta risulta cosi: "preso comunque un Bonaparte, se & figlio di Xx.
allora ¢ maschio”. Per impadronirst delle potenzialita del linguaggio,
anche in un contesto cost semplice, e bene elffettuare vari esercizt,
provandosi a descrivere tn linguaggio simbolico, 1l fatto che Elisa sia
zia di Napoleone I1l, che Vittorio Napoleone & pronipote di Carlo. ecc

Iralascio altri esemp:i, ma sara cura dellinsegnante
soffermarst a lungo sulla quantilicazione, sia interpretandola come
fenomeno linguistico, che simbolico. In Lingua italiana la
quantificazione universale, cut corrisponde 1l simbolo ¥, viene solita-

mente introdotta con parole come "vgas", " crascuno”, U gualungue

LK

(st maanche con
/7 es it contribuente verserd [ rmporto entro af 3¢
MALELY

CCchr es. "chi e causa del suo mal pranga se stesso

La quantificazione esistenziale, cui corrisponde il simbolo 3,

viene, di solito specificata da parole quali “gualcune ", “certr "

i

“alfcuno’, ma anche con.

“uno es “une dr vor mitradud
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Nella lingua { quantificatori sono spesso presenti in combina-
zione con la negazione ed in tal caso le forme usate sono assai varie.
Ad esempio " aom st hanno marabbastanza soldr

Con lo strumento simbolico dei connettivi proposizionalt e det
quantificatori, 1l linguaggio logico acquista una notevole flessibilita.
Resta pero sempre uno strumento grossolano, in grado dt tradurre,
solo 1tn prima approssimazione, I'apparato linguistico naturale.

Personalmente sono convinto che non € opportuno trasmettere
le conoscenze logiche usando esclusivamente simbols, perche ritengo
che questi avrebbero presa poco duratura nella mente degli alunni.
Tuttavia mi1 sembra indispensabile che la simbolizzazione sia uno
strumento di cui 1l docente deve essersi ben impadronito, per essere 1n
grado di condurre in modo corretto le lezionit riguardanti gli aspetu

logicidel [inguaggio e della Matematica.

E4) Tutto questo sembra far intervenire aspeiti poco significa-
tivi o di non immediata applicazione didattica. anche se le esigenze
dell'Informatica hanno fatto cambiare a proposito, molte idee. Gli a-
spetti di una corretta formalizzazione sono pero inscindibili dalla pre-
sentazione della Matematica, anzi della Scienza in generale. Come e-

sempio constderiamo 1l seguente prohlema

bevo completare 11 rivestimento di une parete della cucine con un
fregio alto cm. 25 € lungo m. 2. Ho & disposizione mattonelle rettango-
lari rosse e bianche, aventi entrambe uns dimensione equale & cm.
25, mentre 'altra dimensione & di cm. 12 per le mattonelle rosse e

cm. 16 per le mattonelle bianche. Quante mattonelle devo utilizzare
se non vogho essere costretio a spezzarne?

Per risolvere il problema puo essere utile un disegno. Nella

rappresentazione grafica non ha importanza se il disegno € approssi-

mativo, se { rapports tra le dimensiont della Junghezza ed altezza del
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fregio non vengono conservati, purché siano perfettamente in scala
la lunghezza del fregio e le basi delle mattonelle, altriment: le 1ndica-
zioni che si traggono dal modello visuale sono del tutto inaffidabili. Si
tratta di un problema che non ha risposta unica: le soluzioni sono date
dalle coppie <14,2>, <105, ©,8 e <«,11», indicando con la prima
componente il numero necessario di mattonelle rosse. Le soluzioni so-
no quasi impossibili a trovarsi, se si procede per casi, lavorando su di
un disegno Per questo sarebbe "faticoso” richiedere agli alunni di r1-
solverlo completamente, per via grafica. Tuttavia € possibile deter-
minare in modo, tutto sommato semplice, le possibilt combinaziont per
comporre il fregio. trattandost di un problema che utilizza 1 concetts di
massimo comun divisore e minimo comune multiplo. II procedimento
analitico 23 ¢ superiore a quello empirico e Si esprime con una

formula:

(1) 12x + 16y = 200.

Ma non ¢'e nessun motivo che spinga a privilegiare la (1). in cui x
rappresenta il numero delle mattonelle rosse ed v quello delle matto-
nelle bianche, rispetto. ad esempio, alle formule

(2) 12z « 16y = 200; 12x + 16z = 200; ecc.,

che s1 possono accettare come modelli diversi dello stesso prohlema.

Certamente perd non e accettabile la schematizzazione data dalla

(3) 12z + 162 = 200

23 problema si puo “tradurre” in un gquesito di Geometria analitica:

determinare i punti della retta (1) che si trovano nel 1" quandrante ed hanno

coordinate intere.



E perché? Gli studenti hanno coscienza delle leggi, non scritte, che
vengono violate con la (3) e non con le (2)7 Capita spesso in Matema-
tica di sostituire oggetti variabtli con altri. ma in questo caso non &
chiaro a quali inconvenienti siamo andat: incontro.

Gli aspetti proposizionali non sono sufficient:, come gia
mostrato. Ma questo non avviene perche si insegnano i sulogismi o
altre forme di ragionamento che richiedono 1l calcolo det predicatt
Non basta il calcolo delle propaesizioni perche cel eguaglianza o 1den-
ttd che ¢ uno dei concetti fondamentali in Matematica, per trattare la
quale ¢ indispensabile fare ricorso ad aspetti almeno predicativi.
Anche se all'tdentita € riconosciuta come una relazione bastlare, le
viene riservata una scarsa attenzione nella programmazione didattica.
cid perché c¢'é forse la stessa concezione che st riportava sopra a ri-
guardo della Logica, che si tratut di cosa ovvia, poco interessante.
Invece e un argomento complesso. ricco di aspetti (naspettati, ma per
trattare l'argomento con completezza ¢ indispensabile 'uso del calcolo
dei predicaty in quanto tra tutte le relazioni di equivalenzaz“,
'eguaglianza gode della proprieta di sostitutivita, espressa mediante la

formula:
(4) (Vxv){x=y=2(A(x, x) = Alx v)))

con opportune restrizions sulla soststusbilita di x ad y e dove Alx ., x) e
una formula espressa in un opportunc linguaggio La presentazione a
parole della proprietd di sostitutivita dell’'eguaglianza, di solito in-
contra consenso immediato, mostrando che le difficolta e le puntual-
1zzazioni tecniche. in via di enunciazione di principio, non sono rile-
vants. I problema si fa piu delicato nel momento dell'applicazione del
principio stesso nei vari contesti matematici. A mio parere, una mag-

giore familiarita e pratica col concetto di sostituzione, acquisita prima

o ¥ . e e : . . .
=1 Vale adire relazioni riflessive, simmetriche e transitive.
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ed indipendentemente da contingenze matematiche che la rendano
necessaria ad uno scopo preciso, porterebbe ad una migliore com-
prensione der metod: e dei ragionamenti matematict. E' infattt con-
suetudine dei matematici effettuare sostituztont tra simboli o p1o 1n
generale tra scritture, anche senza ponderare che in persone lontane
dai procedimenti formali consueti o che devono apprendere tals
metod:, 'uso disinvolto dei simboli puo 1ngenerare incomprensiont.
Nella (4), compare il contesto, cioé I'ambito in cui f'eguaglianza
viene posta, rappresentato dalle formule che st posson¢ scrivere nel
linguaggio atto a descrivere la teoria. Percio in Geometria le formule
parleranno di figure di angoli. eccetera. In Aritmetica le formule
riguarderanno { numert e le operaztoni. L'eguaglianza sara allora,
con termine tecnico, una congrvenzd per la teoria che st sta
studiando. Faccio osservare che la determinazione della relazione di
eguaglianza e delle sue proprieta e uno der momenti piu delicats della

costruzione di ogni teoria.

6. Conclusione - Credo che su temi di Logica sia possibile e
proficuo innescare quella forma di didattica che prende 1l nome di -
battrto culturale , coinvolgente tutta la classe, dato che spesso l'argo-
menti oggetto di dibattito e di connscenza comune, non specialistica di
alcuni campi e pertanto riservata agli alunai piu colts e pronti25

[l problema dell'insegnamento della Logica é di natura sostan-
zialmente didattica Credo che sia esperienza comune a tutti gli inse-
gnanti che qualora si tratti un argomento di qualsiasi materia, una
sola volta ed 1n poco tempo, la permanenza nella memoria degli alunni
e assat breve. Dunque se st vuole incidere sulla memoria € costituire

capacita negli allievi, bisogna dedicare un tempo adeguato
all’'argomento prescelto.

2D Per le modalita e le inalita di questa attivita, si veda [BF|.
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Si giustifica cosi lo scarso “successo” avuto della teoria degli in-
siemi messa in veste di capitolo iniziale o [inale 1n molt: testi di 1m-
pianto concettuale gia "vecchio” e spesso insegnato da docenti che non
hanno incontrato ed approfondito la teoria degli insiemi nei loro stud;,
fermandosi aglt aspetts intuitivi 26 Cosi ¢ pure facile pronosticare
I'tnsuccesso della Logica vista solo come presentazione mnemmonica e
limitata nel tempo di alcuni meccanismi come le tavole di verita.
Qualora la presenza della Logica si limitt a queslt aspetty poco pro-
duttivi e significativi, forse sarebbe meglio che talt argomenti non
venissesro neppure trattati. Per poter apprezzare 'timportanza e ['u-
tilita degli strument: logict € necessaria una preparazione seria da
parte del docente, perche sia tn grado di cogliere le occasiont, cosi 1m-
portanti per la crescita dell'allievo. I richiami frequenti a situazioni
che si possano illuminare in modo precipuo con considerazioni logi-
che. compiranno l'opera

Se invece l'insegnante accenna, di sfuggita e quast malvolen-
tieri, all'argomento, difficilmente riuscira a farne cogliere gli aspetti
interessanti, ma, ribadisco, questo €, secondo me, un problema di
conoscenza approfondita, da parle del docente. ottenibile solo con
studio e lavoro personali. A sfavore dell introduzione della Logica nel-
I'insegnamento c'é poji tutta una pubblicistrca che si dice aggilornata,
ma che invece e ricca dierrori e confusioni.

Un contribute tmportante che la Logica puo offrire € quello di
essere un cacciavite idoneo allo smontaggio del giocattolo lingui-
stica, per vedere cosa ¢'é all'interno. E' percio un ausilio al sorgere di
una coscienza critica, indispensabile sempre e assai di piu ogg! (n
presenza dt media coinvolgenti ed onnipresenti Bisogna metlere
ragazzt in condizione di difenderst da soli da condizivnamenti e

stravolgimenti, ad 1niziare dait pericoli insiti gid nei libri di testo

26 5 veda IM21.
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