
INTERAZIONE TRA

RAPPRESENTAZIONI E LINGUAGGI

IN MATEMATICA - ASPETTI DIDA'ITICI (*)

ALBA IACQMELLA (*.)

culturale e formativa della matematica

cogliere la sua forza, in corrispondenza

degli alunni, dalla comprensIOne di ci6

Ildentro n lo sforzo di interpretazione e dindietro" eéche

INTRODUZIONE

Si rispetta la presenza

nella scuola, se si fa

del livello scolastico

costruzione del suo pensiero.

L'esperienza di tanti insegnanti e le ricerche sul campo

evidenziano che la fonte di molte difficolta di comprensione del

messaggio risiedono propno nei codici linguistici e

rappresentativi (naturali e matematici) che si presentano diversi

e talvolta dissonanti.

L'insegnante di matematica fa molto uso di rappresentazioni,

forse non sempre con la dovuta attenzione agli aspetti

epistemologici che entrano In gioco nell'interazione tra esse, il

linguaggio naturale ed i linguaggi dei vari rami della Matematica

(l'algebrico. il geometrico, l'insiemistico, il logico•... ). E',

questo. un argomento abbastanza ampia e diversificato. Sono

connesse complesse questioni (logico linguistiche. teoriche.

applicative. didattiche. storiche culturali), senza dimenticare

gli aspetti percettivi e psicologici legati alle cosiddette

rappresentazioni esterne (disegni. tabelle. frecce, schemi....).

(.) Lavoro eseguito nell'ambito del Progetto Pluriennale di

Ricerca su IJCollaborazione tra Universita e Scuola Secondaria

Superiore" e nell'ambito delle attività del Nucleo di Ricerca su

l'Ricerca di Matematica ed Informatica per la Didattica'l (Progetto

Nazionale MURST 40%) presso il Dipartimento di Matematica

dell'Universita di Lecce.

(U) P .zza A. Moro. n. 18, - 73024 - Maglie (Le).
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I nUOVI programmi di matematica della scuola italiana, a partire

dalla elementare, sottolineano l'integrazione epistemologica fra

i vari temi come campi di problemi e lasciano individuarne un

altro cui sarei tentata di dare anche un nome: "Imerazione tra

rappresentazioni e linguaggi in matematica". Penso ad un campo di

problemi capace di contribuire ad un apprendimento critico della

matematica con particolare attenzione agli aspetti sintattici e

semantici presenti da sempre nella matematica. Penso ad un tronco

culturale che recupera unita intrinseca al sapere scientifico

rispettando la specificita dei suoi rami. Ci6 è In accordo con i

della scuola•
l programmIsuggerimenti metodologici di tutti

italiana.

E' mio intendimento muovermI In una tale direzione, sollevando

solo spunti critici durante la risoluzione di tre semplici

problemi. L'intenzione è di cogliere spunti epistemologici

significativi neU'interazione tra rappresentazione e linguaggi,

al di la della particolare situazione proposta. Penso opportuno

che nella didattica si debbano cogliere spunti, ovviamente non

esaustivi, data la complessita teorica delle questioni in

"Giova riflettere su esompI, e a modificarli o

•
giOCO.

costruirsene di

nuovi, e riuscire così sempre meglio a capire e scoprIre ci6 che

occorre saper vedere per dominare un problema" ([4], p. l).

I problemi "L'albero di Natale" e III cuccioli" che presenter6

sono stati oggetto di sperimentazione 10 una quinta classe della

Scuola Elementare di Muro Leccese, coinvolta nella mia esperienza

di ncerca sperimentazione neU'a. se. 1990/91 conclusasi con

il Convegno di studi su IILa ricerca comincia con i problemi ll

promosso dal Provveditorato agli Studi di Lecce (Maglie, 22

Giugno 1991) [14]. Da tale attivita (con problemi diversi in seI

Scuole elementari della provrncla di Lecce), traggo spunto ID

questo mIO scritto, confortata anche da un confronto (sugli

stessi problemi sopra nominati), vissuta coi docenti di. Scienze

della Scuola Media Giovanni. XXIII di Galatina (Le). Il terzo

problema "Euclide" trova le radici nella mia esperienza didattica

presso le classi sperimentali del Liceo Ginnasio IIF. Capece 'l di

Maglie (Le).
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lingua italiana, ha

Sull'interpretazione

PROBLEMA "L'albero di Natale" (1)

"Nel periodo di Natale molti alberi sono decorati con lampadine.

Un albero è decorato con lampadine rosse, bianche, gialle e

verdi. Dieci sono rosse e altrettante sono bianche; le verdi sono

il doppio delle rosse· e le gialle sono tre meno delle rosse. Sono

non meno numerose le lampadine bianche o quelle gialle?"

Il testo offre diverse informazioni. Fra esse "l'attenzione

della matematica è quasi l'attenzione del notaio che registra

come stanno le cose... // [7]. L'itinerario didattico vuoI

progredire per tappe a diversi livelli di astrazione. Ogni tappa

vuoI essere una esplicitazione di fatti matematici palesi o

nascosti nel problema proposto, finalizzati a cogliere fatti

indipendenti dalla particolarita della situazione considerata,

pur restando a livello descrittivo ed intuitivo.

1) Aspetti qualitativi (logico - linguistici).

La) La particella "e", congiunzione per lo. lingua naturale, è

presente nel testo più volte ed espnme il verificarsi

contemporaneamente di relazioni;

l. b) La particella 110 \ disgiunzione della

significato di connettivo di disgiunzione.

faro una riflessione in un momento succeSSiVO.

2) Aspetti qutJJJtitativi:

2.1) Dati numerici: lO, 3.

2.2) Relazioni:

2.2.a) altrettante sono bianche C, .. = )

2.2.b) sono il doppio delle... (... x 2 = )

2.2.c) sono non meno numerose delle ... C ~ ... )

2) Aspetti qtuUltitativi.

2.1) Dati numerici: lO, 3

2.2) Relazioni:

2.2.•) ...altrettante sono bianche C". - ...)

(l) Il problema, come il succeSSIVO, pu6 essere

secondo ciclo della scuola elementare e riproposto

media con proiezioni anche nella scuola superiore.
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2-2.b) sono il doppio delle... ( ... x 2 = ...)

2.2.c) sono non meno numerose delle... C, •. 2: ... )

Una rappresentazione col cosiddetto linguaggio delle freccie

(fig.!) è adeguata al problema proposto:

Lamp. rosse
lO =

x 2

20
Lampo verdi

Lamp. b i anche
-.7

Fig.l

?
Lamp. gia l le

Lo schema. privilegiando gli aspetti relazionali. offre

immediatamente la soluzione. Non meno numerose sono le lampadine

bianche essendo lO > 7.

Emerge il non intervento del dato 1120" nella risoluzione. E',

questa, un'occasione di stimolo per modificare il problema, ad

esempio. nei dati numerici e non nelle relazioni. Lo schema, di

conseguenza. non muta perché rappresenta relazioni indipendenti

dai dati e favorisce lo spostamento verso un ragionamento

intuitivo con le variabili. gia a livello di scuola elementare.

Nella formulazione del problema proposto è nascosto l'impiego

della indeterminata e della variabile, questa non In senso

forTMIe ma operativo. Il linguaggio dell'algebra, dunque,

soggiace implicitamente nel problema che si presenta allora come

un caso di particolarizzazione. La generalizzazione scatta quando

si vuoI far vedere qualche regolari/a, come si vcdra nelle fasi

successive. L'uso intuitivo e critico di simboli la favorisce.

Con la rappresentazione simbolica SI transita da un tipo di

rappresentazione ideografica, (nel caso considerato con frecce),

ad una ideografia simbolica che, una volta concettualizzata da

parte del discente, pu6 divenire il punto di partenza per la

rappresentazione simbolica usuale in matematica. Il linguaggio,

da strumento verbale, diventa uno strumento di descrizione
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concettuale. L'allievo, avvicinandosi gradualmente all'aspetto

formale della matematica, va Via vIa conquistando anche un

atteggiamento fondamentale della matematica che è il processo di

astrazione. (Ritorner6 sul linguaggio algebrico nel problema

(bambini

con le

problema,

relazioni1

IIEuclideH
).

Con tale obiettivo, confortata anche dall'esperienza vissuta sul

campo, propongo tre domande che vanno viste in modo non rigido.

(E' sempre la classe il laboratorio di ncerca, fonte di idee c

di percorsi da seguire nella risoluzione di un problema).

E' possibile allontanarsi dal particolare sensibile

col grembiule, ad esempio, al posto dell'albero

lampadine)? (11).

E' possibile distaccarsi dai dati quamitativi particolari

presenti nel problema, conservando le relazioni? (12).

- E' possibile distaccarsi dal particolare contesto del

conservando, ad esempio, il tipo (la Iinearira) delle

(13).

gialle

bianche

..

..

..

..
..
..

E' in gioco la liberazione della mente dal particolare C'reaIta"

del problema) che funziona come fonte di ispirazione per nuovi

concetti e la scoperta di relazioni formali. Si apre la via, a

livello di scuola elementare per un intuitivo ragionamento con le

variabili. L'itinerario didattico che propongo considera cinque

graduali passaggi formali di diverso livello da considerare in

modo duttile, perché la presentazione in classe di una situazione

- problema crea sempre uno stato di tensione dell'intelletto e di

instabilità (il pensiero SI pone alla rIcerca della soluzione, SI

accendono "curiosita" SI ferma l'attenzione su certi fatti•
piuttosto che su altri, SI separano alcuni, 51 modificano

progetti risolutivi) ...

a) Primo passaggio formale: ... verso Ul1 sistema di equazioni e di

disequazioni (2).

al) Simbolizzaziolle:

D numero delle lampadine rosse

O
O
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82) Formalizzazione delle relazioni con un simbolo ausiliario, la

parentesi graffa, che sostituisce la congiunzione delle relazioni

individuate 1ll 2). Da questa formalizzazione opportunamente

guidata dall'insegnante, inizia un percorso di astrazione e di

generalizzazione sviluppato nei successivi passaggi.

0=10

0=0
0- 3 =0
0;:,,0

Mi sembra opportuna un'osservazione sulla scelta dell'ultima

relazione del sistema. Il sistema è soddisfacibe solo se le

lampadine bianche non sono meno numerose di quelle gialle.

Pertanto è corretta la scelta dell'ultima relazione che aSSOCia

la soddisfacibilité. del sistema alla l'non minore numerosita delle

lampadine bianche". D'altra parte il problema poteva essere

formalizzato sostituendo l'ultima relazione del sistema con la

relazione /I S Il, tenendo presente che, in tal caso, la

soddisfacibilita del sistema corrisponde alla Don minore

numerosita delle lampadine gialle. La domanda del problema

proposto, menzionando prima le lampadine bianche, sembra

privilegiarle in qualche modo a quelle gialle, spingendo. così,

ad una interpretazione non commutativa della Ilo". I passi che

seguono conservano tale scelta.

b) Secondo passaggio formale con l'impiego delle variabili: un

sistema di equaz.ioni e disequazioni.

bl) Simbolizzazione:

- le indeterminate "r", "g" e "b" al posto della simbolizzazione

(2) Non spaventi questo termine tecnico, se pensato riferito ad

un problema dichiarato per la scuola elementare: anche nei primi

anni di scuola si impostano e si risolvono equazioni algebriche,

pur senza fare riferimento ad esse. Si pensi, ad esempio, ad un

problema che richieda una sottrazione.
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al) (la scelta intuitiva dei simboli trova radici. •
In questa

pnma fase, nel "concreto" del problema. Tuttavia COmInCIa a

distaccarsene con un ruolo epistemologico anticipatorio del passo

successivo);

b2) La formalizzazione seguente è immediata tanto più se la

classe ha fatto In precedenza espenenza con le sostituzioni

[19]:

r = lO
b = r
r 3 = g
b '" g

l'insieme dei••gb3) Interpretazione delle variabili f, b,

naturali.

b4) Soluzione: sostituzione delle variabili con costanti ed

uso delle operazioni dell'aritmetica:

"E' facile: r = 10. g = 7 e anche 10 > 7. Importanti sono le

relazioni che abbiamo trovato. Stanno bene insieme". (Sono le

parole dei bambini della quinta di Muro).

Ipotizzando una classe capace di un tale discorso matematico. la

(12) apre la via ai prossimi passaggi. pensabili in una scuola

media o nel biennio di scuola superiore con una maggIOre

attenzione ai concetti di sistema e di soddisfacilita:

d) Terzo passaggio formale: l'impiego dei parametri al posto dei

dati numerici (distacco dai dati numerici presenti nel problema,

ma non dall'universo di interpretazione); un sistema di equazioni

parametriche.

dI) SimbolizzazioJJe

eEIN eSr

a E INlO

3"

sostiuisce

C

d2) Formalizzazione:

a

r = a
b - r
r c = g
b '" r
c " r

89



Accenno agli altri passaggI formali.

Ifconcrcto oggetti"

dci simboli in Wl

e) Quarto passaggIo formale: l'impiego di nUOVI nomI alle

"g". Tale passaggio permette un distacco dal

dcI problema, preparando all'interpretazione

arbitrario modello In un livello scolastico

succesSIVo. E' questo un momento molto importante per un

significativo livello di astrazione; come tale va fatto vivere e

gustare intensamente dall'allievo, eventualmente con diverse

situazioni problematiche per poter favorire, a livello di scuola

superIore, l'intuizione del successivo passaggio formale.

/> Quinto passaggio formale: distacco dal H particolare concreto"

del problema, ma non dalla Iillearira, ad esemplO, delle

relazioni: verso un generico sistema lineare di equaZlOnt...

In una tale direzione di lavoro didattico anticipatorio per la

scuola superIore SI può far gustare all' allievo del biennio delle

superiori, man mano che SI arricchisce In sua esperienza

matematica, la fecondita di preclsazlOne di concetti (si penSI,

ad esempio, alle nozioni di variabile, di sostituzione [20]).

Sono ben note, a qualunque livello scolastic.o, le difficoltà

deU'allievo nel familiarizzare con le variabili (a livello di

scuola elementare, ad esempio, nel sostituire valori assegnati

(costanti) nella formule di aree o perimetri o volumi). Sono

comprensibili, in quanto sono coinvolti aspetti linguistici di

tipo grammaticale, simattico e semalltico. La precisazione nelle

superiori, (al di la deU'Informatica), consente allo studente di

superare consapevolmente le ben note difficolta, ad esempIO, di

fronte alla cosiddetta "verifica di una soluzione trovata Il o alla

sostituzione di un numero al posto della variabile nella

scrittura di una funzione ...E va anche chiarita la distinzione

tra soddisfacibilita (verità relativa ad una data

interpretazione) e validira (veriro. •
ID tutte le interpretazioni,

per esempio "a = a"). L'uguaglianza "3 • a = 7", ad esem.pio, è

soddisfatta per a = 7/3 , vera, cioè, se "a" si sostituisce con

la costame 7/3, falsa se "a" si sostituisce con la costante 3.

A partire da una situazione problema, anche semplice come

quella presentata, importante è lasciare sempre spazIO ad un
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possibile approfondimento a spirale, pcr cogliere, registrare ed

approfondire certi fatti matematici con dialettica tra intuizione

e rigore, tra concreto ed astratto, tra astratto e formale, tra

rappresentazione e linguaggi, tra applicazione e teoria.

PROBLEMA "1 cuccioli"

""" •mangIare

- alcuni cuccioli mangiano;

Il Il sono distesi;

l'In un canile ci sono lO cuccioli. Fra questi 6 sono distesi; 7

mangIano. Quanti cuccioli potrebbero contemporaneamente essere

distesi e mangiare?"

Il piano risolutivo, In analogia al precedente, progredisce per

tappe a diversi livelli, finalizzate ad un'organizzazione

razionale delle informazioni, sempre restando a livello

descrittivo ed intuitivo nella scuola elementare.

a) Aspetti qualitativi.

al) logico - linguistici:

- i cuccioli possono essere distesi e mangIare;

"/1 " " " e non mangIare;

e non essere distesi;

" " " " e mangiano;

non SI preCIsa se ogni cucciolo che è nel canile soddisfa

almeno ad una delle due condizioni "mangiare" "essere disteso";

possono esserCI, dunque. nel canile, cuccioli che non sono

distesi e non mangiano.

Determinanti per un pIano risolutivo del problema sono i

termini logici "tutti", "alcuni", le espresslODl linguistiche del

tipo "Tutti i cuccioli di tipo X sono cuccioli di tipo Y /I •

"Nessuno cucciolo di ~ipo X è di tipo YIJ
• Il Alcuni cuccioli di

tipo X sono cuccioli di tipo Y", "Alcuni cuccioli di tipo X non

sono cuccioli di tipo Y" ...(alcune sono nascoste nel problema)

([l]. [18]).

a2) strutturali del discorso :

la congiunzione "e", la •negazlOue "non"• la disgiunzione non
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esclusiva "0" • Ad ecccezione della lIe',. gli altri connettivi sono

nascosti.

b) Aspetti qualltitativi:

bI) dati numerici: 6, 7, lO;

b2) relazioni:

- tutti i cuccioli distesi possono mangIare (il dato 6 è minore

del dato 7; al massimo 6 possono fare contemporaneamente le due

azioni);

- l cuccioli che mangiano non possono essere tutti distesi (il

dato 7 è maggiore del dato 6);

~ alcuni cuccioli distesi mangiano (il dato lO è mInore della

somma 13 = 6 + 7; al minimo 3 possono fare contemporaneamente le

due azioni).

Sono nascoste locuzioni del tipo /I Se i cuccioli di tipo X sono

in numero di ...allora i cuccioli di tipo Y sono in numero di. .. Il

c) Aspetti del piano risolutivo.

Il problema ha più soluzioni: le diverse soluzioni si hanno

considerando i casi possibili di cuccioli distesi che possono

mangiare.

Tutte le soluzioni possibili devono soddisfare le seguenti tre

condizioni:

cl) il numero totale dei cuccioli deve essere lO ;

CJ) 1/ n /I II

d) Gli insiemi nascosti.

A livello di scuola

nnascosti /I

media

che sono distesi deve essere 6;

• • •InSIemI

seguente

mangiano deve essere 7.

possono esplicitare gli

problema con la

,

•
81

del

,
,

,

contesto

,

nel

,a) ,

simbolizzazione:

U Insieme dei cuccioli nel canile

A " " " " " che sono distesi

B " " " "
,

" mangiano

A n B " " "
,

" " sono distesi e
•mangIano

A-B ,
" " " " " sono distesi e

non mangiano
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B-A Insieme dei cuccioli nel canile che mangmno e

non sono distesi

AVB

U - (A V B)

"

"

"

"

"

" "

"

"

mangiano o

sono distesi

non sono distesi e

non mangiano (S)

e) 9lappresentaziolle.

I diagrammi di Venn rendono visibili gli aspetti esaminati. E'

intuitiva per un allievo di qualunque livello scolastico, la

scelta del linguaggio degli • • • (uon della teoria deglilDsleml

insiemi con CUi VIene confuso c, ci6 che forse è ancora peggio,

talvolta identificato anche con la logica matematica [7], [22],

[23], in certi testi scolastici.

/IL 'utilita di un modello consiste essenzialmente nel suo valore

inizialmente posto nel termini

soltanto se, tra l'originale e

isomorfismo" ([111. p.14]. "Il

anche dal fatto - essenziale per

vantaggio di un modello deriva

il pensiero che usando modelli

euristico: esso facilita la risoluzione

dell'originale.

il modello,

di un

Questo

sussiste

è

problema

possibile

un certo

si esprime la stessa struttura concettuale III differenti forme

sensibiIi ... (si tratta di modelli figurativi)" ([11], p.26].

f) numerosira e simbolizzazione:

lO numerosità di U

6 " " A

7 " " B

? • • A n B

g) Reiazio/li.

IO ~ n(U)

6 = n(A)

7 = n(B)

x = n(A n B)

Tutti •
1 cuccioli distesi possono mangiare essendo il dato 6

minore del dato 7; al massimo 6 possono fare contemporaneamente

le due azioni:

n(AnB)s6

Alcuni cuccioli distesi mangiano poiché il dato lO è minore della

somma 13 = 6 + 7; almeno 3 eseguono le due azioni:

3 s n(A n B)

In definitiva:

(I) 3 s n(A n B) s 6
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Vie risolutive.

1) Fatta propria la relazione (1), la soluzione è immediata: i

cuccioli richiesti dal problema potrebbero essere 3 o 4 o 5 o 6.

2) La scelta della rappresentazione insiemistica guida l'allievo

nel cogliere più facilmente uo'interazione imuitiva tra il

linguaggio naturale e diversi linguaggi matematici (il logico,

l'insiemistico. l'aritmetico).

CASO I: 6 cuccioli che sono distesi mangIano.

n(A n B) ~ 6

Rappresentazione insiemistica

,'l ,l il

Fig. 2

\
,"'o""

La rappresentazione suggerIsce e sostiene. ad esempio. il

passaggio inverso dal linguaggio grafico a quello verbale. quale

il seguente:

Se tutti i cuccioli che sono distesi mangmno

allora l cucciolo mangia e non è disteso

3 cuccioli nel canile né mangiano né sono distesi

CASO II : 5 cuccioli che sono distesi mangiano

n(AnB)=5

Rappresentazione insiemislica

Fig. 3

La presenza di più situazioni rinforza il rapporto tra la

rappresentazione e il discorso matematico:

Se 5 cuccioli che sono distesi mangiano

allora 2 cuccioli mangiano e non sono distesi

2 cuccioli nel canile né mangiano né sono distesi
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Accenno agli altri possibili casI.

CASO III: 4 cuccioli che sono distesi mangmno

n(A n B) = 4

Di conseguenza 3 cuccioli mangiano e non sono distesi,

1 cucciolo nel canile non mangia e non è disteso.

CASO IV : 3 cuccioli distesi mangiano

n(A n B) = 3

Se 3 cuccioli che sono distesi mangiano

allora 4 cuccioli mangiano e iJon sono distesi

O cuccioli nel canile non mangiano e non sono distesi.

Il calcolo delle proposizioni ed il calcolo dei predicati

intervengono. a livello intuitivo, nella trattazione del problema

(con ovvia eSigenza di precisaz;ioni nella scuola superIore senza

decadere in tavolite e predicatile). L'alunno non si deve trovare

di fronte a "montagne" di prerequisiti da affrontare. Il docente

consapevole di tutte le conneSSIOnI dell'argomento oggetto di un

problema, sa fargli cogliere quelle indispensabili per

affrontarlo.

Ma il discorso SI pu6 spmgere ancora, nella direzione della

dimostrazione in matematica. su cui ritorner6 nel terzo problema.

Congettura

Non è possibile che sia n(A n B) < 3.

Giustificazione della congettura

Per evitare che la mente di chi apprende rimanga prigioniera del

"concretali costituito dalla rappresentazione di un singolo caso,

oso proporre 1'IIesperimento mentale" di visualizzazione delle

situazioni in gIOco nella congettura. Un tale atteggiamento della

mente deve essere continuamente motivato, ovviamente in modo

graduale, m tutto il corso scolastico di un allievo a partire

dalla scuola elementare, per OVVIare a uno studio limitato e

banale e ad un blocco della fantasia.

Ipotesi: 2 cuccioli mangillo distesi

Se 2 cuccioli distesi mangiassero

allora 4 cuccioli sarebbero solo distesi

5 cuccioli mangerebbero solamente

I cuccioli nel canile sarebbero, dunque, 11 - 2 + 4 + 5. Ci6 è in
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contraddizione (" in contrasto" é la parola dei bambini di Muro!)

col dato N 1011 del problema, vincolo di ogm soluzione del

problema posto. Dunque la numerosita di A n B non può essere 2;

analogamente né 1, né O. La congettura, dunque, non solo resta

giustificata, ma anche dimostrata 1D quanto sono stati

considerati tutti i casI possibili, essendo, questi, nel caso del

nostra situazione - problema, in numero finito.

Forse la classe in cui ho svolto la sperimentazione dei due

problemi era eccezionale per aver vissuto, sin dalla prima

elementare, un insegnamento - apprendimento per problemi attento

per un verso all'interazione epistemologica tra le

rappresentazioni ed I van linguaggi, per un altro alla ricerca

di strategie risolutive con gioia della scoperta e gusto del

sapere. Ma quel che proporrò trae ongIne ancora dall'esperienza

vissuta. Potrebbero forse essere tante le critiche del lettore a

questo punto, ma credo neglì insegnanti guidati dai perché

significativi di chi apprende.

Se i passi didattici proposti durante la risoluzione del problema

precedente o di analoghi sono stati conquistati dall'allievo,

forse non è poi tanto ambiziosa, fario cimentare con la seguente

domanda:

- E' possibile una rappresentazione con simboli e relazioni tra

simboli?

Nella scuola elementare, SIa pur a livello intuitivD, il

passaggio è facilitato se il linguaggio verbale continua a

sostenere la sostituzione della locuzione, ad esempiO, IInumero

dei cuccioli che sono distesi e non mangiano" con I1 X ", e così
•vIa...

x = n(A - B)

y=n(B-A)

z = n(A n B)

t = n(U - (A U B))

In ogm caso, a livello di scuola d'obbligo, la scelta della

rappresentazione insiemistica non va vista privilegiata rispetto

ad altre, anzi confrontata con aitre ed osservata con occhio

critico nelle superiori. Se l'insegnante non è semplicemente un
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trasmettitore statico di un sapere sistemato. ma vIve il ruolo di

organizzatore di procesSI di apprendimento matematico. allora

saprà cogliere significativamente I passaggI attraverso linguaggi

diversi. In analogia con l'itinerario didattico presentato per il

problema precedente, si può far conquistare il seguente sistema,

che si presenta, al primo sguardo. complesso, se si dimentica che

l'insieme di interpretazione delle variabili è l'insieme dei

naturali .

•x+ y + z + l = lO (l )
•x + z = 7 (2 )
•z + y = 6 (3 )
•3 :s: z :s: 6 (4 )

Le relazioni traducono il discorso matematico nel testo del

problema considerato.

D semplice contare.

che viene dimenticato

familiare a livello di scuola elementare, ma

mano che SI va a livelli

scolastici supenort,

(purtroppo l) man

consente la risoluzione oso dire

immediata - del sistema ottenuto.

Semplicemente comando, ecco le soluzioni dei bambini della

quinta di Muro:
•a)sez=3 per 2 ) x = 4
•" 3 ) Y = 3
•" l ) t = O

•b) se z = 4 per 2 ) x = 3
•

" 3 ) y = 2
•" l ) l = l
•c) se z = 5 per 2 ) x = 2
•

" 3 ) y = l
•

" l ) l = 2
•d) se z = 6 per 2 )
•

" 3 )
•" l )

Sarebbe forse una

scuola supenore.

x = l

y = O

t = 3

bella sfida proporre il sistema a livello di
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PROBLEMA "Euclide"

"Siano A (1,2), B (1,3),C (4,3), D (4,2). Verificare che il

quadrilatero A B C D é un rettangolo. Quale la natura del

quadrilatero che • ottiene congiungendo i punti medi dei latiSi

del quadrilatero A B C D 1"

Il problema è di praSSI scolastica nell'insegnamento della

geometria analitica ed è davvero banale, una volta accettati

tutti i concetti e il fondamento di un sistema di coordinate

cartesiane. E' proprio qui il problema (ragione del nome, forse

molto pretenzioso, che bo dato al problema).

In particolare in un problema di geometria analitica è

presupposto il famoso postulato delle parallele di Euclide "di

cui non è affatto ovvia "la verita 'lll ([3], p. 329) e sono

coinvolti, lD modo determinante per la risoluzione, aspetti

sintattici e semantici.

un occhio critico

auspicabile aVVlcmare

E se si vuoi guardare

attento a questioni

l'allievo, nell'ultimo

alla geometria con

di fondo, sarebbe

anno della scuola

superiore, al problema della CClSl dei fondamenti, mettendo ID

discussione. ad esemp10, il ruolo fondazionale del postulato

euclideo nel metodo delle coordinate cartesiane.

.. .Così la possibiliui delle geometrie non - euclidee ([2], [5].

[6]) potrebbe essere un punto di riferimento significativo per un

apprOCCIO dello studente al cambiamento di atteggiamento della

geometria

intuizione

nel rapporto

sensibile e 'Una

spazio geometrico,

iniziale conquista

SpazIO fisico

dell'idea di

e

un

fondamento assiomatico della "geometria /I • Sono in g10co complessi

problemi connessi fra loro di natura logica, epistemologico

didattica ([26], [27], [28], [29]). Emergono In particolare due

questioni di fondo:

la possibilita di costruzione di modelli alla luce dei

risultati della logica matematica;

- lo scontro tra idee nuove e idee vecchie intorno al binomio

verira - dimostrazione ([30]).

Oser6 presentare, in una tale direzione di pensiero, Sla pur a

livello descrittivo per punti essenziali, un itinerario

didattico, perché convinta di un insegnamento della matematica
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di "insegnare • • PENSARE" ([25). II, 359).capace al gIoVanI a p.

Seguirò anche per quest'ultimo problema lo schema espositivo

utilizzato nei casi precedenti. Continuerò a porre l'attenzione,

come sopra, sugIi aspetti logico - linguistici che, correlati con

le rappresentazioni logiche (i modelU

attività didatticamente interessanti ed

(20]), consentono

efficaci. Sono

vane

infatti

ottimo spunto per innescare UDa discussione di carattere storico

e concettuale, sia pur a primo livello come è consentito nel tipo

di scuola, sulle rivoluzioni matematiche, sull'evoluzione storica

dell'indagine matematica.

A tal fine mi sembra individuare nel problema almeno due

livelli di riflessione epistemologica: uno (proponibile a partire

filosofia, correlati tra loro perché

il /lmodo di pensare matematico Il •

didattiche e teoriche molto sottili.

rappresentazione

l'allievo

dal linguaggio

l'altro (nel

al

(e

della

meglio

questioni

esse c'è

e

l'intreccio

legate

algebrico

comprenda

ora di

quello

tratta

avvicinarsi ad

coinvolgente

matematica

a

Si

Per

della

delle

geometrico

triennio)

evoluzioni

analisidi

delle

biennio)

epistemologico

dal

passaggio

viceversa);

necessita di adeguati stimoli. "ma è proprio di stimoli ... cbe

c'è bisogno (e cbe in genere mancano) per evÌ[are che tuUo (e in

ispecie la matematica) si degradi, nell' insegnamento, a passiva e

sterile ripetizione." ([4], p. 69).

l) Primo /ivelio.

Le fasi didattiche che propongo SI staccano dagli aspetti

sintattici ealgoritmici e puntano su quelli grammaticali,

semantici da sempre presenti nella matematica.

dI) Aspetti grammaticali (Simbolizzazione):

- i simboli per le variabili (/Ix", /ly/l);

- il simbolo di uguaglianza;

- le parentesi;

- le costami (i numeri reali).
,
d2) Scritture sintattiche:

- i polinomi del tipo a x + b Y + c con a, b e c costanti [15] ;

d3) Illterpretazioni semantiche (legame tra il linguaggio

algebrico e quello geometrico):
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d3.1) ~ l'universo "inteso" di interpretazione (l'insieme R);

d3.2) - la funzione dalle coppie ordinate di valori nell'universo

di interpretazione scelto III "vero" , "fa/so": precisamente quella

cbe associa I1vero" ad una COppIa ordinata se i suoi elementi

verificano un'equazione del tipo a x + b Y + c = O (2)

d3.3) - Se la funzione che interpreta la formula aSSOCIa

ad una coppia ordinata fissata, ci6 significhera, nel

cartesiano, che quel punto con quelle coordinate appartiene

retta associata all'equazione di tipo 2).

"vero"
•plano

alla

- la condizione "allineamentod3.4)

la retta •
In linguaggio geometrico

di due punti"

SI esprIme

che definisce

in linguaggio

algebrico mediante l'equazione di primo grado in due variabili e

viceversa;

d4) Rappresemazione grafica col metodo delle coordinate (FigA):

, ,
)<>1,

-,1-+-+-<1,.-+1-~;.

Fig. 4

L'interazione tra la

geometrica guida e aiuta

quello che occorre saper

saper vedere con occhio

è, quindi, sul pIano

d5) - Alcuni aspetti del piano risolutivo.

Durante la risoluzione di un problema di geometria analitica la

mente dell'allievo mette a confronto due canoni della geometria

esprimibili III due linguaggi differenti ma strettamente conneSSI

tra di loro (primo livello).

rappresentazione cartesiana e l'immagine

la mente dell'allievo nell'individuare

vedere con occhio geometrico per

algebrico (e viceversa). Importante

didattico, che lo studente si renda conto che usando opportune

regole algebriche coglie certi legami tra enti geometrici e

viceversa

imprigiona

• L'aspetto

se vede

meccamco

il calcolo

propno di ogni calcolo lo

come un'ingiustificata "ricetta!1

imposta e non lo guarda come un "utile" strumento quando ne

comprenda la portata e i significati.

Il problema proposto eSIge nella pnma parte (verifica di
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"rettangolo") una dimostrazione nel linguaggio dell'algebra (i

punti A, B, C, D sono individuati da coordinate cartesiane). La

seconda questione (natura di "rombo!1 del quadrilatero richiesto),

può essere affrontata anche col metodo cosiddetto sintetico,

auspicabile perché l'allievo colga aspetti logici della

dimostrazione nei due linguaggi con attenzione ai significati dei

termini e alla portata delle affermazioni che si presuppongono

(il postulato delle parallele presupposto nella rappresentazione

cartesiana di un punto). D'altra parte coglie anche la

significativita di UDa integrazione tra i due metodi per

facilitarsi il cammmo verso la soluzione (sono note le

difficoltè. degli studenti poveri di esperienza geometrica col

metodo sintetico di fronte a certi problemi di geometria

analitica assegnati agli esami di maturité.I).

2) Secondo livello.

A differenza

quali'" del

dei problemi

ruolo e

precedenti, vi è,

del significato

dunque, un salto di

dell'interazione tra

esigechesaltomatematica,

concetti logici di modello e di

dunque, spingere il discorso

coinvolgendo particolari aspetti

in

vuole,siSe

rappresentazioni e linguaggi

un'attenzione dell'insegnante ai

dimostrazione.

matematico a livelli più alti

critici, propongo due domande:

- Cosa vuoI dire verificare?

- Quale la diversita del linguaggio geometrico da quello delle

coordinate?

Molte e sottili le questioni connesse. Mi sforzerò di individuare

in tre fasi alcuni spunti di riflessione didattica

significativi nella scuola superIOre. Proceder6 con

problemi entro problemi, a partire dalla seconda domanda.

Prima fase.

che penso

l'idea di

Va esaltato neU'insegnamento il vantaggio metodologico deU'uso

dell'algebra certi aspetti risolutivi (si • alper penSI progresso

della matematica basato sul metodo delle coordinate); d'altra

parte la lettura algebrica di un problema geometrico permette di

notare più facilmente vie di generalizzazione (si pensi ad uno

spazio a più di tre dimensioni). Questo é un aspetto del
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problema.

Non va sacrificata l'occasione didattica di una riflessione

storica sul significato e sulle possibilita dei vari aspetti

• •orgalllzzazlOne

L'attenzione SI sposta (con elevato

della geometria [27] che vanno, sul

SpazIO (aspetto logico).

ruolo formativo), alla

sullariflessione

plano didattico, dalla

lavoro non solo per la

alla

di strumenti importanti di

(aspetto strumentale»)

logica delle idee sullo

• • •acquIsIzIone

matematica

struttura interna della geometria (precisazione di concetti)

necessita delle dimostrazioni (seconda fase») significato della

scelta di un assioma piuttosto che di un altro (terza fase) [28],

[29).

Quel che conta) a mIo parere, nell'insegnamento, non è aumentare.

i contenuti con l'idea di una completezza che non c'è se si tien

conto di possibili sviluppi, quanto il riflettere su pochi

contenuti, per evitare che l'insegnamento degradi in un ammasso

di nozioni da trasmettere, a volte spesso ripetute con gli stessi

metodi senza che avvenga quel salto di qualita che si richiede

nella scuola superIore. (Geometria e aritmetica sono temi che

l'allievo incontra gia sm dalla scuola elementare!). Di fronte

ad problema di geometria analitica, lo • vuoi ridurreun se non SI

ad una fredda ed arida applicazione di formule, occorre far

cogliere che le scelte operate nell'individuare lo spazio

geometrico in cui lavora sono determinanti (terza fase).

Seconda fase.

n significato del termine "verificare" nel contesto del problema

chiama in gioco il concetto di dimostrazione, concetto che è IIla

prIma vera grande rivoluzione...nella Grecia antica... Il [26]. A

tal proposito è in uso in non pochi testi scolastici moderni di

matematica, anteporre, generalmente alla trattazione della

geometria, un capitolo di logica matematica spesso presentata in

modo discutibile. Ma VI è di più: c'è il rischio che questo

importante contenuto possa promuovere e favorire nello studente

uno scorretto atteggiamento matematico per due motivi

fondamentali.

a) Non vengono colti nel loro ruolo I connettivi proposizionali
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altro; sul suo

confusione tra

confusione tra

dei ruoli

un controllo

Unosemantici.aspettiesintatticiaspetti

significativi. a livello didattico, della logica. è

ed I quantificatori. ruolo che non è quello di fondarne il

significato. ma di precisare una scelta convenzionale del loro

uso in ambienti specifici (i connettivi servono a costruire

descrizioni più complesse a partire da descrizioni più semplici).

In particolare "se...allora" non ha alcuna intenzione di

esprimere causalita. inferenza, giustificazione. o

significato c'è, In non pochi testi scolastici, la

implicazione, deduzione e conseguenza logica, con

dei quantificatori

all'usolinguistico,

connettivi e

con attenzione. •
In

[l]

particolare.

e al •passI

dei

di una

dimostrazione [20] .

•
In

certi aspetti e le eSigenze della dimostrazioneb) Non si colgono

Matematica. Nel caso particolare della geometria. (a

dell'algebra), un 'ulterioredifferenza,

difficoltà

ad

nella

esempIO.

rappresentazione • •
VISIVa

VI

che

è

presentando una

di dimostrare che la tesi è

situazione considerata.

soggetto, nasconde

indipendente dalIe

pensareBasta

ilcoinvolgeche

delIa

particolare

l'esigenza

particolarita

situazione

an'atteggiamento psicologico di non pochi studenti di non

ritenere necessane certe dimostrazioni geometriche. perchè

vedono gia nel disegno la verila delle richieste di un certo

problema geometrico. Si esprimono spesso con frasi del tipo .. è

evidentell
• "è ovvio che la figura geometrica è un rettangolo Il o

si pongono la domanda IIche cosa devo dimostrare?".

In queste loro affermazioni traspare il problema di fondo: una

rappresentazione è un modello, in cui tutto pu6 "funzionare" per

bene, mentre la dimostrazione richiede di stabilire rapporti tra

gli enti che valgono per tutti 1 modelli, anche per quelli

critici, in cui il "funzionamento" non è altrettanto egregio.

Ritornando alla questione posta, diversi sono i concetti di

dimostrazione in matematica: vanno dal tentativo di

"convincimento" "oltre ognj dubbio Il alla formale dimostrazione

studiata dalla logica matematica. In certi casi la dimostrazione

matematica è la dimostrazione logica e garantisce l'indipendenza
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dal caso particolare. Nella usuale dimostrazione 1ll matematica

sono in gioco aspetti semantici che non vanno confusi con aspetti

sintattici: la dimostrazione tiene conto, infatti, dei

significati dei termini presenti nell'enunciato oggetto di

dimostrazione (significato, ad esempiO, di Il rette parallele" ,

"rette perpndicolari", di equazione, ...) e consiste in una

successione finita di affermazioni che tengono conto, VIa Via,

dei fatti matematici supposti (ipotesi) e termina con la

constatazione deU'affermazione desiderata (tesi).

"Anzitutto è necessario far captre la necessita di assumere

alcuni termini primitivi e alcuni assiomi: per evitare circoli

viziosi e rinvii all'infinito, bisogna prendere qualche termine

senza averlo definito e qualche affermazione senza averla

dimostratali ([28], p.72). L'allievo evitera affermazioni senza

senso, talora prive anche di "senso comunel!.

ilE' facile constatare sui libri di testo che è data una diversa

rilevanza didattica tra gli assiomi o postulati della Geometria e

le cosiddette proprietà formali deU'Aritmetica e dell'Algebra.

Quest'ultime non vengono neppure "etichettate" con il nome di

aSSIOma e la trattazione dell'Aritmetica e deU'Algebra che

segue, di solito, non presenta una corretta e completa

derivazione dei vari risultati dalle proprieta...A sostegno della

geometria c'è forse la possibilità di una fonte dell'intuizione

spaziale, per alcuni più immediata, avente riscontro nel mondo

visibile. Tuttavia chi sostiene questa pOSIZiOne, si deve rendere

conto che l'intuizione forse rende facili le argomentazioni,

presentate a sostegno della scelta dei postulati, ma non rende

più semplice ed intuitivo il procedimento dimostrativo. Ne fa

fede il fatto che le cosiddette dimostrazioni sintetiche sono

spesso meno praricate" ([2!], pp.!3! - 133).

Terza fase.

Se l'attenzione allo spazio euclideo viene maturata sottolineando

la portata delle scelte fondazionali, SI determina per

l'insegnante un momento significativo sul pIano didattico per

operare esplicitamente scelte diverse introducendo, ad esempIO,

ad un primo livello, il problema delle geometrie non euclidee.
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Una tale scelta contenutistica sarebbe utile per la formazione di

una mentalita critica nel gIovane non accontentandosi delle

usuali asettiche presentazioni della geometria.

Una domanda chiave in tale direzione potrebbe essere formulata in

modi diversi. Dipende dal discorso matematico oggetto di

discussione della classe. Ne propongo quattro.

E' possibile oltrepassare l'esperienza sensibile'?

Come mostrare che il quinto postulato di Euclide pu6 essere

negato?

- Come mostrare che sono possibili geometrie diverse da quella

euclidea'?

Se SI oltrepassa l'esperienza sensibile, chi ci garantisce la

coerenza di una teoria della geometria?

C'è una via didattica? Forse la via dei COlltro - modelli è da

favorire, perchè le proprieta di oggetti matematici non SIano

presentate "come •se SI trattasse di cose OVVIe e scontate" . Il

modello di "piano" non euclideo di Klein (Fig. 5) e il modello di

"superficie curva nello spazio" di Riemann. non necessariamente

una sfera (Fig. 6) nell'ambito della geometria euclidea. offrono

un 'intcrazione tra rappresentazione e linguaggio geometrico e

teoria. E' neccessario un atteggiamento problematico ( [3], pp.

324-342. [26]) di rapportarsi con l fondamellli della matematica,

altamente formativo per portare a livelli più alti lo spirito

critico di UIlO sludeme delle superiori.

Fig.5

"Punli" sono i punti d,) cerchio euclideo privato della

circonferenza. "Rctto" sono l. corde. Data u", "retta", por u.

plinio ••• appartenente •d essa passa piu' di un• parallela . Il

postulalo deU'unicila' della parallela .0. vale .O! modello di

Klein.
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Fig. 6

'Punti" sono coppie di punti diametmlmcntc opposti della

superficie sferica euclidea. "'Rette" sono l'insieme delle coppie

di punti diametralmente opposti oh, giacciono ,. •••
circonfcrcmza massima. Data ••• "rcUII" ,d un "punto' ch, nnn l,

appartiene. nnn esistono "relte" parallele .d essa: ogni coppia

di "'relle" h. in comune nn "punto" . Non esistono "reUc"

parallele nel modello di Ricmann.

Di fronte a tale situazione •
In CUI l'intuizione non è

abbandonata. l'allievo VIve momenti di stupore e sorpresa e SI

pone tante domande, bellissime per una mente che pensa e che non

ripete :

Le rette non sono più quelle che conoscevo?

Gli angoli non sono più coi lati rettilinei?

La somma degli angoli interni di un triangolo sulla sfera non è

più 180 gradi! Vedo una somma maggiore. se penso al reticolato

geografico dei meridiani e dei paralleli! Come verificarlo col

modello? E nel "piano" cosa accade? Sara minore? Come

verificarlo?

Se considero il modello della sfera, è possibile verificare

l'assioma delI'unicita della retta per due punti?

Quale la Geometria valida per lo spazio fisico?

La Terra si pu6 approssimare ad una sfera. Forse pu6 essere più

diversa da quella euclidea? ..conveniente una geometria

... "1'assoluta fede in Euclide e nell'intuizione spaziale è.

costretta a ritirarsi dal sensibile visivo ad un campo più

astratto,... e 1D buona parte è sostituita dal ngore delle

dimostrazioni. ..Per accertare l'ammissibilita di diverse

geometrie si fa ricorso a rappresentazioni, o modelli, m CUi SI
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vedono concretati i postulati ...Una teoria è accettata (3) non

tanto per quel che descrive, quanto perché esiste qualcosa In CUi

pu6 essere interpretata, e quindi Don è contraddittoriaH ([25].

E' rotto il secolare rapporto geometria spaZIO sensibile. La

costruzione di modelli interpretativi delle geometrie non

euclidee segna la CflSi dell'evidenza •Del •proceSSi di

matematizzazione (su questi insistono i nUOVi programmi della

scuola italiana).

E' In gIOco

dell'intuizione

la libertà di

geometrica euclidea.

fare geometria

Importante è

con sacrificio

non fare scelte

acriticamente imposte perché • •• lao DOD espresse, ImpnglOnano

mente di chi criticamente vuoI apprendero.

L'obiettivo: IIUn mito da sfatare è la totale certezza, chiarezza

e staticita dei concetti matematici, il CUI corollario è UDa

affidabilità che prevede discussioni" ([26]).

Alcune riflessioni conclusive.

Nei tre itinerari didattici si è insinuata la logica con un ruolo

trasversale finalizzato ad UD apprendimento critico della

linguaggi, agli atteggiamenti •
aI propn

(quali l'astrazione, la generalizzazione)

delle conoscenze. Giocano UD forte

matematica con attenzione

del pensiero matematico

e all'organizzazione logica

ruolo la sensibilita culturale dell'insegnante e la sua capacita

didattica nel far cogliere, 10 modo adeguato al livello

scolastico dell'allievo, aspetti critici nel contenuti oggetto di

insegnamento, per evitare una visione distorta della matematica

fatta di aride formule e di dimostrazioni da imparare a memoria

senza un significato e senza comprenSIOne. Occorre allora il

superamento di una trasmissione sistemata e definitiva di

contenuti con una scelta pedagogico didattica di smomaggio,

critica, reinvenziolle del fatto culturale. Di conseguenza

l'attivita didattica nmane centrata sulla succeSSiOne "problema

(3) Il termine "accettare Il vuoI significare "non é da rifiutare ll
;

ben altro è il problema di quale teoria scegliere.
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- concetti - modelli teorie - applicazioni - metodi di ricerca"

con attenzione alla sostanza del discorso e alla eSigenza di

cautela nelle precisazioni. E questo comporta per prima cosa

nell'insegnante una presa di coscienza dell'idea della matemalica

che vuole insegnare con conseguente scelta didattica. Se guarde",

alla matematica come modello di pensiero, mezzo di indagine della

renlta, in una visione non definitiva e non assoluta, risponderà

allo scopo di formazione critica dei giovani, in collaborazione

con le altre discipline e in misura non diversa.
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