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eantonio.farina�unile.it1 IntroduzioneTra i problemi del Cal
olo delle Variazioni 
he hanno tra le in
ognite un'iper-super�
ie K di Rn (n � 2), uno tipi
o �e stato proposto, nell'ambito dellaVisione Computerizzata, da Mumford & Shah nella se
onda met�a degli an-ni ottanta ([MS1℄ e [MS2℄) 
ome appro

io variazionale al problema dellasegmentazione di immagini. Si tratta di un modello 
ontinuo e determi-nisti
o ed �e un'estrapolazione 
ontinua di pre
edenti formulazioni dis
retedate indipendentemente da Geman & Geman (1984) in [GG℄ e da Blake &Zisserman (1987) in [BZ℄.Il problema della segmentazione di immagini 
onsiste, assegnata un'im-magine g, nel dividere l'immagine in regioni in 
ui al
une propriet�a del-la stessa sono relativamente uniformi (la propriet�a 
he qui 
onsideriamo �el'intensit�a dei livelli di grigio di ogni pixel). L'appro

io variazionale alproblema della segmentazione di immagini ri
hiede la minimizzazione delfunzionaleMS(K;u) := ZZ
nK �jDu(x; y)j2+�ju(x; y)�g(x; y)j2�dLn+�Hn�1(K\
):Nel 
aso n = 2, g rappresenta appunto l'immagine di un gruppo di oggetti e
 lo s
hermo su 
ui tale immagine appare. Minimizzando il funzionaleMS
er
hiamo di eliminare il rumore presente in un'immagine per un migliora-mento della qualit�a della stessa, distinguendo nello stesso tempo le dis
on-tinuit�a di g dovute agli spigoli o alle ombre (dis
ontinuit�a 
he si voglionoevidenziare) dalle dis
ontinuit�a dovute al rumore di fondo o alle pi

oleirregolarit�a (dis
ontinuit�a 
he si vogliono eliminare).La segmentazione di immagini �e interessante per
h�e la per
ezione visivaha luogo \sostanzialmente" in base ai 
ontorni (degli oggetti), 
he fornis
onomolte informazioni rilevanti sull'immagine stessa: infatti essi individuanodove sono gli oggetti, la loro forma e grandezza.1In questa nota ho riportato al
uni risultati ottenuti in 
ollaborazione 
on M. Carrieroe I. Sgura. I risultati in forma 
ompleta sono esposti in [CFS℄.



218 Antonio FarinaIl lavoro si arti
ola nei seguenti punti: nella se
onda sezione introdu-
iamo il funzionale di Mumford & Shah e des
riviamo le idee essenziali pre-senti nella dimostrazione del teorema di esistenza del minimo del funzionalestesso; nella terza sezione 
i interessiamo al problema di trovare metodi nu-meri
i opportuni per la determinazione di una 
oppia minimizzante; poi
h�eil trattamento numeri
o del funzionaleMS �e diÆ
ile a 
ausa della presenzadel termine di misura in questa sezione esponiamo l'approssimazione delfunzionaleMS 
on una su

essione di funzionali quadrati
i ellitti
i de�nitiin spazi di Sobolev (
fr [AT℄). L'approssimazione variazionale �e nel sensodella �-
onvergenza di De Giorgi [DGF℄. Nell'ultima sezione in�ne des
ri-viamo l'algoritmo numeri
o utilizzato per risolvere il problema di minimo epresentiamo al
uni esperimenti numeri
i su immagini digitali, sinteti
he oreali.2 Il modello variazionale di Mumford & Shah per lasegmentazione di immaginiUn'immagine digitale in bian
o e nero, 
orrisponde ai livelli di grigio dis
retie 
ostanti a tratti (a 
ausa della digitalizzazione) della proiezione nel pianodi una s
ena reale tridimensionale vista da una tele
amera. Sostanzial-mente un'immagine digitale mono
romati
a si pu�o rappresentare medianteuna matri
e di numeri interi 
ompresi tra 0 e 255 (o di numeri 
ompresi tra0 e 1 nel 
aso in 
ui i livelli di grigio vengano normalizzati). Ogni numerodi questa matri
e rappresenta il livello di grigio del pixel 
orrispondente;il valore 0 �e asso
iato ad un pixel nero, mentre il valore 255 (o 1 per im-magini normalizzate) �e asso
iato al pixel bian
o. Pi�u grande �e il numerodei pixel, e quindi la dimensione della matri
e, pi�u elevata �e la de�nizionedell'immagine, e quindi la qualit�a della stessa.Segmentare un'immagine vuol dire regolarizzare l'immagine stessa, ossiaeliminare il rumore, e simultaneamente determinare i bordi degli oggettipresenti nell'immagine stessa.La segmentazione di immagini �e ritenuta il primo livello nella elabo-razione delle le immagini, a 
ui seguono livelli di elaborazioni superiori,quali ad esempio il ri
onos
imento della profondit�a degli oggetti a partiredai bordi degli stessi. Te
ni
he di elaborazione delle immagini sono ne
es-sarie in diversi 
ampi, tra i quali l'analisi di immagini medi
he, radar esatellitari, la 
artogra�a e la 
atalogazione di impronte digitali.Come detto in pre
edenza, nella versione dis
reta un'immagine si pu�orappresentare 
ome una matri
e di numeri. Che 
osa �e inve
e un'immaginemono
romati
a nella versione 
ontinua?Nella versione 
ontinua un'immagine �e una funzione assegnata g : 
 ![0; 1℄ misurabile, de�nita su un aperto limitato 
 del piano, dove, per ognix 2 
, g(x) rappresenta l'intensit�a nei livelli di grigio dell'immagine nelpunto x.



Un modello variazionale per la segmentazione di immagini 219Nel \
artoon model" per la segmentazione di immagini proposto daMumford & Shah, assegnata g : 
 ! [0; 1℄ misurabile, si ri
hiede di mini-mizzare il funzionale (energia del primo ordine)(K;u) 7! MS(K;u) := ZZ
nK jDu(x; y)j2dxdy (1)+� ZZ
nK ju(x; y)� g(x; y)j2dxdy+�H1(K \ 
)nell'insieme A delle 
oppie ammissibili (K;u) 
on K � R2 insieme 
hiusoe u funzione 
ontinua insieme alle sue derivate prime in 
 n K: l'insiemeK �e l'insieme delle dis
ontinuit�a \brus
he" della g, ossia l'insieme dei bordidegli oggetti presenti nell'immagine di partenza, mentre la u rappresenta laregolarizzata a tratti della g, ossia l'immagine priva di rumore. In (1) � e �sono numeri reali positivi (rispettivamente parametro di s
ala e di 
ontrastolegati alla pre
isione dell'approssimazione 
he si vuole ottenere); H1(K\
)rappresenta la misura 1-dimensionale di Hausdor� in R2 dell'insieme K\
.Il funzionale MS penalizza grandi insiemi K e, fuori di K, impone adu di essere \vi
ina" a g e suÆ
ientemente regolare. In parti
olare, il primotermine forza u ad essere il pi�u regolare possibile in un sottoinsieme di 

he deve essere quanto pi�u grande possibile; il se
ondo termine impone unapenalizzazione (in norma L2(
)) per la deviazione di u da g; il terzo addendopreviene l'insieme K dall'essere troppo grande.Il problema di minimo per il funzionale MS pu�o essere formulato inquesto modo: min(K;u)2AMS(K;u): (2)Per provare l'esistenza di almeno una 
oppia minimizzante perMS nella
lasse di 
oppie ammissibili A non si possono appli
are i metodi diretti delCal
olo delle Variazioni, basati sul noto teorema di Weierstrass-Tonelli. Perquesto motivo De Giorgi ha introdotto, per minimizzare MS, un nuovospazio di funzioni detto spazio delle funzioni spe
iali a variazione limitatain 
, indi
ato 
on SBV (
). In questo spazio si pu�o dare una formulazionedebole del problema di minimo, de�nendo per ogni v 2 SBV (
) \ L1(
)il nuovo funzionaleMS(v) := ZZ
nS(v) jrv(x; y)j2dxdy (3)+� ZZ
nS(v) jv(x; y)� g(x; y)j2dxdy+�H1(S(v)):
he dipende solo da v, per
h�e l'insieme di dis
ontinuit�aK �e legato all'insiemedi salto S(v) di v (vedi [DGCL℄).



220 Antonio FarinaIl problema di minimo per il funzionale (1), nella formulazione debole(3), diventa allora minv2SBV (
)MS(v): (4)Una volta de�nito la forma debole del funzionale, si prova innanzitut-to l'esistenza di una soluzione debole e poi si studia la regolarit�a di talesoluzione.L'esistenza di una soluzione debole in SBV(
) per il problema di minimo(4) �e stata provata da Ambrosio (1988) (
fr. [A1℄, [A2℄, [A3℄) sfruttandoteoremi di 
ompattezza e di semi
ontinuit�a inferiore nello spazio SBV (
)rispetto alla 
onvergenza di L1(
).Il passo su

essivo, ossia lo studio della regolarit�a della soluzione debole,�e molto deli
ato. In [DGCL℄ (vedi an
he [DMS℄) De Giorgi, Carriero eLea
i, per dimostrare l'esistenza di almeno una 
oppia minimizzante perMS , hanno provato 
he se v0 2 SBV (
) �e un minimo perMS alloraH1�
 \ S(v0) n S(v0)� = 0;(
io�e S(v0) e S(v0) hanno la stessa misura di Hausdor� unidimension-ale e quindi S(v0) non pu�o 
oin
idere 
on tutto 
), e 
he, posto ev0 =ap limy!x v0(y), ev0 2 C1(
 n S(v0)). Pertanto la 
oppia �S(v0); ev0� �e am-missibile per MS e minimizza il funzionale di Mumford & Shah.3 Approssimazione variazionale del funzionale di Mum-ford & ShahIl problema di determinare numeri
amente i minimi del funzionale di Mum-ford & Shah non �e sempli
e da risolvere an
he a 
ausa della presenza deltermine di misura H1(K \ 
). Per questo motivo Ambrosio & Tortorel-li hanno proposto un appro

io al trattamento numeri
o basato sula teoriadella �-
onvergenza. Questa teoria, introdotta da De Giorgi e Franzoni nellase
onda met�a degli anni settanta ([DGF℄), �e stata pensata per approssimareun problema variazionale 
on una su

essione di problemi variazionali di-versi. In questa nota partiamo dai risultati di Ambrosio & Tortorelli 
he in[AT℄ hanno dimostrato 
he �e possibile approssimare il funzionale MS 
onfunzionali quadrati
i ellitti
i.Se (X; d) �e uno spazio metri
o, si di
e 
he una su

essione fk : X ![�1;+1℄ �-
onverge a f : X ! [�1;+1℄ per k ! +1, se per ognix 2 X si ha:(i) per ogni su

essione (xk) 
onvergente a xf(x) � lim infk!+1 fk(xk)



Un modello variazionale per la segmentazione di immagini 221(ii) esiste una su

essione (xk) 
onvergente a x tale 
hef(x) � lim supk!+1 fk(xk):Propriet�a basilari di questo tipo di 
onvergenza sono: uni
it�a, stabilit�aper perturbazioni 
ontinue, 
ompattezza e, sotto ipotesi di equi
oer
ivit�a,
onvergenza dei minimi dei funzionali approssimanti ai minimi delfunzionale �-limite.Come di
evamo in pre
edenza le diÆ
olt�a prin
ipali 
he si in
ontranonell'approssimazione del funzionale MS 
on una su

essione di funzionaliellitti
i sono dovute al termine H1(S(u)) 
he rappresenta la misura di uninsieme non noto. Per questo motivo viene introdotta una nuova funzionevariabile s 
he 
ontrolla l'insieme di salto S(u). Tale funzione assume in-fatti valori prossimi a zero in tutti i punti interni ad un intorno tubolare dispessore 1=k dell'insieme S(u) (vedi Figura 1). Per k ! +1 tale intorno si
ontrae e in questo modo s fornis
e una rappresentazione approssimata deibordi degli oggetti presenti nell'immagine di partenza.
1/k 

1/k 

s ≈ 1

s ≈ 0

s ≈ 0

s ≈ 1

insieme di salto S(u) 

frontiera dell’intorno tubolare  

Figura 1:Possiamo quindi de�nire il funzionaleF (s; u) = � MS(u) se u 2 SBV (
) e s � 1 q.o. in 
+1 altrimenti
onMS(u) dato in (3). Ebbene vale il seguente teorema di approssimazione



222 Antonio Farina3.1 Teorema di approssimazione (di Ambrosio & Tortorelli). As-segnata g : 
! [0; 1℄ misurabile, 
onsideriamo per ogni k 2 N i funzionali:(s; u) 7! Fk(s; u) := ZZ
 �s2(x; y) + 1k2�jDu(x; y)j2dxdy (5)+� ZZ
 ju(x; y)� g(x; y)j2dxdy+� ZZ
 �1k jDs(x; y)j2 + (s(x; y) � 1)24 k�dxdydove u 2W 1;2(
), s 2W 1;2(
; [0; 1℄).I funzionali Fk(s; u) �-
onvergono in L2(
)� L2(
) al funzionale F(s,u);la su

essione (sk; uk) di minimi di (5) �e 
ompatta in L2(
)� L2(
);per ogni punto limite (1; u�) risulta u� 2 SBV (
) e u� minimizza il fun-zionale MS; allora, posto K0 := S(u�), si ha eu� 2 C1(
 nK0) per 
ui la
oppia (K0; eu�) minimizza il funzionale MS di Mumford & Shah.4 Approssimazione numeri
a del sistema di equazionidi Eulero-Lagrange dei funzionali approssimantiI risultati visti sull'approssimazione diMS(K;u), nel senso della �-
onver-genza, sono importanti per
h�e 
onsentono di 
al
olare numeri
amente i suoiminimi per mezzo dei funzionali ellitti
i Fk(s; u) de�niti in (5).Infatti i funzionali ellitti
i sono pi�u 
onvenienti dal punto di vista nu-meri
o, poi
h�e il sistema di equazioni di Eulero-Lagrange ad essi asso
iatopu�o essere risolto mediante una dis
retizzazione 
ol metodo delle di�erenze�nite.Il sistema di equazioni di Eulero-Lagrange per il k-esimo funzionale ap-prossimante Fk in (5) (tras
urando il termine 1=k2) �e dato da:(EL)k ( s2�u+ 2sDu �Ds = �(u� g)�s = k� s jDuj2 + (s� 1)4 k2 nell'aperto limitato 
.Mar
h in [M℄ e Spitaleri, Mar
h e Arena in [SMA℄ hanno 
onsiderato un'ap-prossimazione numeri
a di (EL)k mediante di�erenze �nite.In questo nota, partendo dalle idee presenti in [M℄ e [SMA℄, intendiamosimulare la �-
onvergenza nel dis
reto. A tal �ne 
onsideriamo una su

es-sione di dis
retizzazioni dei problemi 
ontinui (EL)k, e studiamo la 
onver-genza della su

essione delle approssimazioni numeri
he ottenute, fa
endovariare il parametro k se
ondo una ragionevole legge 
he pre
iseremo in se-guito.



Un modello variazionale per la segmentazione di immagini 2234.1 Algoritmo numeri
oSia k un intero positivo e sia xi = ih e yj = jh una dis
retizzazione delrettangolo 
 = (0; n+ 1)� (0;m+ 1) 
on passo h > 0. Siano(si;j)k :�= sk(xi; yj) (ui;j)k :�= uk(xi; yj) (i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ; n)i valori approssimati della soluzione (sk; uk) del sistema di�erenziale (EL)knei punti interni della dis
retizzazione di 
. Sui punti di frontiera di 
poniamo la u uguale alla funzione g e la s uguale ad uno. Per sempli
it�a dinotazione, essendo k un valore �ssato, nel seguito ometteremo l'indi
e k perle funzioni 
oinvolte, a meno 
he non 
i sia ne
essit�a di maggiore 
hiarezza.In generale, �e noto 
he, se si 
onsidera un'approssimazione mediantedi�erenze �nite, data una funzione v, le sue derivate parziali prime vx e vypossono essere approssimate 
on le di�erenze 
entralivi+1;j � vi�1;j2h e vi;j+1 � vi;j�12h ;mentre l'operatore di Lapla
e, �v := vxx + vyy si approssima 
onvi+1;j + vi�1;j � 4vi;j + vi;j+1 + vi;j�1h2 ;dove vi�1;j �= v(xi � h; yj) e vi;j�1 �= v(xi; yj � h).Approssimando quindi le derivate parziali prime di u = uk e di s = sk
on le di�erenze 
entrali otteniamo per il sistema (EL)k lo s
hema numeri
o:( 
i;jui;j � ai;jui+1;j � bi;jui�1;j � di;jui;j+1 � ei;jui;j�1 = �gi;jmi;jsi;j � 1h2 �si+1;j + si�1;j + si;j+1 + si;j�1� = k24 (6)dove, per ogni i e j, risultaai;j = 1h2 hs2i;j + si;j2 �si+1;j � si�1;j�i;bi;j = 1h2 hs2i;j � si;j2 �si+1;j � si�1;j�i;
i;j = �+ 4h2 s2i;j ;di;j = 1h2 hs2i;j + si;j2 �si;j+1 � si;j�1�i;ei;j = 1h2 hs2i;j � si;j2 �si;j+1 � si;j�1�i;mi;j = k24 + 4h2 + k4�h2 h�ui+1;j � ui�1;j�2 + �ui;j+1 � ui;j�1�2i;e gi;j := g(xi; yj) �e la dis
retizzazione data dall'immagine di partenza di(m+ 2)� (n+ 2) pixels.



224 Antonio FarinaPartendo per ogni (i; j) dalla approssimazione iniziale �s(0)i;j ; u(0)i;j �, il si-stema di equazioni algebri
he non lineari (6) viene risolto 
on il seguentealgoritmo di rilassamento iterativo di tipo Gauss-Seidel:GSk 8>>>><>>>>: s(p+1)i;j = 1mi;j�u(p)i;j �"k24 + bs(p)i;j #u(p+1)i;j = 1
i;j�s(p+1)i;j �"�gi;j + bu(p+1)i;j #
onbu(p+1)i;j = ai;j(s(p+1)i;j )u(p)i+1;j + bi;j(s(p+1)i;j )u(p)i�1;j + di;j(s(p+1)i;j )u(p)i;j+1+ei;j(s(p+1)i;j )u(p)i;j�1bs(p)i;j = 1h2�s(p)i+1;j + s(p)i�1;j + s(p)i;j+1 + s(p)i;j�1�:Per ragioni di 
al
olo e per sempli
it�a di notazione, indi
hiamo 
ons(p)k = �s(p)1;1; : : : ; s(p)m;1; s(p)1;2; : : : ; s(p)m;2; : : : ; s(p)1;n; : : : ; s(p)m;n�u(p)k = �u(p)1;1; : : : ; u(p)m;1; u(p)1;2; : : : ; u(p)m;2; : : : ; u(p)1;n; : : : ; u(p)m;n�le approssimazioni all'iterata p-esima delle soluzioni di (EL)k ordinate per
olonne.Il 
riterio di arresto per il pro
edimento iterativo �e dato da:������s(p+1)k � s(p)k ������2������s(p+1)k ������2 � tollsGS e ������u(p+1)k � u(p)k ������2������u(p+1)k ������2 � tolluGSdove tollsGS e tolluGS sono tolleranze �ssate per 
ontrollare l'errore relati-vo. In 
on
lusione, se p� �e l'iterata per 
ui entrambe le disuguaglianze sonoveri�
ate, la soluzione numeri
a di (EL)k �e data da �s(p�)k ; u(p�)k �.A questo punto per simulare la �-
onvergenza nel dis
reto, variando ilvalore di k opportunamente se
ondo una legge k(it), generiamo una su
-
essione di problemi di�erenziali (EL)k(it) e risolviamo numeri
amente 
ia-s
uno di essi 
on il metodo esposto in pre
edenza.Poi
h�e i risultati del problema 
ontinuo si hanno per k 
he tende ad in�nito,nel dis
reto siamo interessati ad analizzare la 
onvergenza numeri
a dellasu

essione delle approssimazioni dis
rete (sk(it); uk(it))k(it) di ogni sistema(EL)k(it), al 
res
ere di it, �n
h�e l'errore non �e inferiore a una pre�ssatatolleranza.A tal �ne utilizziamo una te
ni
a iterativa basata sulle sostituzioni su
-
essive o iterate di Pi
ard.
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onsideriamo 
ome approssimazioneiniziale per il metodo di Pi
ard (s0; u0) = (1; g), ossia la segmentazioneuguale ad 1 su tutto 
 e la u 
oin
idente 
on l'immagine data g.Per la prima iterata, it = 1, poniamo k(1) = 1 e 
al
oliamo (s(p�)1 ; u(p�)1 ),la soluzione numeri
a del sistema (EL)1, mediante l'algoritmo pre
edenteGS1.In generale, per ogni it, sia (s(p�)k(it); u(p�)k(it)) la soluzione numeri
a delsistema (EL)k(it) 
al
olata 
on l'algoritmo GSk(it).In questo 
ontesto, iterare mediante sostituzioni su

essive alla Pi
ardsigni�
a 
he l'approssimazione iniziale per il metodo GSk(it+1), usato perrisolvere (EL)k(it+1), �e la soluzione numeri
a ottenuta al passo pre
edenteda GSk(it), ossia(s(0)k(it+1); u(0)k(it+1)) = (s(p�)k(it); u(p�)k(it)) � (sk(it); uk(it)):Il pro
edimento iterativo di Pi
ard viene blo

ato quando �e veri�
ato ilseguente 
riterio di arresto sugli errori relativi:(errs)k(it+1) = ������sk(it+1) � sk(it)������2������sk(it+1)������2 � tollse (erru)k(it+1) = ������uk(it+1) � uk(it)������2������uk(it+1)������2 � tolludove tolls e tollu sono tolleranze �ssate su s e u rispettivamente.De�niamo la legge k(it) di variazione del parametro k ri
orsivamente nelseguente modo:8><>: k(0) = 0; k(1) = 1k(it+ 1) = k(it) + & (errs)k(it)tolls ' se it � 1dove � � �e la funzione parte intera superiore.4.2 Esperimenti numeri
iIn tutti gli esperimenti l'immagine data g ha una risoluzione di (m + 2) �(n + 2) pixels e il passo di dis
retizzazione 
onsiderato �e h = 1. Inoltreabbiamo normalizzato la s
ala di 256 livelli di grigio di g (nero (0), bian
o(255)) in modo tale 
he gi;j 2 [0; 1℄, per ogni i e j.Per la risoluzione numeri
a, i valori dei parametri � e � del problema
ontinuo e di tollsGS; tolluGS e tolls, tollu del problema dis
reto devono



226 Antonio Farinaessere assegnati. In e�etti la s
elta ottimale di tali valori non �e sempli
eda fare; sulla base delle esperienze e�ettuate abbiamo �ssato tollsGS =tolluGS = tolls = tollu = 0:05, e s
elto i parametri di volta in volta (i valoridei parametri sono indi
ati nelle didas
alie di Figura 2 e Figura 3).

Figura 2: In alto a sinistra l'immagine originale g e a destra la regolarizzata atratti u; in basso la segmentazione s. Per i parametri abbiamo s
elto i valori � =0:05 e � = 0:1. Come si pu�o fa
ilmente notare, l'immagine di partenza ha moltorumore di fondo; segmentando l'immagine otteniamo un'immagine pi�u \pulita",
io�e u, non perdendo le informazioni essenziali, ossia i bordi delle regioni omogeneenell'immagine di partenza, 
he sono individuati e lo
alizzati 
on pre
isione.
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Figura 3: In alto a sinistra l'immagine originale g e a destra la regolarizzata atratti u; in basso la segmentazione s. I valori dei parametri sono: � = 0:005 e� = 1. L'immagine di partenza non presenta rumore e quindi la regolarizzataa tratti �e molto simile all'immagine di partenza. I risultati pi�u signi�
ativi sihanno in questo 
aso per la s: i 
ontorni (
io�e le 
oste della penisola) sono infattiperfettamente individuati e lo
alizzati, ed in maniera pi�u netta rispetto alla �gurapre
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