CAPITOLO 7

I ALGEBRA DELLE MATRICI
GENERICHE

In quest'ultimo capitolo viene introdotto il concetto di matrice generica e si
studiano alcuni risultati sull’algebra delle matrici generiche. Inoltre viene
dato un esempio di algebra di divisione di dimensione finita.

7.1 Definizione. Siano K un campo,n € Ne Y = {ug) |ij € nl,k € N}
un insieme di indeterminate su K commutative e indipendenti. Indichiamo
con K [ug‘)] 'anello dei polinomi nelle indeterminate appartenentia ¥ e
poniamo

1] (3]

VkeN U® .= (u”.")“=1 e MH(K[HU‘:)D.

Per ogni k € N, U¥) si dice matrice generica n x n su K.
La K-sottoalgebra di M, (I{ lugf)]) generata da {U®},cn si denota con
K., (U) e si dice algebra delle matrici generiche n x n su K.

7.2 Teorema. Siano K un campo infinito e n € N. Allora
K,(U)2K(X)/T(M,(K)).
Dimostrazione. Consideriamo 'omomorfismo
v: K(X)— K, ({U), zr — UW

e dimostriamo che ker ¢ = T(M,(K)).
Sianot € Ne f(xq,...,2¢) € T(M,(K)). Poiché

M, (K [ug?]) ~ K[ugﬂ] @MH(K),
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da (2.18) e (3.2) segue che f € T(Mn (K [ugj?}])). Allora f & un’iden-
tita polinomiale per K,, (U) essendo K, (U) sottoalgebra di M, (K [ugf} )
Segue

Vig,....i; €N f(Uﬁl),...,U“*-)) — 0,

cioe f € ker .
Viceversa sianot € N e f(xy,...,x:) € ker . Allora

Viy.....i; €N f(U“l},...,Uﬁ*)) — 0.

Siano ry,...,7; € M,(K) e, perogni k €t], i, 7 € nl, sia a.g?') € K tale che

rL = (ag?). Consideriamo I'applicazione ¢ : K [ug‘:}} — K tale che

p(u®) = { % Vked
* 0 VkeN-—¢]

¥ € un omomorfismo di K-algebre e induce un omomorfismo di K-algebre
di matrici ¢ : M, (K [ug:)]) — M, (K) tale che

e r. Vket
‘b(U(k)) - { ok VkeN-—¢

Allora
fri,.or) =B(F(UD,...,UO)) =3(0) =0

Dall’arbitrarieta di ry,...,r; in M,,(K) segue che f € T(M,(K)) e quindi
ker o = T(M,(K)).
Per il Teorema di omomorfismo per anelli si ha

Kn (U) = K(X) /| T(Mn(K)).

7.3 Corollario. Siano K un campo infinito e n € N. Allora K, (U) e M,,(K)
sono Pl-equivalenti.

Vogliamo presentare, ora, un importante risultato dovuto ad Amitsur e
affermante che, per ogni n € N, l'algebra delle matrici generiche K,, (U) e
un dominio d’integrita. La dimostrazione di tale teorema si basa sul Teo-
rema di Posner e sull’esistenza di K-algebre di divisione di dimensione fi-
nita n? sul proprio centro. Pertanto premettiamo nel seguente esempio la
costruzione di un tale tipo di algebre:
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7.4 Esempio. (Algebre di divisione di dimensione finita)

Siano K un campo, n € N e sia L il campo dei quozienti dell’anello dei
polinomi K[z,...,z,], cioe L := K(xy,...,Z,).

Sia 0 € Autg (L) tale che o(z,) = z1 e, perognii € n — 1|, o(z;) = Ti41.
Allora o(c) = n.

Poniamo

Lz, o] := {Zaimllm € Ng,a; € L V1 EELJ},

1=0

cioe sia L{z, o] I'insieme dei polinomi a coefficienti in L nell’indeterminata
commutativa z. In Lz, o| definiamo 'addizione nel modo usuale, mentre
la moltiplicazione viene definta imponendo che valga anche la seguente

condizione: | | |
Vbe L,Vie N z'b =o' (b)x’.

Con tali operazioni, L[z, o] risulta essere un anello non commutativo detto
Panello sghembo dei polinomi su L.
Vediamo com’e fatto il centro di L{z, ¢|. Sia f € Z(L|z,0]) e siano m € Ny,

ag,a1,...,an € Ltaliche f = 31"  a;z*. Allora, perognik € Nge b € L, si
ha
foz* =bz*f « Viem a;x'bx” = bxFa;xt &

& Viem) a;0t (b)ztz® = bo*(a;) k2’ ©

& Viem| a0t (b) = bo*(a) (A)

In particolare, se b = 1, allora
VkeNg,Viem| a;=0c"(a;) (V)

e quindi i coefficienti di f devono essere fissati da tutte le potenze di o.
Pertanto, se L’ ¢ il sottocampo di L costituito da tutti gli elementi di L che
vengono fissati da o, si ha che a; € L’ per ognii € m|.

Inoltre da (A) e (V) segue che

Viem|,Vbe L  a;o0'(b) = ba;.
Allora, per ogni ¢ € m| tale che a; # 0, vale:
Vbe L o'(b) = a7 'ba; = b

e quindi ¢* = idy,, cioé i = 0(mod n).
Siano r € m| U {0} e by, by, ..., b, € L tali che

{bmbl,...?br} — {{IiliEm E{Ii#ﬂ}.

Segue che
f= D) az'=>) byz")",
i=0) q:[}

i=0({mod n)
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cioe Z(L[z,o]) C L'[z™]. In realta vale anche l'altra inclusione in quanto,
perognim,g € Nece L,be L/, vale:

Cm?]’lbmﬂq - Cﬂ_ﬂl(b)mm ng __ —_ Cbmm ng __ — bcmm—i—ﬂq —

bo"¥(c)z™ ™ = bx"cax™

Dimostriamo, ora, che L[z, ¢| € un modulo libero sul proprio centro L'[z"]
avente n? generatori.

Osserviamo innanzitutto che L e un’estensione di Galois di L’ con gruppo
di Galois (o) e quindi la dimensione di L su L’ e uguale all'ordine n del
gruppo di Galois.

Siano vy, vg,...,v, una base di L su L’ e proviamo che il seguente insieme

{v;x? |i €nl,j en—=1]U{0}}

genera L{z,o] su L'[z"].

Sia f € L[z,o] e siano m € Ny, ag,a,,...,a, € Ltaliche f =5, Dakmk
Per ogni k € m| U {0}, siano axi,...,ar, € L’ tali che ax = > ., owiv;.
Segue che

m n m 14
k
f = E E agiv; | 2F = E E QiU |7 +
k=0 \ i=1 k=0 1=1
k=0(mod n)
e n T ™
k k __
+ oV |t 4+ ...+ Qi V; |2 =
k=1{mod n) k=(rn—1){mod n)
mn m TL T
k k
— Qpe; Vi X + O )+ ...+
1=1 k=0 =] =
k=0(mod n) k=1({mod n)
n m™m
k
+ Qi VT
i=1 k=0
k=(n—1){mod n)
e quindi
T TrL T ™
k k—1
" Ui + QUi uT A+ ...+
= k=0 i=1 ol
k=0({mod ) E=1(mod n)
T m
+ § , § , &kimk_ﬂ+1 ’L‘:,;:I,'ﬂ_l.

k=(n—1)(mod n)

Segue che {v;2? |7 € n],j € n—1]| U {0}} e un sistema di generatori per
Llz,o] su L'[z"] e si dimostra che tali generatori sono anche linearmente
indipendenti.
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Quindi L[z, o] &€ un’algebra generata come modulo sul proprio centro da n?
elementi, e per (2.35) il polinomio standard S,,2,1(z1,...,Z,241) € un’iden-
tita polinomiale (propria) per L[z, o], cioé L[z, o] € una Pl-algebra. Inoltre
L[z, o] € un dominio d’integrita non commutativo e quindi e un’algebra pri-
ma.

Dal Teorema di Posner segue che I'anello dei quozienti centrali Q(L|z, o)
¢ un’algebra centrale semplice di dimensione finita sul suo centro F' e che
F = Q(L'|z™]). In particolare si deduce che

dimpQ(L[z,0]) = n?

e che Q(L[z,o]) & un dominio d’integrita perché lo e Lz, o|.
Pertanto Q(L[z, o]) & un’algebra di divisione di dimensione n? sul suo centro
che & un’estensione di K.

7.5 Lemma. Siano K un campo, n € N, Y := {ugf} 1ij € nl,k € N}
un insieme di indeterminate su K commutative e indipendenti e F' il campo
dei quozienti di K {uﬁfﬂ], cioe F' := K (ugf)) Allora M, (F') é generato da
K, (U) come spazio vettoriale su F.

Dimostrazione. Sia M := {e;;|4,7 € n|} 'insieme delle matrici elementari
n x n su F. Allora

vkeN U® =3 uie;.

i,7=1
Ordiniamo M lessicograficamente:
e11 <ep<en<...<ep<eyn <ep<...<ey<ez <...<é€pn
e, per ogni k € n?|, denotiamo con vy la k-sima matrice della catena. Segue
che, per ogni k € N e i € n?], esiste ay; € Y tale che

n2
Vk e N U(k} = Z&ki‘ui.
=1

Allora, posti
1 (2) (n?) s T
u::(UUU LU ) vi= (v vy...v5)7,

esiste A € M,»(F) tale che u = Av. Dimostriamo che det(A) # 0.
Se k € n?|, la k-simarigadi A &

k k k k k) (k k k
(T R O Y )
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e quindi il det(A) e un polinomio nelle variabili indipendenti ui?

Per ogni k € n?| ei,j € nl, sia bﬁ;f) € K e sia A la matrice ottenuta da A
sostituendo bﬁ"} a ugf). Se det(A) = 0, allora anche det( A) = 0 e, per I’arbi-

trarieta di b,‘:ﬁ_’:f) in K, dovrebbe annullarsi il determinante di tutte le matrici
n? x n? su K. Cio & impossibile e quindi det(A) # 0.

Pertanto esiste A~! € M,2(F') tale che v = A~'u e cosi I'insieme di ge-
neratori {e;; |, € n]} di M, (F) & contenuto nell’ F-sottospazio generato
da K,, (U). Segue che tale sottospazio coincide proprio con M, (F), cioe
M, (F) € generato da K,, (U) come spazio vettoriale su F.

7.6 Teorema. (Amitsur [3])
Stano K un campo infinito e n € N. Allora K,, (U) é un dominio d’integrita.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che K, (U) & un anello primo.
Siano «, 8 € K, (U) tali che aK,, (U) 8 = 0, cioe tali che

Vre K, (U) arf = 0.

Poiché per (7.5) M,(F') e generato da K, (U) come spazio vettoriale su
F, aM,(F)B = 0. Ma M,(F') e un anello unitario semplice e quindi &
primitivo. Da (6.5) segue che M, (F') e primo e, per (6.2), si ha = 0
oppure 8 = 0. Allora, sempre per (6.2), K,, (U) e primo.
Supponiamo, ora, che K, (U) non sia un dominio d’integrita. Per (6.3),
esiste r € K, (U) tale che r # 0 e 2 = 0. Ma, per (7.2),

Ky (U) = K(X) [ T(My(K))

e quindi esistono m € Ne f(z1,...,z,,) € K (X) taleche f ¢ T'(M,(K)) e
f? e T(M,(K)).

In (7.4) abbiamo dimostrato che esiste un’algebra di divisione D che ha
dimensione n? sul proprio centro Z. Inoltre Z & un’estensione di K e quindi,
per (6.9), D e M, (Z) sono Pl-equivalenti.

Essendo K un campo infinito, anche M, (Z) = M,(K)Q®y Z e M,(K)
sono Pl-equivalenti (cfr. (3.2)).

Segue che f% € T(D) ma f ¢ T(D) e quindi esistono ay,...,a, € D tali
che f(ay,...,a,,) # 0. Allora

0= fﬁ(t‘ll,. ..,ﬂm) — f(illg----,ﬂm) f(ﬂl-.r“--f@m)

e cio e impossibile perché D é un’algebra di divisione.
Pertanto K, (U) € un dominio d’integrita.

7.7 Proposizione. Siano K un campo infinito e n € N. Allora Ualgebra dei
quogzienti centrali di K,, (U) é un’algebra di divisione di dimensione n? sul suo
centro.
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Dimostrazione. Da (7.6) segue che K, (U) e un anello primo e da (6.9)
che K,, (U) e un Pl-anello. Allora, per il Teorema di Posner, Q(K,, (U)) €
un’algebra semplice di dimensione finita sul suo centro F'. Poiché per (7.6)
K, (U) e un dominio d’integrita, anche Q(K,, (U)) lo € e quindi Q(K,, (U))
e un’algebra di divisione di dimensione finita sul centro. Per (4.7), esiste
m € N tale che dimpQ(K,, ({U)) = m?. Proviamo che m = n.

Da (5.11) segue che il polinomio di Capelli C,,2, € un’identita polinomiale
per M, (K) e quindi per K,, (U). Allora, per il Teorema di Posner, C,,2,
e identita polinomiale per Q(K,, (U}). Essendo Q(K,, (U)) un’algebra sem-
plice di dimensione m? sul centro, da (6.9) segue che Q(K, (U)) e M,,.(F)
sono Pl-equivalenti. Allora C,,2,; € identita polinomiale anche per M,, (F)
e quindi, per (5.12), n? + 1 > m? + 1, cioé n > m.

Sempre da (5.11) segue che C,,2,; € un’identita polinomiale per M,,(F')
e quindi per Q(K,, (U)) essendo Pl-equivalenti. Per il Teorema di Posner,
C241 € identita polinomiale per K, (U) e quindi per M,,(K). Da (5.12)
segue che m? 4+ 1 > n? + 1, cioé m > n.

Pertanto m = n e Q(K,, (U)) & un’algebra di divisione di dimensione n? sul
centro.

La proposizione precedente ci fornisce un altro esempio, oltre a (7.4), di
costruzione di algebre di divisione di dimensione fissata sul proprio centro.

Vediamo, infine, un risultato dovuto a Procesi e riguardante I'anello delle
matrici generiche 2 x 2:

7.8 Teorema. (Procesi [16])
Siano U,V due matrici generiche 2 x 2. Allora il centro di Q(Ko (U,V)) e il
campo delle funzioni razionali in 5 variabili K (y1, y2, ys, Y4, ys), dove

yp = tr(U) yo = tr(V)

y3 = det(U) Yy = det(V)
ys = tr(UV)



