CAPITOLO 5

POLINOMI CENTRALI PER
ALGEBRE DI MATRICI

Il concetto di polinomio centrale ha svolto un ruolo cruciale nello sviluppo
della teoria delle Pl-algebre. Inizialmente l'interesse verso questi polinomi
era dettato esclusivamente dalla curiosita in quanto si cercava una risposta
al seguente problema posto da Kaplansky nel 1956: esistono polinomi
centrali per M,,(C) per ognhi n € N? La risposta affermativa a tale quesito
fu data nel 1972 da Formanek e nel 1973 da Razmyslov che costruirono i
primi polinomi centrali usando due differenti metodi.

Ben presto fu chiaro che I'uso dei polinomi centrali permetteva una diretta
applicazione delle tecniche standard della teoria degli anelli commutativi.
Allora l'intera esposizione della teoria delle Pl-algebre fu rivoluzionata e |
polinomi centrali rivestirono in essa un ruolo dominante.

D’ora in poi denoteremo con F' un campo.

5.1 Definizione. Sianon € Ne f € F (X). f si dice polinomio centrale per
M, (F') se e solo se

(1) f(Mn(F)) C Z(M,(F));
(2) f non € un’identita polinomiale per M, (F);
(3) f ha termine noto nullo.

La condizione (3) serve per escludere i casi banali.
5.2 Esempio. Il seguente polinomio:
g = [:1:1,3:2]2 € F(zy,x0)
e centrale per My (F'). Infatti, siano A;, As € My (F') e sia
f(A) = A% = tr([A1, A2\ + det([A;, A3))
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il polinomio caratteristico di [A;, A2]. Poiché tr([A;, A2]) = 0 si ha che
f(A) = A% 4 det([Aq, A]). Dal teorema di Hamilton-Cayley segue che:

0 = f([A1, Ag]) = [A1, Ag)? + det([A1, A3]) I
e quindi:
(A1, As)? = —det([A1, A2)) ], € Z(My(F)).

Pertanto g(My(F)) C Z(M,(F)).
Inoltre ¢ non e un’identita polinomiale perché, se consideriamo le matrici
elementari e;q, €12, €91, vale:

g(ellj €12 BEI) — [E]_l y €12 821]2 =

- (511512 + €11€21 — €12€11 — 621{211)2 =
= (e12—e2n)? #0.

Vale la seguente caratterizzazione:

5.3 Proposizione. Siano m € Ne f(zy,...,zn) € F(X). f é centrale per
M, (F) se e solo se f non é un’identita polinomiale per M, (F) ma [zy,+1, f] €
un’identita polinomiale per M, (F’).

5.4 Proposizione. Siano f € C(X),ne€ Net e n—1|. Se f é un polinomio
centrale per M,,(C), allora f é un’identita per M(C).

Dimostrazione. Per ipotesi vale:
0# f(M,(C)) C Z(M,(C)) = {al,|ac C}.

Sia m € N tale che f = f(zy,...,Zm). Se ¢ € il monomorfismo definito
nella dimostrazione di (2.38), allora, per ogni Aq,..., A, € M;(C), esiste
a € C tale che

flp(A1),...,0(Am)) = aly,.

Per come abbiamo definito la ¢, per ogni i € m|, si ha (p(A;))E., = 0e
quindi:
albn, = alpbpy = f({ro(Al)i ceey @(Am))Eﬂn = 0.

Segue che a = 0 e pertanto

0= f(p(A1):-.., 0(Am)) = o(f(A1,..., Am)).

Ma ¢ e iniettiva e quindi f(A;,...,A,,) = 0, cioe f € un’identita di
M, (C).

Vediamo, ora, la costruzione di polinomio centrale dovuta a Razmyslov.
Essa e legata ai concetti di identita polinomiale debole e di trasformata di
Razmyslov.
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5.5 Definizione. Sianon,m € Ne f(zy,...,z,) € F(X). f & un’identita
polinomiale debole per M,(F') se, per ogni ai,...,a, € M,(F) tali che

tr(a,) = ... =tr(a,,) = 0siha f(ay,...,a,) =0.
Se t € m|, f si dice identitd polinomiale debole nelle lettere x1,...,z; se
per ogni ay,...,a,, € M,(F) tali che tr(a;) = ... = tr(a;) = 0 si ha

fla,...,am) =0.
f & un’identita polinomiale debole in senso stretto per M,(F') se f € una
identita polinomiale debole per M,,(F') ma non e un’identita polinomiale

per M,.(F).
5.6 Esempio. Il seguente polinomio:
fi=[z3,z2] € F(X)
¢ un’identita polinomiale debole in senso stretto in x; per My (F).
Ovviamente ogni identita polinomiale € un’identita polinomiale debole.

5.7 Definizione. Sia j € N e sia f € F(X) un polinomio lineare nella
lettera z;. Allora esistono m € N e, per ogni i € m/, esistono g;, h; € F'(X)
tali che deg?(g;) = deg’(h;) =0e

f= Z gixjh;.
i=1

Si dice trasformata di Razmyslov di f rispetto a z; il seguente polinomio:

m
7= Z hix;g;.

Ovviamente (f*)* = f.

5.8 Proposizione. Sianon, j,t € Nesia f(zy,...,z) € F (X) un polinomio
lineare nella lettera x;. Allora f é un’identita polinomiale per M, (F') se e solo
se la trasformata di Razmyslov f* di f é un’identita polinomiale per M, (F’).

Dimostrazione. La seguente applicazione
0 M, (F) x M,(F) — F, (a,b) — tr(ab)
¢ simmetrica, bilineare e non degenere, cioé se a € M, (F) allora
tr(ab) =0 Vbe M,(F) <& a=0.

Sia m € N e, per ogni i € m/, siano g;, h; € F (X) tali che deg’(g;) = 0,

deg’(h;) =0e f=3"; g:iz;hi.
Per ogni u,,...,u; € M,(F') poniamo

fi=flur,... u)
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VEEE g; = gi(ul,.*.,u;),ﬁi = hi(ul,...,ut).

Segue che f e un’identita polinomiale per M,(F') se e solo se, per ogni
uy, ..., u € M,(F), f =0 e quindi se e solo se

Zﬁiuja:[l & Yve My(F) tr(Z"g’iquiv) =0&

1=1
i’
Z h; Ugiuj) =0 &

& Yve M, a,o(( Eivﬁi)uj) = ( &
= (.

& Yve M, (F) ZE Vg,
1=1

Pertanto f e identita polinomiale per M, (F) se e solo se f* =>".", h;x;g;

e un’identita polinomiale per M, (F).

& Yve My(F

5.9 Proposizione. Siano n,t € N, j € t| e sia f(z1,...,z;) € F(X) un
polinomio lineare in x; e omogeneo. Allora f é un’identita polinomiale debole

in senso stretto in x; per M, (F') se e solo se f* é un polinomio centrale per
M, (F).

Dimostrazione. “=" Sia m € N e, per ogni i € __|, siano g;, h; € F (X) tali

che deg’ (g;) = deg’(h:;) =0e f =", gizjh;
Poniamo

f(-‘ff?h ceay Lj1, [-’l?j-,-ﬂ?t+1],fﬂj+1= ...,:r,t) —

e
Zg’i(mla . ;,:Et)[l'j, It+l:|hi($1, L 1$t) —

p(mla ey Lty It-i-l)

m
— Zgi(:[;‘l,...,$t)$jmt+1hi(mlw-“amt)+

(Ll
- Z 9i(Z1, - -, Te)Te1Z5hi (21, - - -, Te).

Per ogni a,b € M,(F), [a,b] € una matrice a traccia nulla e quindi p e
un’identita polinomiale per M,,(F'). Calcoliamo la trasformata di Razmyslov
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di p rispetto a x;:
I

P == Z.’It_{_lhi(ﬂil,*..,I?t)ifjgi(ml,...,ﬁft)+
i=1

m
- z hi(ﬁh o :fﬂt)iﬂjgz‘(ifh ey L) Tl =
i=1

= T4 f — f*$t+1 = [$t+1:f*]~

Da (5.8) segue che p* ¢ identita polinomiale per M,,(F') e quindi [z;4;, f*]
e un’identita polinomiale per M, (F'). Inoltre se f* fosse un’identita polino-
miale per M, (F), allora, per (5.8), anche f lo sarebbe perche (f*)* = f.
Ma cio e impossibile per ipotesi e quindi f* non € un’identita polinomiale
per M, (F'). Da (5.3) segue che f* e centrale per M, (F').

“<” Analogamente.

Dalla proposizione precedente si evince che per costruire polinomi cen-
trali e sufficiente determinare delle identita polinomiali deboli in senso
stretto. Per far cio in genere si ricorre al polinomio di Capelli:

5.10 Definizione. Per ogni m € N, il seguente polinomio

Con T,y Ty Yy -+ -y Y1) 1= Z (—1)" Y122 (1)¥2Zr(2) - - - YmTr(m) Ym+1
WES-m

si dice m-esimo polinomio di Capelli.

Ovviamente, per ogni m € N, deg(C,,) = 2m + 1 e C,,, € un polinomio
multilineare. Inoltre si dimostra che C,,, e alternante in z;,...,z,, € da cio
e da (2.32) segue:

5.11 Proposizione. Per ogni n € N, il polinomio di Capelli C,2, € un’iden-
tita polinomiale per M, (F').

Dimostriamo, invece, che vale il seguente risultato:

5.12 Proposizione. Per ogni n € N, il polinomio di Capelli C,> non é
un’identita polinomiale per M, (F").

Dimostrazione. Sia R := {e;; |, j € n]} I'insieme delle matrici elementari e
siano m,n € N, %, J1,%1,. -+, Jm,%m € 0], 01,...,am € M,(F). Allora:
Cm(ﬂ-]_, ve oy Omy €441 3 €41455,€0d39 - -+ 1€ _10m s Ejmi) —

w
= E (—1)" €41, An(1)€51i 0 (2) - - - B (m—1)Cjm—1im G () Efmi-
TESH
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Per ogni k € m|, sia afkﬁ) I’elemento di posto (ix, ji) della matrice a,(x,).
Allora:

C‘J’TL({I].:I SR am! E‘iil ’ ejligi 'Ejgi_']& * 0y Ejm_l‘u‘:m?'ﬁjfn?:) —

r m(1) m(2) w(m) -
Z ( 1) {Liljl ﬂiﬂjﬂ U ﬂirrbjm Cis-
TTESTI'I

Sia b = (bpr) € M, (F') tale che
Vh,k‘ém b = ﬂ"?kjk'
Allora:

Cm (ﬂ'lw v ooy Qmy €444y Ejﬂzi Ejg'ig: Py Ejm_,l‘imw 'Ejmi) — dEt(b)Eii'

In particolare, se m := n?, per ogni h € m/| basta porre a, := e;,;, € si
ottiene det(b) = 1. Pertanto

Cnﬁ(ﬂh ey Amy€i319€51901€goigy r + -1 €g 0 _18m Ejmz‘) =e;; 7 0

e quindi C,,2 non e un’identita polinomiale per M, (F).

Vediamo, ora, come si costruisce un polinomio centrale usando il metodo

di Razmyslow.
Consideriamo lo spazio sl,,(F') delle matrici di ordine n a traccia nulla. Si ha

che dimpsl,(F) = n? — 1 e una base canonica di sl,,(F) su F' e la seguente:
B ={e;|i,jenl,i#j}U{enn —euli€n|—{1}},

dove, per ogni i, j € nl, e;; € una matrice elementare.

Pertanto C,2(z1,...,Zn2, Y1, .., Yn2+1) Si annulla per ogni valutazione del-
le lettere z¢,...,x,2 con matrici a traccia nulla e quindi e identita poli-
nomiale debole per M, (F) in z1,...,z,2. Allora, considerate altre lettere
21y --429(n2~1) € POSLO

] = an(ﬂ?l: [31122]5---,[Zz(nﬂ—l)—h22(n2—1)]:y1, ---:yn?—l—l)&

si ha che f e multilineare ed e un’identita polinomiale debole in z;.
Facciamo vedere che f non é un’identita polinomiale per M, (F').
Osserviamo che

Vi,jenl,i#j ey = |eiu,ey]
Vien|— {1} e11 — €i; = |€14, €i1)-
Allora, se ¥y,...,Up241 € My(F) € aq,...,a,2_; sono gli elementi di B,

poniamo
f = Cﬂz(ellwﬂflw ¢« s 3{1?12—13?1: s :ynﬂ-]-l)‘
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Sianojen®—1leien| - {1} tali che a; := e;; — e;;. Poiché il polinomio
di Capelli é alternante rispetto alle prime n* lettere, si ha:

f - Cﬂ?(ellaalﬁ'--jﬂj—lwell_Eiita’j—l—ln"*1a112—11§11"‘1§TL2+1):

— _Cﬂ? (Ellwﬂ’lr cery @j—1,Ci4, Qg 41,y - - '.rﬂ'ﬂ:""-rl:?]_: =D }gnzrlr—l)'

Segue che esistono (i1, f1), .- ., (in2—1,Jn2_1) € (n])? — (1,1) tali che

— 1 _ _
f — (__1)1‘1 Cﬂi(ﬂll, €i1911 Ciggoyr - - - 1ejﬂ2_1inz_11y11 ree !yﬂ2+1)‘

Come nella dimostrazione di (5.12), e possibile scegliere 7, ...,7,2,, trale
matrici elementari in modo tale che quest’ultima valutazione sia non nulla.
Pertanto f € un’identita polinomiale debole in senso stretto per M, (F') in
z; e cosi, per (5.9), f* € un polinomio centrale per M,,(F).

Si noti che il polinomio ottenuto risulta centrale in M,,(F') qualunque sia il
campo F.



