CAPITOLO 2

ALGEBRE SODDISFACENTI
IDENTITA POLINOMIALI

In questo capitolo si introducono | concetti di algebra libera e di identita
polinomiale per un’algebra. Inoltre si danno diverse definizioni e caratteriz-
zazioni riguardanti i polinomi di un’algebra libera e si descrive un metodo

di multilinearizzazione.

D’ora in poi C denotera sempre un anello commutativo unitario.

2.1 Definizione. Sia X un insieme. Un monoide M si dice libero su X se
(1)) XCM

(2) per ogni monoide M’ e per ogni applicazione ¢ : X — M’ esiste un
unico omomorfismo (di monoidi) ¢ : M — M’ tale che ¢ x = .

Si dimostra che se X € un insieme allora, a meno di isomorfismi, esiste
un unico monoide libero su X e lo si denota con X *. Inoltre si dimostra che
se w € X* allora esiste un unico n € Ny e un’unica n-upla (zy,29...,2,) €
X" talechew = 2129 ...2,.

Usando la terminologia classica, X si dice alfabeto, i suoi elementi sono le
lettere e gli elementi di X* le parole su X. I'elemento neutro di X* si dice
parola vuota e si indica con 1.

Consideriamo I’applicazione:

v X — N, z— 1.
Allora, per (2.1), esiste un unico omomorfismo di monoidi

|| X* — (Np,+), T — |z



10 Algebre soddisfacenti identita polinomiali

tale che, per ogni z € X, |z| = 1. Se w € X*, chiamiamo |w| lunghezza di
w.
Sexy,...,zp, € X ew:=z...1 allora:

wl=lz1...2] = + ... l=14...4+41=%.
(w| = |T1 ... 78| = |21 + |oi| = +1

k—volte

Posto, perognin € N, X" := {w € X*||lw|=n}siha X°= {1}, X' = X
e X* =Upen, X™.

2.2 Definizione. Sia X = {z;,zs,...} un insieme numerabile. Allora, per
ogni ¢ € N e per ogni w € X*, indichiamo con |w|,, il numero di volte
in cui la lettera x; compare nell’espressione di w e diciamo che |w|,, € la
lunghezza di w relativa ad x;. Ovviamente risulta che |w| = ),y |w

£Xig*

2.3 Definizione. Sia X un insieme e A una C-algebra unitaria. A si dice
algebra libera su X se:

(1) XCA

(2) per ogni C-algebra B e per ogni applicazione ¢ da X in B esiste un
unico omomorfismo (di C-algebre) © da A in B tale che L x= .

Si dimostra che se X e un insieme allora, a meno di isomorfismi, esiste
un’unica C'-algebra libera su X e la si denota con C (X).
In particolare, d’ora in poi l'insieme X sara sempre numerabileesen € Ne
X ={z1,x9,...,2,}, allora C(X) siindichera col simbolo C{z1, za,...,xy).
Gli elementi di C({X) si dicono usualmente polinomi(non commutativi) in X
su C. Lespressione “non commutativi” sta ad indicare la differenza con i
classici polinomi in X su C che dovremmo chiamare “polinomi commutati-
viin X su C”.
Si dimostra che 'algebra semigruppale C[X*| di X* su C e un’algebra li-
bera su X e quindi ogni elemento P € C(X) e combinazione lineare, a
coefficienti in C, di elementi di X*, cioe di parole su X.

2.4 Definizione. Sia X = {z1,z9,...} un insieme numerabile e sia
P= Y (PuueC(X).
uweX*

Se (P,u) # 0, allora (P, u)u si dice un monomio di P e (P, u) un coefficiente
di P.
Se P # 0 chiamiamo grado di P il seguente numero intero:

deg(P) := maz{|u||u € X*, (P,u) # 0}
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e poniamo deg(0) := —oo0.
Definiamo inoltre, per ogni i € N,

deg'(P) := mazx{ |u|;, |u € X*, (P, u) # 0}

deg;(P) := min{ |ul, |u € X*, (P,u) # 0}.

Segue che, perogniu € X* eperognii € N, deg(u) = |u| e
deg;(u) = ||, = deg* ().

2.5 Definizione. Siano f € C(X) e R un’algebra su C. Denotiamo con
f(R) I'insieme delle immagini di f tramite gli omomorfismi da C(X) in R
(come C-algebre), cioe:

f(R) := {¥(f) |¥ € Homc(C(X), R)}.

Sianod € N, f = f(z,...,z4) € C{X) e R una C-algebra. Consideria-
mo ¢y € Home(C(X), R) e sia, per ogni ¢ € N, r; € R tale che ¥(x;) = r;.
Allora poniamo f(ry,...,rq) := ¥(f).

Ovviamente f(R) = {f(ry,...,rq)|Vi € d| r; € R} essendo C(X) alge-
bra libera su X. In particolare, se R = C(X), allora

fIC(X)) ={f(f1,....fa)|[Viedl fieC(X)}
e, se g € C{X), perognii € dJ, definiamo

f(ﬂ?z’ = Q) = f(mla**vwmi—lsga$i+la-“umd) € f(c(Xﬂ

2.6 Definizione. Siano A una C-algebra, f € C(X) e m € N tale che
f = f(xy,...,z,,). Sidice che f e un’identita polinomiale per I'algebra A se

Yay,...,am € A flai,...,am) = 0.

Inoltre, f € un’identita polinomiale propria se esiste un coefficiente o € C
di f tale che aA # 0.

Si dice che A e un’algebra con identita polinomiale, o, piu brevemente, una
Pl-algebra se e solo se esiste f € C (X) tale che f e un’identita polinomiale
per A e uno dei monomi di f di grado piu alto ha coefficiente 1.
Analogamente, si dice Pl-anello un anello che e una Pl-algebra su Z.

2.7 Osservazione. La classe delle algebre che soddisfano identita polino-
miali € un’estensione della classe delle algebre commutative, infatti ogni
algebra commutativa soddisfa I'identita

f= [-’1?1:.1?2] = I1Xg — I2T).

2.8 Osservazione. Siano f € C(X) e R una C-algebra. Allora f e un’iden-
tita di R se e solo se f € () kery al variare di ¢ € Homg(C(X), R).
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2.9 Definizione. Sianom € Ne f(z1,...,zm) € C{(X). Se i € m|, si dice
che f & mescolato in z; se, per ogni u € X™* tale che (f,u) # 0, |u|, > 0. f
si dice polinomio mescolato nelle lettere z;,,...,x;, se, perogniz € k|, f &
mescolato in z;, .

2.10 Proposizione. Ogni polinomio ¢ somma finita di polinomi mescolati.

2.11 Proposizione. Siano f € C(X) e A una C-algebra. f é identita polino-
miale per A se e solo se ogni sua componente mescolata e identita polinomiale
per A.

Dimostrazione. Sia m € N tale che f = f(xy,...,z,) €, perogni S € P =
P({z1,...,Tm}), denotiamo con fs la componente di f mescolata nelle
lettere appartenenti ad S. Allora

f=) fs.

=) Sia S € PtalecheseT € PeT C S allora fr = 0. Si consideri
Papplicazione o : X — A cosi definita:

VieN U’(SE‘,;)ZZ{EL ?ig

con a; € A. Sia ¢ I'unico omomorfismo di C-algebre da C'(X) in A
tale che o) x = 0. Allora,se T € PeT ¢ S, si ha ¢(fr) = 0 e quindi,
per (2.8),

0 = E(f)—ff(ZfT) =) G(fr) =

TeP TeP

Y a(fr) =5(fs).

TCS

Dall’arbitrarieta di o segue che
fs € ﬂ keriy al variare di ¢ in Hom¢c(C{(X), A)

e quindi, per (2.8), fs € un’identita polinomiale per A.
Procedendo in modo analogo per ogni S € P, si dimostra la tesi in un
numero finito di passi.

<) Banale.

2.12 Definizione. Siat € Nesia f(z1,...,2:) € C(X). f sidice omogeneo

in z; se deg;(f) = deg"(f).
f & multiomogeneo se, perognii € t|, f € omogeneo in z;. Pil precisamente,
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se ny,...,n: € N, sidice che f e multiomogeneo di multigrado (n,,...,n:)

se, per ogni ¢ € t|, deg;(f) = n; = deg*(f).
Per ogni i € t|, f € lineare in z; se deg;(f) = deg*(f) = 1 ed & multilineare
se ¢ lineare in ogni lettera z;.

Quindi un polinomio multilineare € un polinomio multiomogeneo di
multigrado (1,1,...,1).

2.13 Osservazione. I polinomi multilineari sono collegati in modo naturale
con i gruppi simmetrici. Infatti, se ¢t € Nese f € C(X) & un polinomio
multilineare di grado ¢, allora, per ogni n € S;, esiste a, € C tale che :

f — f(mla*”:mt) — Z ArLy(1) -+ Ly(t)-

TES;

2.14 Definizione. Se I C C (X), I si dice T-ideale se e un ideale bilatero di
C (X) ed e invariante sotto I'azione di Endq(C (X)), cioe

Vo € Endc(C (X)) e(I) C I.
2.15 Proposizione. Sia A una C-algebra e sia
T(A) :={f € C(X) | f e identita polinomiale per A}.
Allora T'(A) é un T-ideale di C (X).

Dimostrazione. Siano w € Endc(C (X)) e f € T(A). Allora, per ogni o €
Homc(C (X),A), da (2.8) segue che:

o(n(f)) = (om)(f) =0

e quindi n(f) € [\kero, al variare di o in Hom¢c(C(X), A). Sempre per
(2.8) sihache n(f) € T(A).

Vale anche il viceversa.

2.16 Proposizione. Se I é un ideale bilatero in C (X), allora T(C (X) /I) e
il piu grande T-ideale di C' (X)) contenuto in 1.

Dimostrazione. Poniamo R := C(X)/I. Ovviamente T'(R) C I. Infatti,
sia f € T(R) esia k € N tale che f = f(z1,...,z). Allora, per ogni
gi,..-, 9k € C(X), vale:

U=f(91+1,,gk+I):f(91,,gk)+I

e quindi f(g1,...,9%x) € I. In particolare, se poniamo ¢; := xz; per ogni
i ek, siha f(zq,...,2;) € I.
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Quindi, basta dimostrare che se T un ¢ un T-ideale in C (X) contenuto in I
allora si ha anche T' C T'(R).

Siano k € N, p(z1,...,zx) € Tery,...,r € R. Siano, inoltre, qy,...,qx
polinomi di C (X) tali che, per ogni i € k|, r; = ¢; + I. Allora

p(Tla---ng) = p(ql +I:'“:Qk+f):
= P(Qla---,q.!c)+lr=ﬂ

perché p € T C I e, per ipotesi, T € invariante per endomorfismi in C (X).
Pertanto p € T(R) e quindi T' C T'(R).

2.17 Definizione. Siano R e R due C-algebre. R e R sono Pl-equivalenti se
T(R) = T(R).

2.18 Teorema. Se F' é un campo infinito e A é una F-algebra, allora T(A) ¢
multiomogeneo.

Per la dimostrazione di tale teorema si sfrutta la seguente proposizione:

2.19 Proposizione. (Argomento di Vandermonde)
Sia V uno C-modulo tale che

Vae(C,VveV av=0=a=00v=0.

Sianon € N, vg,v1,...,v, € Vetg,t1,...,tn € C n+ 1elementi distinti tali
che
Vien|U{0}  wvo+tivy+...t v, =0.

Allora v; = 0 per ogni i € n| U {0}.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che C € un dominio d’integrita.
Infatti siano «, B € C tali che o8 = 0 e sia 3 # 0. Allora

YVoeV afv = 0.

In particolare, se v € V — {0}, Bv # 0 e quindi a(Bv) = 0 implica che a = 0.
Posti
v = (v ul...vn)T, 0:=(0 0...0)T

Vi,jen+1] Qi 1= t‘g__f, A = (ij)ij=1,....n+1

dalle ipotesi segue che Av = 0. Poiché A e una matrice di Vandermonde, si

ha
det(A) = | [ (t: — t;)
i>j
e quindi det(A) # 0 perché C e un dominio d’'integrita e to,%;,...,t, sono

elementi a due a due distinti.
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Per ogni 4,j € n+ 1] indichiamo con A;; la matrice n x n ottenuta da A
eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna e poniamo

Bij := (1) det(A;;)

Se B := (B4;)ij=1,. n+1 allora BA = det(A)I, 4, dove I,,;;1 € la matrice
identita di M, 1(C). Pertanto, moltiplicando ambo i membri di Av = 0 per
B, si ottiene:

0 = B0 = B(Av) = (BA)y = det(A) 41 v

Segue
Vien]u{0} det(A)v; =0

ed essendo det(A) # 0, si ha che

Vien]Uu{0} v =0.

Dimostrazione del teorema (2.18).
Sia f € T(A). Per (2.11) possiamo supporre, senza perdere di generalita,
che f sia mescolato.
Sia m € N tale che f = f(z;,...,z,,) e sia n := deg'(f). Per ogni i € n|,
denotiamo con f; la somma dei monomi di f di grado i in z;. Allora

flz1,.Tm) =Y fil@1,- .. Tm).

1=0

Poiche f e un’identita polinomiale,
Vay,...,am € AVte C f(tay,as,...,a;,) =0

e quindi

n
0 = [f(tay,a,...,an) = Zfi(tﬂlaaﬂa--'waifn) =

t=0

T
Zttfi(H'hQZr'“rﬂ'm)
3=0

Dall’arbitrarieta di ¢t € C e da (2.19) segue che

Vien|U{0}  fi(ai,az,...,am) = 0.

Iterando il procedimento per ogni 7 € m| — {1} si ha la tesi.
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Il concetto di polinomio multilineare svolge un ruolo molto importante
nella teoria delle Pl-algebre. Per tale motivo introduciamo, ora, un metodo
di multilinearizzazione che, applicato ad un qualsiasi polinomio mescolato,
permette di ottenerne un altro multilineare.

2.20 Definizione. Siano A una C-algebra, m € Ne f(zq,...,z,,) € C(X)
un’identita polinomiale per A mescolata. Si definisce altezza di f la seguen-
te quantita:

ht(f) := deg(f) —m > 0.

2.21 Proposizione. Sia f € C (X). f é un polinomio multilineare se e solo
se ht(f) = 0.

2.22 Definizione. Sianom € Ne f(zy,...,2,) € C(X). Perognii € m| e
k € N — m| definiamo Poperatore differenza A; y:

ﬂi,k(f) = fz; =z +zk) — f(Ti = 21) — [,

2.23 Esempio. Sia f(z1,z2) := z329 € Z (X). Allora
Ay 3(f) = (z1 + 173)21’!?2 — ﬂl‘%ﬂig — ﬂ?giﬂz = X1X3T2 + T3T122

Az3(f) = zi(22 + 23) — T{T3 — T{T2 = 0

I1 metodo di multilinearizzazione consiste nell’applicare I'operatore dif-
ferenza ad un dato polinomio f un opportuno numero di volte. Infatti si
dimostra che in tal modo si ottiene proprio un polinomio multilineare di
grado minore o uguale a deg(f) .

2.24 Proposizione. Siano m € N, f(zy,...,z,,) € C(X) un polinomio
mescolato, i € m/| e supponiamo che deg*(f) > 1. Se 7 € N — m/, posto
g(z1,-..,z;) = Dy ;(f) valgono:

(1) deg'(g) = deg'(f) - 1

(2) Tutti i coefficienti di g sono coefficienti di f.

(3) Se deg*(f) = deg;(f) =: u, allora g(z; — x;) = (2* = 2)f

2.25 Proposizione. Siano A una C-algebra, m € Ne f(z1,...,2m) € C(X)
un’identia multilineare per A. Allora, per ogni i € m| e k € N —m|, valgono:
(DA x(f) € T(A);

(2)deg(Dix(f)) < deg(f);

B)ht(A; k(f)) < ht(f).

2.26 Proposizione. Siano A una C-algebra e d € N. Se A soddisfa un’iden-
tita polinomiale propria di grado d allora A soddisfa un’identita polinomiale
multilineare propria di grado minore o uguale a d.

Dimostrazione. Sia m € N e sia f(z1,...,2m) € C(X) un’identia polino-
miale per A. Dimostriamo la tesi per induzione su ht(f).

Se ht(f) = 0 allora la tesi € banalmente verificata perché f e multilineare.
Supponiamo che ht(f) > 0 e che la tesi sia vera per ogni identita polino-
miale avente altezza minore di ht( f).
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Poiché ht(f) > 0, esiste i € m] tale che deg*(f) > 1. Se k € N — m], per
(2.25), A x(f) € T(A) e ht(A; k(f)) < hit(f). Dall'ipotesi induttiva segue
subito la tesi.

La proposizione seguente evidenzia 'importanza rivestita dai polinomi
multilineari nelle PI-algebre:

2.27 Proposizione. Se F' é un campo tale che char(F) = 0 e A é una F-
algebra allora T'(A) é generato come T-ideale di F'(X) dai polinomi multili-
neari che vi appartengono.

Piu in generale vale il seguente profondo risultato, dovuto a Kemer [11]:

2.28 Teorema. Se F' e un campo e char(F') = 0 allora ogni T-ideale di F' {X)
e finitamente generato.

2.29 Definizione. Se S C C (X), si indica con (S)? il T-ideale di C (X)
generato da S:

(8)":=()I  alvariaredi I tra i T-ideali di C (X), S C I.

Se S1,5, C C(X), S; e S, si dicono equivalenti se (S1)T = (S3)7.
2.30 Proposizione. Sia F' un campo.

(1) Se F' é infinito allora ogni polinomio in F (X) é equivalente alle sue
componenti multiomogenee.

(2) Se char(F') = 0, ogni polinomio di F' (X) é equivalente ad un insieme
di polinomi multilinearai.

Dimostrazione. (1) Sianom € Ne f(x1,...,zy) € F(X) (anche non me-
scolato). Posto n := deg'(f), per ogni ¢ € n] indichiamo con f; la compo-
nente omogenea di f di grado i rispetto a z;. Allora f = Y, fi.
Vogliamo dimostrare che, per ogni i € n|, f; € (f)T. Ovviamente vale:

VtEF f(til';l,:]:g,...,mm)E(f)T
e quindi

Vte F ) t'filz1,2,...,2m) € ()T
=0

Allora, posti 0 := (f)T e
Vien] fi=fi+NOeFX)/(HT

si ha
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Da (2.19) segue B
Vi€ n| f:=0

e quindi
Vie n] fie (N

Poicheé f = )" _, fi & vero anche il viceversa, cioe f € (fo, fi,- -, N
Pertanto (f)! = (fo, f1,---, fa)¥.

Iterando tale procedimento per ogni ¢ € m| — {1} si ottiene la tesi.

(2) Sianom € Ne f(z;,...,z,) € F(X) un polinomio mescolato e non
multilineare. Applicando il metodo di multilinearizzazione, si ottiene un’i-
dentita multilineare g di grado minore o uguale a deg( f). Dalla definizione
di operatore differenza segue subito che g € (f)? e per (2.24(3)), grazie
all'ipotesi char(F) = 0, si ha che f € (g)*. Pertanto (f)? = (g)%, cioe feg
sono equivalenti.

2.31 Esempio. Siano p € P, m € N e F' un campo finito tale che |F'| = p™.
Allora il seguente polinomio:

f@,. o @pm) i= ) Taq)-- Tapm) € Z(X)
‘JTESPm

¢ un’identita di F' detta identita simmetrica.

Infatti F'— {0} & un gruppo moltiplicativo di ordine p™ —1 e quindi, per ogni
z € F—{0},sihazP” ! = 1 cioé zP" — z = 0. Pertanto ;t:’fm —x; € Z({X)
e un’identita di F' e, multilinearizzandola, si ottiene proprio il polinomio f.
Da (2.25(1)) segue che f € un’identita di F', e quindi

Vﬂrl,...,ﬂprn E F Z ﬂr—_rr(l) ...ar-?r(prn] — 0;
'}TESPTH

Accenniamo, ora, brevemente ad un altro metodo di multilinearizzazio-
ne che risulta piu veloce di quello gia visto.
Sianom € N, f(z1,...,zm) € C(X), i € m] e n € N tali che deg*(f) = n.
Allora, per ottenere un polinomio multilineare a partire da f, si determina
il polinomio g := f(z — y; + y2 + ... + y,) e di tale polinomio si considera
la componente di multigrado (1,1,...,1) in y1,¥2,..., Yn-

2.32 Proposizione. Siano A una C-algebra, t € N, f € C (X) un polinomio
multilineare e sia B un insieme di generatori di A come C-modulo. Allora f
e un’identita polinomiale per A se e solo se f si annulla per ogni valutazione
delle sue lettere sugli elementi di B.

Dimostrazione. Ovviamente se f € un’identita polinomiale per A allora f si
annulla per ogni valutazione delle sue indeterminate sugli elementi di B.
Dimostriamo che vale il viceversa. Sia n € N tale che f = f(z1,...,z,) €
supponiamo dapprima che B sia un insieme finito.
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Sianot € Neay,...,a; € Ataliche B ={ay,...,a:}.
Siano by,...,b, € Ae, perognii € n e j; € tl, sia ¢;;, € C tale che

t

Viem bi — Zciﬁa’ji'

7i=1

Dalla multilinearita di f segue che:

t t
f E :ﬂljlﬂju--w E Cnjn@, | =

j1=1 jn=1

f(by,...,bn)

t

Z ﬂljl...Enjnf(ﬂjl,...,ﬂjn):U.

Se B e infinito si procede in modo analogo in quanto ogni elemento di A si
scrive come combinazione lineare finita di elementi di B.

2.33 Definizione. Per ogni n € N, il seguente polinomio

Sp(Z1,.- s Tn) = Y (=1)"ZTr1)Tr(2) - - - Tr(n—1)Tr(n)
TES,

si dice il polinomio standard di grado n ((—1)™ e la segnatura della permu-
tazione 7).

2.34 Definizione. Sianom € Ne f = f(z1,...,zm) € C(X). f si dice
alternante se

Vi€ S f(m?r(l)s SO :$w{m)) — (_1)ﬂf(:r1: SO iIJm).

Si dimostra che, per ogni m € N, S,, ¢ alternante e da cio e da (2.32)
segue:

2.35 Corollario. Siano A una C-algebra e m € N. Se A é generata come
C-modulo da un insieme costituito da meno di t elementi allora il polinomio
standard Siyi(zy,...,2441) € un’identita polinomiale per A.

2.36 Corollario. Ogni algebra di dimensione finita é una Pl-algebra.

Pertanto le Pl-algebre possono essere riguardate come una generaliz-
zazione non solo delle algebre commutative ma anche delle algebre di
dimensione finita.

b

2.37 Corollario. Siano F' un campo en € N. Allora S,2,1(x1,...,Zp241) €
un’identita polinomiale per M, (F).

2.38 Proposizione. Sia n € N. Per ogni t € nl|, M:(C) soddisfa tutte le
identita polinomiali di M,,(C).
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Dimostrazione. Siano t € n| e E = {E;;|i,7 € nl} l'insieme delle matrici
elementari. La seguente applicazione:

L t
01 My(C) = Mu(C), A=Y aiE; — A=Y a;Eij+

=1 ,j=1

+ Y Y 0 (Eij+Ej)

i=1 j=t+1

e un monomorfismo di C-algebre e quindi possiamo riguardare M;(C) come
una C-sottoalgebra di M,,(C). Pertanto ogni identita di M,,(C) ¢ identita di
M, (C).




