PREFAZIONE

[l presente lavoro € una raccolta di appunti di un corso di dottorato di ricer-
ca in Matematica tenuto dal secondo autore presso I'Universita di Lecce nel
periodo 20 ottobre-2 dicembre 2003.

Il corso ha avuto lo scopo di presentare dei risultati classici relativi alla
teoria delle algebre soddisfacenti identita polinomiali. Si studiano, infatti,
alcuni importanti teoremi di struttura quali il Teorema di Amitsur-Levitzki,
il Teorema di Kaplansky e il Teorema di Posner.

Piu in dettaglio, nel primo capitolo vengono dimostrati il Teorema della
Densita di Jacobson e il Teorema di Wedderburn-Artin: sono due noti teo-
remi della teoria degli anelli semplici e primitivi ma sono di fondamentale
importanza per poter sviluppare la teoria delle algebre con identita polino-
miali.

Nel secondo capitolo vengono introdotti i concetti di algebra libera e di
identita polinomiale per un’algebra. In particolare viene descritto un utile
metodo di multilinearizzazione di polinomi.

Nel terzo capitolo si da la dimostrazione del famoso Teorema di Amitsur-
Levitzki alla base di numerosi risultati presentati nel seguito.

Nel quarto capitolo si studiano alcune proprieta dei sottocampi massimali
al fine di dimostrare I'importante teorema di Kaplansky.

Il quinto capitolo ha per argomento i polinomi centrali e in esso si descrive
anche un metodo per costruirli dovuto a Razmyslowv.

Nel sesto capitolo si da la dimostrazione di Rowen del Teorema di Posner e
si studiano alcune applicazioni di tale teorema alle PI-algebre e ai T-ideali
dell’algebra libera.

Infine nell’ultimo capitolo si da la definizione di matrice generica e si pre-
sentano dei risultati riguardanti 'algebra delle matrici generiche. Inoltre si
fornisce un esempio di algebra di divisione di dimensione finita.

La teoria svolta richiede come prerequisiti solo la conoscenza di alcune no-
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zioni di base della teoria delle algebre e in particolare del prodotto tenso-
riale di algebre.

Claudia Nuccio
Onofrio Mario Di Vincenzo

Lecce, 10 giugno 2004



CAPITOLO 1

ANELLI SEMPLICI E PRIMITIVI

In questo primo capitolo vengono presentati due risultati classici sugli anelli
semplici e primitivi: il Teorema della Densita di Jacobson e il Teorema di

Wedderburn-Artin. Tali teoremi si riveleranno utili nel seguito per la dimo-
strazione di diversi risultati sugli anelli soddisfacenti identita polinomiali.

1.1 IL TEOREMA DELLA DENSITA DI JACOBSON

1.1 Definizione. Sia R un anello. Un R-modulo (sinistro) M si dice irri-
ducibile (o semplice) se RM # 0 e ogni R-sottomodulo di M e banale. Un
anello & semplice se R? # 0 e R non ha ideali bilateri propri.

Vale il seguente classico risultato:

1.2 Lemma. (Lemma di Schur)
Siano M ed N degli R-moduli e sia f : M — N un omomorfismo non nullo

di R-moduli. Valgono:
(1) Se M é irriducibile allora f e iniettiva;
(2) Se N éirriducibile allora f e suriettiva;
(3) Se M ed N sono irriducibili allora f e un isomorfismo.
1.3 Definizione. Siano R un anello e M un R-modulo (sinistro). Linsieme

Anng(M) ={r|re R,Yme M rm =0}
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e un ideale bilatero di R detto I'annullatore (sinistro) di M.

Se Anng(M) = {0}, allora ' R-modulo M si dice fedele. Evidentemente
ogni modulo fedele e non nullo.

Un anello R si dice primitivo (sinistro) se esiste un R-modulo (sinistro)
fedele e semplice.

1.4 Osservazione. Siano R un anello, M un R-modulo (sinistro) e sia D :=
Endg(M). Definiamo sul gruppo abeliano (M, +) la seguente operazione
esterna:

VyeM,BeD p-y:=p(y)

Allora M e un D-modulo sinistro. Indichiamo con Endp(M) I'anello degli
endomorfismi di M come D-modulo sinistro e consideriamo 'omomorfi-
SmMo:

go:R"-arEndD(M), r— L,

dove L, e definito nel seguente modo:
Yye M L.(y) =ry.

Per ognir € R, se L, = 0 allora rM = 0 e quindi kery = Anng(M).
Pertanto M e fedele se e solo se ¢ € un monomorfismo.

1.5 Esempio. Sia V uno spazio vettoriale (anche di dimensione infinita)
su un corpo D e sia R := Endp(V). Allora R e un anello primitivo e V' ¢
I’ R-modulo fedele irriducibile.

Infatti, se u € V — {0} e v € V allora esiste f € Endp(V) tale che f(u) = v.
Pertanto, per ogni elemento non nullou € V, si ha Ru = V e quindi V non
ha R-sottomoduli propri.

Inoltre, per ogni 8 € R, 8(V) = 0 se e solo se § = 0, cioe Anng(V) = 0.
Pertanto V e un R-modulo fedele.

Per i moduli irriducibili vale la seguente proprieta:

1.6 Proposizione. Siano R un anello ed M un R-modulo irriducibile. Se
ve M — {0} allora Rv = M e M si dice modulo ciclico.

Dimostrazione. Dalla semplicita di M segue Rv = 0 oppure Rv = M.
Supponiamo che Rv = 0. Allora, posto

N :={z|z e M, Rx =0},

risulta N # 0 e quindi, essendo N un sottomodulo di M, N = M, cioe
RM = 0. Ma cio e impossibile perché M e un R-modulo irriducibile e cosi
Rv # 0. Pertanto Rv = M.

1.7 Osservazione. Se R e un anello unitario e M un R-modulo irriducibile,
allora M e un R-modulo unitario.
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Diamo, ora, la definizione di anello denso:

1.8 Definizione. Sia M uno spazio vettoriale (sinistro) su un corpo D e sia
R un sottoanello di Endp(M). R si dice denso in Endp(M) se, per ogni
n € N, per ogni sottoinsieme D-indipendente {zy,...,z2,} di M e per ogni
arbitrario sottoinsieme {y1,...,yn} di M, esiste ¥ € R tale che, per ogni
1 € ﬂ], vale T?Zf_ = Y.

In particolare, nel caso di dimensione finita, Endp(M) e I'unico sottoa-
nello denso in quanto vale la seguente:

1.9 Proposizione. Siano M uno spazio vettoriale su un corpo D, n € N tale
che dimpM = n e R un sottoanello di Endp(M). Se R é denso in Endp(M)
allora R = Endp(M).

Dimostrazione. Siano {vy,...,v,} una base di M su D e f € Endp(M).
Siano inoltre wq, ..., w, € M tali che

Vi€ m w; = f(ﬂi).

Poiché R & denso in Endp(M), esiste # € R tale che, per ogni i € n],
fv; = w;. Poiche 8 e f coincidono sugli elementi della base, segue che
§ = f. Pertanto Endp(M) C R, cioe Endp(M) = R.

Enunciamo infine il seguente lemma:

1.10 Lemma. Siano R un anello, V un R-modulo irriducibile e poniamo
D = Endgr(V). Se W é un D-sottospazio di V di dimensione finita su D e
u € V — W, allora esiste r € R tale che rW =0 e ru # 0,

1.11 Teorema. (Teorema della densita di Jacobson [8])
Siano R un anello primitivo, M un R-modulo fedele e irriducibile e poniamo

D := Endr(M). Allora R é isomorfo ad un sottoanello denso di Endp(M).

Dimostrazione. Considerato 'omomorfismo
w: R — Endp(M), T L,

dall’osservazione (1.4) e dall’irriducibilita di M, segue subito che R = ¢(R)
e quindi resta solo da provare che ¢( R) € un sottoanello denso in Endp(M).

Sianon € N, vy,...,v, € M elementi linearmente indipendenti su D e
Wiyeo. , Wy € M. POStl’J, per Ugﬂii o m, Wi = {'Ul, cee gy Vi1, Vig1, - ..,‘Un),
dalla lineare indipendenza di v4,...,v, segue subito che v; ¢ W,;. Per il

lemma (1.10), esiste r; € R tale che r;w; = 0 e r;v; # 0. Poiché r;v; € M e
r;v; # 0, da (1.6) segue che

Vi€ m Rryv, =M
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e quindi esistono tq,...,t, € R tali che
Vie nl tir;v; = w;.
Posto r := )" | t;r; € R e osservato che
Vit  tirv € ti(r;W;) =t;-0=0,

si ha
Vi€ n| TV; = W;.

Pertanto
VieEn| L.(v;) = rv; = w;.

e, poiché L, € ¢(R), p(R) € denso in Endp(M).

E’ noto che se F' € un campo e V' uno spazio vettoriale su F' di dimensione
finita n € N allora Endp(V) = M, (F). Cio pero non vale se F' e un corpo.

1.12 Definizione. Sia R un anello. Si dice anello opposto di R e si denota
con R°? I'anello che ha R come sostegno, come addizione quella definita in
R e la seguente moltiplicazione o:

Ya,be RP aob:=b-a

dove - e il prodotto definito in R.
Fapplicazione

f: R— R, T T

e un anti-isomorfismo, cioeé € un isomorfismo di gruppi additivi tale che
Vri,ro € R 0(rire) = 6(r2)0(r1)
1.13 Osservazione. Se D e un corpo allora anche D°P ¢ un corpo.

1.14 Proposizione. Siano D un corpo, V uno spazio vettoriale su Den € N
tale che dimpV = n. Allora Endp(V') = M, (D°P).

Possiamo enunciare, ora, il seguente corollario del Teorema della Densita
di Jacobson:

1.15 Corollario. Siano R un anello primitivo, M un R-modulo fedele e irri-
ducibilee D := Endg(M). Allora esiste n € N tale che R = M,,(D°?) oppure,
per ogni n € N, esistono un sottoanello S,, di R ed un epimorfismo ¢,, da S,
su M, (D°P).
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1.2 IL TEOREMA DI WEDDERBURN-ARTIN

1.16 Definizione. Siano R un anello e M un R-modulo sinistro. Si dice che
M & Artiniano sinistro se e solo se ogni insieme non vuoto di R-sottomoduli
di M ha un elemento minimale.

Un anello R & Artiniano a sinistra se ¢ un R-modulo Artiniano sinistro.

Analogamente si definiscono i moduli e gli anelli Artiniani destri.
Dalla definizione segue subito che un R-modulo M e Artiniano (sinistro) se
e solo se soddisfa la condizione delle catene discendenti (DCC), cioe se e solo

S€ per {}gl'li catena
Al 2-’42 QAB » *HAm 2 ...

di R-sottomoduli di M esiste n € N tale che, perognii > n, A; = A,,.
1.17 Osservazioni. Sia R un anello.

(1) Siano M un R-modulo ed N un R-sottomodulo di M. Allora M e
Artiniano (sinistro) se e solo se N e M /N sono Artiniani (sinistri).

(2) Sianok € Ne My, ..., M, R-moduli. Allora la somma diretta

¢ Artiniana (sinistra) se e solo se, per ogni ¢ € k|, M; € Artiniano
(sinistro).

1.18 Esempio. Siano D un corpo e n € N. Allora M, (D) e un anello
Artiniano a destra e a sinistra ed e semplice e primitivo.

Dimostriamo dapprima che M, (D) e Artiniano a sinistra e a destra.

Per ogni i, j € n}, denotiamo con e;; € M, (D) la matrice elementare avente
I'unita di D nella posizione (i,j) e O in tutte le altre. Tali matrici godono
della seguente proprieta:

Viaja P, q S M Eijepq - jpeiq
dove 4, € il simbolo di Kronecker. Ne segue che, per ogni ¢ € n], 'insieme
Li := Mn(D)es; = {(an;) € Ma(D)|Vj #i ag; = 0)

e un ideale sinistro minimale di M, (D) e quindi ¢ un modulo su M, (D)
irriducibile. Pertanto L; € Artiniano sinistro e, per (1.17(1)), anche M, (D)
é Artiniano sinistro.

Inoltre si dimostra che, per ogni i € n|, L; & fedele e quindi M, (D) & pri-
Mitivo sinistro.
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Procedendo in modo analogo si dimostra che, per ogni ¢ € n|, l'insieme
W; .= e;; M,(D) e un ideale destro minimale fedele e che M,,(D) & Artinia-
no destro e primitivo destro.

Dimostriamo infine che M,,(D) é semplice. Sia I un ideale bilatero non nul-
lo di M,,(D) e siaz € I — {0}. Allora, per ogni 7,5 € n|, esistono a;; € D
tali che z = Z;’:jzl a;je;;. Poiché I & bilatero, per ogni p,q,i0,j0 € nl,
€pio T €j,q € 1. Ma

n

€pig LE€joq = § : Qij€pig€ij€ia g9 = Qig jo€pg
t,7=1

e quindi, per ogni p,q € n}, ey, € I, cioé M, (D) C I. Pertanto I = M,(D).

1.19 Teorema. (Teorema di Wedderburn-Artin)
Sia R un anello. Sono equivalenti:

(i) R é semplice Artiniano a sinistra;
(ii) R e primitivo Artiniano a sinistra;

(iii) Esistono un corpo D ed uno spazio vettoriale V su D di dimensione finita
n € N tali che R = Endp(V);

(iv) Esistono n € N ed un corpo A tali che R = M, (A).

Dimostrazione. “(i)=>(ii)” Poiché R e Artiniano a sinistra, I'insieme di tutti
gli ideali sinistri non nulli di R contiene un ideale sinistro minimale L. Se-
gue che L e irriducibile come R-modulo in quanto gli R-sottomoduli di un
ideale sono tutti e soli gli ideali sinistri di R contenuti nell’ideale stesso.

Essendo R un anello semplice e Anng(L) un ideale bilatero, si ha che
Anng(L) = 0 oppure Anng(L) = R. Se fosse Anng(L) = R allora RL =0

e quindi, posto
I:= Annp(R) ={z|z € R, Rz = 0},

si avrebbe I # 0. Ma [ e un ideale bilatero di R e cosi, sempre per la
semplicita di R, I = 0 oppure I = R. Poiché I # 0 si ha I = R da cui segue
R? = 0. Cio é impossibile in quanto R & semplice e quindi Anng(L) =
0. Pertanto L e un R-modulo fedele irriducibile e percio R e un anello
primitivo.

“(i1)=-(iii)” Poiche R e primitivo, esiste un R-modulo V fedele e irriducibile
esia D := Endg(V). Proviamo che dimpV é finita.

Supponiamo che tale dimensione sia infinita e quindi che, per ogni n € N,
esistano vy, ..., v, € V linearmente indipendenti su D). Per il Teorema della
Densita di Jacobson, R e isomorfo ad un sottoanello denso di Endp(V) e
Cosl, posto

Ly, ={z|z € R, zvy =2vy = ... = 20, = 0},
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si ha L,, # (. Inoltre L,, € un ideale sinistro di R e risulta

Lq DLQD...DLHDLH+1:}...

con L, # L,y per ogni n € N. Infatti, se vq,...,0n,0ny1 € V sono
linearmente indipendenti, dalla densita di R in Endp(V) segue che esiste
r € Rtalechezv; = ... =2v, =0e zv,41 # 0.

Pertanto R non € Artiniano sinistro e cid contraddice l'ipotesi.

Segue che dimpV e finita e quindi, per (1.9), R = Endp(V).

“(iii)=(iv)” Da (1.14) segue che Endp(V) = M, (D°P) e quindi, per avere
la tesi, basta porre A := D°P,

“(iv)=(i)” Segue da (1.18).

Vediamo, ora, come sono fatti i moduli irriducibili su anelli di matrici.

1.20 Proposizione. Siano D un corpo, n € Ne R := M,(D). Se V é un
R-modulo irriducibile allora esiste i € n| tale che V' =2 Re;;.

Dimostrazione. Poiche R e unitario, V & un R-modulo unitario irriducibile.
Se v € V — {0} allora esiste i € n| tale che e;v € V — {0}. Per (1.6),
Re;;v = V e quindi il seguente omomorfismo di R-moduli

w: Re; — V, X +— TV

e non nullo. Inoltre, dalla dimostrazione di (1.18) segue che Re;; € un
R-modulo irriducibile e cosi, per il lemma di Schur, ¢ € un isomorfismo.
Pertanto V & Re;;.

Al fine di caratterizzare i moduli irriducibili di un qualsiasi anello, intro-
duciamo la seguente definizione:

1.21 Definizione. Siano R anello ed L un ideale sinistro di R. L e regolare
in R se esiste e € R tale che, perogniz € R, r — xe € L.
Se R e unitario e 1 € la sua unita basta porre e := 1p.

1.22 Proposizione. Siano R un anello e M un R-modulo. Allora M é irri-

ducibile se e solo se esiste un ideale sinistro L massimale e regolare in R tale
che M = R/L.

Dimostrazione. Se M e irriducibile allora M # 0 e sia v € M — {0}. Per
(1.6), Rv = M e quindi il seguente omomorfismo

f:R— M, T TV

e un epimorfismo non nullo. Posto L := ker f, per il teorema di omomorfi-
smo per i moduli, si ha che L € un ideale sinistrodi R e R/L = M.
Inoltre L € massimale. Infatti, sia A un ideale sinistro di R tale che L C A.
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Allora, per il teorema di corrispondenza per anelli, A/L e un ideale sinistro
di R/L e, essendo R/L = M, dall’irriducibilita di M segue che A = L op-
pure A = R.

Dimostriamo, infine, che L e regolare. Poiché f & suriettiva, esiste e € R
tale che f(e) = v, cioe ev = v. Allora, per ogni x € R, xzev = zv e cosi
z — ze € ker f = L. Segue che L e regolare.

Supponiamo, ora, che esista un ideale sinistro I, massimale e regolare in R
tale che M = R/L. Dalla regolarita di L si deduce che RM # 0 e cosi dalla

massimalita di L segue subito che M e irriducibile.

1.23 Osservazione. Siano R un anello e M un R-modulo irriducibile.

Per (1.22), esiste un ideale sinistro L massimale e regolare in R tale che
M = R/L. Pertanto

Anng(M) = Anng(R/L)={z|z€ R,r-R/L =0}
= {z|lze€ R, zRC L}

Osserviamo che Anng(R/L) € un ideale bilatero di R contenuto in L. In-
fatti, poiché L e regolare, esiste e € R tale che, perogniz € R, x —ze € L
e quindi, se a € Anng(R/L),a —ae € L. Ma ae € aR C L e quindi a € L,
cio¢ Anng(R/L) C L. Inoltre si dimostra che Anng(R/L) ¢ il piu grande
ideale di R contenuto in L.



CAPITOLO 2

ALGEBRE SODDISFACENTI
IDENTITA POLINOMIALI

In questo capitolo si introducono | concetti di algebra libera e di identita
polinomiale per un’algebra. Inoltre si danno diverse definizioni e caratteriz-
zazioni riguardanti i polinomi di un’algebra libera e si descrive un metodo

di multilinearizzazione.

D’ora in poi C denotera sempre un anello commutativo unitario.

2.1 Definizione. Sia X un insieme. Un monoide M si dice libero su X se
(1)) XCM

(2) per ogni monoide M’ e per ogni applicazione ¢ : X — M’ esiste un
unico omomorfismo (di monoidi) ¢ : M — M’ tale che ¢ x = .

Si dimostra che se X € un insieme allora, a meno di isomorfismi, esiste
un unico monoide libero su X e lo si denota con X *. Inoltre si dimostra che
se w € X* allora esiste un unico n € Ny e un’unica n-upla (zy,29...,2,) €
X" talechew = 2129 ...2,.

Usando la terminologia classica, X si dice alfabeto, i suoi elementi sono le
lettere e gli elementi di X* le parole su X. I'elemento neutro di X* si dice
parola vuota e si indica con 1.

Consideriamo I’applicazione:

v X — N, z— 1.
Allora, per (2.1), esiste un unico omomorfismo di monoidi

|| X* — (Np,+), T — |z
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tale che, per ogni z € X, |z| = 1. Se w € X*, chiamiamo |w| lunghezza di
w.
Sexy,...,zp, € X ew:=z...1 allora:

wl=lz1...2] = + ... l=14...4+41=%.
(w| = |T1 ... 78| = |21 + |oi| = +1

k—volte

Posto, perognin € N, X" := {w € X*||lw|=n}siha X°= {1}, X' = X
e X* =Upen, X™.

2.2 Definizione. Sia X = {z;,zs,...} un insieme numerabile. Allora, per
ogni ¢ € N e per ogni w € X*, indichiamo con |w|,, il numero di volte
in cui la lettera x; compare nell’espressione di w e diciamo che |w|,, € la
lunghezza di w relativa ad x;. Ovviamente risulta che |w| = ),y |w

£Xig*

2.3 Definizione. Sia X un insieme e A una C-algebra unitaria. A si dice
algebra libera su X se:

(1) XCA

(2) per ogni C-algebra B e per ogni applicazione ¢ da X in B esiste un
unico omomorfismo (di C-algebre) © da A in B tale che L x= .

Si dimostra che se X e un insieme allora, a meno di isomorfismi, esiste
un’unica C'-algebra libera su X e la si denota con C (X).
In particolare, d’ora in poi l'insieme X sara sempre numerabileesen € Ne
X ={z1,x9,...,2,}, allora C(X) siindichera col simbolo C{z1, za,...,xy).
Gli elementi di C({X) si dicono usualmente polinomi(non commutativi) in X
su C. Lespressione “non commutativi” sta ad indicare la differenza con i
classici polinomi in X su C che dovremmo chiamare “polinomi commutati-
viin X su C”.
Si dimostra che 'algebra semigruppale C[X*| di X* su C e un’algebra li-
bera su X e quindi ogni elemento P € C(X) e combinazione lineare, a
coefficienti in C, di elementi di X*, cioe di parole su X.

2.4 Definizione. Sia X = {z1,z9,...} un insieme numerabile e sia
P= Y (PuueC(X).
uweX*

Se (P,u) # 0, allora (P, u)u si dice un monomio di P e (P, u) un coefficiente
di P.
Se P # 0 chiamiamo grado di P il seguente numero intero:

deg(P) := maz{|u||u € X*, (P,u) # 0}
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e poniamo deg(0) := —oo0.
Definiamo inoltre, per ogni i € N,

deg'(P) := mazx{ |u|;, |u € X*, (P, u) # 0}

deg;(P) := min{ |ul, |u € X*, (P,u) # 0}.

Segue che, perogniu € X* eperognii € N, deg(u) = |u| e
deg;(u) = ||, = deg* ().

2.5 Definizione. Siano f € C(X) e R un’algebra su C. Denotiamo con
f(R) I'insieme delle immagini di f tramite gli omomorfismi da C(X) in R
(come C-algebre), cioe:

f(R) := {¥(f) |¥ € Homc(C(X), R)}.

Sianod € N, f = f(z,...,z4) € C{X) e R una C-algebra. Consideria-
mo ¢y € Home(C(X), R) e sia, per ogni ¢ € N, r; € R tale che ¥(x;) = r;.
Allora poniamo f(ry,...,rq) := ¥(f).

Ovviamente f(R) = {f(ry,...,rq)|Vi € d| r; € R} essendo C(X) alge-
bra libera su X. In particolare, se R = C(X), allora

fIC(X)) ={f(f1,....fa)|[Viedl fieC(X)}
e, se g € C{X), perognii € dJ, definiamo

f(ﬂ?z’ = Q) = f(mla**vwmi—lsga$i+la-“umd) € f(c(Xﬂ

2.6 Definizione. Siano A una C-algebra, f € C(X) e m € N tale che
f = f(xy,...,z,,). Sidice che f e un’identita polinomiale per I'algebra A se

Yay,...,am € A flai,...,am) = 0.

Inoltre, f € un’identita polinomiale propria se esiste un coefficiente o € C
di f tale che aA # 0.

Si dice che A e un’algebra con identita polinomiale, o, piu brevemente, una
Pl-algebra se e solo se esiste f € C (X) tale che f e un’identita polinomiale
per A e uno dei monomi di f di grado piu alto ha coefficiente 1.
Analogamente, si dice Pl-anello un anello che e una Pl-algebra su Z.

2.7 Osservazione. La classe delle algebre che soddisfano identita polino-
miali € un’estensione della classe delle algebre commutative, infatti ogni
algebra commutativa soddisfa I'identita

f= [-’1?1:.1?2] = I1Xg — I2T).

2.8 Osservazione. Siano f € C(X) e R una C-algebra. Allora f e un’iden-
tita di R se e solo se f € () kery al variare di ¢ € Homg(C(X), R).
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2.9 Definizione. Sianom € Ne f(z1,...,zm) € C{(X). Se i € m|, si dice
che f & mescolato in z; se, per ogni u € X™* tale che (f,u) # 0, |u|, > 0. f
si dice polinomio mescolato nelle lettere z;,,...,x;, se, perogniz € k|, f &
mescolato in z;, .

2.10 Proposizione. Ogni polinomio ¢ somma finita di polinomi mescolati.

2.11 Proposizione. Siano f € C(X) e A una C-algebra. f é identita polino-
miale per A se e solo se ogni sua componente mescolata e identita polinomiale
per A.

Dimostrazione. Sia m € N tale che f = f(xy,...,z,) €, perogni S € P =
P({z1,...,Tm}), denotiamo con fs la componente di f mescolata nelle
lettere appartenenti ad S. Allora

f=) fs.

=) Sia S € PtalecheseT € PeT C S allora fr = 0. Si consideri
Papplicazione o : X — A cosi definita:

VieN U’(SE‘,;)ZZ{EL ?ig

con a; € A. Sia ¢ I'unico omomorfismo di C-algebre da C'(X) in A
tale che o) x = 0. Allora,se T € PeT ¢ S, si ha ¢(fr) = 0 e quindi,
per (2.8),

0 = E(f)—ff(ZfT) =) G(fr) =

TeP TeP

Y a(fr) =5(fs).

TCS

Dall’arbitrarieta di o segue che
fs € ﬂ keriy al variare di ¢ in Hom¢c(C{(X), A)

e quindi, per (2.8), fs € un’identita polinomiale per A.
Procedendo in modo analogo per ogni S € P, si dimostra la tesi in un
numero finito di passi.

<) Banale.

2.12 Definizione. Siat € Nesia f(z1,...,2:) € C(X). f sidice omogeneo

in z; se deg;(f) = deg"(f).
f & multiomogeneo se, perognii € t|, f € omogeneo in z;. Pil precisamente,
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se ny,...,n: € N, sidice che f e multiomogeneo di multigrado (n,,...,n:)

se, per ogni ¢ € t|, deg;(f) = n; = deg*(f).
Per ogni i € t|, f € lineare in z; se deg;(f) = deg*(f) = 1 ed & multilineare
se ¢ lineare in ogni lettera z;.

Quindi un polinomio multilineare € un polinomio multiomogeneo di
multigrado (1,1,...,1).

2.13 Osservazione. I polinomi multilineari sono collegati in modo naturale
con i gruppi simmetrici. Infatti, se ¢t € Nese f € C(X) & un polinomio
multilineare di grado ¢, allora, per ogni n € S;, esiste a, € C tale che :

f — f(mla*”:mt) — Z ArLy(1) -+ Ly(t)-

TES;

2.14 Definizione. Se I C C (X), I si dice T-ideale se e un ideale bilatero di
C (X) ed e invariante sotto I'azione di Endq(C (X)), cioe

Vo € Endc(C (X)) e(I) C I.
2.15 Proposizione. Sia A una C-algebra e sia
T(A) :={f € C(X) | f e identita polinomiale per A}.
Allora T'(A) é un T-ideale di C (X).

Dimostrazione. Siano w € Endc(C (X)) e f € T(A). Allora, per ogni o €
Homc(C (X),A), da (2.8) segue che:

o(n(f)) = (om)(f) =0

e quindi n(f) € [\kero, al variare di o in Hom¢c(C(X), A). Sempre per
(2.8) sihache n(f) € T(A).

Vale anche il viceversa.

2.16 Proposizione. Se I é un ideale bilatero in C (X), allora T(C (X) /I) e
il piu grande T-ideale di C' (X)) contenuto in 1.

Dimostrazione. Poniamo R := C(X)/I. Ovviamente T'(R) C I. Infatti,
sia f € T(R) esia k € N tale che f = f(z1,...,z). Allora, per ogni
gi,..-, 9k € C(X), vale:

U=f(91+1,,gk+I):f(91,,gk)+I

e quindi f(g1,...,9%x) € I. In particolare, se poniamo ¢; := xz; per ogni
i ek, siha f(zq,...,2;) € I.
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Quindi, basta dimostrare che se T un ¢ un T-ideale in C (X) contenuto in I
allora si ha anche T' C T'(R).

Siano k € N, p(z1,...,zx) € Tery,...,r € R. Siano, inoltre, qy,...,qx
polinomi di C (X) tali che, per ogni i € k|, r; = ¢; + I. Allora

p(Tla---ng) = p(ql +I:'“:Qk+f):
= P(Qla---,q.!c)+lr=ﬂ

perché p € T C I e, per ipotesi, T € invariante per endomorfismi in C (X).
Pertanto p € T(R) e quindi T' C T'(R).

2.17 Definizione. Siano R e R due C-algebre. R e R sono Pl-equivalenti se
T(R) = T(R).

2.18 Teorema. Se F' é un campo infinito e A é una F-algebra, allora T(A) ¢
multiomogeneo.

Per la dimostrazione di tale teorema si sfrutta la seguente proposizione:

2.19 Proposizione. (Argomento di Vandermonde)
Sia V uno C-modulo tale che

Vae(C,VveV av=0=a=00v=0.

Sianon € N, vg,v1,...,v, € Vetg,t1,...,tn € C n+ 1elementi distinti tali
che
Vien|U{0}  wvo+tivy+...t v, =0.

Allora v; = 0 per ogni i € n| U {0}.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che C € un dominio d’integrita.
Infatti siano «, B € C tali che o8 = 0 e sia 3 # 0. Allora

YVoeV afv = 0.

In particolare, se v € V — {0}, Bv # 0 e quindi a(Bv) = 0 implica che a = 0.
Posti
v = (v ul...vn)T, 0:=(0 0...0)T

Vi,jen+1] Qi 1= t‘g__f, A = (ij)ij=1,....n+1

dalle ipotesi segue che Av = 0. Poiché A e una matrice di Vandermonde, si

ha
det(A) = | [ (t: — t;)
i>j
e quindi det(A) # 0 perché C e un dominio d’'integrita e to,%;,...,t, sono

elementi a due a due distinti.
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Per ogni 4,j € n+ 1] indichiamo con A;; la matrice n x n ottenuta da A
eliminando la i-esima riga e la j-esima colonna e poniamo

Bij := (1) det(A;;)

Se B := (B4;)ij=1,. n+1 allora BA = det(A)I, 4, dove I,,;;1 € la matrice
identita di M, 1(C). Pertanto, moltiplicando ambo i membri di Av = 0 per
B, si ottiene:

0 = B0 = B(Av) = (BA)y = det(A) 41 v

Segue
Vien]u{0} det(A)v; =0

ed essendo det(A) # 0, si ha che

Vien]Uu{0} v =0.

Dimostrazione del teorema (2.18).
Sia f € T(A). Per (2.11) possiamo supporre, senza perdere di generalita,
che f sia mescolato.
Sia m € N tale che f = f(z;,...,z,,) e sia n := deg'(f). Per ogni i € n|,
denotiamo con f; la somma dei monomi di f di grado i in z;. Allora

flz1,.Tm) =Y fil@1,- .. Tm).

1=0

Poiche f e un’identita polinomiale,
Vay,...,am € AVte C f(tay,as,...,a;,) =0

e quindi

n
0 = [f(tay,a,...,an) = Zfi(tﬂlaaﬂa--'waifn) =

t=0

T
Zttfi(H'hQZr'“rﬂ'm)
3=0

Dall’arbitrarieta di ¢t € C e da (2.19) segue che

Vien|U{0}  fi(ai,az,...,am) = 0.

Iterando il procedimento per ogni 7 € m| — {1} si ha la tesi.
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Il concetto di polinomio multilineare svolge un ruolo molto importante
nella teoria delle Pl-algebre. Per tale motivo introduciamo, ora, un metodo
di multilinearizzazione che, applicato ad un qualsiasi polinomio mescolato,
permette di ottenerne un altro multilineare.

2.20 Definizione. Siano A una C-algebra, m € Ne f(zq,...,z,,) € C(X)
un’identita polinomiale per A mescolata. Si definisce altezza di f la seguen-
te quantita:

ht(f) := deg(f) —m > 0.

2.21 Proposizione. Sia f € C (X). f é un polinomio multilineare se e solo
se ht(f) = 0.

2.22 Definizione. Sianom € Ne f(zy,...,2,) € C(X). Perognii € m| e
k € N — m| definiamo Poperatore differenza A; y:

ﬂi,k(f) = fz; =z +zk) — f(Ti = 21) — [,

2.23 Esempio. Sia f(z1,z2) := z329 € Z (X). Allora
Ay 3(f) = (z1 + 173)21’!?2 — ﬂl‘%ﬂig — ﬂ?giﬂz = X1X3T2 + T3T122

Az3(f) = zi(22 + 23) — T{T3 — T{T2 = 0

I1 metodo di multilinearizzazione consiste nell’applicare I'operatore dif-
ferenza ad un dato polinomio f un opportuno numero di volte. Infatti si
dimostra che in tal modo si ottiene proprio un polinomio multilineare di
grado minore o uguale a deg(f) .

2.24 Proposizione. Siano m € N, f(zy,...,z,,) € C(X) un polinomio
mescolato, i € m/| e supponiamo che deg*(f) > 1. Se 7 € N — m/, posto
g(z1,-..,z;) = Dy ;(f) valgono:

(1) deg'(g) = deg'(f) - 1

(2) Tutti i coefficienti di g sono coefficienti di f.

(3) Se deg*(f) = deg;(f) =: u, allora g(z; — x;) = (2* = 2)f

2.25 Proposizione. Siano A una C-algebra, m € Ne f(z1,...,2m) € C(X)
un’identia multilineare per A. Allora, per ogni i € m| e k € N —m|, valgono:
(DA x(f) € T(A);

(2)deg(Dix(f)) < deg(f);

B)ht(A; k(f)) < ht(f).

2.26 Proposizione. Siano A una C-algebra e d € N. Se A soddisfa un’iden-
tita polinomiale propria di grado d allora A soddisfa un’identita polinomiale
multilineare propria di grado minore o uguale a d.

Dimostrazione. Sia m € N e sia f(z1,...,2m) € C(X) un’identia polino-
miale per A. Dimostriamo la tesi per induzione su ht(f).

Se ht(f) = 0 allora la tesi € banalmente verificata perché f e multilineare.
Supponiamo che ht(f) > 0 e che la tesi sia vera per ogni identita polino-
miale avente altezza minore di ht( f).
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Poiché ht(f) > 0, esiste i € m] tale che deg*(f) > 1. Se k € N — m], per
(2.25), A x(f) € T(A) e ht(A; k(f)) < hit(f). Dall'ipotesi induttiva segue
subito la tesi.

La proposizione seguente evidenzia 'importanza rivestita dai polinomi
multilineari nelle PI-algebre:

2.27 Proposizione. Se F' é un campo tale che char(F) = 0 e A é una F-
algebra allora T'(A) é generato come T-ideale di F'(X) dai polinomi multili-
neari che vi appartengono.

Piu in generale vale il seguente profondo risultato, dovuto a Kemer [11]:

2.28 Teorema. Se F' e un campo e char(F') = 0 allora ogni T-ideale di F' {X)
e finitamente generato.

2.29 Definizione. Se S C C (X), si indica con (S)? il T-ideale di C (X)
generato da S:

(8)":=()I  alvariaredi I tra i T-ideali di C (X), S C I.

Se S1,5, C C(X), S; e S, si dicono equivalenti se (S1)T = (S3)7.
2.30 Proposizione. Sia F' un campo.

(1) Se F' é infinito allora ogni polinomio in F (X) é equivalente alle sue
componenti multiomogenee.

(2) Se char(F') = 0, ogni polinomio di F' (X) é equivalente ad un insieme
di polinomi multilinearai.

Dimostrazione. (1) Sianom € Ne f(x1,...,zy) € F(X) (anche non me-
scolato). Posto n := deg'(f), per ogni ¢ € n] indichiamo con f; la compo-
nente omogenea di f di grado i rispetto a z;. Allora f = Y, fi.
Vogliamo dimostrare che, per ogni i € n|, f; € (f)T. Ovviamente vale:

VtEF f(til';l,:]:g,...,mm)E(f)T
e quindi

Vte F ) t'filz1,2,...,2m) € ()T
=0

Allora, posti 0 := (f)T e
Vien] fi=fi+NOeFX)/(HT

si ha
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Da (2.19) segue B
Vi€ n| f:=0

e quindi
Vie n] fie (N

Poicheé f = )" _, fi & vero anche il viceversa, cioe f € (fo, fi,- -, N
Pertanto (f)! = (fo, f1,---, fa)¥.

Iterando tale procedimento per ogni ¢ € m| — {1} si ottiene la tesi.

(2) Sianom € Ne f(z;,...,z,) € F(X) un polinomio mescolato e non
multilineare. Applicando il metodo di multilinearizzazione, si ottiene un’i-
dentita multilineare g di grado minore o uguale a deg( f). Dalla definizione
di operatore differenza segue subito che g € (f)? e per (2.24(3)), grazie
all'ipotesi char(F) = 0, si ha che f € (g)*. Pertanto (f)? = (g)%, cioe feg
sono equivalenti.

2.31 Esempio. Siano p € P, m € N e F' un campo finito tale che |F'| = p™.
Allora il seguente polinomio:

f@,. o @pm) i= ) Taq)-- Tapm) € Z(X)
‘JTESPm

¢ un’identita di F' detta identita simmetrica.

Infatti F'— {0} & un gruppo moltiplicativo di ordine p™ —1 e quindi, per ogni
z € F—{0},sihazP” ! = 1 cioé zP" — z = 0. Pertanto ;t:’fm —x; € Z({X)
e un’identita di F' e, multilinearizzandola, si ottiene proprio il polinomio f.
Da (2.25(1)) segue che f € un’identita di F', e quindi

Vﬂrl,...,ﬂprn E F Z ﬂr—_rr(l) ...ar-?r(prn] — 0;
'}TESPTH

Accenniamo, ora, brevemente ad un altro metodo di multilinearizzazio-
ne che risulta piu veloce di quello gia visto.
Sianom € N, f(z1,...,zm) € C(X), i € m] e n € N tali che deg*(f) = n.
Allora, per ottenere un polinomio multilineare a partire da f, si determina
il polinomio g := f(z — y; + y2 + ... + y,) e di tale polinomio si considera
la componente di multigrado (1,1,...,1) in y1,¥2,..., Yn-

2.32 Proposizione. Siano A una C-algebra, t € N, f € C (X) un polinomio
multilineare e sia B un insieme di generatori di A come C-modulo. Allora f
e un’identita polinomiale per A se e solo se f si annulla per ogni valutazione
delle sue lettere sugli elementi di B.

Dimostrazione. Ovviamente se f € un’identita polinomiale per A allora f si
annulla per ogni valutazione delle sue indeterminate sugli elementi di B.
Dimostriamo che vale il viceversa. Sia n € N tale che f = f(z1,...,z,) €
supponiamo dapprima che B sia un insieme finito.
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Sianot € Neay,...,a; € Ataliche B ={ay,...,a:}.
Siano by,...,b, € Ae, perognii € n e j; € tl, sia ¢;;, € C tale che

t

Viem bi — Zciﬁa’ji'

7i=1

Dalla multilinearita di f segue che:

t t
f E :ﬂljlﬂju--w E Cnjn@, | =

j1=1 jn=1

f(by,...,bn)

t

Z ﬂljl...Enjnf(ﬂjl,...,ﬂjn):U.

Se B e infinito si procede in modo analogo in quanto ogni elemento di A si
scrive come combinazione lineare finita di elementi di B.

2.33 Definizione. Per ogni n € N, il seguente polinomio

Sp(Z1,.- s Tn) = Y (=1)"ZTr1)Tr(2) - - - Tr(n—1)Tr(n)
TES,

si dice il polinomio standard di grado n ((—1)™ e la segnatura della permu-
tazione 7).

2.34 Definizione. Sianom € Ne f = f(z1,...,zm) € C(X). f si dice
alternante se

Vi€ S f(m?r(l)s SO :$w{m)) — (_1)ﬂf(:r1: SO iIJm).

Si dimostra che, per ogni m € N, S,, ¢ alternante e da cio e da (2.32)
segue:

2.35 Corollario. Siano A una C-algebra e m € N. Se A é generata come
C-modulo da un insieme costituito da meno di t elementi allora il polinomio
standard Siyi(zy,...,2441) € un’identita polinomiale per A.

2.36 Corollario. Ogni algebra di dimensione finita é una Pl-algebra.

Pertanto le Pl-algebre possono essere riguardate come una generaliz-
zazione non solo delle algebre commutative ma anche delle algebre di
dimensione finita.

b

2.37 Corollario. Siano F' un campo en € N. Allora S,2,1(x1,...,Zp241) €
un’identita polinomiale per M, (F).

2.38 Proposizione. Sia n € N. Per ogni t € nl|, M:(C) soddisfa tutte le
identita polinomiali di M,,(C).
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Dimostrazione. Siano t € n| e E = {E;;|i,7 € nl} l'insieme delle matrici
elementari. La seguente applicazione:

L t
01 My(C) = Mu(C), A=Y aiE; — A=Y a;Eij+

=1 ,j=1

+ Y Y 0 (Eij+Ej)

i=1 j=t+1

e un monomorfismo di C-algebre e quindi possiamo riguardare M;(C) come
una C-sottoalgebra di M,,(C). Pertanto ogni identita di M,,(C) ¢ identita di
M, (C).




CAPITOLO 3

IL TEOREMA DI
AMITSUR-LEVITZKI

Il Teorema di Amitsur-Levitzki & uno dei pit importanti risultati riguardanti
le identita di algebre di matrici e di esso sono state date quattro diverse
dimostrazioni. Loriginale del 1950, dovuta ad S. A. Amitsur e J. Levitzki,
e di tipo combinatorio ed e stata successivamente modificata da Swann
utilizzando la teoria dei grafi.

Nel 1958, B. Kostant [12] ha dato una dimostrazione basata sulla teoria
delle identita traccia e sulla teoria di Frobenius riguardante le rappresenta-
zioni dei gruppi simmetrici e alternanti.

La dimostrazione di Y. P. Razmyslov [18] del 1974 e basata, invece, sulla
multilinearizzazione del Teorema di Hamilton-Caley.

La dimostrazione che noi presenteremo e quella del 1976 di S. Rosset [19]:
e la piu breve ed ingegnosa e fa uso del concetto di algebra esterna.

3.1 Teorema. (Teorema di Amitsur-Levitzki [4])
Sian € N.

(1) Il grado minimo delle identita polinomiali proprie di M,,(C) é 2n.

(2) Il polinomio standard Sa.(zx1,...,T2,) € un’identita polinomiale per
M, (C).

Vediamo subito la dimostrazione della prima parte del teorema:

Dimostrazione. (di (3.1(1)))
Siano t € N e f € C(X) un’identita polinomiale per M,,(C) che possiamo
supporre propria e multilineare di grado t < 2n — 1. Allora, per ogni ™ € &4,
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esiste o, € C tale che:

F= S armauy. o aas
?TESg
e supponiamo che a;q4, M,(C) # 0.
Consideriamo l'insieme delle matrici elementari E = {E;; |4,j € n|} e, per
ogni k € n|, definiamo:

( Fiyi ks se k & dispari
T = 4 S \ .
E% k2 se k e pari
cioe Tl = Eu, T2 V= Elg, Tg V= Egg, T4 = Egg, ecc.. Osserviamo che
I'insieme {7} | k € n]} ha cardinalita 2n — 1.
Per ogni m € &, poniamo Ty = Tr)Tr(2) ... Tre) € sia m € S; tale che

T. # 0. Per ogni k € t|, poniamo FE;
Tﬂ'(k} = E11 = Tl. Allora:

= Trk) € sia k € t| tale che

kJk

Tr = Tr)Te@ - Tate-0) Ty Tretr) - - - Tngey =

= LryIre .- -E EyE; T (1)

thk—1 Jk—1 k41 Tkt *

Ma E;, .. EuEi, ., #0seesolosejz_1 =1eirs =1, cioesee
solo se
Trk+1) = E; = By =15

k41 Tk+1
Trk-1) = Lip_yjiy = £11 =11 = T ().
Pertanto, poiché T, # 0, sideve avere T7 = T (1) e Ty = T (9), cioe w(l) =1

em(2) =2.
Sia, ora, z € t| tale che Tr(z) = E22 = T3. Essendo T’ # 0, deve risultare:

0# T‘rr{z—-l)Tw(z)T"T(z'H) = Bs,_, jz—lEﬂinz+1 Jz41

e cio si verifica se e solose j,_1 =2 e 4,41 = 2, cioe se e solo se

Tﬂ(z—l) = Ej; = by =15

z—1 _?::.—1

TW(E-}-I,} - E‘iz+1 Jet1 — Eo3 =1j.

Segue che m(z—1) = 2 = 7(2) e quindi z = 3. Pertanto n(3) = 3 e w(4) = 4.
Procedendo in questo modo, ¢ evidente che T, # 0 se e solo se 7 = id¢| e
quindi:

-

@id, E, s Se t € dispari

fO T T = sy Too To= § 005 % (v pari

In entrambi i casi risulta f(77,7%,...,T;) # 0 che e impossibile perche
avevamo supposto che f fosse € un’identita di M,,(C). Pertanto f non puo
essere un’identita di M,,(C).




23

Per la dimostrazione della seconda parte del teorema abbiamo bisogno
di fare alcune premesse.

3.2 Lemma. Sianon € Ne f(xy,...,z,) € C(X) un’identita polinomiale
multilineare per una C-algebra A. Se B é una C-algebra commutativa, allora
[ e un’identita polinomiale del prodotto tensoriale A Q). B.

Dimostrazione. Da (2.13) segue che, per ogni w € &, esiste o, € C tale
che

fzf(i?l,...,:l?ﬂ)= Z UrLg(l)---Lx(n)-

TTESH

Se B,B’ sono insiemi di generatori rispettivamente per A e B come C-
moduli, allora B” := {a ® bja € B,b € B’} € un insieme di generatori
per A B come C-modulo.

Da (2.32) segue che, per dimostrare che f e un’identita polinomiale per
A Q. B, basta verificare che f si annulla per ogni valutazione delle sue in-
determinate sugli elementi di B”. Pertanto, dalla commutativita di B, segue
che, per ogni ay,...,a, € B,by,...,b, € B,

fla1 ®by,...,an @ by)

Z Elfw(ﬂrﬂ(l) . .{'.Iﬂ-{n) @ b“{” S b’ﬂ"{n)) —
TES,

( Z QO (1) ---ﬂ'fr(n)) @bl bﬂ =

'?TES?L
f(ﬂ.q,...,ﬂn)@bl...bﬂ=0®b1...bﬂ:0

|

Pertanto le identita polinomiali multilineari si trasportano per tensoriz-
zazione con algebre commutative.

3.3 Definizione. Siano K un campo, n € N e sia K[z,,...,z,] 'anello dei
polinomi commutativi su K nelle indeterminate indipendenti z;,...,Z,.
Una funzione f(x4,...,z,) si dice funzione simmetrica se

vge‘s‘n f(:‘cﬂ'[l)!*”:lma‘{ﬂ]):f(mla'*'umn)*

b

Per ogni j € n| la k-sima funzione elementare simmetrica di z,,...,z, €:

Ek(mlj-'*amn) = § LiyLig -« - Loy,
1<4) <ig<...<ip<n

mentre la k-sima funzione simmetrica potenza di x1,...,z, €
k k k
Pe(T1,...,Zn) =27 + 25 + ...+ 2,.

Le formule di Newton forniscono un legame fra le funzioni simmetriche
elementari e le funzioni simmetriche potenza:
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3.4 Lemma. (Formule di Newton) Sia n € N.
(DVken|  pp—proirer +pr—sea+...+ (—1)*ker =0
(2)VkeN—n] Pk — Pk-1€1 + pr—2e2 + ...+ (=1)"pr_pe, =0

Per dimostrare tali formule e utile introdurre la seguente notazione:

}
se n,hy,...,h, € Ny e :1:‘1“ .2zt € Klxy,...,z,), allora S(z{!...zh»)

indica la somma di tutti i monomi di K|z,,...,z,| ottenuti a partire da
z1' ...z~ sotto I'azione naturale del gruppo simmetrico S, sulle indeter-

T
minate 3:]_1 PR :I:?"Li

Dimostrazione. (1) In riferimento alla notazione introdotta, si ha:
k—1

Pk—1€1 = Dk Jr;fSl(arl T3) -

Pr—oea = S(x7 ™ "x9) + S(z{ “xox3)

Pk—i€; = S(:‘L‘f-i"'lmz . Z) + S(ITuiiﬂg e Tit1) Vie k—2

P1€k—-1 = S(E%Tg ‘e mk—l) + key.

Pertanto, facendo la somma membro a membro a segni alterni, si ottiene la
prima formula.

(2) Si considerano le seguenti uguaglianze:

pr—1€1 = pk + S(z7 " z2)

Pk--2€2 = S(T%_I’Bz) —+ S(Sﬂi‘:_gﬁgiﬂg)

pr_ie; = S(zi oy xy) + S(2¥ ey . i) Viek—2]

k— 1
Pk—n€n = S(EJ, nt ... :Fn)

e facendo, come prima, la somma membro a membro a segni alterni si
ottiene la seconda formula.

3.5 Proposizione. Sianon € Ne A € M,(Q). Siano By,...,8, € C gli
autovalori (senza molteplicita) di A e siano «,. .., «, € Q tali che il seguente
polinomio

pa(t) :=1"+) (~1)'ait™" € Q[t]
1=1

sia il polinomio caratteristico di A. Allora, per ogni k € n|, ay é un polinomio
razionale in tr(A*) per ogni i € N e soddisfa la seguente formula:

k

ko = Z(—l)i_lﬂkqit?"(ﬂi).

=1

Dimostrazione. In generale vale:

VEk € n ap = er(B1,...,08n)-
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A € simile in C ad una matrice triangolare superiore B € M, (C) avente
sulla diagonale principale gli autovalori di A e quindi, se [,, ¢ la matrice
identita di M,,(Q), si ha

T

pa(t) = —det(—B + tl,) = H(f? — Bi)-

i=1
Poiché la traccia € un invariante per matrici simili, segue
T( )_ﬁl+"'+'Bﬂ_pk(f81}“‘1/@ﬂ)‘

Da (3.4(1)) segue subito che

k
kag =Y (1) tag_itr(4?).

t=1

3.6 Proposizione. Siano A una Q-algebra commutativa unitaria e n € N.
Se X € M,(A) é tale che tr(X*) = 0 per ogni i € N, allora X™ = 0.

Dimostrazione. Sia X = (z;;)i j=1....n € M,(A) e, per ogni i, j € n|, sia t;;
una indeterminata commutativa. Panello dei polinomi

1 = @(tllw I tlﬂa 5211 ey tgﬂ.‘} s ey tﬂ.ﬂ]
e un dominio d’integrita contenuto nel suo campo dei quozienti
K = Q(tllu oo tins Ta1y - -5 tan, - :tnn)-

Sia U € M,,(K) la matrice generica, cioé sia U := (t;;); j=1,....n. Poiché T
e un’algebra libera, per definire un omomorfismo basta definire le immagini
delle indeterminate ¢;;. Consideriamo, allora, il seguente omomorfismo:

QIT'-"}Aj tiji—}ﬂfij.
Esso si estende in modo unico agli anelli di matrici in questo modo:
g: M, (T)— M,(A), Uw— X.

Siano ay,...,a, € Q tali che il seguente polinomio

pu(t) =t"+ ) (-1)'a;it™" € K[t]
t=1

sia il polinomio caratteristico di U. Allora per il teorema di Hamilton-Caley,
puy(U) = 0, cioe

U — UM Vb aqU 2 4+ (1) Lo U + (-1)a,, = 0.
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Per (3.5), per ogni k € n], oy, € un polinomio a coefficienti razionali nelle
tracce di U* con i € N e, poiché

VieN  g(tr(UY)) = tr(X"),
dalle ipotesi su X segue che g(«a;) = 0. Pertanto

0 GU™ —a UM 4+ U2 4+ (-D)" a,1U + (—1)"ay,) =
gU™) — g(a1)g(U™ ) + g(a2)g(U %) + ... +

+ (=D 'g(an-1)9(U) + (-1 "g(ev,)) = X™ + 0 = X™.

Fondamentale per la dimostrazione del teorema di Levitzki ¢ il concetto
di algebra esterna:

3.7 Definizione. Siano X = {z1,x5,...} un insieme di indeterminate non
commutative, F' un campo tale che char(F') # 2 e sia I I'ideale di F' (X)
generato da tutti i polinomi del tipo z;z; + z;z; € F(X) con 4,57 € N.
Allora il quoziente F := F' (X) /I si dice algebra esterna su F generata da X
(o algebra di Grassmanny).

Segue subito che una base di ' (X) /I e costituita dalla parola vuota 1 e
da tutti i possibili monomi del tipo z;, z;, ... x; conn,iy,i,...,1, € N tali
ChE‘il << .o < Uy
Vediamo, ora, un altro modo in cui si puo definire I'algebra esterna.

3.8 Definizione. Sia V un C-bimodulo. Per ogni n € N si definisce la
potenza tensoriale V®" induttivamente nel seguente modo:

vel.— ¢

Vel .=V
VneN Vet oy & ver.
C

Allora, per ogni n € N, V®” & un C-bimodulo.

Posto
Te(V) = € Ve,
neNy

si dice che T (V') e l'algebra tensoriale di V' e in essa il prodotto & definito
per giustapposizione.

Si dimostra che se X ¢ un insieme, F' un campo tale che char(F) # 2 e
V' e uno spazio vettoriale su F' con base B = {v; | € N}, allora

Tp(V) = F(X),
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dove X e equipotente a V (lI'isomorfismo e quello che, per ogni i € N, ad
x; associa v;). Pertanto 'algebra esterna FE si puo ottenere come quoziente
di Tr(V) con lideale I di Tr(V) generato da tutti gli elementi del tipo
v@w+ w®uval variaredi v, w € V.

[algebra esterna € un esempio di algebra Z, -graduata. Piu in generale si
ha la seguente:

3.9 Definizione. Sia S un monoide. Una C-algebra R e graduata sopra S
se, per ogni s € S, esiste un C-sottomodulo R, di R tale che

R:EBRS

sES

Vsi,80 €95 R, Re, C Heys,-

Come detto in precedenza, 'algebra esterna E' € una superalgebra, cioe €
un’algebra graduata sopra Z,. Infatti, posti

VieN e; ‘= XI;

Eo .= spang (1,€;, ...€;, |m €N)

v Cinmin TTI-EN>

si ha che E{]El C El, E]E[} C El e b = Eu@El.

E, := spang (e;,

Limportanza dell’algebra esterna nella teoria delle Pl-algebre e rivelata
dal seguente:

3.10 Teorema. (Teorema di Kemer [11])
Sia F' un campo algebricamente chiuso e di caratteristica 0. Se A é una PI-
algebra su F, allora esiste una superalgebra B = By P B, di dimensione

finita su F tale che, posto G(B) := (Bo @ Eo) D (B1 @ E1), si ha
T(A) = T(G(B)).
Ritorniamo alla dimostrazione del teorema di Amitsur-Levitzki:

3.11 Lemma. Sia F un campo tale che char(F) = 0 e sia A una F-algebra.
Allora, per ogni n,r € N e per ogni ay,...,as € M,(A), si ha

tT(SQT(ﬂ'lw 30 C :'rﬂ'ﬂf‘)) = 0.

Dimostrazione. Se A, € il gruppo alterno di grado 2r allora, per ogni per-
mutazione dispari o € S,,, risulta

Sop = Agr U Agr0 = A U AQTJ_I-
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In particolare se o := (1 2...2r — 1 2r) € 83, — Ay, allora, per ogni
T € Sy, vale:

tr(ﬂ“ﬂ(l) JC -ﬂr(ﬂr—l}aw(%}) — tT(a‘iT{ZT]a"iT(l) o a'fr(Z'r—l)) =

tT(ﬂwa_l{l)aﬂa_l(Z) ¢ o ﬂ?rcr“l(ﬂr))

e quindi

tr {Szr(ﬂl‘.r . }QZT}) = ir ( Z ('_'].)ﬂ-ﬂ?r(l) . s s ﬂ'ﬂ'{zw"}) —

TESH,-
— t'r( Z ﬂﬂ'[l) '-.ﬂ"ﬂ'(Z‘f‘) + Z (_l)ﬂ-ﬂﬂ--l(l) "‘{I'TTJI(ZT'}) it
'JT'EAET- ﬂ-EAE‘r
— Z tr(ﬂﬂ(l) T ’ﬂﬂ'(ﬂr)) — Z tr(ﬂﬂ-ﬂ-—rl(l) - ﬂﬂﬂ_](??‘}) =}
TTEAET WEAET‘

Dimostrazione di (3.1(2)).
Se proviamo che il polinomio standard Sy, (z1,...,Z2,) € un’identita poli-
nomiale per M,,(Q), poiché M, (Z) C M,(Q), esso sara un’identita polino-
miale anche per M,,(Z). Inoltre, essendo

M,(C) = Mn(Z) Q) C,
Z

per (3.2) si avra che Sy, (z1,...,Z2,) € un’identita polinomiale per M, (C).
Proviamo, pertanto, che Sy, (z4,...,Z2,) € identita polinomiale per M, (Q)
e sia F I'algebra esterna su Q. Allora

Mn(E) = Mn(Q) X) E.
Q

Siano ai,...,as, € M,(Q) e siano e, ..., es, € F i generatori di E. Posto
a:=aye;+...+ asmeé,, Sihachea € M, (E) e

n

2 _
a® = E ae;a;e; = E (a;a; — aja;)e;e;.

i,j=1 1<i<j<2n
157

Allora, posto b := a?, segue che b € M, (Ey) e, per ogni r € N, vale:

mn
T 2r E : —_
b - q° = Qiy -+« Qjy €4y -+ - €4y —

B grnay 19n=1
ij#ik YV ik

E , S2r (ajl JOUC, ﬂ’jzf-)eh -+ » Chzp-

1<h <...<j2rSn
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Per (3.11) si ha:

trib’) = 2 tr(Ser(@ji, -85, )€5 - €5,) = 0.

1< <...<j2r S0
Dalla commutativita di Eg e da (3.6) segue che b"™ = 0 e quindi
0=0" = Sgn(illj “ s ey ‘1271)‘91 R T

Poiché M, (E) = M,(Q) Qg E, M,(E) € un M, (Q)-modulo libero con base
{Ilej, - €4, 11 <1 <...<jor <n}equindi Sy,(ai,...,as,) =0.
Dall’arbitrarieta di aq,...,as, € M,(Q) segue che S5, (z1,...,z2,) € una
identita polinomiale per M, (Q).







CAPITOLO 4

IL. TEOREMA DI KAPLANSKY

Dimostrato nel 1948, il teorema di Kaplansky e il primo significativo risultato
ottenuto nell’ambito della teoria delle Pl-algebre ed & sicuramente uno dei
piu importanti teoremi di struttura.

Per la sua dimostrazione € necessario studiare prima alcuni risultati riguar-
danti i sottocampi massimali di un corpo.

4.1 Definizione. Siano D un corpo e K un sottocampo di D. K e un
sottocampo massimale di D se, per ogni H sottocampo di D, risulta

KCHCD=K=H.

4.2 Proposizione. Siano D un corpo e K un sottocampo di D. Allora K ¢
un sottocampo massimale di D se e solo se Cp(K) = K, dove Cp(K) e il
centralizzante in D di K.

Dimostrazione. “=” Supponiamo che K sia un sottocampo massimale di D
e sia a € Cp(K). Allora K C K(a) e K(a) e un sottocampo di D. Dalla
massimalita di K in D segue che a € K e quindi Cp(K) C K. Essendo K
commutativo, ovviamente K C Cp(K) e quindi Cp(K) = K.

“«” Supponiamo che Cp(K) = K e sia L un sottocampo di D tale che
K C L C D. Allora, perognia € L e perogni k € K, si ha ak = ka e quindi
a € Cp(K)=K. Pertanto L C K ecosi L = K.

4.3 Teorema. Siano F' un campo, A una F-algebra centrale e semplice e B
una F-algebra semplice. Allora A Q) B é una F-algebra semplice.

Dimostrazione. Poniamo R := AQ) B e siano 14,1p le unita di A e B
rispettivamente.
Sia Y una base di B su F. Allora, per ogni r € R — {0}, esistono n € N,
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Yiy..-,Yn € Y,a1,...,a, € A — {0} tali che r si scriva in modo unico nel

seguente modo:
T
r= Z a; & Y.
1=1

Definiamo lunghezza di r il numero di addendi di quella sommatoria.
Sia I un ideale bilatero di R e sia s € I — {0} un elemento di lunghezza
minima in /. Allora esistonon € N, y;,...,y, € Y,ay,...,a, € A — {0} tali

che
T
s = Zﬂi & Y;-
i=1

Poiché a; # 0, Aa; A € un ideale bilatero di A non nullo e quindi, dalla
semplicita di A, segue che Aa; A = A. Allora 14 € Aa; A e quindi esistono
meN ry, ..., "mn,S1,.-.,5m € Atali che

T

].A: E r;a1s;y.
j=1

Segue che
Srrotansoin = 35 (S ) ou-
— ]'A@yl—l_Z(erﬂisj) &Q Y; = w.
=2 a=1

Poiché } ", (r; ® 15)s(s; ® 1) € I, allora w € I. Inoltre w # 0 perché
Y1,...,Yn sono linearmente indipendenti e nell’espressione di w ¢’e¢ almeno
un elemento di A, 'unita 14, che € non nullo.

Sia, ora, a € A. Allora, posto, perognii € n| — {1}, @; := }_
ha

™

j=1 T‘_}:{IiSj, S1

(a®@1lplw —w(a®1lp) = Z(aﬁi —a;0) @ y; = 0.
=2

Infatti (a®1p)w—w(a®1lp) € I perché I é bilatero e, poiche s ha lunghezza
minima in /, ogni elemento di lunghezza minore deve essere nullo. Dalla
lineare indipendenza di y,, ..., y, segue che

Vi€ Ti' — {1} aa; = a;q.
Larbitrarieta di a € A implica che @; € Z(A) = F' e quindi

w:u@yﬁzwyz:m(yﬁzaﬁ%).

=2

1=2
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Posto b := y1+> ., @;y; segue chew = 1,®@be b # 0 essendo w # 0. Poiché
B é semplice, BbB = B e quindi esistono t € N,¢;,...,¢,d1,...,d; € B

tali che
i

13 — Z Cibdi.

=1

Allora

Y (la@c)w(la®d) = Y (1a®c)(la®b)(la®d;) =

i=1 1=1

t
1A® (Zcibdi) — 1A® 13 — 1R.

1=1

I

Ma w € I e quindi, essendo I bilatero, ZLI(M ®c;)w(ly ®d;) € I, cioe
1g € I. Pertanto I = R e quindi R e semplice.

4.4 Corollario. Sia F' un campo e siano A, B F-algebre centrali e semplici.
Allora AQ . B é una F-algebra centrale e semplice.

4.5 Proposizione. Siano D un corpo, K un sottocampo massimale e poniamo

F := Z(D). Allora D @ K é un anello denso di trasformagzioni K-lineari su
D.

Dimostrazione. Per ognia € D consideriamo la moltiplicazione a sinistra in
D:

lo : D — D, T — ax

e la moltiplicazione a destra in D:
0D — D, T — Ta.

Allora, riguardando D come un gruppo abeliano, si ha che l,, 0, € End(D).
Posto R := D ) K, possiamo costruire la seguente applicazione:

f: R — End(D), a®cr l, 00,

che risulta essere ben posta per la proprieta universale dei prodotti tensoria-
li. Allora f € un omomorfismo di anellie f(1p ® 1p) = idp.

Poiché tutti i corpi e i campi sono semplici, D € un’algebra centrale semplice
su F' e K e semplice. Per (4.3), R & una F-algebra semplice e cosi ker f = 0

perché ker f ¢ un ideale bilatero di R. Essendo f non nullo, segue che D &
un R-modulo fedele.

Inoltre, per ogni a,z € D e per ogni ¢ € K si ha

(a®c)x = fla®c)(z) = (lg 0 0.)(x) = azxc
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e quindi D e irriducibile come R-modulo perché se z # 0 allora, per ogni
y € D, esiste d € D tale che y = dx.
Osserviamo, infine, che la moltiplicazione € non banale in quanto

(Ip®@1lp)z =z #0.

Pertanto R e primitivo e D e I’R-modulo fedele e irriducibile.
Vediamo, ora, com’e fatto Endg(D):
Endr(D) ={glg : D — D F — lineare, g(azb) = ag(x)bVa,z € D,b € K}.
Pertanto dobbiamo studiare le applicazioni che soddisfano la seguente pro-
prieta:

Va,ze D,be K g{axb) = ag(x)b (%)

Innanzitutto osserviamo che g € una moltiplicazione a destra, infatti basta
porre x := 1p e b := 1p e si ottiene:

Vae D g(a) = ag(1lp).
Allora, posto ¢ := g(1p),
Vae D g(a) = ac
e quindi dalla (x) segue:
Va,z € D,be K axbc = axcb.
Se poniamo a := 1p e = := 1p allora:
Vbe K be = ¢b,

cioé ¢ € Cp(K). Poiché K & massimale, da (4.2) segue che Cp(K) = K e
cosi ¢ € K. Pertanto Endg(D) = {o.|c € K}.

Per il Teorema di Densita di Jacobson (cfr.(1.11)), R e un anello denso di
trasformazioni lineari di D su Endg(D) = {o.|c € K} = K elazione di K
su D e proprio per moltiplicazione a destra.

4.6 Proposizione. Siano D un corpo, K un sottocampo massimale di D e F
il centro di D. Se dimpD é finita allora esiste n € N tale che dimpD = n°.

Dimostrazione. D @) K ¢ denso nell'anello delle applicazioni lineari a de-
stra End(D)g e quindi, poiché dimpD e finita, D@ K = End(D)k.
Posto t := dimDg, si ha che

My(K) & End(D)x = D (X) K
F

e quindi dimpD = dimp (D R K) — 12,
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4.7 Corollario. Se A é un’algebra semplice di dimensione finita sul suo centro
F allora esiste m € N tale che dimp A = m?2.

Dimostrazione. Per il Teorema di Wedderburn-Artin esistono n € N e un
corpo D tali che A =& M, (D). Allora

F = Z(A) = Z(M,(D)) = Z(D).
Per (4.6), esiste t € N tale che dimpD = t? e quindi

dimpA = dimp(M,(D)) = dimp(M,(D))dimpD = n*t* = (nt)?.

4.8 Teorema. (Teorema di Kaplansky [10])

Ogni algebra primitiva soddisfacente un’identita polinomiale propria é un’al-
gebra semplice di dimensione finita sul suo centro e tale dimensione é un
quadrato.

Dimostrazione. Sia R una C-algebra primitiva e sia f € C (X) un’identita
polinomiale propria per R. Grazie a (2.26) possiamo supporre, senza per-
dere di generalita, che f sia multilineare e sia d € N tale che deg(f) = d.
Da (1.15) segue che esistono n € N e un corpo D tali che R = M, (D)
oppure, per ogni n € N, esistono un sottoanello S,, di R ed un epimorfismo
¢vn da S, su M, (D). Se si verificasse la seconda condizione, allora, posto
F := Z(D), per ogni n € N f sarebbe un’identita polinomiale per M, (F)
e cio & impossibile per la prima parte del Teorema di Amitsur-Levitzki. Per-
tanto R = M,,(D) e quindi, essendo Z(R) = F, R ¢ un’algebra semplice su
F.

Resta da provare che la dimensione di R su F' come spazio vettoriale e fini-
ta.

Ovviamente D soddisfa f in quanto D e contenuto in R a meno di isomorfi-
smi. Se K € un sottocampo massimale di D, da (3.2) e dalla multilinearita
di f segue che f & un’identita polinomiale per A := D Q) K. Inoltre an-
che A é primitivo e cosi, in modo analogo a quanto visto sopra, da (1.15)
segue che esistono t € N e un corpo A tali che A = M,(A). In particola-
re, A°? = End (M), dove M e un A-modulo fedele e irriducibile. Ma in
(4.5) abbiamo dimostrato che D e un A-modulo fedele irriducibile e che
Enda(D) =2 K. Allora A°? =2 K e quindi A 2 K essendo K un campo.
Pertanto A = M;(K).
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Poiché R = M, (D) e M,(D) = M,(F)Qr D segue:

RRK = M(D)X)K =
F F

12
AN
=
E
X
S
S—
»&)

S
12

F
= MH(F)@)(D@K =
'a F
> M (F) Q) Mi(K) =2 My (K)
F

Allora
dimpR = dimyg R @ K = (nt).
F

Inoltre, da (3.2) segue che f e un’identita polinomiale per R ) K e quindi
per M,:(K). Allora, per il teorema di Amitsur-Levitzki, 2(nt) < d e cosi
dimpR < [d/2]?.




CAPITOLO 5

POLINOMI CENTRALI PER
ALGEBRE DI MATRICI

Il concetto di polinomio centrale ha svolto un ruolo cruciale nello sviluppo
della teoria delle Pl-algebre. Inizialmente l'interesse verso questi polinomi
era dettato esclusivamente dalla curiosita in quanto si cercava una risposta
al seguente problema posto da Kaplansky nel 1956: esistono polinomi
centrali per M,,(C) per ognhi n € N? La risposta affermativa a tale quesito
fu data nel 1972 da Formanek e nel 1973 da Razmyslov che costruirono i
primi polinomi centrali usando due differenti metodi.

Ben presto fu chiaro che I'uso dei polinomi centrali permetteva una diretta
applicazione delle tecniche standard della teoria degli anelli commutativi.
Allora l'intera esposizione della teoria delle Pl-algebre fu rivoluzionata e |
polinomi centrali rivestirono in essa un ruolo dominante.

D’ora in poi denoteremo con F' un campo.

5.1 Definizione. Sianon € Ne f € F (X). f si dice polinomio centrale per
M, (F') se e solo se

(1) f(Mn(F)) C Z(M,(F));
(2) f non € un’identita polinomiale per M, (F);
(3) f ha termine noto nullo.

La condizione (3) serve per escludere i casi banali.
5.2 Esempio. Il seguente polinomio:
g = [:1:1,3:2]2 € F(zy,x0)
e centrale per My (F'). Infatti, siano A;, As € My (F') e sia
f(A) = A% = tr([A1, A2\ + det([A;, A3))
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il polinomio caratteristico di [A;, A2]. Poiché tr([A;, A2]) = 0 si ha che
f(A) = A% 4 det([Aq, A]). Dal teorema di Hamilton-Cayley segue che:

0 = f([A1, Ag]) = [A1, Ag)? + det([A1, A3]) I
e quindi:
(A1, As)? = —det([A1, A2)) ], € Z(My(F)).

Pertanto g(My(F)) C Z(M,(F)).
Inoltre ¢ non e un’identita polinomiale perché, se consideriamo le matrici
elementari e;q, €12, €91, vale:

g(ellj €12 BEI) — [E]_l y €12 821]2 =

- (511512 + €11€21 — €12€11 — 621{211)2 =
= (e12—e2n)? #0.

Vale la seguente caratterizzazione:

5.3 Proposizione. Siano m € Ne f(zy,...,zn) € F(X). f é centrale per
M, (F) se e solo se f non é un’identita polinomiale per M, (F) ma [zy,+1, f] €
un’identita polinomiale per M, (F’).

5.4 Proposizione. Siano f € C(X),ne€ Net e n—1|. Se f é un polinomio
centrale per M,,(C), allora f é un’identita per M(C).

Dimostrazione. Per ipotesi vale:
0# f(M,(C)) C Z(M,(C)) = {al,|ac C}.

Sia m € N tale che f = f(zy,...,Zm). Se ¢ € il monomorfismo definito
nella dimostrazione di (2.38), allora, per ogni Aq,..., A, € M;(C), esiste
a € C tale che

flp(A1),...,0(Am)) = aly,.

Per come abbiamo definito la ¢, per ogni i € m|, si ha (p(A;))E., = 0e
quindi:
albn, = alpbpy = f({ro(Al)i ceey @(Am))Eﬂn = 0.

Segue che a = 0 e pertanto

0= f(p(A1):-.., 0(Am)) = o(f(A1,..., Am)).

Ma ¢ e iniettiva e quindi f(A;,...,A,,) = 0, cioe f € un’identita di
M, (C).

Vediamo, ora, la costruzione di polinomio centrale dovuta a Razmyslov.
Essa e legata ai concetti di identita polinomiale debole e di trasformata di
Razmyslov.
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5.5 Definizione. Sianon,m € Ne f(zy,...,z,) € F(X). f & un’identita
polinomiale debole per M,(F') se, per ogni ai,...,a, € M,(F) tali che

tr(a,) = ... =tr(a,,) = 0siha f(ay,...,a,) =0.
Se t € m|, f si dice identitd polinomiale debole nelle lettere x1,...,z; se
per ogni ay,...,a,, € M,(F) tali che tr(a;) = ... = tr(a;) = 0 si ha

fla,...,am) =0.
f & un’identita polinomiale debole in senso stretto per M,(F') se f € una
identita polinomiale debole per M,,(F') ma non e un’identita polinomiale

per M,.(F).
5.6 Esempio. Il seguente polinomio:
fi=[z3,z2] € F(X)
¢ un’identita polinomiale debole in senso stretto in x; per My (F).
Ovviamente ogni identita polinomiale € un’identita polinomiale debole.

5.7 Definizione. Sia j € N e sia f € F(X) un polinomio lineare nella
lettera z;. Allora esistono m € N e, per ogni i € m/, esistono g;, h; € F'(X)
tali che deg?(g;) = deg’(h;) =0e

f= Z gixjh;.
i=1

Si dice trasformata di Razmyslov di f rispetto a z; il seguente polinomio:

m
7= Z hix;g;.

Ovviamente (f*)* = f.

5.8 Proposizione. Sianon, j,t € Nesia f(zy,...,z) € F (X) un polinomio
lineare nella lettera x;. Allora f é un’identita polinomiale per M, (F') se e solo
se la trasformata di Razmyslov f* di f é un’identita polinomiale per M, (F’).

Dimostrazione. La seguente applicazione
0 M, (F) x M,(F) — F, (a,b) — tr(ab)
¢ simmetrica, bilineare e non degenere, cioé se a € M, (F) allora
tr(ab) =0 Vbe M,(F) <& a=0.

Sia m € N e, per ogni i € m/, siano g;, h; € F (X) tali che deg’(g;) = 0,

deg’(h;) =0e f=3"; g:iz;hi.
Per ogni u,,...,u; € M,(F') poniamo

fi=flur,... u)
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VEEE g; = gi(ul,.*.,u;),ﬁi = hi(ul,...,ut).

Segue che f e un’identita polinomiale per M,(F') se e solo se, per ogni
uy, ..., u € M,(F), f =0 e quindi se e solo se

Zﬁiuja:[l & Yve My(F) tr(Z"g’iquiv) =0&

1=1
i’
Z h; Ugiuj) =0 &

& Yve M, a,o(( Eivﬁi)uj) = ( &
= (.

& Yve M, (F) ZE Vg,
1=1

Pertanto f e identita polinomiale per M, (F) se e solo se f* =>".", h;x;g;

e un’identita polinomiale per M, (F).

& Yve My(F

5.9 Proposizione. Siano n,t € N, j € t| e sia f(z1,...,z;) € F(X) un
polinomio lineare in x; e omogeneo. Allora f é un’identita polinomiale debole

in senso stretto in x; per M, (F') se e solo se f* é un polinomio centrale per
M, (F).

Dimostrazione. “=" Sia m € N e, per ogni i € __|, siano g;, h; € F (X) tali

che deg’ (g;) = deg’(h:;) =0e f =", gizjh;
Poniamo

f(-‘ff?h ceay Lj1, [-’l?j-,-ﬂ?t+1],fﬂj+1= ...,:r,t) —

e
Zg’i(mla . ;,:Et)[l'j, It+l:|hi($1, L 1$t) —

p(mla ey Lty It-i-l)

m
— Zgi(:[;‘l,...,$t)$jmt+1hi(mlw-“amt)+

(Ll
- Z 9i(Z1, - -, Te)Te1Z5hi (21, - - -, Te).

Per ogni a,b € M,(F), [a,b] € una matrice a traccia nulla e quindi p e
un’identita polinomiale per M,,(F'). Calcoliamo la trasformata di Razmyslov
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di p rispetto a x;:
I

P == Z.’It_{_lhi(ﬂil,*..,I?t)ifjgi(ml,...,ﬁft)+
i=1

m
- z hi(ﬁh o :fﬂt)iﬂjgz‘(ifh ey L) Tl =
i=1

= T4 f — f*$t+1 = [$t+1:f*]~

Da (5.8) segue che p* ¢ identita polinomiale per M,,(F') e quindi [z;4;, f*]
e un’identita polinomiale per M, (F'). Inoltre se f* fosse un’identita polino-
miale per M, (F), allora, per (5.8), anche f lo sarebbe perche (f*)* = f.
Ma cio e impossibile per ipotesi e quindi f* non € un’identita polinomiale
per M, (F'). Da (5.3) segue che f* e centrale per M, (F').

“<” Analogamente.

Dalla proposizione precedente si evince che per costruire polinomi cen-
trali e sufficiente determinare delle identita polinomiali deboli in senso
stretto. Per far cio in genere si ricorre al polinomio di Capelli:

5.10 Definizione. Per ogni m € N, il seguente polinomio

Con T,y Ty Yy -+ -y Y1) 1= Z (—1)" Y122 (1)¥2Zr(2) - - - YmTr(m) Ym+1
WES-m

si dice m-esimo polinomio di Capelli.

Ovviamente, per ogni m € N, deg(C,,) = 2m + 1 e C,,, € un polinomio
multilineare. Inoltre si dimostra che C,,, e alternante in z;,...,z,, € da cio
e da (2.32) segue:

5.11 Proposizione. Per ogni n € N, il polinomio di Capelli C,2, € un’iden-
tita polinomiale per M, (F').

Dimostriamo, invece, che vale il seguente risultato:

5.12 Proposizione. Per ogni n € N, il polinomio di Capelli C,> non é
un’identita polinomiale per M, (F").

Dimostrazione. Sia R := {e;; |, j € n]} I'insieme delle matrici elementari e
siano m,n € N, %, J1,%1,. -+, Jm,%m € 0], 01,...,am € M,(F). Allora:
Cm(ﬂ-]_, ve oy Omy €441 3 €41455,€0d39 - -+ 1€ _10m s Ejmi) —

w
= E (—1)" €41, An(1)€51i 0 (2) - - - B (m—1)Cjm—1im G () Efmi-
TESH
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Per ogni k € m|, sia afkﬁ) I’elemento di posto (ix, ji) della matrice a,(x,).
Allora:

C‘J’TL({I].:I SR am! E‘iil ’ ejligi 'Ejgi_']& * 0y Ejm_l‘u‘:m?'ﬁjfn?:) —

r m(1) m(2) w(m) -
Z ( 1) {Liljl ﬂiﬂjﬂ U ﬂirrbjm Cis-
TTESTI'I

Sia b = (bpr) € M, (F') tale che
Vh,k‘ém b = ﬂ"?kjk'
Allora:

Cm (ﬂ'lw v ooy Qmy €444y Ejﬂzi Ejg'ig: Py Ejm_,l‘imw 'Ejmi) — dEt(b)Eii'

In particolare, se m := n?, per ogni h € m/| basta porre a, := e;,;, € si
ottiene det(b) = 1. Pertanto

Cnﬁ(ﬂh ey Amy€i319€51901€goigy r + -1 €g 0 _18m Ejmz‘) =e;; 7 0

e quindi C,,2 non e un’identita polinomiale per M, (F).

Vediamo, ora, come si costruisce un polinomio centrale usando il metodo

di Razmyslow.
Consideriamo lo spazio sl,,(F') delle matrici di ordine n a traccia nulla. Si ha

che dimpsl,(F) = n? — 1 e una base canonica di sl,,(F) su F' e la seguente:
B ={e;|i,jenl,i#j}U{enn —euli€n|—{1}},

dove, per ogni i, j € nl, e;; € una matrice elementare.

Pertanto C,2(z1,...,Zn2, Y1, .., Yn2+1) Si annulla per ogni valutazione del-
le lettere z¢,...,x,2 con matrici a traccia nulla e quindi e identita poli-
nomiale debole per M, (F) in z1,...,z,2. Allora, considerate altre lettere
21y --429(n2~1) € POSLO

] = an(ﬂ?l: [31122]5---,[Zz(nﬂ—l)—h22(n2—1)]:y1, ---:yn?—l—l)&

si ha che f e multilineare ed e un’identita polinomiale debole in z;.
Facciamo vedere che f non é un’identita polinomiale per M, (F').
Osserviamo che

Vi,jenl,i#j ey = |eiu,ey]
Vien|— {1} e11 — €i; = |€14, €i1)-
Allora, se ¥y,...,Up241 € My(F) € aq,...,a,2_; sono gli elementi di B,

poniamo
f = Cﬂz(ellwﬂflw ¢« s 3{1?12—13?1: s :ynﬂ-]-l)‘
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Sianojen®—1leien| - {1} tali che a; := e;; — e;;. Poiché il polinomio
di Capelli é alternante rispetto alle prime n* lettere, si ha:

f - Cﬂ?(ellaalﬁ'--jﬂj—lwell_Eiita’j—l—ln"*1a112—11§11"‘1§TL2+1):

— _Cﬂ? (Ellwﬂ’lr cery @j—1,Ci4, Qg 41,y - - '.rﬂ'ﬂ:""-rl:?]_: =D }gnzrlr—l)'

Segue che esistono (i1, f1), .- ., (in2—1,Jn2_1) € (n])? — (1,1) tali che

— 1 _ _
f — (__1)1‘1 Cﬂi(ﬂll, €i1911 Ciggoyr - - - 1ejﬂ2_1inz_11y11 ree !yﬂ2+1)‘

Come nella dimostrazione di (5.12), e possibile scegliere 7, ...,7,2,, trale
matrici elementari in modo tale che quest’ultima valutazione sia non nulla.
Pertanto f € un’identita polinomiale debole in senso stretto per M, (F') in
z; e cosi, per (5.9), f* € un polinomio centrale per M,,(F).

Si noti che il polinomio ottenuto risulta centrale in M,,(F') qualunque sia il
campo F.






CAPITOLO 6

IL TEOREMA DI POSNER

Il Teorema di Posner pud essere riguardato come una generalizzazione
del teorema sugli anelli commutativi affermante che per ogni dominio d’in-
tegrita esiste, a meno di isomorfismi, un unico campo dei quozienti.

L.a dimostrazione originale del Teorema di Posner usa il Teorema di Goldie
e la localizzazione non commutativa attraverso la condizione di Ore. Noi,
Invece, vedremo la dimostrazione data da L. H. Rowen che si basa su un
suo teorema riguardante gli ideali di Pl-algebre prime, su un teorema di
Levitzki sugli ideali nil di Pl-algebre prime e su un teorema di Amitsur sul
radicale di Jacobson di anelli polinomiali.

Infine vedremo alcune applicazioni del Teorema di Posner alle Pl-algebre
e ai T-ideali dell'algebra libera.

6.1 Definizione. Un anello R e primo se e solo se, per ogni I, J ideali non
nullidi R, siha I.J # 0.

Analogamente una C-algebra R si dice prima se e solo se, per ogni I, J i-
deali non nulli di R, vale I.J # 0.

Un ideale I di R e un ideale primo se la struttura quoziente (anello o
algebra) e prima.

Vediamo una caratterizzazione delle algebre prime:

6.2 Proposizione. Sia R una C-algebra. R e un’algebra prima se e solo se
Va,be R aRb=0=a=00b=0.

Dimostrazione. “=" Supponiamo che R sia algebra prima e siano a,b € R
tali che aRb = 0. Allora (RaR)(RbR) = 0 e, poiché RaR e RbR sono ideali
di R, dallipotesi segue che RaR = 0 oppure RbR = 0. Nel primo caso aR
risulta un ideale bilatero di R e quindi aR = 0. Analogamente si ha Ra = 0



46 Il Teorema di Posner

e quindi Za € bilatero in R. Essendo ZaR = 0 segue a = 0.
“&” Supponiamo che

Va,be R aRb=0=a=00b0=0.

Siano I, J ideali non nulli di R e siano a € I — {0}, b € J — {0}. Allora
dall'ipotesi segue che aRb # 0 e quindi, essendo aRb C IJ, si ha IJ # 0.
Pertanto R e un’algebra prima.

La caratterizzazione precedente mostra che una C-algebra R & prima se
e solo se lo € come anello.

6.3 Proposizione. Sia R un anello primo che non sia dominio d’integrita.
Allora esiste s € R tale che s # 0 e s* = .

Dimostrazione. Siano a,b € R — {0} tali che ab = 0. Allora, per (6.2),
bRa # 0 e quindi esiste r € R tale che bra # 0. Posto s := bra si ha che
seR,s#0e

s* = (bra)* = (bra)(bra) = br(ab)ra = 0.

Nel caso commutativo la definizione di anello primo equivale alla defini-
zione di dominio d’integrita in quanto vale la seguente proposizione:

6.4 Proposizione. Sia R un anello primo. Allora ogni elemento del suo centro
e regolare in R.

Dimostrazione. Siano R un anello, Z(R) il suo centro, z € Z(R) e a € R tali
che z # 0 e za = 0. Allora Rza = 0 e quindi, essendo z € Z(R), zRa = 0.
Poiché R e primo, da (6.2) segue che a = 0.

6.5 Osservazione. Ogni anello primitivo e primo. Infatti siano R un anello
primitivo, M un R-modulo fedele irriducibile e I, J ideali non nulli di R.
Allora JM é un sottomodulo di M ed e non nullo perché M e fedele. Dal-
Pirriducibilita di M segue che JM = M e quindi IJM = IM. Ma anche
IM # 0ecosi IJM # 0, cioe IJ # 0.

Si dimostra che ogni dominio d’integrita puo essere riguardato come il
centro di un anello primitivo.

6.6 Definizione. Sia R un anello primo tale che Z(R) # 0. Posto
S:={(r,2)|re R,z Z(R) — {0}},
definiamo su S la seguente relazione d’equivalenza:

V(r, z),(s,t) €S (r,z) ~ (s,t) & tr = zs.
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Sia Q(R) := S/ ~ e, per ogni (s,t) € S, indichiamo con ¢~ 's la classe di
equivalenza di (s, t). Per ogni z{ 'ay, z; 'ag € Q(R), definiamo le operazioni
di addizione e moltiplicazione in Q(R) nel seguente modo:

z7 ey + 25 tag = (2122) " (2001 + z102)

(z7 'a1)(25  ag) := (2122) " *ayas.

Con tali operazioni Q(R) risulta essere un anello detto anello dei quozienti
centrali di R.

Naturalmente , se R € una C-algebra, anche Q(R) & un’algebra su C con
moltiplicazione definita nel seguente modo:

VaeC,z7'r e Q(R) a(z7tr) == 27 (ar).

6.7 Proposizione. Sia R un anello primo con centro non nullo. Allora R e
Q(R) soddisfano le stesse identita polinomiali a coefficienti in Z( R).

Dimostrazione. Ovviamente R soddisfa tutte le identita polinomiali di Q(R)
perché R puo essere riguardato come un sottoanello di Q(R). Dimostriamo
che vale il viceversa.

Se Z(R) é finito allora € un campo in quanto, per (6.4), Z(R) € un dominio
d’integrita finito. Allora Q(R) = R e la tesi € banalmente vera.
Supponiamo, ora, che Z(R) sia infinito. Allora, essendo privo di divisori
dello zero in R, Z(R) soddisfa la condizione di regolarita. Analogamente a
quanto fatto per (2.18), usando I'argomento di Vandermonde si prova che
ogni identita polinomiale per R € multiomogenea.

Dimostriamo, ora, che ogni identita polinomiale per R multiomogenea ¢
un’identita polinomiale anche per Q(R). Proviamo cio per induzione sullo
ordine lessicografico del multigrado dell’identita multiomogenea considera-
ta.

Osserviamo innanzitutto che

Q(R) 2 R ) Q(Z(R)) (%)

Z(R)

e quindi, se f e un’identita polinomiale multilineare per R, da (3.2) segue
che f e un’identita polinomiale anche per Q(R).

Sian € Nesia f(z1,...,z,) € (Z(R)) (X) un’identita polinomiale multio-
mogenea per R.

Supponiamo vera la tesi per ogni identita polinomiale multiomogenea aven-
te multigrado minore di quello di f nell’ordine lessicografico.

Per ogni ¢ € n| tale che deg*(f) > 1, sia k; € N e poniamo g; := A, x,(f).
Allora g; € multiomogeneo ed ha multigrado minore rispetto a f. Inoltre,
per (2.25(1)), g; € un’identita polinomiale per R e quindi, per 'ipotesi in-
duttiva, g; € un’identita polinomiale per Q(R).
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Allora, per ogni ay,...,an,a,41 € Q(R), gi(ay,...,an,an41) = 0 e quindi
f(ﬂla coeyQi—1,04 +ﬂn—|—11ﬂ'i+11-* - ﬁﬂﬂ) —
— f(al'.r' - ':Ia'ﬂ) + f(ﬂ]_, cr oy @i—130n41405414 . 'jﬂﬂ-) (ﬂ)

Siano cy,...,c, € Q(R). Allora, per (x), per ogni j € n|, esistono r; € N,
i €Til,a{) € Re b € Q(Z(R)) tali che

Pertanto da (%x) segue

Tl,lll-!_lrlﬂ

fen e = 3o FeD @b, ..o b,

Poiché f ¢ multiomogeneo e i bE )

che
fe )= 3 (£(a,..al) @ (5) . (67) ).

Ma f é un’identita polinomiale per R e quindi f (am .. a(“}) = 0. Pertan-

commutano, esistono my,...,m, € N tali

TEERREELM
to f(c,...,c,) = 0e, per arbitrarieta di ¢y, ..., ¢, in Q(R), f € un’identita
polinomiale per Q(R).

La procedura seguita nella dimostrazione precedente prova che:

6.8 Proposizione. Siano F' un campo infinito e R una F'-algebra. Se K é
un’estensione di F' allora R e R Q) K soddisfano le stesse identita polinomia-
Li.

Dimostrazione. Sia f € F (X) un’identita polinomiale per R. Da (2.30(1))
segue che f & equivalente alle sue componenti multiomogenee e quindi,
senza perdere di generalita, possiamo supporre che f sia multiomogeneo.
Procedendo in modo analogo a quanto fatto per (6.7), si dimostra che f &
un’identita polinomiale per RQ) K.

Infine, essendo K-algebra unitaria, R puo essere riguardata come sottoalge-
bradi R K e quindi R soddisfa tutte le identita polinomialidi R Q) K.

6.9 Corollario. Siano n € N e A un’algebra semplice di dimensione n? sul
suo centro F'. Allora A e M, (F') soddisfano le stesse identita polinomiali.
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che per (4.7) dimg A € un quadra-
to.

Per il Teorema di Wedderburn-Artin, esistono » € N e un corpo D tali che
A = M, (D). Inoltre, per (4.7), esiste t € N tale che t? = dimpD e n = rt.
Se F' e un campo finito, allora D e un corpo finito perché spazio vettoriale
di dimensione finita su F. Allora D € commutativo e quindi D = F. Segue
chet=1ecosin =r. Pertanto A = M,.(D) = M,(F) e quindi A e M, (F)
soddisfano le stesse identita polinomiali.

Supponiamo, ora, che F’ sia infinito e sia K un sottocampo massimale di D.
Allora, essendo K commutativo e F' infinito, per (6.8), A @ K soddisfa le
stesse identita polinomiali di A. Inoltre

AR K MT(D)®KEM,.(F)®(D®K)2
F F F F

M, (F) Q) Mi(K) = Mnt(K) = Mp(F) Q K.
F F

1

112

Per (6.8), M,.(F) @ K soddisfa le stesse identita polinomiali di M,¢(F’) e
quindi A ® K soddisfa le stesse identita polinomiali di M,.(F) = M,(F).

6.10 Corollario. Siano n € N e A un’algebra semplice di dimensione n? sul

suo centro F'. Allora ogni polinomio centrale per M, (F') é centrale anche per
A.

Enunciamo, ora, il Teorema di Posner:

6.11 Teorema. (Teorema di Posner [15])
Sia R una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria in
C (X). Allora

(1) Z(R) # 0;

(2) Lanello dei quozienti centrali Q(R) é un’algebra semplice di dimensione
finita sul suo centro e il centro é il campo dei quozienti Q(Z(R)) del
centro di R;

(3) R e Q(R) soddisfano le stesse identita polinomiali in C (X).

Come gia accennato all’inizio del capitolo, per la dimostrazione di tale
teorema sfrutteremo tre risultati dovuti ad Amitsur, Levitzki e Rowen.
Prima di enunciare il teorema di Amitsur € necessario introdurre i concetti
di radicale primo, di radicale di Jacobson e di elemento quasi regolare:

6.12 Definizione. Sia R un anello. Si dice radicale primo di R il seguente

ideale:
P(R):= () P.

P ideale
primo di R

Se non esistono ideali primi in R allora P(R) := R.
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6.13 Proposizione. Il radicale primo di un anello R é un ideale nil.

Dimostrazione. Se R e un anello nil la conclusione e ovvia. Pertanto, sia
a € R un elemento non nilpotente e poniamo

S = {a" |n € N}
T:={J|Jidealedi R,J NS = 0}.

Sicuramente 7' # () perché I'ideale nullo appartiene a 7". Inoltre T' & ordi-
nato per inclusione e quindi, per il Lemma di Zorn, esiste I € T elemento
massimale in 7". Dimostriamo che I € un ideale primo di R.

Siano I, I, ideali di R/I tali che T;I5 = 0. Per il Teorema di corrisponden-
za per gli anelli, esistono I; e I, ideali di R contenenti [ e tali che I;I, C I.
Allora, poiché I € massimale in 7', sihache I; = I oppure ; NS =
e I = I oppure [, NS = . Supponiamo che I G I, e I & I, e siano
ni,no € N taliche a™ € I; e a™ € I,. Allora

a™ 1" ¢ Ll C1T

e cio e impossibile perché I € T. Pertanto I; = I oppure I = Ie quindi
R/I € un anello primo. Segue che I € un ideale primo e, in particolare, che
P(R) C I.

Poiche INS =0,sihachea ¢ I e a ¢ P(R). Quindi, per I'arbitrarieta di
a come elemento non nilpotente di R, P(R) puo contenere solo elementi
nilpotenti, cioe P(R) & un ideale nil.

6.14 Definizione. Sia K un anello. Si dice radicale di Jacobson di R il
seguente ideale:
JR):= () Anng(M).

M R —modulo
irriducibile

Se non esistono R-moduli irriducibili allora J(R) := R.

6.15 Osservazione. Se R e un anello commutativo unitario allora

JR)= () I

I ideale
massimale
di It

6.16 Definizione. Un anello R si dice semisemplice (0 semiprimitivo) se e
solo se J(R) = 0.

6.17 Definizione. Siano R un anello e a € R. a si dice quasi regolare a
sinistra se e solo se esiste b € R tale che a + b+ ba = 0. b e il quasi inverso
sinistro di a.

Analogamente, si dice che a e quasi regolare a destra se e solo se esiste ¢ € R
tale che a + ¢ + ac = 0 e ¢ si dice quasi inverso destro di a.

Infine, a € quasi regolare se € quasi regolare a sinistra e a destra.
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Se L e un ideale (destro, sinistro o bilatero) di R, L € un ideale quasi regolare
a sinistra se ogni suo elemento € quasi regolare a sinistra. Analogamente si
definiscono gli ideali quasi regolari a destra e quelli quasi regolari.

6.18 Osservazione. Siano R un anello e L un ideale sinistro di R quasi
regolare a sinistra. Allora L C J(R).

Infatti sia M un R-modulo irriducibile e dimostriamo che LM = 0. Suppo-
niamo che LM # 0. Allora esiste v € M tale che Lv # 0, cioe Lv e un sotto-
modulo non nullo di M. Dall’irriducibilita di M segue che Lv = M e quindi
esiste a € L tale che av = —wv. Per I'ipotesi su L, a € quasi regolare a sinistra
e sia b € R il quasi inverso sinistro di a. Allora 0 = (a+ b+ ba)v = —v che &
impossibile perché altrimenti Lv = 0. Pertanto LM = 0 e quindi L C J(R).

6.19 Proposizione. Sia R un anello. Allora
(1) J(R) e un ideale quasi regolare di R;

(2) J(R) e lintersezione di tutti gli ideali sinistri (o destri) di R quasi
regolari a sinistra (a destra).

Segue che J(R) ¢ il piu grande ideale quasi regolare a sinistra (e a
destra).

6.20 Osservazione. Siano R un anello unitario e a € R. a € quasi regolare
se e solo se 1 + a e invertibile in R. In particolare se b e il quasi inverso di a
allora I'inversodi1 +a e 1+ b.

6.21 Proposizione. Siano R un anello commutativo, f € R[z| e ag,...,an €
R taliche f = ap + a1z + ...+ a,2™. Se f e quasi regolare in R|z] allora aq
e quasi regolarein Re aq,...,a, sono nilpotenti.

Dimostragione. Sia g := by + byz + ... + bpz™ € R|z] il quasi inverso di
f* Allﬂraf+g+gf = Uef+g—~fg=Oequindiun+bn+bﬂan =0e
ag + bg + agbo = 0, cioe ag € quasi regolare in R.

Se P(R) = R allora, per (6.13), ogni elemento di R ¢ nilpotente. Pertanto,
sia P # R un ideale primo di R e poniamo

Vien]U{0} @ :=a;+P

fi=ao+a@z+... +Tz" € (R/P)[z].
Se F' e il campo dei quozienti di R/P, poiché f e quasi regolare in R[z],
f & quasi regolare in (R/P)[z] C Fl[z]. Allora da (6.20) segue che 1 + f &
invertibile in F[z]. Ma un polinomio a coefficienti in un campo ¢ invertibile
se e solo se & un elemento non nullo del campo e quindi 1 + f = 1 + @y,
1 + @, & invertibile in F e, per ogni ¢ € n|, @; = 0. Allora, per ogni i € n/,
a; € P e cosi
Vien| a€ () J=P(R)

J ideale
primo di It
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Ma P(R) e un ideale nil di R e quindi a4, ..., a, sono nilpotenti.

6.22 Proposizione. Siano R un anello, f = ag + a1z + ... + a,z" € R|x]
quasi regolarein R|z| e g = bo+biz+. ..+ by2™ € R|z| il quasi inverso di f in
R|z|. Allora b,,...,b, appartengono al sottoanello generato da ag,ay,...,an
e da bg.

Dimostrazione. Per ipotesi f+g+gf =0e f+g+ fg=0. Perogni k € n,
il coefficiente di z* in f + g+ gf € ar + br + Zle a;bi_; + agbg e quindi

k
b,',,; + {Igbk = —qap — E ﬂibk-i*
i=1

Dalla quasi regolarita di ag segue:

k k
by, = —ar — Zﬂibk—i + bo ( — Q) — Z ﬂibk—z‘) .
=1

i=1

Procedendo per induzione su k si ottiene la tesi.

6.23 Teorema. (Amitsur [1])
Sia R un anello privo di nil ideali non nulli e sia J(R|t]) il radicale di Jacobson
dell’anello dei polinomi R|[t]. Allora J(R|[t]) = 0, cioé R|t] é semisemplice.

Dimostrazione. Sia f € J(R[t]) — {0} con supporto di ordine minimo in
J(R|t]), cioé f ha il minor numero di coefficienti non nulli tra i polinomi di

J(R[t]). Siano n € N, ag,a1,...,a, € Rtalichea, #0e
f=ag+ar1t+...+ at”.
Siano 4, j € n| tali che a; # 0 e a; # 0. Allora
Cr(a;) = Cgr(a;), (5 * %)

cioe i centralizzanti in R di a; e di a; coincidono. Infatti, se b € Cr(a;),
bf — fb € J(R[t]) e, per la minimalita del supporto di f in J(R|[t]) — {0},
si ha bf — fb = 0, cioé bf = fb. Pertanto ba; = a;b e cosi b € Crg(a;).
Analogamente si dimostra che Cr(a;) C Cgr(a;) e quindi Cr(a;) = Cr(a;).
Per (6.19(1)), J(R][t]) & quasi regolare e quindi f € quasi regolare. Sia
g € R[t] il quasi inverso di f. Se Ry ¢ il sottoanello generato dai coefficienti
di f e dal termine noto di g, allora, per (6.22), esistono by, b1,...,b, € Ry
tali che g = by + byt + ...+ b, t".

Da (x%%) segue che Ry € commutativo e quindi, poiche f € Ry[t]|, da (6.21)
segue che ag € quasi regolare in Ry mentre ay,...,a, sono nilpotenti.
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Supponiamo n > 0 e sia [ I'ideale generato da a,, in R. Se v € I, esistono
meN, r,s71,8,...,"m,Sm € R,u € Z tali che

i
UV =7ra, +a,S + E TilnS; + UQy,.

i=1
Posto

h:=rf+ fs+ Zn‘fﬂi +uf € J(R[t]),
i=1

si ha che il numero dei coefficienti non nulli di A € non superiore al numero
dei coefficienti non nulli di f. Inoltre v e il coefficiente di ¢" in A e quindi,
se v # 0, v € nilpotente perché h risulta avere supporto di ordine minimo.
Pertanto [ ¢ nil e quindi dalle ipotesi segue n = 0.

Allora ogni polinomio di J(R[t]) con supporto di ordine minimo e costante
e quindi f = ag. Segue che, per ogni b € R, fbt = aobt € J(R[t]) e, poiché
deve essere un polinomio costante, agbt = 0, cioe agb = 0. Analogamente si
dimostra che

Vbe R bag = 0.

Segue che lo Z-modulo Zag generato da ag € un ideale bilatero nil di R e
quindi e nullo per l'ipotesi su R. Ma cio e impossibile perché 0 # ay € Zag
e pertanto J(R[t]) = 0.

6.24 Teorema. (Levitzki [14])
Se R é una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria,
allora R é privo di nil ideali non nulli.

Dimostrazione. Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R. Appli-
cando il metodo di multilinearizzazione si ottiene una nuova identita poli-
nomiale multilineare f di R e, per (2.24(2)), f € propria. Allorasiace C
un coefficiente di f tale che ¢cR # 0 e sia n € N tale che deg(f) = n. Per
ogniw € Sy, := Sy, — {id,}, sia o, € C tale che

f(:rl: <. :mn) =CT1...Tp T+ Z CxTp(1) -« Lr(n)-
ﬂ'Egﬂ,

Dimostriamo il teorema per induzione sul grado n di f.

Sen = 1 allora f = ecx;. Ma f & un’identita polinomiale per R e quindi
cR = 0 che & una contraddizione.

Supponiamo, ora, vera la tesi per ogni anello primo soddisfacente un’iden-
tita polinomiale di grado n — 1 e proviamola per n. Sia I un nil ideale di R
non nullo e sia a € I — {0} tale che a® = 0.

Posto L := Ra e Ry := L/(L N Anng(L)), si ha che R; e un anello primo.
Inoltre cR, # 0 perché altrimenti cRa C Anng(L) e percio RacRa = 0. Ma
¢ € C e quindi cRaRa = 0. Poiché R e primoea # 0,sihacRa =0e
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cosi cRRa = 0. Sempre perché R ¢ primo e a # 0, segue cR = 0 che &
impossibile in quanto contraddice l'ipotesi su c. Pertanto cR; # 0.
Siano g € C (X) tale che deg'(g) =0 e

h = Z {Iﬂ-ﬂ?ﬂ(l} . . .iIfﬂ-{n)

m(l)s£1

tali che f = z19(z9,...,2,) + h(z1,29,...,2,).

Per ogni r1,79,...,7n € R si ha:
0 = f(ary,rea,m30,...,700) =
= arig(rea,...,rpa) + h(ary,rea,raa,...,rma).

Per ogni m € S, tale che n(1) # 1, sia j, € n] — {1} tale che 7(j,) = 1.
Allora

h’(ml:m:h 10 133?1) - E CCrTr(1) - - Ta(r—1)T1Lx(jr+1) - - - Lxr(n)
HEEﬂ_
w(1)s£1
e quindi, essendo a? = 0,
h(ari,raa,r3a,...,7ha) =

= Y ar(re1)a) - - (P —1)2)(a71) Ty +1)8) - - - (Tr(my@) = 0.
(DA

Pertanto aRg(rza,...,rna) = 0 e cosi g(rqa,...,rpa) = 0 in quanto R e
primo e a # 0. Inoltre ¢ € un coefficiente di ¢ e quindi g € un’identita
polinomiale multilineare propria per R, tale che deg(g) = n—1. Dall'ipotesi
induttiva segue che R, & privo di nil ideali non nulli. Ma Ra € un nil ideale
di R perché Ra C I. Allora R; e nil e quindi R, = 0.
Pertanto Ra C Anng(Ra) e cosi RaRa = 0. Poiché R é primo Ra = 0, cioé
a = 0 che ¢ assurdo.
Segue che 'unico nil ideale di R ¢ 0.

6.25 Teorema. (Teorema di Rowen [20])
Sia R una C-algebra prima soddisfacente un’identita polinomiale propria.

Allora I n Z(R) # 0 per ogni I ideale bilatero non nullo di R.

Dimostrazione. Sia I un ideale bilatero non nullo di R e supponiamo dap-
prima che R sia primo e semisemplice. Allora J(R) = 0 e, se {P,}+er €
I'insieme di tutti gli ideali primitivi di R, da (6.19(2)) segue che

() P, =0.
vyel'

Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R e sia ¢ € C un coeffi-
ciente di f tale che ¢cR # 0. Poniamo:

I'y:={yel'|cRCP,}
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['y:=T-TI1={y€T'|cRZ P,}
Iiizz rw f%
vyelY
Ié:== r) f%u
vyeT2

Ovviamente Iy NIs = J(R)equindi I; NIy = 0. Poichée 1 [, CI1NI; =0
e R e primo, I; = 0 oppure I, = 0. Se fosse I; = 0 alloracR C I; = 0 e cid
e impossibile perché per ipotesi ¢cR # 0. Pertanto I, = 0 e cosi, posto

Vyely  Ry:=R/P,,

si ha che R e prodotto sottodiretto degli R.. Allora, per ogniy € I's, f &
un’identita polinomiale propria per R e R, € un anello primitivo perché P,
e un ideale primitivo. Pertanto sono verificate tutte le ipotesi del teorema
di Kaplansky e cosi esiste n, € N tale che R, e un’algebra semplice di
dimensione n?f sul suo centro (che € un campo). Il teorema di Kaplansky
fornisce anche un limite per tale dimensione in quanto abbiamo provato
che 2n., < deg(f). Sia 7 la y-esima proiezione canonica e, posto

T := mazx{n. | 7 (I) # 0},

sia g il polinomio centrale di Razmyslov per M=(Q). Allora, per ogni vy € T'5
tale che n, = 7, g € centrale per R., mentre, per ogni~y € I's tale che n, < 7,
dal Teorema di Kaplansky e da (5.4) segue che g e un’identita polinomiale
per R, .

Per ogni v € T'y, m,(I) € un ideale bilatero di R, che & un anello semplice.
Allora 7., (I) = 0 oppure 7,(I) = R, e sicuramente esiste 5 € I'p tale che
m=5(1) # 0 perché altrimenti si avrebbe I = 0. Segue:

se (1)

mo) = a(m (D) = { 90 %D =%

eg(R,)=0sen,<mel#g(Ry) C Z(Ry)sen,=T.

Segue che
vyely  my(g(l)) € Z(R,)

e quindi g(I) C Z(R). Inoltre g(I) # 0. Infatti sia 5 € I'; tale che ny = 7.
Allora m=(/) = R~ e quindi

my(9(I)) = g(m5(I)) = g(Ry) # 0,

cioe g(I) # 0.
Infine g(I) C I perché I e bilatero e g & privo di termine noto. Pertanto

0# g(I) CINZ(R).
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Abbiamo cosi dimostrato il teorema nel caso in cui R sia primo e semisem-
plice. Supponiamo, ora, che R sia solo primo e sia f € C (X) un’identita
polinomiale propria per R. Possiamo assumere che f sia multilineare, cosi,
per (3.2), f e un’identita polinomiale propria anche per R[t] che risulta es-
sere un anello primo. Da (6.23) e (6.24) segue che J(R[t]) = 0, cioé R[t] &
semisemplice. Pertanto, essendo I[t] un ideale bilatero di R]t], dalla prima
parte della dimostrazione segue che

07 It 0 Z(R[t]) = It] N (Z(R))[t] = (I N Z(R))[t]
e quindi I N Z(R) # 0.

Possediamo, ora, tutti gli elementi utili per dimostrare il Teorema di
Posner:

Dimostrazione del Teorema di Posner.
Da (6.25) segue subito che Z(R) # 0.
Consideriamo I'anello dei quozienti centrali di R:

Q(R) = {z7'r|r € R,z € Z(R) — {0}}.

Si vede subito che Q(R) € un’algebra prima e che il suo centro Z(Q(R)) ¢ il
campo dei quozienti di Z(R).

Sia f € C (X) un’identita polinomiale propria per R e sia z € Z(R) tale che
z # 0. Allora zf € (Z(R))(X) e quindi zf e un’identita polinomiale per
R a coefficienti in Z(R). Per (6.7), zf € un’identita polinomiale anche per
Q(R) ed e propria perché zR # 0 in quanto Z(R) e privo di divisori dello
zero in R.

Pertanto Q(R) verifica tutte le ipotesi di (6.25) e quindi, se I & un ideale
bilatero non nullo di Q(R), siha I N Z(Q(R)) # 0.

Siaa € INZ(Q(R)) tale che a # 0. Essendo Z(Q(R)) un campo e I un
ideale, 1 = a~'a € I e quindi I = Q(R). Pertanto Q(R) & un’algebra
semplice sul suo centro Z(Q(R)) = Q(Z(R)). 1l fatto che la dimensione di
Q(R) sul centro sia finita segue dal Teorema di Kaplansky.

Infine, poiché il centro di un anello primo e privo di divisori dello zero
nell’anello, da (6.7) segue che, per un fissato polinomio f € C (X) e per
0#42z2¢€ Z(R) C Z(Q(R)), vale:

feT(R) e z2f €T(R) & 2f € T(Q(R)) & f € T(Q(R))

Utilizzando il Teorema di Posner, possiamo dare, ora, una dimostrazione
del seguente importante risultato dovuto ad Amitsur.

6.26 Teorema. (Amitsur [2])
Sia R una Pl-algebra su C. Allora esistono m,d € N tali che R soddisfa
Sd(ml& ve '.-md)m'
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Prima di dimostrare il teorema facciamo alcune osservazioni. Innanzi-
tutto ricordiamo la definizione di algebra con identita polinomiale data in
(2.6):

Definizione. Sia A una C-algebra. A e un’algebra con identita polino-
miale se e solo se esiste f € C (X) tale che f sia identita polinomiale per A
e uno dei monomi di f di grado piu alto abbia 1 come coefficiente.
Un’algebra con identita polinomiale si dice Pl-algebra.

6.27 Osservazione. Limportanza della definizione precedente risiede so-
prattutto nel fatto che se A e una Pl-algebra e f & un’identita polinomiale
per A tale che uno dei monomi di f di grado piu alto ha 1 come coefficiente,
allora f continua ad essere una identita polinomiale propria anche per ogni
quoziente di A mentre in generale cio non e vero.

6.28 Osservazione. Siano F' un campo, A una F'-algebra e f € F (X) tale
che f # 0. Se f e un’identita polinomiale per A allora A & una Pl-algebra.
Infatti se ¢ € F e un coefficiente di un monomio di f di grado piu alto,
allora ¢! f & un’identita polinomiale per A e quindi A & una Pl-algebra.

6.29 Osservazione. Se A € una C-algebra prima e f € C (X) & un’identita
polinomiale propria per A allora A € una Pl-algebra. Infatti, per il Teorema
di Posner, Q(A) & un’algebra semplice di dimensione finita sul centro F.
Pertanto per (6.9) esiste n € N tale che Q(A) e M,,(F) soddisfano le stesse
identita. Allora, per il Teorema di Amitsur-Levitzki, il polinomio standard
Son(z1,...,x2,) € un’identita polinomiale per Q(A) ed ha come coefficienti
1 e-1. Per (6.11(3)), A soddisfa Ss,(x1,...,22,) € quindi A € una PI-
algebra.,

Dimostrazione di (6.26).
Sia T'(R) il T-ideale delle identita polinomiali di R in C (X) e poniamo
R :=C (X)/T(R).
Come mostrato nella proposizione (2.16), si ha T(R) = T(R), cio¢ Re R
sono Pl-equivalenti.
In particolare R ¢ una Pl-algebra perché lo & R e quindi soddisfa un’identita
polinomiale f avente 1 come coefficiente di uno dei suoi monomi di grado
massimao.
Supponiamo ora P(R) # R, e sia P un ideale primo di R. Allora R/P
e un’algebra prima e, per (6.27), soddisfa f. Per il Teorema di Posner,
Q(R/P) soddisfa f ed & un’algebra centrale e semplice di dimensione finita
sul suo centro F. Siano n,d € N tali che dimpQ(R/P) = n? e deg(f) = d.
Allora, per il corollario (6.9) e per il Teorema di Amitsur-Levitzki, Q(R/P)
soddisfa Son(x1,. .., Z2,) € inoltre 2n < d. Pertanto Q(R/P) soddisfa anche
Sa(x1,...,24) € in particolare,

VT'l,...,TdE-R' Sd(Tl,...,T’d)EP.
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Per P’arbitrarieta di P si ha

Vri,...,ra€ R Sua(ri,...,ra) € () P=P(R) )

P ideale
primo di &

Ma P(R) ¢ un ideale nil di R. Poiché
Sa(x1,...,2q) +T(R) = Sd(m} +T(R),...,zqg+ T(R)),

da () segue che Sy(z1,...,zq) + T(R) & nilpotente in R. Pertanto esiste
m € N tale che Sy(z1,...,24)™ € T(R), cioé R soddisfa una potenza del
polinomio standard.

Vediamo, ora, un’applicazione del Teorema di Posner ai T-ideali primi.

6.30 Proposizione. Siano K un campo infinito e I un T-ideale primo di
K (X). Allora esiste n € N tale che I =T (Mp(K)).

Dimostrazione. Posto R := K (X) /I, si ha che R ¢ una Pl-algebra prima e
T(R) = I.

Dal Teorema di Posner segue che T(R) = T(Q(R)) e che esiste n € N tale
che Q(R) & un’algebra centrale semplice di dimensione n? sul proprio centro
L.

Per (6.9), T(Q(R)) =T(M,(L)) in L (X) e, poiché¢ K C L e

M, (L) = LX) M, (K),
K

da (3.2) segue che T(M,(L))) = T(M,(K)) in K (X).
Pertanto T'(R) = T(M,(K)) in K (X) e quindi I = T(M,(K)).

6.31 Osservazione. Se K & un campo infinito, allora i T-ideali primi di
K (X) costituiscono una catena discendente di T-ideali. Infatti, per (2.38),
T(M,.(K)) DT(Mp+1(K)) e quindi

T(My(K)) D T(Mn(K)) D ... D T(Mn(K)) D ...

Osserviamo che le inclusioni sono tutte strette in quanto, per il Teorema di
Amitsur-Levitzki,

VneN Sﬂn(iEI: .o :33'2*:1) € T(MH(K)) - T(MH+I(K))
Da (6.30) segue la tesi.

6.32 Definizione. Sia K un campo di caratteristica zero e sia I un T-ideale
di una K-algebra A. I € un T-ideale T-primo (o K-primo o verbalmente primo)
di A se, per ogni I, I, T-ideali di A tali che I;I> C I si ha I; C I oppure
I, C 1.
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6.33 Teorema. (Kemer [11])

Sia K un campo tale che char(K) = 0, sia E = Eo € E, Ualgebra esterna su
K generata da X e sia I un T-ideale di K (X). I é un T-ideale T-primo non
banale di K (X) se e solo se si verifica una delle seguenti condizioni:

(1) Esisten € Ntaleche I = T(M,(K));
(2) Esiste n € Ntaleche I =T(M,(E));
(3) Esistono k € N, | € k| tali che I = T(M},,(E)).

dove con My, ;(E) si intende la sottoalgebra di My ;(F) costituita dalle matrici
a blocchi del seguente tipo:
B C
A=(b )

con B € My(Ey), C,D € Myxi(Ey) e F € Mj(Eyp).






CAPITOLO 7

I ALGEBRA DELLE MATRICI
GENERICHE

In quest'ultimo capitolo viene introdotto il concetto di matrice generica e si
studiano alcuni risultati sull’algebra delle matrici generiche. Inoltre viene
dato un esempio di algebra di divisione di dimensione finita.

7.1 Definizione. Siano K un campo,n € Ne Y = {ug) |ij € nl,k € N}
un insieme di indeterminate su K commutative e indipendenti. Indichiamo
con K [ug‘)] 'anello dei polinomi nelle indeterminate appartenentia ¥ e
poniamo

1] (3]

VkeN U® .= (u”.")“=1 e MH(K[HU‘:)D.

Per ogni k € N, U¥) si dice matrice generica n x n su K.
La K-sottoalgebra di M, (I{ lugf)]) generata da {U®},cn si denota con
K., (U) e si dice algebra delle matrici generiche n x n su K.

7.2 Teorema. Siano K un campo infinito e n € N. Allora
K,(U)2K(X)/T(M,(K)).
Dimostrazione. Consideriamo 'omomorfismo
v: K(X)— K, ({U), zr — UW

e dimostriamo che ker ¢ = T(M,(K)).
Sianot € Ne f(xq,...,2¢) € T(M,(K)). Poiché

M, (K [ug?]) ~ K[ugﬂ] @MH(K),
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da (2.18) e (3.2) segue che f € T(Mn (K [ugj?}])). Allora f & un’iden-
tita polinomiale per K,, (U) essendo K, (U) sottoalgebra di M, (K [ugf} )
Segue

Vig,....i; €N f(Uﬁl),...,U“*-)) — 0,

cioe f € ker .
Viceversa sianot € N e f(xy,...,x:) € ker . Allora

Viy.....i; €N f(U“l},...,Uﬁ*)) — 0.

Siano ry,...,7; € M,(K) e, perogni k €t], i, 7 € nl, sia a.g?') € K tale che

rL = (ag?). Consideriamo I'applicazione ¢ : K [ug‘:}} — K tale che

p(u®) = { % Vked
* 0 VkeN-—¢]

¥ € un omomorfismo di K-algebre e induce un omomorfismo di K-algebre
di matrici ¢ : M, (K [ug:)]) — M, (K) tale che

e r. Vket
‘b(U(k)) - { ok VkeN-—¢

Allora
fri,.or) =B(F(UD,...,UO)) =3(0) =0

Dall’arbitrarieta di ry,...,r; in M,,(K) segue che f € T(M,(K)) e quindi
ker o = T(M,(K)).
Per il Teorema di omomorfismo per anelli si ha

Kn (U) = K(X) /| T(Mn(K)).

7.3 Corollario. Siano K un campo infinito e n € N. Allora K, (U) e M,,(K)
sono Pl-equivalenti.

Vogliamo presentare, ora, un importante risultato dovuto ad Amitsur e
affermante che, per ogni n € N, l'algebra delle matrici generiche K,, (U) e
un dominio d’integrita. La dimostrazione di tale teorema si basa sul Teo-
rema di Posner e sull’esistenza di K-algebre di divisione di dimensione fi-
nita n? sul proprio centro. Pertanto premettiamo nel seguente esempio la
costruzione di un tale tipo di algebre:
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7.4 Esempio. (Algebre di divisione di dimensione finita)

Siano K un campo, n € N e sia L il campo dei quozienti dell’anello dei
polinomi K[z,...,z,], cioe L := K(xy,...,Z,).

Sia 0 € Autg (L) tale che o(z,) = z1 e, perognii € n — 1|, o(z;) = Ti41.
Allora o(c) = n.

Poniamo

Lz, o] := {Zaimllm € Ng,a; € L V1 EELJ},

1=0

cioe sia L{z, o] I'insieme dei polinomi a coefficienti in L nell’indeterminata
commutativa z. In Lz, o| definiamo 'addizione nel modo usuale, mentre
la moltiplicazione viene definta imponendo che valga anche la seguente

condizione: | | |
Vbe L,Vie N z'b =o' (b)x’.

Con tali operazioni, L[z, o] risulta essere un anello non commutativo detto
Panello sghembo dei polinomi su L.
Vediamo com’e fatto il centro di L{z, ¢|. Sia f € Z(L|z,0]) e siano m € Ny,

ag,a1,...,an € Ltaliche f = 31"  a;z*. Allora, perognik € Nge b € L, si
ha
foz* =bz*f « Viem a;x'bx” = bxFa;xt &

& Viem) a;0t (b)ztz® = bo*(a;) k2’ ©

& Viem| a0t (b) = bo*(a) (A)

In particolare, se b = 1, allora
VkeNg,Viem| a;=0c"(a;) (V)

e quindi i coefficienti di f devono essere fissati da tutte le potenze di o.
Pertanto, se L’ ¢ il sottocampo di L costituito da tutti gli elementi di L che
vengono fissati da o, si ha che a; € L’ per ognii € m|.

Inoltre da (A) e (V) segue che

Viem|,Vbe L  a;o0'(b) = ba;.
Allora, per ogni ¢ € m| tale che a; # 0, vale:
Vbe L o'(b) = a7 'ba; = b

e quindi ¢* = idy,, cioé i = 0(mod n).
Siano r € m| U {0} e by, by, ..., b, € L tali che

{bmbl,...?br} — {{IiliEm E{Ii#ﬂ}.

Segue che
f= D) az'=>) byz")",
i=0) q:[}

i=0({mod n)
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cioe Z(L[z,o]) C L'[z™]. In realta vale anche l'altra inclusione in quanto,
perognim,g € Nece L,be L/, vale:

Cm?]’lbmﬂq - Cﬂ_ﬂl(b)mm ng __ —_ Cbmm ng __ — bcmm—i—ﬂq —

bo"¥(c)z™ ™ = bx"cax™

Dimostriamo, ora, che L[z, ¢| € un modulo libero sul proprio centro L'[z"]
avente n? generatori.

Osserviamo innanzitutto che L e un’estensione di Galois di L’ con gruppo
di Galois (o) e quindi la dimensione di L su L’ e uguale all'ordine n del
gruppo di Galois.

Siano vy, vg,...,v, una base di L su L’ e proviamo che il seguente insieme

{v;x? |i €nl,j en—=1]U{0}}

genera L{z,o] su L'[z"].

Sia f € L[z,o] e siano m € Ny, ag,a,,...,a, € Ltaliche f =5, Dakmk
Per ogni k € m| U {0}, siano axi,...,ar, € L’ tali che ax = > ., owiv;.
Segue che

m n m 14
k
f = E E agiv; | 2F = E E QiU |7 +
k=0 \ i=1 k=0 1=1
k=0(mod n)
e n T ™
k k __
+ oV |t 4+ ...+ Qi V; |2 =
k=1{mod n) k=(rn—1){mod n)
mn m TL T
k k
— Qpe; Vi X + O )+ ...+
1=1 k=0 =] =
k=0(mod n) k=1({mod n)
n m™m
k
+ Qi VT
i=1 k=0
k=(n—1){mod n)
e quindi
T TrL T ™
k k—1
" Ui + QUi uT A+ ...+
= k=0 i=1 ol
k=0({mod ) E=1(mod n)
T m
+ § , § , &kimk_ﬂ+1 ’L‘:,;:I,'ﬂ_l.

k=(n—1)(mod n)

Segue che {v;2? |7 € n],j € n—1]| U {0}} e un sistema di generatori per
Llz,o] su L'[z"] e si dimostra che tali generatori sono anche linearmente
indipendenti.
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Quindi L[z, o] &€ un’algebra generata come modulo sul proprio centro da n?
elementi, e per (2.35) il polinomio standard S,,2,1(z1,...,Z,241) € un’iden-
tita polinomiale (propria) per L[z, o], cioé L[z, o] € una Pl-algebra. Inoltre
L[z, o] € un dominio d’integrita non commutativo e quindi e un’algebra pri-
ma.

Dal Teorema di Posner segue che I'anello dei quozienti centrali Q(L|z, o)
¢ un’algebra centrale semplice di dimensione finita sul suo centro F' e che
F = Q(L'|z™]). In particolare si deduce che

dimpQ(L[z,0]) = n?

e che Q(L[z,o]) & un dominio d’integrita perché lo e Lz, o|.
Pertanto Q(L[z, o]) & un’algebra di divisione di dimensione n? sul suo centro
che & un’estensione di K.

7.5 Lemma. Siano K un campo, n € N, Y := {ugf} 1ij € nl,k € N}
un insieme di indeterminate su K commutative e indipendenti e F' il campo
dei quozienti di K {uﬁfﬂ], cioe F' := K (ugf)) Allora M, (F') é generato da
K, (U) come spazio vettoriale su F.

Dimostrazione. Sia M := {e;;|4,7 € n|} 'insieme delle matrici elementari
n x n su F. Allora

vkeN U® =3 uie;.

i,7=1
Ordiniamo M lessicograficamente:
e11 <ep<en<...<ep<eyn <ep<...<ey<ez <...<é€pn
e, per ogni k € n?|, denotiamo con vy la k-sima matrice della catena. Segue
che, per ogni k € N e i € n?], esiste ay; € Y tale che

n2
Vk e N U(k} = Z&ki‘ui.
=1

Allora, posti
1 (2) (n?) s T
u::(UUU LU ) vi= (v vy...v5)7,

esiste A € M,»(F) tale che u = Av. Dimostriamo che det(A) # 0.
Se k € n?|, la k-simarigadi A &

k k k k k) (k k k
(T R O Y )
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e quindi il det(A) e un polinomio nelle variabili indipendenti ui?

Per ogni k € n?| ei,j € nl, sia bﬁ;f) € K e sia A la matrice ottenuta da A
sostituendo bﬁ"} a ugf). Se det(A) = 0, allora anche det( A) = 0 e, per I’arbi-

trarieta di b,‘:ﬁ_’:f) in K, dovrebbe annullarsi il determinante di tutte le matrici
n? x n? su K. Cio & impossibile e quindi det(A) # 0.

Pertanto esiste A~! € M,2(F') tale che v = A~'u e cosi I'insieme di ge-
neratori {e;; |, € n]} di M, (F) & contenuto nell’ F-sottospazio generato
da K,, (U). Segue che tale sottospazio coincide proprio con M, (F), cioe
M, (F) € generato da K,, (U) come spazio vettoriale su F.

7.6 Teorema. (Amitsur [3])
Stano K un campo infinito e n € N. Allora K,, (U) é un dominio d’integrita.

Dimostrazione. Proviamo innanzitutto che K, (U) & un anello primo.
Siano «, 8 € K, (U) tali che aK,, (U) 8 = 0, cioe tali che

Vre K, (U) arf = 0.

Poiché per (7.5) M,(F') e generato da K, (U) come spazio vettoriale su
F, aM,(F)B = 0. Ma M,(F') e un anello unitario semplice e quindi &
primitivo. Da (6.5) segue che M, (F') e primo e, per (6.2), si ha = 0
oppure 8 = 0. Allora, sempre per (6.2), K,, (U) e primo.
Supponiamo, ora, che K, (U) non sia un dominio d’integrita. Per (6.3),
esiste r € K, (U) tale che r # 0 e 2 = 0. Ma, per (7.2),

Ky (U) = K(X) [ T(My(K))

e quindi esistono m € Ne f(z1,...,z,,) € K (X) taleche f ¢ T'(M,(K)) e
f? e T(M,(K)).

In (7.4) abbiamo dimostrato che esiste un’algebra di divisione D che ha
dimensione n? sul proprio centro Z. Inoltre Z & un’estensione di K e quindi,
per (6.9), D e M, (Z) sono Pl-equivalenti.

Essendo K un campo infinito, anche M, (Z) = M,(K)Q®y Z e M,(K)
sono Pl-equivalenti (cfr. (3.2)).

Segue che f% € T(D) ma f ¢ T(D) e quindi esistono ay,...,a, € D tali
che f(ay,...,a,,) # 0. Allora

0= fﬁ(t‘ll,. ..,ﬂm) — f(illg----,ﬂm) f(ﬂl-.r“--f@m)

e cio e impossibile perché D é un’algebra di divisione.
Pertanto K, (U) € un dominio d’integrita.

7.7 Proposizione. Siano K un campo infinito e n € N. Allora Ualgebra dei
quogzienti centrali di K,, (U) é un’algebra di divisione di dimensione n? sul suo
centro.
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Dimostrazione. Da (7.6) segue che K, (U) e un anello primo e da (6.9)
che K,, (U) e un Pl-anello. Allora, per il Teorema di Posner, Q(K,, (U)) €
un’algebra semplice di dimensione finita sul suo centro F'. Poiché per (7.6)
K, (U) e un dominio d’integrita, anche Q(K,, (U)) lo € e quindi Q(K,, (U))
e un’algebra di divisione di dimensione finita sul centro. Per (4.7), esiste
m € N tale che dimpQ(K,, ({U)) = m?. Proviamo che m = n.

Da (5.11) segue che il polinomio di Capelli C,,2, € un’identita polinomiale
per M, (K) e quindi per K,, (U). Allora, per il Teorema di Posner, C,,2,
e identita polinomiale per Q(K,, (U}). Essendo Q(K,, (U)) un’algebra sem-
plice di dimensione m? sul centro, da (6.9) segue che Q(K, (U)) e M,,.(F)
sono Pl-equivalenti. Allora C,,2,; € identita polinomiale anche per M,, (F)
e quindi, per (5.12), n? + 1 > m? + 1, cioé n > m.

Sempre da (5.11) segue che C,,2,; € un’identita polinomiale per M,,(F')
e quindi per Q(K,, (U)) essendo Pl-equivalenti. Per il Teorema di Posner,
C241 € identita polinomiale per K, (U) e quindi per M,,(K). Da (5.12)
segue che m? 4+ 1 > n? + 1, cioé m > n.

Pertanto m = n e Q(K,, (U)) & un’algebra di divisione di dimensione n? sul
centro.

La proposizione precedente ci fornisce un altro esempio, oltre a (7.4), di
costruzione di algebre di divisione di dimensione fissata sul proprio centro.

Vediamo, infine, un risultato dovuto a Procesi e riguardante I'anello delle
matrici generiche 2 x 2:

7.8 Teorema. (Procesi [16])
Siano U,V due matrici generiche 2 x 2. Allora il centro di Q(Ko (U,V)) e il
campo delle funzioni razionali in 5 variabili K (y1, y2, ys, Y4, ys), dove

yp = tr(U) yo = tr(V)

y3 = det(U) Yy = det(V)
ys = tr(UV)






BIBLIOGRAFIA

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

S. A. Amitsur, Radicals of polynomial rings, Canadian J. Math. 8
(1956), 355-361.

S. A. Amitsur, The identities of PI-rings, Proc. Amer. Math. Sc. 3 (1952),
27-34.

S. A. Amitsur, The T-ideals of the free ring, J. London Math Soc. 30
(1955), 470-475.

S. A. Amitsur and J. Levitzki, Minimal identities for algebras, Proc.
Amer. Math. Soc. 2 (1950), 449-463.

S. Franciosi e E de Giovanni, Elementi di Algebra, Aracne Editrice,
Roma, 1992.

[6] V. Drensky, Free algebras and Pl-algebras. Graduate course in algebra,

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

Springer, Singapore, 1999.

T. W. Hungerford, Algebra, Holt, Rinehart and Winston, New York,
1974.

N. Jacobson, Basic Algebra I and II, Second Edition, W. H. Freeman
and Co., 1989.

N. Jacobson, Pl-Algebras: An Introduction, Lecture Notes in
Mathematics 441, Springer-Verlag, Berlin, 1975.

I. Kaplansky, Rings with a polynomial identity, Bull. Amer. Math. Soc.
54 (1948), 575-580.

A. Kemer, Ideals of identities of associative algebras, Translations Math.
Monographs 87, Amer. Math. Soc., 1991.



70 Bibliografia

[12] B. Kostant, A theorem of Frobenius, a theorem of Amitsur-Levitzki and
cohomology theory, J. Math. Mech. 7 (1958), 237-264.

[13] T. Y. Lam, A First Course in Noncommutative Rings, Springer-Verlag,
New York, 1991.

[14] J. Levitzki, A theorem on polynomial identities, Proc. Amer. Math. Soc.
1 (1950), 334-341.

[15] E. C. Posner, Prime rings satisfying a polynomial identity, Pro. Amer.
Math. Soc. 11 (1960), 180-184.

[16] C. Procesi, Non-commutative affine rings, Atti. Accad. Naz. Lincei Rend.
Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. 8 (1967), 239-255.

[17] C. Procesi, Rings with Polinomial Identities, Marcel Dekker, New York,
1973.

[18] Y. P Razmyslov, Trace identities of full matrix algebras over a field of cha-
racteristic zero, Izv. Akad. Nauk SSSR 38 (1974), 723-756 (Russian).
Translation: Math. USSR-Izv. 8 (1974), 727-760.

[19] S. Rosset, A new proof of the Amitsur-Levitzki identity, Israel J. Math.
23 (1976), 187-188.

[20] L. H. Rowen, On rings with central polynomials, J. Algebra 31 (1974),
393-426.

21] L. H. Rowen, Ring Theory I and II, Academic Press, New York, 1988.

22] L. H. Rowen, Polinomial Identities in Ring Theory, Academic Press, New
York, 1980.






