CAPITOLO 6

STIME DI SCHAUDER PER IL
PROBLEMA CON DERIVATA
OBLIQUA

Sia Q2 un aperto di R". Consideriamo l'operatore differenziale
A= Za” D”+Zb )D; + c(x (6.1)
,j=1
In questo capitolo ci proponiamo di studiare il problema
{ Au—Au=f inQ

au+%—g su 0f)

(6.2)

sotto opportune ipotesi di regolarita per 'aperto €2, per i coefficienti di A,
per quelli dell’operatore al bordo e peridati f e g.

6.1 PRINCIPI DEL MASSIMO

In questa sezione supponiamo che (2 sia un aperto limitato di classe C! op-
pure il semispazio Rf , che a;; = a;;, b;, ¢ siano funzioni continue e limitate
in Q con ¢ < 0. Inoltre assumiamo che a, b siano funzioni continue e limitate
su 0N e siano tali che |b| = 1 e, denotata con v la normale unitaria esterna
a 09, sia soddisfatta la condizione di non tangenzialita

b-v > e > 0. (63)



116 Stime di Schauder per il problema con derivata obliqua

Assumiamo anche che a > 0. Questa ulteriore ipotesi sara completamente
rimossa nel teorema finale 6.4.7.

Proposizione 6.1.1 Sia Q un aperto limitato di classe C* e sia u € C*(Q)
soluzione di (6.2) con A >0, f € C(2) e g € C(0N). Se a > ag > 0 allora

[ufloo < AIIfHoo OHgHoo»

sea>0eqg=0allora
Julloe < 311 fl1e-

DIM. Per il teorema di Weierstrass, « ammette massimo in qualche zo € Q.
Senza perdere di generalita, assumiamo che u(zg) = ||l > 0. Se g € £,
allora Au(zg) < 0 (cfr. la dimostrazione del Teorema 3.1.2) e quindi

Aulloc = Au(zo) < Au(zo) — Au(zo) <[ flloo-

Se zo € 99, allora 2 Si (x0) > 0, percheé xy € punto di massimo e vale la
condizione di non tangenzialita b - v > 0. Quindi, se a > ag > 0 segue che

aolluloe = aou(zo) < alzouleo) + Tero) = g(zo) < gl

e la tesi € provata nel primo caso.
Assumiamo ora che ¢ > 0 e che g = 0. Se zg € 90 e a(zy) > 0
I'equazione

a(xo)u(zg) + %(wo) =0

¢ impossibile e quindi necessariamente xo € Q. Se a(zg) = 0 allora la stessa
equazione implica che £ St (o) = 0. Siccome ujpn ha un massimo relativo
in z( anche i(aro) = O per ogni vettore 7 tangente a J). Ne segue che
Vu(zg) = 0 e come prima Au(zg) < 0. Pertanto A||u/|ec < || fllco- O

Proviamo adesso alcuni principi del massimo nel semispazio.

Lemma 6 1.2 Siano u € C*(R ) una solugione limitata di (6.2), con A > 0,
feCR ) e g € C(ORY). Assumiamo che a > ao > 0. Allora

oo < )\HfHoo 0 HQHOO

DiM. Introduciamo la funzione ausiliaria v(z) = v + |x|2 e scegliamo il
parametro v > 0 affinché Av — Av > 0. Poniamo w = u — Lli”ﬁ';v in B},
= RY N Bpg. Risulta

Aw —Aw < f in BE

w <0 su9Br NRY

Oow [l]] o Ov R
e i —— |lul|os su B RY
aw + o g YT R +8b _g+CV+R2||uH su Br NORY



6.1 Principi del massimo 117

Con argomenti analoghi a quelli della proposizione precedente si trova che

C R

1 1
<< [e’e} - o] DY) 0 € B+
w(e) < 3 Illoe + oo llglloo + o o llullo, 7 € B
e quindi
1 1 [[floo C R
<< [e’e} - o] - o0 S B+-
u(w) < 3 Il + polglloe + 20 R vl + o gl @ € B

Mandando R — oo si ottiene u(z) < x||f[le + 3-l9/lc € scambiando u con
—u la dimostrazione ¢ completa. O

Se Iestremo inferiore della funzione a risulta nullo, il risultato seguente
non e preciso come nel caso di un aperto limitato.
Proposizione 6.1.3 Sia u € C? (ﬁf) una soluzione limitata di (6.2). Allora
esiste Ao > 0 tale che per ogni A\ > \o, f € C (Kﬁ) e g € C(ORY) risulta

2

<

2
Hmm+5mm,
dove g & dato in (6.3).

DiM. Sia ¢(z) =1 — , z € RY. Chiaramente

TN + 2

<<l o 0= o=,

1
2 2’ 6a:N

Posto v = ¢u, € facile verificare che
o N
Av = QAu+ g Z a;NnDnoDj;v
i=1

+% (aNNDNN¢ +byDno — ;GNN(DN@Q) .

Pertanto se
2

A=A-
¢

N
Z ainDn¢D; + é (GNNDNN¢ +bnvDno — ;GNN(DN¢)2)
im1

risulta che Av = ¢ Au e quindi
M — Av = ¢f.
Per quanto riguarda la condizione la bordo soddisfatta da v, osserviamo che

% = bN% = ibN su ORY . Siccome ¢(z',0) = 1/2, risulta

%7¢%+u%f§%+§bm}, su ORY
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Otteniamo cosi

au+au:2¢w+(28v—b1\,v) :(2@—()]\;)114—2@ suaRﬁ

ab ab b
ossia ~
v — Av = ¢f in Rf
1 ov 1 N
(a—sz)v—&—ab—2g su ORY

1 coefficiente di ordine zero di A & dato da

c=c— % (CLNNDNN¢ + bN-DNCZ5 - iaNN(DN¢)2> .

Sia A\ := supé. Se dunque A > )\, tenendo conto che a — %bN > %so >0e
applicando il Lemma 6.1.2 a v, otteniamo

1
[0 <

1 1 1
il < - il
< o190 llee + llglloe < 5l lloe + - llglloc,

e quindi

2 2
[o'e} < — [e’] - 0
lullee < 5517l + ol

]

Osservazione 6.1.4 Il numero )¢ dipende solamente dalla norma del sup
dei coefficienti di A. In particolare, )\ € lo stesso per tutti gli operatori i cui
coefficienti soddisfano la stima |jan N ||oo, DA ||co < ko-

6.2 PROBLEMA CON DERIVATA OBLIQUA PER IL A
IN RY

In questa sezione ci proponiamo di studiare il problema con derivata obli-
qua nel caso del A nel semispazio RY. I punti cruciali sono:

1. risolvere il problema di Neumann,

2. provare delle stime a priori con un operatore al bordo della forma

ou .
au + %’ con a e b costanti, a > 0, by < 0.
Mediante il metodo di continuita dedurremo esistenza ed unicita per il pro-
blema relativo al A con un operatore al bordo del tipo considerato al punto
2.
Cominciamo a provare un risultato di estensione.
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Lemma 6.2.1 Data g € CH*(RN 1), esiste h € C**(RY) tale che h(z',0)=
0 e Dyh(2’,0) = g(a'). Inoltre Hh||2’a;R£ < Cgll1,ary-1, con C = C(N).

DiM. Sian € Cg°(RY 1), con0 <n<1le [pn,n= 1. Consideriamo la
funzione

R on) = ox / o(@ — ey )n(y)dy'.
RN—l

E chiaro che h(z/,0) = 0 e che |h(z/,2x)| < 2n]|g|/oc. Inoltre se i < N,
risulta

Dih(z',xn) = SUN/N Dig(z' — xny'In(y')dy'
RN-1

e quindi |D;h(z, zx)| < x|/ Digllso- Siccome

Dnyh(z',zy) = /RN*lg(sc'—mNy’)n(y’)dy’ (6.4)

—TN / Vaog(a' —any') - y'n(y)dy'
]RN*I

otteniamo Dyh(z’,0) = g(z') e |[Dyh(x’, zx)| < ||glloc +C 2] V9], dove
C & una costante che dipende da 7. Per stimare le derivate seconde di h,
non potendo derivare ulteriormente g facciamo prima un cambio di variabili
ottenendo per i < N

T - 1 / I/"y/ /
Dijh(z',an) = —x= Dig(y') Djn dy
TN RN-1 TN

[ Digta’ ~ axy') Dyt
RN-1
da cui segue facilmente che || D;;h/|o < C||D;g|lso. Inoltre

|Dij}~l(17/, TN) — Dz’jil(ﬁl,ﬁNﬂ
Digla / (@ — &) — (an — )y 1| Dy dy!
RN—l

C[Diglal(=",xn) = (£,6n)|%,

IN

IA
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ossia [Dijfz]a < C|[D;g]w- Per calcolare D;nh coni < N, deriviamo rispetto
az; la (6.4) e, posto 7(y') = y'n(y’), otteniamo

Dihla',an) = [ Digla’ — any/) )y
-
1 ' —y
_—— vw/ ! Di~ d !
o /RM 9(y") 77( . ) y

TN

- / Dig(e! — oxy) n(y')dy’
]RN—l

_/ Varg(a" —any') Di(y'n(y'))dy’

RN—I

- _/ Vaog(@' —any') -y’ Din(y)dy'.
RN—I

Da ciod seguono le stime per || D;x 5|« € [Dinh], come prima. Infine

Dynh(z',zy) = ’/ N Vaorg(@' —xny') - y'nly)dy'
R -1
N—2 ~ x/_y/
+ Nfl/ Varg(y') 77( )dy’
Ty RN—1 TN
1
Ve gy
+x%_2 /RM 9(y")

- _/ Varg(@' —any') - y'n(y')dy’
RN-1
+(N - 2) /N Vga'g(x' - xNy’) 'y/Tl(y/)dy'
RN-1
* /RN,I Veg(a' —any) - (Vi) -y)5 dy'.

Siccome 7;(y') = yin(y'), risulta Vi (y') = y;Vn +ne; e y' - Vi(y') =
yiy' - Vn + nyl. Ne segue che

Dynh(z' zy) = / Varg(@' —any') -y (N =2n) +y' - Vny))dy'

RN-1

e si procede come sopra per stimare || Dy ~hls € [Dynh]a. Per conseguire
la tesi basta porre h(a’,xy) = ¥ (zy)h(z’,2x) con ¢ regolare e tale che
Yp=1lper0<zy <lew =0peray > 2. O

Usiamo adesso questo risultato per risolvere il problema di Neumann
associato al A nel semispazio.
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Proposizione 6.2.2 Sia A > \o, dove \q é fissato come nella Proposizione
6.1.3. Il problema

A —Au=f in Rf
ou (6.5)

= su ORY = RN-1
a[L‘N g +

con dati f € CO*(RY), g € CH*(RN~') ammette un’unica soluzione u €
C%*(RY). Inoltre si ha la stima

Jullz oy < C@s2) (Ifllazy + lg]

l,oz;]RN_l) .
Se g =0, allora Jully o zy = OAT )| fllazy per A — +o0.

Dim. Lunicita discende dalla Proposizione 6.1.3. Riguardo all’esistenza, sia
h € C%(RY) tale che h(z’,0) = 0 e Dyh(2’,0) = g(z’) con ||h||2,a;Rﬁ <
Cllgll1,a;r~v-1 (tale funzione esiste per il Lemma 6.2.1). Cerchiamo la solu-
zione nella forma v = v + h. Quindi v soddisfa
M—Av=f—(Ah—Ah)=:f; inRY,
Ov
axN

=0 su 9RY = RN -1

oltre || fillazy < CO)(Iflazy + llg
il problema (6.5) con g = 0. Consideriamo I'estensione pari di f rispetto
all’ultima variabile

I,Q:RN_l). Allora basta risolvere

3 { f(x/axN) xNZO

f(x/,xN) = f(x’, _l'N) zn <0

Chiaramente | f lary < 2||f HQ;RQ. Per il Teorema 5.4.3, esiste un’unica
u € C>*(RN) tale che Au — Au = fin RN e ||ullyqmny < Cla, V|| fllamn-
Posto (2, zn) = u(z’, —zy), & immediato verificare che A\ — Ad = f in
RY, per cui, per unicitd, & = u, ossia u & pari in xy e quindi a%v(x, ,0) =0.
Quindi la restrizione di v a Rf ¢ la soluzione cercata.

La stima per Hu||17a;M se g = 0 segue direttamente da quella per ||ul; 4.z~
(Corollario 5.4.6). O

Prima di passare allo studio del problema con derivata obliqua faccia-
mo delle considerazioni preliminari. Dall’Osservazione 5.8.4 sappiamo che
fissato k € N e prese f € CF*(RY) e g € C¥+2(RN~1) il problema di
Dirichlet

A —Au=f in Rf
{ u=g in RV-1
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ha un’unica soluzione u € C*+2(RY) che soddisfa la stima

Hu||k+2,a;Rf < C(Ohk’)\)(HfHk,a;Rf =+ Hng’+2,a;RN*1>-

In particolare, sia IT)g la soluzione con f = 0. Allora la stima precedente
implica che II, : C**2*(RN-1) — C*22(RY) & un operatore continuo,
per ogni k = 0,1,.... Osserviamo che dalle stime interne, u = Il g €
C*>=(RY) e quindi si puo derivare 'equazione Au — Au = 0 quante volte
N-1
sivuole. Se Ay_; = Z Dy;, risulta pertanto
i=1

/\AN—l U — A(AN_lu) =0 in Ri\_/
AN—I UZAN_lg in RV-1

ossia Any_1IIy = IIyAn_1, per unicita. Ne segue che (I — Ax_1)II) =
I\ (I — An_1) e applicando le stime in RV 1 ((5.49)) risulta

||H>\(I - AN—l)g”k}a;Rf = ||(I - AN—l)HAg”k}a;Rf

Cy ||H/\9||k+2,a;Rf

IN

OQ”Q”k-‘rQ,a;]RN*l
C3||(I — An—1)gllk,amn-1-

IA A

Siccome I — Ay _; & invertibile da C*+2.(RV~1) in Ck*(RVN~1), risulta
provato il seguente lemma.

Lemma 6.2.3 Loperatore IT : C**(RN~1) — C*(RY) & continuo per ogni
k=0,1,.., A> 0.

Useremo il Lemma 6.2.3 con k = 1.

Nel teorema che segue proviamo stime a priori nel caso del A per condi-
zioni al bordo a coefficienti costanti.

Teorema 6.2.4 Sia A\ > \q (cfr: Proposizione 6.1.3) e siano a € Re b € RN
taliche 0 < a < M e |b| =1, by < —eg . Allora esiste una costante C' =
C(a, A\, M,e0) > 0 tale che per ogni u € C**(RY) soluzione di

A —Au=f 1in Rf
(6.6)

aqu%:g in RN—1

risulta
||u||2,a;]Ri\_7 S C(”f”a,]Ri\_’ + ||g||1,a;RN*1)' (67)
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DIM. Sia v € C?(RY) la soluzione del problema

A —Av=f ian
v=0 in RV-!

Allora ||vH2’mR$ <C ||f||a;Rﬁ- Inoltre possiamo scrivere u = v + w dove w

risolve
2w —Aw=0 in RY

Naturalmente ||A||; qrv-1 < C(a,)\,M)HfHa;Ri + [|lgll1,a;r5-1. Posto z =

ow
aw + —, risulta

ob
Az—Az=0 inRY
z=h in RV-1
(notiamo che w € C>(RY)).
Per il Lemma 6.2.3, si ha ||Z||1,a;Rf < C(A) |hl1 o;r~-1. Inoltre

N N-1 N
> bibjDijw — Y bib;Dijw = b3 Dyyw +2 Y biby Dinw

i,j=1 i,j=1 i=1

da cui possiamo ricavare

N-1 N
1

Dyyw = b2 bemeJr i > bibDijw + NZbiDZ-Nw

1,j=1 i,j=1 i=1

N N-1

1 ow 2 ow

= —5Y bDj (= |+ =Dy | = bib; D;
720 () <5t (&) i 2 oo

2
= % Zsz+b2 ZbDw+ DNz—bIjDNw

1N1
T > bib;Dijw.
i,5=1

Siccome Dy yw = AMw — Ax_;w abbiamo infine in Rf

1 N-1 N—
Aw — AN 1w — b2 Z b b; D”w ?V Z bij’U)
4,5=1 Jj=1

1 2 a
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In particolare 'equazione precedente & soddisfatta in RN ~! e quindi dalle
stime di Schauder in RV~! (5.15) segue che

Hw(7 O)”Q,a;RN*l < O(Oé, /\7 Mv 50) (”an,a;]Rf =+ ||w||1,o¢;R£) .
Tenendo conto che w = ITyw(-,0) e applicando il Lemma 6.2.3 otteniamo

ol aizy < Clers A Mo 20) (2l aimy + ol agey)

Interpolando infine ||w\|La;R$ tra ||wH2’mR$ e ||w||OO;R$ e applicando la
Proposizione 6.1.3 per stimare ||w\|OO;R$ deduciamo

lolzazy < C(I2lary + lwllozy ) < C(IRIam-1 + [Bllaogy— )
< (gl amn-r + 1 lazy )-
Dato che u = v + w, la dimostrazione e completa. Ol

A questo punto possiamo dimostrare un risultato di esistenza e unicita
relativo al problema (6.6).

Teorema 6.2.5 Sia A > )\ e siano f € C%*(RY) e g € CL*(RN~1). Allora
esiste un’unica funzione u € C%(RY) tale che

M—Au=f inRY

0
au—i—a—Z:g in RN—1

doveacRebe RN con0<a< Melb =1, by < —co.
DiM. La dimostrazione ¢ basata sul metodo di continuita. Poniamo
X =C**(RY) Y =CO*RY) x CHRN )

e consideriamo gli operatori L, : X — Y definiti da

hu:(}u—Aw(L—gau+s(mw%&v>, s €[0,1],

v ab
dove v denota la normale esterna al dominio, ossia v = —ey. Osserviamo
che
=95 *5a = o
cont=(1—s)v+sb |r|<lery =—(1—35)+sby < —¢g e nella stima

(6.7) la costante C' si puo prendere indipendente da s, ottenendo cosi
[Lsully = Cllullx

per ogni s € [0,1]. Per la Proposizione 6.2.2 'operatore L, € suriettivo e
quindi, per il Teorema 5.1.3, anche L, lo é. 0
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6.3 COEFFICIENTI VARIABILI IN RY

Passiamo a considerare 'operatore

N

N
A= Z aij(z)Dij + Z bi(z)D; + c(z)

i=1

e assumiamo che i coefficienti appartengano a C%*(RY) conc <0 e ky > 0
sia una costante tale che

aisllas 10illa, llclla < Ko-
Sia vy la costante di ellitticita uniforme. In tutta questa sezione assumiamo

ace Ch*(RN-1) 0<a<M

(6.8)
be CL(RN-I SN by < —g0 <0,
dove SV~! denota la sfera unitaria di R"V. Sia )\, dato dalla Proposizione
6.1.3. Osserviamo che )y non dipende da a, b ma solo dall’operatore A.
Per provare le stime a priori relative ad A, procediamo nel modo stan-
dard, cioe congelando i coefficienti della parte principale dell’operatore e
quelli della condizione al bordo. Cominciamo dunque a considerare opera-
tori del tipo

al 0
Ay = ZaijDij B():a—‘r%
ij=1
con a;; = aj; S R, |aij| < ]{)0, Z?fj:l ai]‘fifj > l/olf‘2 el0<a< M, be RN,
b =1eby < —eg.

Lemma 6.3.1 Siano Ag e By come sopra. Se A > A, esiste C = C(a, \, M,
ko, €0, v0) > O tale che per ogni u € C%*(RY) risulta

el iy < C (1IN0 = Agullagy + | Bouliamv-1).  (6.9)

DIM. Sia (); una matrice ortogonale tale che Qi(a;;)Q7 = D), dove D)

¢ la matrice diagonale degli autovalori di (a;;) e Q7 ¢ la trasposta di Q.

Poniamo u(z) = v(Qx), dove Q = SD% @1 e S € una matrice ortogonale
A

scelta in modo tale che Q(RY) = RY. Allora Q(RV~1) = RN~ e Q*en =
~ven per qualche v > 0. Inoltre ¢;|z| < |Qz|, |Q*x| < co|z|, con 0 < ¢; =
ci(ko,vp). Ne segue che v = vlen| = |Q*en| > 1.
Per costruzione l'equazione A\u(z) — Apu(z) = f(x) & equivalente al-
lequazione \v(y) — Av(y) = f(Q 1y) e, siccome Vu(z) = Q*Vv(Qz),
(Y

u(:p) = g(x) per v diventa av(y) + 5 (v)

la condizione al bordo au(z) + 2%
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9@ y)

a Qb

=2 Y doveqd=—¢€T = —<—.

|Qb(y)] |Qb)| Q0|

con b € RN"1 allora Qb = QU + b" + ybyey, con QV,b" € RN-L,

% <Ly Vale pertanto la stima (6.7) per v che, tramite
C2

I'uguaglianza u(z) = v(Qz) implica quella voluta. O

Osserviamo che se b = b’ + byen,

Quindi 7y =

Nella proposizione che segue useremo il fatto che la costante )y della
Proposizione 6.1.3 dipende solo dal numero k, (vedi Osservazione 6.1.4).

Teorema 6.3.2 Sia \ > \q. Allora esiste C = C(«, ko, v, M, 0, \) > 0 tale
che per ogni u € C%*(RY) risulta
lullzamy < C (1A= Aullagy + [ Bullyazv-1 ),

dove A é definito in (6.1) e Bu = (au + 8“) , con a, b che soddisfano
‘RN—l

0b
(6.8).
DIM. Sia 2o € RY esia 2 = (2,...x) ',0). Per r > 0 consideriamo
lintorno I(zg,r) := B,(z0) NRY. Sian € Cg°(RY) tale che n = 1 in
B, (zg), n = 0 fuori di By, (z0). Presi gli operatori
al ou
Agu = Z a;j(xo)Dijju  Bou = a(z()u + (el

i,j=1

applichiamo la stima (6.9) alla funzione nu e ad Ay, By, ottenendo cosi

vy < C(IO = A)0u) lamy + 11Bo(nu)l1 001 )

[[nu <
< CH()‘ - AO)u”a;I(mo,r) + C”BOUHL(I;RN*1 + CTHUHZ]Rf
< CH(A - A)u”a;Rf + CkoT‘a||’LL| 2,0(;]Rﬂr\] + CTHUHQ;]RQI

+C||Bul|1,qmv-1-

Ne segue che

llcsreor) < CIO = Aullagy +Cor® fully amy + Crllullzzy
+C||Bu||1,a;RN*1

e, prendendo 'estremo superiore su zy € Rﬂ\r’ s

lullpamy < CIO = Aullagy + Crr® full sy + Crllullay
+C||Bul|y omv-1-
Scegliendo r abbastanza piccolo otteniamo
Jtlls 0 < CIA = AYullagey + Cllulles + CllBull aczn .
Interpolando ||u||2;R$ tra Hu||27a;ﬂw e ||UHoo;Rf e applicando la Proposizione
6.1.3, concludiamo la dimostrazione. ]
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Teorema 6.3.3 Sia A > \. Allora per ogni f € CO*(RY) e g e CH*(RN1)
esiste un’unica soluzione del problema

A — Au=f ian

0 .
au+a—Z:g in RV—1

in C%(RY).

DiM. Basta applicare il metodo di continuita (Teorema 5.1.3) con le seguen-
ti scelte

X = C*>*(RY) Y = C%(RY) x CH(RN)

L;: X —>Y

0 0
Liu = ()\u — (1 - ) Au+ tAu, (1 - t)a—z +t (au—i— aZ)) teo,1],
con v = —ey. Dal Teorema 6.3.2 discende che || L,ul|y > C||u| x, con C >
0 costante indipendente da ¢. Siccome L e suriettivo per la Proposizione
6.2.2, anche L; lo e. O

Nella proposizione seguente studiamo la dipendenza da A della norma
del risolvente nell'ipotesi in cui la condizione al bordo € omogenea. In
questo caso infatti si vede che la norma in C*® ¢ infinitesima per A — +oo
e cio sara utile nello studio del problema con derivata obliqua in un aperto
regolare limitato (2.

Proposizione 6.3.4 Sia A\ > \o e, data f € CY*(RY), sia u = R(\)f €
C%>(RY) la soluzione del problema

Au— Au=f inRﬂY

8u_ N1
au—&—%—o in R

Allora RO f 1,0y = ONT)|fllamy, per A — +oc.

DiM. A meno di considerare A— )\ al posto di A, possiamo assumere A\ = 0.
Poniamo u(x) = v(v/Az). Allora & facile vedere che v soddisfa la seguente
equazione

N N
o) = Y au@Dyels) = 3 biw)Dat) - dwoly) = 17 (2)
i,j=1 i=1
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con dg;(y) = ai;(y/VA), bi(y) = A2bi(y/ V), é(y) = A e(y/V/A). Inol-
tre al bordo v verifica la condizione

Fera—lj:()
ob

con a(y) = A"Y2a(y/VA) e b(y) = b(y/VX). Se X > 1 allora iy = vy,
”&ijlloe;Ri” Hbl”a,Rf’ HE”a;Rf <kye HdHLa;RN—l’ ||b||1,oz;]RN_1 <Me qUIIldl
dal Teorema 6.3.2 segue che

1
HUHZ,Q;Rﬁ < C(O‘7V03K7 M7 €O)X||f(/\/X)||aRﬁ

Siccome v(y) = u(y//)\) otteniamo per \ abbastanza grande

1 1 1
||UH0<>,R$ + ﬁ”vu”oo,ﬂ%f + X”DZU‘HOO;]Rf + »T%[D2U]Q;Rf

1 C
+)\1?[vu]a;ﬂ%f < XHf”a;Rf'

6.4 PROBLEMA CON DERIVATA OBLIQUA IN UN
APERTO LIMITATO REGOLARE

Consideriamo un aperto € limitato di classe C*, cioé tale che per ogni x €
09 esistono un intorno U di = ed un’applicazione bigettiva H : B;(0) — U
di classe C? con inversa J : U — B;(0) di classe C?*“ tale che H (B (0)) =
Unq.

Sia A l'operatore definito in (6.1). Assumiamo che a;;,b;,c € C*%(Q),
con ¢ < 0 e, come prima, sia ky > 0 una costante tale che

a;Qy HC”a;Q S k0~ (610)

||aij||o¢',ﬂ7 ||bz|

Introduciamo l'operatore al bordo

ou
Bu = — 6.11
u=aut o (6.11)
dove
acCH™(09Q), a>0 (6.12)
e
be Ch 00,8V, conb-v>egp >0 sud, (6.13)

essendo v la normale esterna unitaria a 9€2. Sia inoltre M > 0 tale che

||a||1,a;6§2a ”b”l,a;aﬂ S M. (614)
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Assumeremo tali ipotesi per tutta la sezione ad eccezione del Teorema 6.4.7,
in cui sara rimossa la restrizione sul segno di a.

Osserviamo che se b - v > 0 su 01 allora per compattezza b - v > ¢ per
qualche ¢ > 0, cioe la condizione puntuale di non tangenzialita diventa
automaticamente uniforme.

Il primo teorema che vogliamo dimostrare riguarda le stime a priori.

Teorema 6.4.1 Esiste una costante C = C(a, v, ko, M,e9,Q) > 0 tale che
per ogni u € C*%(Q) risulta

Jullzcee < € (1 Aullae + |1 Bul

1,0;002 + Hu”oo;ﬂ) .

DIM. Per ogni z € 99 sia (U, H) carta locale con

H, : B1(0) — U, di classe C?**,
H;'=J,:U, — B(0) di classe C?%*,
H,(Bf(0)=U,NQ, H,(B(0)NnRYN"1)=U, NN
Poniamo V, = Hl.(B% (0)). Inoltre, per ogni x € (Q esiste B(x,2R,) C Q.
Per compattezza risulta

ni
Q| JB@i, Re,) U Vi,
=1

Posto n = ny + ng, prendiamo (7;)i=1,2.... » partizione dell’'unita relativa al
ricoprimento ottenuto. Allora

n
u = E MU
i=1

Se i < n; allora n;u € C%*(RY) e supp(n;u) C B(z;, Rs,). Applicando

le stime di Schauder per 'intero spazio (Teorema 5.4.1) otte;niamo
< C(w, ko, ) (J[AMw)laey + 75 0o r )
< Cvo, ko, o) ([Aaw)lase + llullso.2)

< C(VOa ko, Q) (”Au‘ a0+ ||u||2;9) .

||77z'U||2,a,RN

Sia adesso n; + 1 < ¢ < n. Operiamo il seguente cambio di variabile

vi(y) = (niu) (Hi(y)) = Mi(niu)(y)

e osserviamo che v; € C**(RY) e supp(v;) C By.

Risulta A(n;u)(x) = A;v;(y), dove Poperatore A;, determinato dal cam-
bio di variabili, ¢ definito in (5.34). Riguardo la condizione al bordo,
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osserviamo che

B(niu)(z) = a(x)(nu)(z)+b(x) - V(nu)(z)
= a(H;(y))vi(y) + (dJ;) b(Hiy) - (Vvi)(y)
ov;

50 (y) = Bivi(y),

a(y)vi(y) +

dove a(y) = a(H;(y)), b(y) = ((dJ;)b)(H;(y)) e dJ; denota la matrice iaco-
biana di .J;. Siccome b non & tangente a 92, b non & tangente a RV —1. Appli-
cando pertanto la stima del Teorema 6.3.2 alla funzione v; e agli operatori

A; e B; (eventualmente estesi all'intero spazio) risulta
0illo.0.m5 < (00, ko, i, 20, M) Aitilla gy + 1 Bivils amv—s + [0l izy)

da cui

2,0,0 < C([[A(niw)]

[UAY a0 T [IBniw)ll1,a00 + [lulloa) -

Sommandosui=1,---,n

[ull2,0:0 < C (|| Aul

o T+ ||BU||17a;BQ + [Ju

Q;Q) .

Concludiamo la dimostrazione interpolando |20 tra ||ull2,a;0 € [|lec;0-

Corollario 6.4.2 Siano ¢ e A fissati con A > ¢ > 0. Allora esiste una costante
C = C(a, vy, ko, M, A, 0,e0,K) > O tale che per ogni A € [4, A] e per ogni
u € C%%(Q) con Bu = 0 su 99 risulta

[ul|2,050 < ClIAu — Aul|a;0.

DiM. Applicando il Teorema 6.4.1 all'operatore A — A, con A € [4, A], si
trova che per ogni u € C**(2) con Bu = 0 su 92 risulta

e < C (A = Aullae + [[ull ), (6.15)

dove la costante C dipende da «, vy, &g, M, ) e dal massimo delle norme
dei coefficienti di A — A. In virta di (6.10) e della scelta di A, si ha pertanto
che C dipende da a,vy,e9, M, e da kg e A. Ora, tenendo conto della
Proposizione 6.1.1, da (6.15) si deduce che

C
< =

1
< - a0+ =|hu— _ _
[ull2,000 < C(HM Atz + S lIru AUIloo> < 5w = Auflasa,

se § < 1. Pertanto 'asserto. O
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Veniamo ora al risultato di esistenza (e unicita) della soluzione del pro-
blema con derivata obliqua in €2, assumendo dapprima che la condizione al
bordo sia omogenea. Dimostreremo il caso generale dopo aver provato un
risultato di estensione.

Proposizione 6.4.3 Sia \ > 0. Per ogni f € C%(Q) esiste un’unica soluzio-
ne in C*%(Q) del problema

A—Au=f inQ

Bu=20 su 0f2
DiMm. La dimostrazione ¢ del tutto simile a quella del Teorema 5.6.4 a cui
rimandiamo per ulteriori dettagli tecnici.
Usiamo la notazione del Teorema 6.4.1. Pertanto sia Q@ C J, B(z;, Rs;)
U U?il Vz, € sia (17)i=1,2,... .n—n,+n, Una partizione dell’unita subordinata
a tale ricoprimento.

Sia f € C%%(Q). Allora possiamo scrivere f = Z n2f.
i=1
Se i < ny allora n;f € CO%*(RY), supp(n:f) € B(w;, R;,). Indichia-
mo con R(]) il risolvente dell’operatore A in RY. Osserviamo che R()) :
CO(RYN) — C%2(RY). Poniamo

Ri(\)f := niR(N)(ni f)
e notiamo che

Ri(\) : C%*(Q) — C**(Q) e suppR;(\)f C B(x;, Ry,).

i

Inoltre
(A= AR = (= ApRO) )
= (A= AR (i f) + [A = A0 RN (0 f)
= mf+SNf
dove [, ] indica il commutatore e
SN =[N = A n I IR(N)(ni f) = —=[A, 0 []R(X) (mi f)-
Risulta

a—1

[15:(MN) flla = O =) fla

per A grande.
Siaoran;+1 < i < n. Se M; € I'operatore associato al cambio di variabili
(definito in 5.33) poniamo

Ri(N)f = M7 (M) = A) 7 M) )
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dove (/\—/L)*l ¢ il risolvente di 4, in Rﬁ' con la condizione B; = 0 al bordo.
Allora R;(\) : C%%(Q) — C?2(Q2) con BR;(A\)f = 0su 9 e supp R;(\)f C
Ve, Risulta

A= ADRNf=n}f+SiNf
dove ora S;(\) = M; ! ([/\ — A, M;(n)](A — A)~? (M7(mf))) Come prima,
per A abbastanza grande, tenendo conto della Proposizione 6.3.4, risulta

—1

1SN flla = OATZ )| fla-

A questo punto poniamo

V(A =) Ri()): C"*(Q) — C>*(Q)

i=1

e osserviamo che BV (\)f =0sudfle
A=AVNS =D 0if+ Y SN =F+) SN
=1 =1 i=1
Quindi

A=AV :C%(Q) = Q) e A=AV =T+ SN

n 1
Scegliamo )\; tale che Z 1S:i(Mla < 3 per ogni A > \;. Questo assicura

i=1

che l'operatore I + Z Si(\) & invertibile in C%%(R") con inverso W ()
i=1

tale che [|[IW()\)|| < 2. Inoltre siccome (A — A)V(A)W(A) = I su C%*(Q),

u=V(A)W(MN)f & la soluzione cercata per A > A;.

Se 0 < A < )y, basta applicare il metodo di continuita agli operatori
Ly = (1 —t)A + tA; — A. infatti, scelto § > 0 con § < A e posto A = Ay,
risulta 0 < (1 — )\ + tA; < A, e quindi grazie al Corollario 6.4.2, per ogni
u € C%%(Q) con Bu = 0 su 99, vale la stima

[ull2,0:0 < Cf|Lyulla;qs

con C costante indipendente da ¢ € [0,1]. Siccome L; & suriettivo, anche
Lo = X — Alo é e quindi la dimostrazione e completa. Ol

Lemma 6.4.4 Se g € C1(09) allora esiste h € C*%(Q) tale che h = 0 e

oh
e g su 0Q. Inoltre ||h||2.a:0 < C|lg||1,a:00-
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DiM. Scriviamo 9Q = |J._, V;, dove V; sono definiti come nel Teorema

6.4.1. Sia (n;) una partizione dell’'unita su 92 con Om: = 0 su 09. Sia b;(z)

1%
I’N-sima componente del vettore (d.J;)(v(z)) (osserviamo che b;(z) < 0).
Consideriamo le funzioni

g(H;(y))
9i(y) = ﬁi(Hi(y))m
e, dal Lemma 6.2.1, siano h; € C2*(RY) tali che h; = 0 e Dyh; = g; su
RN~1. Poniamo h;(z) = Bi(Jiat). Allora h; = 0 su 92 N V;; inoltre
Oh;
ov

Siccome ﬁi“RNfl =0, se z € 9Q NV, risulta

(z) = Vhi(Jix) - (dJ) (v(x)).

Vhi(Jiz) = (o, ...,DNEi(Jiz)) = ()

e quindi

~

La funzione h(z) = Y., ni(x)h;(z) & la funzione cercata poiche, essendo
91 = (siha

Oh <~ O -
mg—;mg—g-

v P
0
Osservazione 6.4.5 Usando il Lemma 6.4.4 si pud costruire una funzione
oh
h € C**(Q) tale che hjpo =0 e Hion =P con g € C12(90) assegnata.
Q

Infatti, basta scrivere b = b; + v, dove b; € un vettore tangente a 02 e
~v > eg > 0, per la condizione di non tangenzialita di b. Per il Lemma 6.4.4

oh oh oh
i 2,0[ = —_— = —_— = —_— =
esiste h € C**(Q)) taleche h=0¢e % g/~ su 09Q. Allora 5 = 15, =9
su 0%, come richiesto.

Proposizione 6.4.6 Sia \ > 0. Allora per ogni f € C%*(Q) e g € C1*(9Q)
esiste un’unica u € C%%(Q) soluzione del problema

M—Au=f inQ
Bu=g su 0N

DIM. Sia h € C?%(Q) tale che Bh = g su 99 (vedi Osservazione 6.4.5).
Allora la soluzione cercata € data da v = v + h, dove v risolve
Mw—Av=f—(A—Ah) inQ
Bv=0 su 0N

Per la Proposizione 6.4.3 v esiste ed € unica. O
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Lultimo passo consiste nell’eliminare la restrizione sul segno di a.

Teorema 6.4.7 Siano A, B gli operatori definiti in (6.1) e (6.11), rispetti-
vamente. Assumiamo le condigzioni (6.10), (6.12), (6.13) e (6.14) con a di
segno qualunque. Allora esiste \; > 0 tale che per ogni A > X\, f € C%*(Q)
e g € CH(90) esiste un’unica u € C**() soluzione del problema

A—Au=f inQ
Bu=g su 0f)

DiM. Cerchiamo la soluzione nella forma u = ¢v. Il problema dato é allora
equivalente a
f

Mo — Av = 5 in Q
6.16)
9 A (
(agi)Jrab)erabd)g su of)
dove Av = Av +2 Z aijT?Dj’U + ?v —cv. Scegliamo ¢ € C*%(Q)
i,j=1
: 10¢ . . .
tale che infg ¢ > 0, a + $% = 0 su 99). Per costruire ¢, consideriamo, in

virtll dell'Osservazione 6.4.5, una funzione h € C%*(Q) tale che hjpo =0 e
oh

b |90
con 7 = 1 in un piccolo intorno di J¢2, determinato in modo tale che ¢ > 1/2

su €.
A
Sia adesso \; tale che \; — —d) + ¢ > 0. Per la Proposizione 6.4.6, il

= —a. Poniamo quindi ¢ = 1 + nh, dove 7 € una funzione regolare

problema (6.16) ha un’unica soluzione per A > \; e quindi lo stesso vale
per il problema assegnato. O



