CAPITOLO 3

L’entropia in teoria ergodica

1. Partizioni e sottoalgebre

Dato uno spazio di probabilita (€2, F, i), si consideri una partizione misura-
bile {A, : ¢ € I}, vale a dire una famiglia di insiemi misurabili, A, per ogni
v € I, a due a due disgiunti A, N Ay =0 se k # 1, e tale che Q =U,A,. La
partizione si dice numerabile se card(l) = Ry, finita, se card(]) < Ng. Si in-
dichera con Py la famiglia delle partizioni di €2 in al piu & insiemi misurabili
e disgiunti, e con P = UpenPr la famiglia delle partizioni finite di (2. Data
una partizione misurabile e finita, m# € P,, sia o(7) C F la tribi generata
da

o(r) = {A e FiA=U_Ayuy, Ak erm (i=1,2,...,7r),7 < n} g

vale a dire la famiglia delle unioni finite di insiemi di .

Se (€2, F) ¢ uno spazio misurabile, si dird che A € F e un atomo, se ogni
sottoinsieme misurabile B di A, B C A, B € F, o e I'insieme vuoto, B = ()
oppure coincide con A, B = A, sicché () e il solo sottoinsieme misurabile
proprio di A. Due distinti atomi di (£2, F) sono necessariamente disgiunti.
Se Ay, Aa, ..., A, sono tutti gli atomi di (€2, F) e se ) = U},':]_Ajﬁ allora
ognl insieme misurabile si esprime come unione finita e disgiunta di atomi.
In questo caso s1 dice che F € una tribi atomica finita o che e generata dalla

famiglia di atomi {Aq, As, ..., A}

D’altra parte, se 5 e una sottotribu finita di F le si puo far corrispondere
una partizione misurabile, rispetto a B che sara indicata con 7(B). e che si
dira la partizione generata da B.

PROPOSIZIONE 1. Ogni sotto-tribu finita B di F ¢ un’algebra atomica finita
di F.

DIMOSTRAZIONE. Poiché B & finita, si puo scrivere B = {By, B, ..., B,}.
Si formino le 29 intersezioni

1=
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ove, per ogni indice i, si prende C; = B; oppure C; = B{. Quelle tra
queste intersezioni che risultano non vuote sono atomi di B; infatti, ognuna
delle intersezioni considerate appartiene a B3, che non puo contenere altri
sottoinsiemi non vuoti.

Per ogni algebra, o, cio che e equivalente, sotto—tribu finita, B di F si
indichera con 7(B) la famiglia degli atomi che la genera.

La famiglia P delle partizioni finite di (€2, F) puo essere ordinata parzial-
mente come segue. Date due partizioni finite 7 e @’ di (€2, F) si dira che 7’
¢ un raffinamento di 7 e si scriverd m < 7' se ogni atomo di 7 & 'unione di
atomi di 7’ |

Con la relazione d’ordine appena introdotta, la famiglia P delle partizioni
finite di (2, F) ¢ un insieme diretto. Infatti siano m = {A;, A2,..., A} e
"= {B, Bs, ..., By} due partizioni finite di (2, 7). Posto

ava ={A;NBr:i=1,2,...,n;5=12,...,m},

si controlla immediatamente che 7 V 7’ & una partizione finita di (€2, F),
che essa € un raffinamento tanto di = quanto di 7’ e che ogni rafinamento
comune di 7 e di 7’ & anche necessariamente un raffinamento di = Vv 7',

TEOREMA 1.1. Siano 7 e ' due partizioni di (2, F) e B e C due sotto-tribu
finite di F; allora

(a) 7’ é un raffinamento di 7 se, e solo se, o(mw) C o(n');
(b) B ¢ inclusa in C se, e solo se, n(C) é un raffinamento di w(B), n(B) <

=l
2

(¢) m(BVC) = n(B)V 7(C);
(d) o(mrvn')=0o(m)Vao(r).

DIMOSTRAZIONE. (a) Si supponga che 7’ sia un raffinamento di 7, 7 < n’.
Se I'insieme A appartiene alla tribu o(7), e

A — U;FZIAE(;;) — U::]_ Uﬁ ‘) Bﬁ.{.&)_},

ove By e (i=1,2,...,775=1,2,...,8(2)), onde A € J('ﬂ""). Vicever-
sa, se o(w) C o(rn’) e A dp}rmrtmn{* am, siha A€ o(n) Co(n’) cosicché A
e unione di elementi di 7’

(b) Se B C C si ha w(B) C C; percio, se A appartiene a w(B) si ha A =
"_1Cj, ove C; € n(C) (j = 1,2,...,7) onde w(B) C w(C). Viceversa, se
7(C) € un mfﬁnament{} di ?T(B), 1( ) <7@(C), e Bein Bsiha

s{i]
B = U?_IB = Ui U j=1 Ci,j

[?
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ove Bien(B)eC;;€n(C) (i=1,2,...,p;7=1,2,...,5(i)). Dunque B ¢
in C.

La (c) e la (d) sono ovvie.

Se m = {Aj, Aa,..., A} e B sono, rispettivamente, una partizione di (2, F)
e una sotto—triba di F, si pone, per r € Z,

T'm:={1T"A,T" Ay,..., T" A, },
T"B:={T"A: A€ B}.
TEOREMA 1.2. Swano T una trasformazione che conserva la misura sullo

spazio di probabilita (2, F, ), m e n' due partizioni di (2, F), B e C due
sotto—tribu di F: allora, per ogni n € N, si ha

(a) w (T*” B) =T""n(B);

(b) o (T7"m) =T " o(m);

(¢) T (BVC)=T"BVvT™™"C;

(d) T" (mva)y=T""aVvT "7

(e) se 7w é un raffinamento d'el m, m <7, allora T~" 7" & un raffinamento
T "n, T " <T™7

(f) T B C T-"C se B C C

DIMOSTRAZIONE. (a) L’insieme B appartiene alla partizione « (T~" B) se,
e solo se, sl puo scrivere

T — 1 o — 1 r ,
B=m_T7"B;=T"" (Ni=1Bi)
con B; € B (« = 1,2,...,1), 0, equivalentemente, se, e solo se, B ¢ in

T " 7w(B).

(b) Dire che l'insieme A appartiene alla sotto—tribu o (T~ 1) equivale a
dire che si puo scrivere

- T —Ti R — Tl T .
A=U_ T "A; =T (szlzilj) :
con A, e 7 (9 = 1,2,...,7), cid che equivale a dire che A appartiene a

T~"o(m).

(c) Dire che 'insieme A appartiene a T~" (B V C) equivale a dire che A puo
essere scritto nella forma

A=T""(B;NCy) =T "B;NT " Cy.

con B; € B e Cy € C, cio che equivale a dire che A appartiene a T "BV
T—"C.
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(d) L’insieme A appartiene a T~ (w V 7') se, e solo se, si puo scrivere nella
forma
A=T""(BNC)=(T""B)n(T™"0C),

con B € me C €7, o, ancora, se, e solo se, appartiene a T "7V T " n'.

(e) Se 7’ & un raffinamento di m, # < #’, allora un insieme A di 7 si scrive
nella forma A =U"_,B;,con B e 7' (j=1,2,...,n), onde

1=1
T A=U", (T7"B;),

J

sicché T~" 7’/ & un raffinamento di 7" .

La (f) & banale. ]

2. La definizione di entropia

Introduciamo 1l concetto di entropia che viene dalla Meccanica Statistica e
dalla Teoria dell’Informazione. Esso fu introdotto nella teoria ergodica da
KOLMOGOROV.

DEFINIZIONE 2.1. Dati uno spazio di probabilita (2, F, 1) ed una sotto—
tribi finita A di F, avente w(A) := {Ay, As,..., A,} come partizione
associata, si definisce entropia di A o di 7w(A), la funzione

H(A) = H(m(A)) = — 3 1 (4;) log e (4;), 2.1)

j=1
ove 1 logaritmi, qui e nel seguito, si intendono in base 2, e si adotta la
convenzione

0 log0 =: 0. (2.2)

Per le proprieta dell’entropia si consultino 1 libri |2, 6, 7, 28|. Di seguito
sono riportate due proprieta elementari che serviranno nel seguito.

TEOREMA 2.1. Per l'entropia H : P — R walgono le sequenti proprieta:

(a) per ogni partizione finita w € P, H(m) > 0;
(b) per ogni partizione m € P,,, H(w) < logn.

DIMOSTRAZIONE. Sisupponga che sia m = {4y, As,..., A, }. La proprieta
(a) € evidente perché le probabilita p(A;), se non sono nulle, e in questo
caso si ricorre alla (2.2), appartengono all’intervallo |0, 1] sicché ogni termine
della (2.1) & positivo.
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(b) La funzione ¢ definita nell’intervallo [0, 1] da

(—tlogt, te]o,1],

o(t) = <
p(t) 0 f—0.

%,
e concava perché
1
I/
P (1) = -
rIn?2

Percio, la diseguaglianza di JENSEN da

H(?T)ZHZ#(A log 11 (A Z%ﬁ"(# A;))

% o (w4, T u)
:ﬂzw(pi ”)w( o1 (4,
j=1

n
(3)
ne| — | =logn,
n

che e |'asserto. []

< 0.

DEFINIZIONE 2.2. Dato lo spazio di probabilita ({2, F, i) e due sotto-tribu
A e B di F, si dird che esse sono u—equivalenti, e si scriverd A = B, se, per
ogni A € A, esiste B € B tale che u(AAB) = 0 e, per ogni B € B esiste
A € A tale che u(AAB) = 0. Se, invece, per ogni A € A, esiste B € B tale

che u(AAB) = 0, si scrivera A C B.

A = B, allora
H(A) = H(B).

DIMOSTRAZIONE. Se A e B sono sotto-tribu finite ed equivalenti di F e
la partizione generata da A & w(A) = {A1,A42,..., 4.} e pu(A4;) > 0 per
g =1,2,...,k, mentre u(A;) =0per s =k+ 1,k+2,...,n, allora per la
partizione w(B) = { By, Ba, ..., Bs} risulta p(A;AB;) =0se j =1,2,...,k,
mentre u(Bj) = 0 per j > k+ 1. Allora, se A4, & un insieme della partizione
m(A) generata da A con (A;) > 0, esiste B; € w(B) tale che u(A;AB;) =
Pertanto
u(A;) = p(A;\ B;) + p(4; 0 By) = p(4; N By)

=p(A; N Bj) +p(B; \ A;) = p(Bj).
Poiché p(B;j) =0se j > k, si ha

- ZM ) log p ( Zpﬂ Aj) log p(A;)

?21

I

H(A)

:_Zﬁ ) logp (B;) = — Z;;(Bj)h)gy(B} H(B),

7=1
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c10 che conclude la dimostrazione.

DEFINIZIONE 2.3. Date due sottotribi finite A e B di F talii che p(A4;) > 0
per ogni insieme A; della partizione 7(A) = {A;, Ag,..., A, } generata da

A, si chiama entropia condizionata di B data A la funzione H : P x P —
R, definita da

H(B|A): ZH JZH (Bj | Ai) logpu(B; | Ai),  (2.3)

t=1

se (A) e m(B) = {By, Bs, ..., Bs} sono le partizioni generate da A e da B.

Si conviene che la definizione (2.3) conservi il suo significato anche quando
qualche insieme della partizione m(.A) abbia probabilita nulla; in tal caso si
pone eguale a 0 il termine corrispondente nella somma (2.3).

PROPOSIZIONE 3. Se A, B e C sono sotto-tribu finite di F e se gli insie-
mi delle partiziont che esse generano sono tuttr di probabilita strettamente
positiva, quando la corrispondente sotto-tribu appare come condizionante,
allora valgono le relaziona:

(a) se N := {0, 2} denota la tribi banale, H (A | N) = H(A);
(b) se A e B sono equivalenti, A = B, allora, per ogni C € P, ¢ H(A |

C)=H(B|C);
(c) se B e C sono equivalenti, B = C, allora, per ogni A € P, ¢ H(A |
B)y=H(A|C).

DIMOSTRAZIONE. La (a) e ovvia.

) ={B1,Ba,...,Bs},
Op j—’ﬁ—[—l n +
H( N Bj) = u(Bj).

(b) In questo caso si ha 7(A) = {Al, Asg, ..., An}, m(B
p(A;ABj) = 0 per 7 = 1,2,...,n, mentre u(B,;) =
2,...,5. Inoltre, per j = 1 2 ,n, si ha p(A;) =

Se m(C) = {C1,Cs,...,C\}, si h.:l

A; N Gj = (At M Cj M Bg) U {(A? ﬂc‘j) \ BT}
sicché
p(AiNC;) =p(AinC;NB) +p|(AiNC)\ B =pu(A:NC;NB;).

Similmente

J[L(Bi ﬁCj) — pJ(A;',ﬁCj ﬁB{_)
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onde
;LAI’“%C w(A; NC,;
H(A|C) = Z,u €)Y log M4 0C)
1=1

1 (Cy)

_ | w(A;NC;NB;) op 1 (A; NC; N By)
- Z; C)Z 1 (C5) | p(C5)

1=1

B ““Zﬂr(c z ﬂ(f(gc ) lﬂgﬁ(fzg}?}) _ H(B ‘ C)

poiché si ha 0 < pu(B;NC;) < p(B;)=0peri=n+1,n+2,...,s

La dimostrazione della (c) e del tutto analoga. [ ]

TEOREMA 2.2. Siano A, B e C sotto—-tribid finite dv F. Valgono le proprieta

(a) (additivita condizionata forte)
HAVB|C)=HA|CO)+H(B|AVC(C);

) (additivita forte) H(AV B) = H(A)+ H (B | A);
(c) HLA|C) < H(B|C) se A C B;
(d) H(A) < H(B) se A C B;
(e)
(

(b

) H(A|B)> H(A|C) se BCC;

) H(A|C) < H(A);
(g) (subadditivita condizionata) H(AVB|C) < H(A|C)+ H(B|C);
(h) (subadditivita) H (AV B) < H(A) + H (B).

DIMOSTRAZIONE. (a) Si considerino le partizioni generate dalle sotto—tribu

A, BeC,
W(A) — {A1?A2! - - ':-An}: TT(B) — {Bl*.rB?: . - *:-Bs}
7(C) = {C1,Cs, ..., C\}.

Non e restrittivo supporre che tutti gli atomi abbiano probabilita stretta-
mente positiva.

See u(A; NCk) >0 si ha
7 (A; N B; N Ck) uw(A; N B;NCy) u(A;NCy)
i (Ck) i (A; N Cy) p(Cr)

Se, invece, ¢ p(A; NCg) = 0, si ha anche u(A4; N B; NCy) = 0 sicché i
termini corrispondenti non compaiono nella somma che definisce

H(AV B|C);
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pertanto

H(AVB|C)= Z,u,(A NB; NCy) lmg p(AiNB; 0 C)

AiﬁCt
— Z ﬂa(Ag‘ M B; ﬁCﬁ-_) 10g Ju( A)
i5.k H(CR)
p{A; NCy)
=H(B|AVC) 1(A; NCL) lo
(B | Zﬁ( ) log L (C)

:H(A[CHH(BMM).

La (b) si ottiene dalla (a) prendendo C = N

(¢) Poiché AVB=DBse AC B, la(a)da
HB|C)=H(AVB|C)=HA|C)+H(B|AvVC)>H(A|C).

La (d) scende prendendo C = N nella (c).

(e) Si ponga

u (B NCy) vy = HAi O Ck),
p(Bj) | p(Cr)

f =

poiché gli o, definiscono una legge di probabilita e la funzione ¢(t) := t logt
& convessa, sl ha

T 4 r T
E X} Tl 1(){.{;:{:;{_ E ] E XL Tk >10g< E X} ’Lk}
k=1

L.ﬁiul h.k.':}. (24)
s (AN B.:s) log (4i N B;)
© (Bj) . (B;)

Infatti, poiché B C C, ogni insieme B; puo essere scritto nella forma
B; = Uner; Cjny,

ove I; e un opportuno insieme finito di di indici e gli insiemi che compaiono
nell'unione sono disgiunti. Pertanto

uw(A; NCr) p( B N Cy) u(A; NCr)
Z 1 (Ch) Z 1 (Cr) 5&,;(&) © (Chk)

= Z [ (Ai 2 Cj(h}) = p(A; N Bj).

ILEIJ'
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Moltiplicando la (2.4) par u (B;) e sommando su ¢ e j si ottiene

u(A; N Bj)
nw(A; N B;) log
2 (4N By) los = 5
1 (A; N Ck) p (A 0 Cy)

< (B N Cy log

2__“ ’ ) i (Ck) T p(C)
w(A; N Cx)

;#( ) log i (Ck)

vale a dire
—H(A|B) < —H(A|C),

onde 1’asserto.
La (f) segue prendendo B = N

(g) Si usino la (a) e la (e), poiché C C AV C,
HAVB|C)=HA|C)+HB|AVC)<H(A|C)+H(B]|C).

(h) Si ponga C = N nella (g). ]

Nel prossimo teorema compaiono le trasformazioni che conservano la misura.

TEOREMA 2.3. Se T conserva la misura su (2, F, n), allora

(a) H(T-'A|T-'B) = H(A| B);
(b) H (T-' A) = H(A).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, poiché I’ conserva la misura, s1 ha
7 (T‘l ANnT—! B) = u(ANB).

TEOREMA 2.4. Per due sotto-tribu finite A e B di F le sequenti affer-
maztoni sono equivalenti:

(a) A C B;
(b) H(A|B) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Si considerino le partizioni generate da A e da B rispet-
tivamente,

?T(A) — {AI:AZ-: . ---:Aﬂ.} € W(B) = {BlaB’E: . '15%}*.
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Non e restrittivo supporre che tutti gli insiemi di tali partizioni abbiano
probabilita non nulla.

(a) = (b) L’ipotesi dice che, per ogni coppia di indici, 7 e k, &
u(A;NBg) =0 oppure pu(A; N By) = pu(B),
sicché H(A | B) = 0.

(b) = (a) Ogni termine della somma. che definisce H (A | B) & nullo, sicché,

per ogni coppia di indici, 7 e k, si ha

u(A; N By)
i (Bi)

pertanto si ha o u(A; N Byx) = 0 oppure p(A; N Bk) = p(Bg), cio che

significa A C B.

pu(Aj N By) log

TEOREMA 2.5. Per due sotto-tribu finite A e B di F le sequenti affer-
mazioni sono equivalenti.

(a) A e B sono indipendenti, nel senso che u(ANB) = u(A) u(B) per ogni
scelta di A mm A e di B in B;
(b) H(A|B)=H(A).

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b) Segue immediatamente dalla definizione di
entropia condizionata.

(b) == (a) L'eguaglianza supposta vera per ipotesi significa

“ 1 (A; N By &
—y: y:y,(AjﬁBk.) l{}g'f (4; k) = -—Z,u, (A;) logu(A;).

7=1 k=1 H (Bk> j=1
Struttando la concavita della funzione |0,1] 3 ¢t — @(t) := —t logt, si ha,
per ogni indice 7 € {1,2,...,n},
i L A:N B;:
— Y u(A; N By) log ( B ) < —1(A;) logp (A;)
i (Bk)

k=1

con eguaglianza solo se il rapporto u(A; N By) /u (By) non dipende da k.
Dunque tale rapporto & costante rispetto a k,
pA;NB) _
p(By)

Dall’eguaglianza p (A; N By) = o p (By) si ottiene sommando su k

aj = p(4y),
sicché p (A; N Br) = n(A;) pu(By) e cio basta a dare Dasserto.
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TEOREMA 2.6. Si consideri l'insieme P di tutte le sotto—tribu finite di F e
[insteme quoziente

P = P/ =
(in P si identificano due sotto—tribi finite A e B di F se A = B). Posto
d(A,B):=H(A|B)+ H(B | A),

la coppia (P,d) e uno spazio metrico.

DIMOSTRAZIONE. E noto che d(A, B) > 0; il segno d’eguaglianza vale se,
e solo se, A = B. Inoltre la simmetria vale per definizione. Infine, se C &
un’altra sotto—tribu finita di F, &

HA|C)<H(AVB|C)=H(B|C)+H(A|BVC) <H(B|C)+H(A|B);
similmente si ha H(C | A) < H(B|.A) + H(C | B) che insieme danno
d(A,C) < d(A, B) +d(B,C),

cioe la diseguaglianza triangolare.

Il seguente lemma di analisi matematica elementare € necessario per poter
definire l’entropia di una trasformazione che conserva la misura.

LEMMA 2.1. Sia {a,, : n € N} una successione di numeri reali positivi tale
che, per ogni scelta di due naturali n e m,

An+m i: Ay, + Ay -

Allora, la successione {a,/n} ammette limite e risulta

: Un . Uq
lim — = inf —. (2.5)
n——+oc 1 nelN n

DIMOSTRAZIONE. QQuali che siano 1 numeri naturali £ e n si ha

Qkn = A(k—1)n+n < A(k—1)n +ap < - < kay.

E—

Fissato n € N si ponga, per ogni j > n, 7 =kn+1con 0 <7 < n. Allora

a; a : a;  Qkn a; ka, a; QA
i kn-+i - kn < 2 | n _ i | T

kn kn n

7 kn+1i ~ kn  kn ~ kn
Si faccia tendere 7 a +o0; allora anche k tende a 400, sicché si ha

. Qg An
limsup =2 < —
n—+toc J (L

e, di qui
: a : An
111:11&5.11]‘::—:’r < inf —.

n—-4oo ] nelN 1
Poiché, d’altro canto,

liminf =L > inf —,
n—+0oo j nelN N
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segue l’asserto.

La definizione di entropia di una trastormazione che conserva la misura si
basa sul seguente

TEOREMA 2.7. Stano T wuna trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (€2, F, u) e A una sotto—tribid finita di F; allora esiste
il limate

1 71— 1
lim — H \/ T 1A
n—4+o0 71
3=0
DIMOSTRAZIONE. Posto
11—1
a, = H \/ T—7 A1),
3=0

si controlla immediatamente, in virtu della (h) del Teorema 2.2 e della (b)
del Teorema 2.3, che e verificata la (2.5). L’asserto € ora una conseguenza
immediata del Lemma 2.1.

DEFINIZIONE 2.4. Dati uno spazio di probabilita (€2, F, 1) e una trasfor-
mazione 1’ che conserva la misura si chiama entropia di T rispetto alla
sotto—tribd finita A di F il limite

T—1

h(T,A) := lim 1y \/ T77 A

n——+0C T v
7=0

Si dice, invece, entropia di T

h(T) :=sup{h(T, A): Ac P}.

La dimostrazione della seguente proposizione ¢ immediata.

LEMMA 2.2. Valgono le proprieta

(a) per ogni sotto-tribu finita A di F, h(T, A) > 0;
(b) h(T) > 0.

L’introduzione dell’entropia nella Teoria ergodica ¢ motivata dal seguente

TEOREMA 2.8. L’entropia € un invariante per coniugio (e, quindi, per
isomorfismo).
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DIMOSTRAZIONE. Siano (€21, F1, p1) € (£29, Fo, p2) due spazl di probabilita
e 17 e 15 due trasformazioni, ciascuna delle quali conserva la misura sullo
spazio con lo stesso indice. 51 supponga che 71} e T3 siano coniugate. Es-

iste allora un leIIIlDIﬁbIIIG b : (Fz o) — (.}7-_1, p1) di algebre di misura

tale che 'ZDI T 1®. Sia As una sotto—tribi finita di Fs e sia wo 1=
{Aq, Ao, .. A } la partizione che A; genera. Siscelgano insiemi By, Bs,....
B in 111{}(;1{} r:he my = {B1, Ba, ..., By} sia una partizione misurabile di 2, e
che risulti B? = ®(A, i) (=1, 2 ...... . $). Sia A; la sotto-tribi finita generata
dalla partizione 7. OIEL

n—1 n—1

—1 ~1
1 m Iy By | = k2 m Iy~ Agg)
= =0

ove k(j) € {1,1,..., s}, poiché

n—1 =~ n—1
3| N (L7 4) | =2 ) T Ay
=0 _ j=0
n—1 1n—1 |
-N oT;? Ay = () T @ (Awey)
=0
n—1 L n—1 _ ~
=) 777 By = [ ) (Tfj Bk(j})
4 =() =0

Di conseguenza, si ha

1n—1 n—1
\/ T77 A | = \/ Ty 7 A
§=0 j=

che implica (17, A1) = h(13, Az), che, a sua volta implica h(T7) > h(T3).
Per simmetria, si ottiene h(77) < h(T3%) e, quindi A(Ty) = h(T3).

3. Le proprieta dell’entropia di una trasformazione

TEOREMA 3.1. Stano (2, F, ) uno spazio di probabilita, T wuna trasfor-
mazione che conserva la misura e A e B sotto-tribu finite di F. Allora

(a) 0 < h(T, A) < H(A);

(b) h(T, AV B) < h(T, A) + h(T, B);
(c) h(T, A) < h(T,B) se AC B;

(d) h(T, A) < h(T,B) + H(A| B).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha

n—1 1n—1
—H \/ T77 A f::EZH ZH (A).
j=0 7=0 J=0

Per la (b) &

n—1 n—1
H|\/T7 (AvB)| =H|\/ (T77AVTB)
] . | =0 1
i n—1 n—1 ]
<H \/ T7 AN |V TB
3=0 j=0
nn—1 n—1
<H|\/T7A|+H|\/ T8
7=0 7=0

(¢) Dall’inclusione A C B scende V;:lT_j A C v;”:—ulT_j B di modo che il
risultato segue dalla (d) del teorema 2.2.

Infine, per quanto rigua,rda la (d), si ha

—

n—1 n—1 n—1
T7A| <H T A T8
V \/ ViV
j=0 j=0 |
n—1 (-1 n—1 |
<H|\/T7B|+H||\VT7A|||VT7B]|;
=0 -\ J=0 7=0 ]

ma, per la subadditivita condizionata risulta

n—1 n—1 Ti—1 [ n—1
H \/{}T 7 A \/{}T*jB gzlﬂ T A (\/T *“B)
J= = J= L

T — 71— 1

f:.:ZH TA|TB) =) H(A|B)=nH(A|B),

onde
n—1 n—1
\/T"’jA < H \/T‘jb’ +nH(A| B);
7=0 3=0

di qui scende 1’asserto.



TEOREMA 3.2. Se, nelle tpotesi del Teorema precedente, la trasformazione

1 e anche mvertibile, st ha, per ogni m € N,

Tr

T, A)=h|T, \/ T;A

j=-m

DIMOSTRAZIONE. Dalla definizione di h segue

k—1
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o

TrL 1 TrL
h{T, v T77A]l = lim — H \/ T \/ T 'A
, k— 400 k’ _ _
J=—1T 4= rT=—"m
1 m4-k—1
— lim - H \/ T3 A
k—+oo k |
Je=—m
D’altra parte, risulta
m+k—1 [ m—1 m-+k—1
(" roa)=n |V roa)y [V s
j=—m j=—m j=m
m+k—1 ] 11— 1 m+k—1
— H \/ T 3IA| +H \/ T—7 A \/ T A
=1 j=—m j=m
] h—1 | i m—1 m+k—1
—H |T7—™ \/ T7A||+H || \/ T7A
i 7=0 } | \J=—m ] =m
k-1 i m—1 m=4k—1
—H \/f“m + H \/ T A
3=0 Jj==—1m J=m
Per concludere la dimostrazione bastera far vedere che
1 ] 1y — 1 m-+k—1 1
lim = H \/ T A \/ T7A|| =
k—+o00 k

j=—m

La (f) del Teorema 2.2 da

H

{}':il
~ k

ma quest ' ultima espressione tende a zero la tendere di k£ a +o0.

m—1

\V/ T774

J=—m

V

m+k—1

j=m

j=m

T7A]| <

Vi e una maniera alternativa di definire I’entropia.

1
k

m—1
H| \/] T7A],

J=—m

-

el
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TEOREMA 3.3. Siano T wuna trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F, P) e A una sotto—tribu finita di F; allora

T, A)= lim H|A \/T_"‘iA . (3.1)

TL— 400

7=1

o p—

DIMOSTRAZIONE. Poiché si ha, ovviamente,

T n+1
VT 7AC\/ T A,
7=1 j=1
scende dalla (e) del Teorema 2.2 che
I Tl | | I n+1 _ ]
H|A|\/T7A| >2H|A|\/T7 A
- ‘?:1 - L '?:1 -

di modo che il limite che compare nella (3.1) esiste finito.

Si mostrera per induzione che

r—1 11—1 7
H{ \/T7A|=HA+> H|A\/TA]|. (3.2)
3=0 =1 _ =1 -

(Questa € senz’altro vera per n = 2, giacché, in questo caso coincide con la
(b) del Teorema 2.2. Si supponga, percio la (3.2) vera per r € N con n > 2;
allora, in virtu dell’ipotesi d’induzione, si ha, per r + 1,

r r—1
H{ \/T7A|=H|| \JT7A|VA
j=0 |\ j=1 i

[ ..

=H| \/T7A|+H|A \T/T‘fﬁ
\j=1 ' i=1 i
r—1 i r il
=H| \/T7A|+H|A|\/T A
J=0 L =1 i
r—1 i J ) i r ]
=HA) +) H|AI\/T A|+H|A|\/T A
7=1 _ =1 _ _ 1=1 i

T J
=HA)+) H|A|\/T A

=1 =1

sicché la (3.2) e dimostrata. Si divida ora la (3.2) per n e se ne consideri
il limite per n — +00. Poiché il limite nel senso di CESARO coincide con il
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limite ordinario per una successione convergente, il secondo membro tende
al secondo membro della (3.1), mentre il primo mebro tende, per definizione,

a h(T, A).

COROLLARIO 3.1. La successione

r

\

tende decrescendo a h(1, A).

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla (3.2) che

n—1 n -1 7 ]
H{\/T7A)|=HA)+> H|A|\/T A
=0 j=1 i=1 i

e

— — =t —

n-—1 n—1
>H|Al| VT7A] | +(n-1D)H|A|| /T 7 A
i j:{} A i Jzﬂ _
] n—1 |
—nH | A \/ T-7 A
- :'I-:D —
Pertanto
i—1 [ T2 | re—1
n{H{ \/T7A|+H|A\/T7A| <+ 1)H| \/T7 A
i=0 L |g=l i =
e, quindi,
TL 7L ‘ [ TL |
n H \/T_JA =n < H \/T_JA +HI A \/T"JA
=0 j=1 I =1 |
1t—1 i 1 )
=nSH| \/T7A|+H|A\/T7A
7=0 i 71=1 |
—1
<(n+1)H \/T"jf-l ,.
j=
onde -
] n—1 1 11
- | ~ —J
~H '\/UT Al > - — H \/{JT A
?: j:

che conclude la dimostrazione.




08 Carlo Sempi

4. Il teorema di Kolmogorov—Sinai

TEOREMA 4.1. Sitano m un numero naturale e T' una trasformazione che
conserva la misura sullo spazio di probabilita (€2, F, 1), risulta

h(T™) =mh(T).

Se, wnoltre, la trasformazione T' é anche invertibile, allora, per ogni m € Z,
é

h(T™) = |m| h(T).

DIMOSTRAZIONE. Sidimostrera dapprima che, se A € una sotto—tribu finita
di F, &

m—1
h|T™, \/ T77A| =mh(T,A). (4.1)
j=0
Infatti
1 i k—1 m—1 | m km—1
. - — 1M ) — o —J
Jm HIVT V TPAN = lim SO H | T A
i =10 7=0 | 7=0
=mh(T,A).
Scende dalla (4.1) che
m—1
mh(T) = m sup{h(T,A): A€ P}t =sup{ h | T, \/ T7A|l:AeP
=0

<sup{h(T™,B):Be P} =h(T™),
vale a dire
mh(l) < (™).
D’altra parte, per la (c) del Teorema 3.1, &

m—1
h(T™, A) <h T, \/ T7 A =mh(T, A),

7=0
onde
h(I™) < mh(T)

che dimostra 1’asserto.

Si supponga ora che T sia anche invertibile. In virtd di quanto precede,
basta dimostrare che h (T'~') = h(T), e, a tal fine basta dimostrare che,
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per ogni sotto—tribd finita A di F, si ha h(T, A) = h (T~1, A). Ora, poiché
T' & invertibile, il Teorema 2.3 (b) assicura che sia

ni—1 n—1 7p—1
H \/ TiA| =H |7~ \/ TiA|| =H \/ T3 A
j=0 I =0 | §=0

che conclude la dimostrazione.

Siamo ora in grado di provare il teorema d’approssimazione che servira per
stabilire I'importante teorema di KOLMOGOROV-SINAI

TEOREMA 4.2. Swano (2, F, u) uno spazio di probabilita, A un’algebra di F

esiste una sotto—tribd finita Ce di A tale che

H(C.|B)+H(B|C)<e. (4.2)

DIMOSTRAZIONE. Non e restrittivo supporre che tutti gli insiemi della par-
tizione generata da B,

TT(B) = {Bh BQ, « e B;}
abbiano probabilita strettamente positiva, p(B;) > 0. Infatti, se fosse
u(Bj;) >0per j=1,2,...,s, mentre u(B;) =0per j =s+1,s+2,...,7,
per la sotto—tribu B’ generata dalla partizione {Bh Bs,...,Bs_1q, UE:,qBj}
si avrebbe
H (B |C)=H(B|C:) € H(C.|B)=HI(C.|B).

In virta della continuita della funzione ¢ : [0, 1] — R definita da ¢(x) :=
—z logz se x € )0, 1] e da ¢(0) := 0, esiste dg € |0, 1] tale che

—

.

plx) <

27
se x appartiene a [0,9dp| U [1 — dg,1]. Il primo passo della dimostrazione
consiste nel dimostrare che se una partizione m = {C1,Cy, ..., C,} soddisfa

alle diseguaglianze

- w(Bi) .
pu(B;AC;) <6 :=min {ég 1 Bi) L f = LQ,....}?‘} (j=1,2,...,7),

(4.3)
allora risulta, se C. = F(7),
£

H(B|C:) < 5" (4.4)

Infatti, se la partizione 7 soddisfa alla (4.3), si ha
p(Bj) = p(B; \ Cj) + p(B; NCj) < p(B;ACH) + pn(C;)

'H(QB:’F) Fu(C5),

<d+u(C)) <
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relazione che da p (B;) < 2 u(C;) e, quindi,
p(Cj) — p(B; NCj) < p(B;ACH) <6 < dop(Cy).

Percio
pn(B; NCy) - .
u(B; | C;) = >1—9 (j=1,2,...,7),
J ¥ .IL(CJ) 0
onde
, -
H(B|C)=-> p(Cj) Y n(Bj|Cj)logu(Bj|Cy)
j=1 k=1
T T E‘

dalla diseguaglianza piu forte

5 |
1 (B;ACS) < f min{p(B;):i=1,2,...,r}  (i=1,2,...,r). (4.5)

Ma, se vale la (4.5), risulta

n(B;ACy) < & (fj)

e, quindi,

w(B;) = p(B; \ Cj)+u(B; N Cy) < p(BjAC)+p(Cy) < & (fj) Fu (C)
onde
u(Cj) > 5 u(B;).
Infine da quest’ultima diseguaglianza e dalla (4.5) si ha
n(B;AC)H) < %9% min {u((C5) : j=1,2,...,7}
< (52_n min{u((C;) : 3 =1,2,...,7}
e, quindi, come sopra segue che
H(C.|B) < <.

2

Per concludere la dimostrazione bastera far vedere che si puo scegliere C}
in A in modo tale che sia u(C;) >0 e

0 . .
u(B;AC;) < -f min{p((B;):3=12,...,r} =7 (4.6)
Si scelga A > 0 in modo che sia 2A(r — 1){1 +r(r — 1)} < 7. Per ogni
indice j si scelga un insieme A; in A in modo che sia y (A4;AB;) < A. Ora
se k #£ 7, €
Aj a2 Ak C (AJ&BJ) U (AL&B,L;)
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onde p (A; N Ag) < 2. Posto
N = Ug-£4 (A}. M Ak) :,
s1 ha
w(N) <2Ar(r—1).
Sia ponga, ora, Cj=Bj\Nperj=12,....r—1eC, := (U;;%Cj)ﬁ.,
sicché 7’ := {C,C5,...,C,} & una partizione finita di € in insiemidi .A.

B_:_;ﬁcj; C (A,,&B?) U N,

onde
w(B;AC)) <2A[1+7r(r—-1)] <,
mentre
B.AC, C UiZ] (B;ACY),
onde

p(BAC) <2A(r—=1)[1+r(r—1)] < T

Poiché la (4.6) e verificata, la dimostrazione e conclusa.

Se {A,, : n € N} e una successione di algebre contenute in F si indichera
con V,enAy, 'algebra generata dalla successione data.

COROLLARIO 4.1. Sia { A, : n € N} una successione crescente, A, C A,+1
di algebre finite contenute in F, tale che B C VnEN A,.; allora

lim H(B|A,) =0.

n—-4oc

DIMOSTRAZIONE. Si ponga A := UpenAjy; allora, A & un’algebra e, per
ipotesi, e

BC F(A).
Per il Teorema 4.2, assegnato arbitrariamente € > 0, esiste una sotto—tribu
finita C. di A tale che H (B | C.) < €. Poiché C. & un’algebra finita, esiste
no € N tale che C; C A,,,, onde, per n > ng, si ha

H(B|A) < H(B|Ay) < H(B|C) <e,

cioe 1’asserto.

Siamo ora pronti alla dimostrazione del fondamentale

TEOREMA 4.3 (Teorema di KOLMOGOROV—SINAI). Siano T una trasfor-

mazione invertibile che conserva la misura sullo spazio di probabilita (2, F, u)
e A una sotto—tribu finita di F tale che

\/ T"A=F.
nes

Allora h(T) = h(T, A).
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DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che, per ogni sotto—tribu finita 5 di F,
si ha

h(T,B) < h(T,.A). (4.7)
Ora

h(T,B)<h|T, \] T"A|+H|B| \/] T'A

1==1 F=—"

=T, A)+H|[B| \/] T'A|,

ove abbiamo fatto uso della (d) del Teorema 3.1 e, quindi, del Teorema 3.2.
Posto

A, = \ﬂ/ T7 A,

]1=—n

risulta A,, C A, 41 e, per ipotesi, B C VpenAn, sicché
lim H(B| A, =0

TL=r = O

per il corollario 4.1. La (4.7) € cosi completamente dimostrata. L]

Se la trasformazione T non e necessariamente invertibile, vale il seguente
analogo del Teorema di KOLMOGOROV—SINALI.

TEOREMA 4.4. Stano T una trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F, i) ed A una sotto—tribu finita di F tale che

\/ TT"A=F.

T}.EZ+

Allora h(T) = h(T, A).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione e simile a quella del teorema di KOL-
MOGOROV—SINAI. Si ha, per ogni n € N,

h(T,A)=h|T, n'\/l’r—:u:l . (4.8)
Jj=0
Infatti
n-1 | . [ k—1 Vi ]
h TTJS;/GT I A = lim - H S\z/UT s j\:/ﬂT I A
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1T a
_:[:.'—] n—1 i n4+k—2
HI \/T? | \/T7A||=H| \J] T7A
i = 7= A 1=0U
i n—2 n+4+k—2 i
=H|| \/T7A|\/| V T7A
i 7=0 17=n—1 .,
n-k—2 i n—2
=H| \/ T7A|+H|| \JT7A
j=n—1 -\ =0
k—1 [ n—2
=H|\/T7A|+H|| \/T7A
7=0 \ 7=0
Siccome si ha
1 i n—2 n+k—2 ] 1 7L—2
EH J'\=.-/T A ?=Y—1T e EEH J!:]

103
n+k—2 |
VESE
j=n—1
n+k—2 |
VESE
j=n—1
T77 A s 0,
k—+o0

la (4.8) ¢ dimostrata. Come nel Teorema di KOLMOGOROV—SINAI basta
provare che, per ogni sotto—tribu finita B di F, vale la (4.7). In virta della

(4.8) si ha

WT,B)<h|{T,\/ T A|+H

7=0

=h(T,A)+H | B

B

\n/ T~ A
3=0

e la tesi segue come nel teorema precedente.

| \n/ T7 A
§=0

COROLLARIO 4.2. Sia T una trasformazione invertibile che conserva la
masure sullo spazio di probabilita (2, F, ) e sia A una sotto—tribiu finita

di F tale che

Allora h(T)

Cemmsans

DIMOSTRAZIONE. Per 1 Teoremi 4.4 e 3.3 risul

h(T') = h(T,A)

0.

V T

nedy

e
—_—

lim H

T— =400

“ALF

A
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Ma,
\/ T-"A=TF = F.

neN
Posto

A, = \”/ T A,
j=1

la successione {A,, : n € N} e crescente, A, C A,+1 per ognin € N e si ha

onde

e, quindi, h(7T) = 0.

TEOREMA 4.5. Siano T wuna trasformazione che conserva la misura sul-
lo spazio di probabilita (Q, F,u) e A una sotto-tribi finita di F tale che

F(A) = F. Allora
h(T) =sup{h(T,B): BeP, BC A}. (4.9)

DIMOSTRAZIONE. Poiché I’entropia h(7T') maggiora il secondo membro della
(4.9), per stabilire la (4.9) basta far vedere che

h(T) <sup{h(T,B): BeP, BC A}. (4.10)

Fissato arbitrariamente € > 0, sia C una sotto-tribu finita di F. Per il
Teorema 4.2 esiste un’altra sotto—tribu finita di F, sia essa B, con B, C A,
tale che H (C | B;) < ¢, sicché

h(T,C) < h(T,B.) + H (C | B.) < h(T,B.) +e,

e, percio

h(T,C) <e+sup{H(T,B): BeP, BC A},

dalla quale scende la (4.10), per 'arbitrarieta di «.

TEOREMA 4.6. Siano 1T una trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F,u) e { A, : n € N} una successione crescente,
A, C A,+1 per ogni n € N di sotto-tribu finite di F tale che

\V A, = F.

neEN
Allora
h(T)= lim A(T,A,). (4.11)

TE— 00



Introduzione alla Teoria Ergodica 105

DIMOSTRAZIONE. Si sa che la successione {h(T, A,) :n € N} e anch’essa
crescente, di modo che il limite che compare nella (4.11) esiste. Posto A :=
UneNnAp, risulta, per ipotesi,

F(A) = F.

Se B & una sotto—tribu finita di F contenuta in A, essa sara contenuta in
una sotto—tribu della successione, B C A,, per un opportuno indice ny.
Percio

h(T,B) < h(T,Ay,,)

e, quindi,
h(T) < lim h(T,A,).

7Y~ OO

Poiché la diseguglianza inversa € ovvia, cio stabilisce la (4.11).

TEOREMA 4.7. Siano 1 e 15 due trasformazioni che conservano la misura
sugli spazi di probabilita (Qy, F1, 1) e (Qa, Fo, u2) rispettivamente. Allora

h(Ty x Ty) = h(T1) + h (Ts). (4.12)

DIMOSTRAZIONE. Se A; e A5 sono sotto—tribu finite rispettivamente di F;
e di Fo, allora si consideri A; x Ay := {A; X Ay : A; € A1, Ay € A3} che
& una sotto—triba finita di F; X F2 che genera la partizione

T («41 X ./42) = {Al X Ag : Ay E W(Al), As € ‘I-'I'(.Az)} :

Sia 7y un’algebra formata dalle unioni finite di rettangoli “misurabili”, vale
a dire dalle unioni finite di rettangoli A; x Ay con Ay € F; eAs € F5. Ma
allora F (7Ty) = F1 X F» e, per il Teorema 4.5, &

h(Ty x Ty) = sup {h (T} x T5,C) : C C 7y sotto—tribi finita di F; x Fo}

Se C C 7y ¢ finita, si possono trovare due sotto—tribu finite A; di F; e As
di F5 tali che C C A; x Az, onde

h(Tl X Tz) = Sup {h (Tl X Tz,.A1 X Az)}
ove I’estremo superiore si intende calcolato sopra le sotto-tribu finite A; di

Fy (G=1,2).

Ora, se A1, e Az sono insiemi che appartengono rispettivamente alle
partizioni
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s1 ha

n—1
H|\/ (Ty xTy)™7 (A x A)

j=0

i n—1 n—1 i
=H|| V77 A x|V T7 A
7=0 | J=0 i

= =3 (11 ® 2) (A1 X Ags) log (11 @ i) (A1, X Az)

== (A1) p2(Az,) logpa (A1r) pa (Azs)

— — Z Ha (A].,T) lﬂg H1 (Al,-r) - Z 2 (A2,3) lﬂg 2 ('A‘z}-ﬁ')

n—1

12—1
= H V Tlu_j A1 | +H V Tg_j Ao
=0 1 =()

Percio h (Ty x T, A; X A2) = h (11, A1)+ h (13, As), da cui segue 1’asserto.

5. Esempi di calcolo dell’entropia

ESEMPIO 5.1. L’identita [ su €2, I w = w per ogni w € {1, ha entropia nulla,
h(I) = 0. Infatti &
1
h(T,A) = lim — H(A)=0.

T =400 1

Si osservi che, se T & periodica di periodo k, T% = I, allora h (T%) = 0.
Infatti il Teorema 4.1 da

kh(T) = h(T*) = h(I) = 0.

ESEMPIO 5.2. Le rotazioni 7, 2 = a2 (a € K) della circonferenza unitaria
in C hanno entropia nulla, h (7,) = 0.

Se {a™ : n € Z} non & densa in K, vale a dire se a € una radice dell’unita, per
la quale esiste, quindi un naturale k tale che a* = 1, allora T z = a* z = z,
sicché h (1,) = 0, dall’esempio precedente.

Si supponga, invece, che {a" : n € Z} sia densa in IC; allora & densa 'orbita
{a™™ : n € N}. Si consideri la partizione di K data 7 := {4, A2} dove

Ay = {2 €(0,1/2[} e Ap:={e™:z€[1/2,1[}
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sono rispettivamente le semicirconierenze unitarie superiore e inferiore. Per
ognin € N, T, "m ¢ composto dalle due semicirconferenze con punti miniziali
ina™" e —a™". Poiché {a™" : n € N} e densa in K, ogni semicirconferenza
appartiene a Vyez, T, (7). Di conseguenza ogni arco della circonferenza
unitaria appartiene a V,ez, T, "(m). Percio

B = V.uez_l_T{:”(?T).

In virtd del Corollario 4.2 cid implica h (T,) = 0.

ESEMPIO 5.3. La traslazione bilatera (pg, p1,...,pr_1) ha entropia data da
k—1

— > p; logp;. (5.1)
=0

Se si pone
A; = { {zn:n €4} : x :i}}
allora m := {Ag, A1, ..., Ax_1} costituisce una partizione di
Q=1{0,1,....,k—1}2.

Sia A = A(m) 'algebra generata da w. Per definizione della tribi prodotto
B, si ha

\/ T"A=B.

ned
Il Teorema di KOLMOGOROV—-SINAI 4.3 da

1
A(T) = h(T,A) = lim —H(AVTTIAV.-.vT~ (" 4).
N—-1+0C T}

Gli elementi della partizione 7 (AVT 1AV ---V T""{”""UA) hanno la for-
ma.

A?:_(“} M T_lAf_.;(I} -1 T_{”_UA,,:(.”_”
= {{:IIH} cxo =1(0),x1 =(1),...,Tpn_1 = i(n — 1)},
insieme che ha misura p;g) Pi(1) - - - Pi(n—1)- Percio

HAVT'AV-..vT~- =D »Q)

11— 1
S Z Pi(0) Pi(1) - - - Pi(n—1) log Pi(0)y Pi(1) - - - Pi(n—1)
i(0),i(1),...,i(n—1)=0
11— 1
= — Z Pi0) Pi(1) « - - Pi(n—1)X

i(0),i(1),....i(n—1)=0

X { ]Dgpi[g} + 1ngg(1j + -t 1ng1i.(-n.—1}}

n—1

= —n ij log p, .
i=0

Di qui scende la (5.1).
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Si noti che la traslazione bilatera (1/2,1/2) ha entropia eguale a log 2, men-
tre I'entropia della traslazione bilatera (1/3,1/3,1/3) ¢ log 3, sicché queste
due traslazioni non sono coniugate.

ESEMPIO 5.4. Lo stesso ragionamento dell’esempio precedente, con la sos-
tituzione del Teorema 4.4 al Teorema 4.3, porta a stabilire che ’entropia
della traslazione unilatera (pg, p1,--.,Px—1) € ancora data dalla

k—1
- > pjlogp;.
i=0

ESEMPIO 5.5. (entropia della traslazione markoviana bilatera —(p,II)). Si
ricordi la notazione dell’Esempio 3.8 e, come nell’esempio precedente, si
ponga

A; ::{{:t?lanZ}:;I:U:i}.
Adesso 'elemento tipico della partizione 7 (.A VT lAvV...v T‘{'”_I)A) ha,
misura eguale a p;0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n)s Sicché

HAVT'AV.-.-v T~ (=D Q)
k—1

— Pi(0) Pi(0)i(1) « » - Pi(n—1)i(n) ¥
i(0),2(1),....i(n—1)=0
X log {pi([l) Pi(0)i(1) - - *pi‘.(n—ljz'{n)}
k—1
o Z Pi(0) Pi(0)i(1) « - - Pi(n—1)i(n) X
i(0),i(1),...,i{n—1)=0
X { log pi(o) + log pioyi(1y + - - - + 1031)1(?1—1)-5(-r;,)}
k—1
- Z Pi(0) Pi(0)i(1) -+ - Pi(n—1)i(n) lﬂgﬁ'x{u)
£(0),i(1),....i(n—1)=0
k—1
- Z Pi(0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n) lﬂgiﬂi(n) i(1) — - -
i(0),i(1),...,i(n—1)=0
k—1

— Z Pi(0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n) lﬂgp?:{ﬂ—'l}i(ﬂ)
i({]} i(1),...,i(n—1)=0

k k—1
— szi log p; —"HZPL Zpij ]Dgpij'

1=() 7=0

Ne consegue che 'entropia della traslazione markoviana bilatera —(p,I1) &

eguale a
k—1 -
- ps pr log pi;-
1=0 7=0



