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Prefazione
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CAPITOLO 1

I concetti fondamentali

1. Introduzione

Non e possibile introdurre la Teoria Ergodica senza fare cenno alle sue origini
fisiche.

La Teoria Ergodica rappresenta uno dei tentativi di spiegare le proprieta
termodinamiche dei sistemi macroscopici, vale a dire dei sistemi composti
da un numero di particelle almeno pari al numero di AVOGADRO, 6 x 1023.
La disciplina che vuole di fatto dimostrare i principi della termodinami-
ca come teoremi a partire dalle equazioni della dinamica e la Meccanica
Statistica. In particolare, la Meccanica Statistica vuole spiegare come il
comportamento irreversibile dei sistemi termodinamici, si pensi al secondo
principio della termodinamica, possa derivare dalle equazioni della dinamica
che sono reversibili. La letteratura scientifica dedicata alla meccanica sta-
tistica € veramente sterminata. Qui citiamo solo, per la termodinamica due
classici [16, 55| e [74], per la teoria cinetica ed il cosiddetto teorema H di
BOLTZMANN [12], per la meccanica statistica in generale [31, 62, 69]. Piu
specificamente per i fondamenti della meccanica statistica si pud consultare
il libro di GIBBS [22] come un modo di porre i fondamenti in maniera as-
sal distante da quella proposta dalla teoria ergodica. Per 'approccio alla
meccanica statistica attraverso la teoria ergodica si vedano [37] e [15]. An-
che i fisici che preferiscono ’approccio alla meccanica statistica basato sulla
teoria degli ensembles introdotto da GIBBS e EINSTEIN, si veda, per esem-
pio [23], ritengono tuttavia che la teoria ergodica abbia fornito importanti
contributi ai fondamenti della teoria fisica. |

Ricordiamo che, nella meccanica classica, lo stato di un sistema con n gradi
di liberta & descritto dalle n coordinate generalizzate ¢ = (q1,...,qn) € dai
loro momenti coniugati p = (p1,p2,...,pn). Ogni stato di tale sistema &
cosi rappresentato da un punto P di coordinate (g, p) in un sottoinsieme di
R?" detto spazio delle fasi. Il moto di tale punto rappresentativo, e, quindi,
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del sistema considerato, e retto dalle equazioni di HAMILTON

dg; OH dp; OH .
—s = ‘ — = —— ) =1,2,...,n).
dt Op; - dt dq; Y 20ees )

Qui H e la (funzione) Hamiltoniana del sistema, che & indipendente dal
tempo t e, di solito, si esprime come la somma dell’energia cinetica K (p)
e dell’energia potenziale V(q). Detto Py = (qg,po) lo stato iniziale del
sistema, la soluzione delle equazioni di HAMILTON determina lo stato del
sistema per istante ¢ > 0

(*’Jt:Pt) = 13 (G’Uﬁpu) .

Si ottiene pertanto un semigruppo {7} : t > 0} di trasformazioni,
Loyer =13 Ty,

sullo spazio delle fasi. Tale semigruppo di trasformazioni si dice flusso
hamiltoniano e gode della proprieta fondamentale espressa dal seguente
teorema.

TEOREMA 1.1 (di Liouville). Il flusso hamiltoniano {T;} conserva la misura
di LEBESGUE Asg,, nello spazio delle fast: se A e un sottoinsieme misurabile
dello spazio delle fasi si ha, per ognit > 0,

}‘2-11(-(4-) - AZTL (Tf A) .

Nel seguito ci occuperemo esclusivamente di trasformazioni che conservano
la misura, adottando pero uno schema nei gquali il tempo e discreto.

Se T": ) — ) & una trasformazione che conserva la misura, ’orbita {T7w :
n € Z} del punto w € 2 rappresenta la storia completa di tale punto. Se f
e una grandezza fhsica, passibile di misurazione, allora

fW), f(Tw),..., f(T"wW),...

sono 1 valori di f in istanti successivi. Nella meccanica statisitca di un
sistema composto da piu (molte) particelle nessuna misurazione e istantanea
(si pensi solo alle collisioni molecolari) sicché ogni misurazione non riguarda
1 valori 1stantanei, bensi una media temporale

-

che e solitamente molto difficile, se non impossibile, da calcolare a causa del-
la mancanza della soluzione esplicita delle equazioni di HAMILTON. L’ipotesi
ergodica consite nella possibilita di sostituire la media temporale

n—1
1

lim — Z f(T" w),

n—+o0c 1
j=0
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supposto che tale limite esista, con la media spaziale

/ fdu,
O

per la quale non occorrono le soluzioni dele equazioni del moto, ma basta
la conoscenza della “geometria” del sistema.

2. Trasformazioni che conservano la misura

DEFINIZIONE 2.1. Dati due spazi mensurali (£21, Fi, 1) e (8o, Fa, ti2), si
dice che una trasformazione 7" : {2y — (s

(i) € misurabile se appartiene alla triba F; l'immagine inversa medi-
ante T di ogni insieme di F,, vale a dire se ¢ T~! F, C Fj,oppure,
equivalentemente, se T-! A € F; per ogni insieme A di Fa:

(ii) conserva la misura se T & misurabile e g (T7'A) = ps(A) per ogni
insieme A € Fo.

Spesso si ha la situazione €2; = (29 = €2, si considerano cioe trasformazioni
di uno spazio {2 in sé; inoltre spesso tanto p1 quanto ps sono misure di
probabilita.

Per indicare una trasformazione che conserva la misura si potrebbe ricorrere
alla notazione, assai pesante, T' : (§21, F1, 1) — (Lo, Fo, uo); tuttavia, ove
non sia possibile confusione tra le tribu e le misure in gloco, si scrivera
semplicemente T : {31 — s,

SeT : Q1 — Qe T : Qy — Qg conservano la misura (tra i rispettivi spazi),
altrettanto fa la trasformazione composta S =T o T : Q1 — 3 tra gli
spazi (£21, F1, 1) e (£23, F3, pug); infatti, se A & un insieme di F3 si ha

pr (ST1A) = (T o T) ™ Al = [(T 0 T'?) 4]

=m [T (Tﬁ_] A)| = M2 (T'=" A) = p3(A).

La definizione 2.1 ¢ in pratica di applicazione piuttosto difficile. Sono percio
utili i due teoremi che seguono e ai quali occorrera premettere un richiamo.
Ricordiamo che si chiama semi-anello una famiglia & di sottoinsiemi di un
insieme non vuoto €2 tale che

(i) 0 € S;
(ii) A, BeS = ANB €S (S e stabile rispetto all’intersezione);
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(i1i) per ogni coppia A e B di insiemi di S esistono insiemi disgiunti
E]_*E'Zj' ’ -:Eﬂ.

di § tali che

1=1

Ricordiamo (si veda, per esempio, [38, Theorem 1.4], che I'anello R(S)
generato dal semi-anello & € composto da tutti, e soli, gli insiemi E che
possono essere espressi come l'unione

e —— Tl .
E =U;_1 A, (2.1)
di un numero finito di insiemi disgiunti di S.

TEOREMA 2.1. Siano (£, Fi, p1) e (S, Fa, o) spazi mensurali, sia So un
semi—anello contenuto in Fo e sta T : )y — (o una trasformazione tale
che, per ogni insieme appartenente al semi-anello So, T~ ' E appartenga

alla tribu F, e tale che
(L1 (T‘l E) = us(E). (2.2)

Allora la (2.2) vale per tutti gli insiemi dell’anello Ry = Ry (S2) generato
dﬂ Sg .

DIMOSTRAZIONE. In virtd della (2.1), ogni insieme A di R si puo esprimere
come unione disgiunta di un numero finito di insiemi di S,

A= U}"’: 1B
Pertanto |

pr (T A) = py [T (VP By)] = (UF THE;) = ) (T E))
j=1

= Zﬂz (Ej) = po (Uj—1 E;) = p2(A),

7=1

che stabilisce l'asserto.

TEOREMA 2.2. Siano (1, F1, pu1) e (o, Fo, ua) spazi mensurali, sia As
un’algebra che genera la tribu Fo, Fo = F(Az) e sta T : €83 — 2o una
trasformazione tale che, per ogni insieme B di As,

(1) T-1Be R
(i) 1 (T B) = pa(B).

Allora T conserva la misura.
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DIMOSTRAZIONE. Si ponga
| C .= {AEFz :THIAEF;[,;H (T"I A) =,u,1(A)}

Da questa posizione segue che valgono le inclusioni A C C C Fs. Per
dimostrare che C = F5, bastera quindi dimostrare che vale I'inclusione Fy C
C. La dimostrazione sard conclusa quando si sard dimostrato che C & una
classe monotona; infatti, il teorema della classe monotona (si veda, per
esempio, (25, Theorem 6-B|) assicura che sia Fy C C.

3. Esempi

EsEMPIO 3.1. La trasformazione identita I : 2 — Q, Iw = w, per ogni
w € {2, ovvimante conserva la misura sullo spazio (2, F, u).

Prima di dare 1 prossimi esempi occorre richiamere le misura di HAAR. Per
le misura di HAAR si veda [48].

Sia G un gruppo topologico compatto; esiste allora una misura finita u
definita sui boreliani B(G) di G tale che, per ogni z € G e per ogni A € B(G),
sla |

p(x A) = p(A).

Se v e y sono due misure di HAAR definite su B(G), allora esiste una costante
¢ > 0 tale che v = cpu. Esiste, pertanto, un’unica misura di probabilita di
HAAR definita sullo spazio misurabile (G, B(G)).

EsemMpio 3.2. Sia K la circonferenza unitaria nel piano complesso, K =
{z € C:|z| = 1}, lasi doti della tribi di BOREL B e sia u la misura di HAAR
(normalizzata) su B. Fissato un elemento a di K, si definisca T, : K — K
mediante 7T, z := a z. poiché u ¢ la misura di HAAR si ha

n (T, A) = p(A)

per ogni boreliano A.

EseMPIO 3.3. (del quale I’esempio precedente & un caso particolare). Siano
G un gruppo topologico compatto ed a un elemento di G. AlloraT, : G —
(G definita da T, z := a z conserva la misura di HAAR (normalizzata).

EsSeMPIO 3.4. (del quale 'esempio precedente € un caso particolare). Siano
(G un gruppo topologico compatto e T' : G — (G un endomorfismo suri-
ettivo. Allora T' preserva la misura di HAAR normalizzata p. Infatti, si
definisca sui boreliani B(G) di G la misura di probabilita

v(A) :=pu(T™' A) (A € B(@)).
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Quale che sia x € G si ha, per E € B(G),

v(iTz-E)=pu [T_l (Tz-E)l=p(z-T7'E)=p(T™"E) =v(E).
Ma T’ e suriettiva e percio 'unicita della misura di HAAR da ’asserto.
ESEMPIO 3.5. Sia G un gruppo topologico compatto. Una trasformazione
affine A su G e definita da A(z) := a - T(z) ove a € un elemento dato di G
e T : G — G é un endomorfismo suriettivo di G in sé. La trasformazione

A, come composizione di due trasformazioni che conservano la misura di
HAAR conserva la misura di HAAR.

ESEMPIO 3.6. (La traslazione, shift, bilatera). Si consideri ’insieme finito
X :={0,1,...,k— 1} e sia p = (po,p1,--.,Pr—1) una legge di probabilita.
Naturalmente, qui e nel seguito supporremo, senza richiamarlo ogni volta,
che sia p; > 0 per ogni indice 7 € {0,1,...,k—1}. Sia

0:=]] X
n€Z
I’insieme X% di tutte le successioni doppiamente infinite di elementi di X,
Q={(..,Znyee, 1, T0s L1y XTp,...) Ly € X (NEZ)},
munito della tribu prodotto
B:=-PX)QPX)®-- - 9P(X)®....

S1 consideri ora la misura prodotto o definita sullo spazio misurabile (€2, B).
Si definisca la trasformazione T : 2 — () mediante

T ({zn}) = {yn : n € Z},

ove, per ogni n € 4, y,, := Tp41. La trasformazione 7T cosi definita conserva
la misura di tutti 1 cilindri misurabili e, quindi, di tutti le unioni finite e
disgiunte di cilindri misurabili; I'insieme di tali unioni costituisce un’algebra
sicché il Teorema 2.2 assicura che T’ conservi la misura.

ESEMPIO 3.7. Siano X e p come nell’esempio precedente e sia
(.= H X
n€Zy
I'insieme X4+ di tutte le successioni di elementi di X
() = {(:Hg,:]?l,...,&’:?h )i xpn€ X (ne Z)},
munito della tribu prodotto
B=PX)PX)® - - P(X)®....

Si consideri ora la misura prodotto u definita sullo spazio misurabile (€2, B).
Di nuovo, si definisca la trasformazione T : {2 — 2 mediante

T ({zn}) ={yn : n € Z},
ove, per ogni n € Zy, Yy, := Tnysi1. LO stesso ragionamento dell’esempio
precedente mostra che T’ conserva la misura; si osservi pero, che mentre
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la traslazione bilatera € invertibile, tale non e la traslazione unilatera. Si
osservi, inoltre, che se l’'insieme misurabile A & invariante, A = T~ ! A,
rispetto alla traslazione unilatera 7', allora si ha A =T A.

Infatti, sia w € T A; allora, T-'w € A = T~! A. Per definizione di 7!
si ha, quindi, TT 'w € A. Ma T'T~! = I (l'operatore identitd) sicché w
appartiene ad A. Dunque, TA C A. Orasiaw € A, ovvero,w =TT 1w e
A, sicché T7'w € T-' A = A, cioe T~ 'w appartiene ad T 4 = A, o,
ancora, w € T'A che significa A C T A. Le due inclusioni danno ’asserto.

Il viceversa non e vero, nel senso che esistono insiemi A periquali A=TA
senza che ess1 siano invarianti. Un tale insieme e dato da

A={(zz,...;2,...) ;2 € X}.

In questo caso si ha, perogi x € X, T(z,z,...,z,...)=(z,2,...,Z,...),
vale a dire T'A = A. D’altro canto si ha anche

T Yz,z,....,z,...) =Uyex{(y,z,2,...,2,...)}.
Percio, T"'AD Ama A#T"1 A

EseMpPiO 3.8. (La traslazione, shift, markoviana bilatera). Si ritorni al-

'esempio 3.6 e si consideri come li l'insieme X := {0,1,...,k — 1}, il
prodotto
Q= H X,
- neds
munito della tribi prodotto B:=-- - Q@ P(X)@P(X)® - - QP(X)®... e

la traslazione bilatera
T {i:*u,} .= {y'n.}':

ove, per ogni n € 4, yp := Tnii.

S1 supponga ora che, per ogni n € Z, sia assegnata una funzione p,
X"t — [0, 1] tale che

k—1
ZPD@) =1 (a)

g =()
E—1

pn(3(0),4(1),...,i(n)) = Y pas1(i(0),4(1), ..., i(n),5). (b)

i=0

Sul semianello 8. dei cilindri elementari si definisca una funzione d’insieme
i S — R4 mediante

1L ({{:‘E“} Ty = 1(0), 541 = (1), ..., Zsypn = 3(“)})
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Allora il teorema di coerenza di KOLMOGOROV assicura che u possa essere
estesa ad una misura di probabilita su (€2, B), che indicheremo ancora con
i, € che, per i Teoremi 2.1 e 2.2, & conservata dalla trasformazione T'.

Si riottiene I’Esempio 3.6 prendendo

Pn (af}: Ay .oy {1?1) — pﬂ.{] pﬂ.:[ "o pﬂ,n .

Siano ora II la matrice di transizione k X k di una catena di MARKOV che
ha X come insieme degli stati e p = (po, pP1,...,Pr—1) un vettore (riga) di
probabilita e si ponga

P (4(0),4(1), .. ., 4(n)) = Di0) Pi(0)i(1) Pi(1)i(2) - - - Pi(n—1)i(n)-
Con questa scelta della funzione p,, la trasformazione T', che, come si & visto
sopra, conserva la misura, si dice traslazione, shift, bilatera di MARKOV-
(p, IT). La traslazione bilatera dell’Esempio 3.6 € una traslazione di MARKOV
se si prende p = (po,p1,.-.,Pk—1) € Il = (p;i;) con p;; = p; quale che sia
1€ {0,1,...,k—1}.

La trastormazione di MARKOV unilatera si costruisce come sopra effettuan-
do gli ovvi cambiamenti.

EsEMPIO 3.9. Sia dato il quadrato unitario [0, 1]2: dotato della triba di
2 .. : .

BoOREL B([0,1]°) e della restrizione Ag della misura di LEBESGUE a questa;

allora, la proiezione canonica 7(x,y) := x conserva la misura tra gli spazi

(10,12, B([0,11%), A2) e ([0,1], B([0,1]) , 1)

OSSERVAZIONE 3.1. Siano £2; un arbitrario insieme non vuoto, (29, Fa, to)
un qualsiasi spazio di probabilita e T' : €23 — {29 un’arbitraria trasfo-
magzione suriettiva; si possono, allora, scegliere una tribu J; di sottoinsiemi
di €2; ed una misura di probabilita p; su Fi in modo che T conservi la
misura tra (21, F1, u1) e (€22, Fa, o). Basta porre

Fr:={T"'B:Be€F}
e definire 11 mediante
{1 (T_l B) := us(B).

Viceversa, se ({21, F1, ;1) € uno spazio di probabilita qualsiasi, se {22 € un
arbitrario insieme non vuoto e 1" : {33 — (25 un’arbitraria trasformazione
suriettiva, si possono scegliere una tribdi F»o di sottoinsiemi di {29 ed una
misura di probabilita us su F2 in modo che 7' conservi la misura. Basta
prendere

Fo:={BCQ:T 'BeF}

e definire o mediante
po(B) :=p (T~' B) .
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EsemMPIO 3.10. Sia (€2, F, 1) uno spazio di probabilita e su questo si con-
sideri il processo stocastico a tempo discreto {X,, : n € Z}. Si supponga
che tale processo sia stazionario, nel senso che, per ogni scelta di un numero
naturale £ € N, di £ numeri interi ny, no,..., nx, di £ boreliani By, Bs, ...,
B e di un numero intero n € Z si abbia

2z (ﬂ?ﬂX{f (Bj)) —H (ﬂ.?:l ny+n (Bj) ) '

Un processo stazionario corrisponde ad una trasformazione che conserva la
misura nel seguente modo. Si considerino lo spazio delle successioni reali
doppiamente infinite.

RZ:={(...,2_1,20,%1,...,Tn,...) :2n € R (n € Z)}
e la trasformazione ¢ : @ — R® definita, per ogni n € Z, da
(C‘D{L})ﬂ = X'fl"- ({U)

Si definisca ora una misura di probabilita sui boreliani di RZ mediante
a1
v(B) = pu (e (B)).

Infine, sia T : R4 — R? la trasformazione bilatera

Come conseguenza della stazionarieta del processo {X,, : n € Z} la proba-
bilita v é invariante rispetto a T' e, quindi, su tutto B (]RZ); considerata la
proiezione canonica my, : R4 — R,

mixk ik €L} =x, (n € Z).

Allora {m,} ha su R? le stesse leggi congiunte di {X,,} su €. Pertanto ogni
processo stocastico stazionario deriva da una trasformazione che conserva
la misura su RZ%.

4. La ricorrenza

La teoria ergodica si interessa delle proprieta asintotiche delle trasformazioni
che conservano la misura, vale a dire delle proprieta della successione {17 }.
Percio si studiano necessariamente trasformazioni di uno spazio in sé, 1 :

2 — .

Il primo risultato fu dato da POINCARE in termini di probabilita introducen-
do, implicitamente la nozione di additivita numerabilie.

DEFINIZIONE 4.1. Siano 1" una trasformazione su (2, F, i) che conserva la
misura, ¢ A un insieme di F; un punto w di A si dice ricorrente, rispetto a
T e A, se T"w appartiene ad A per almeno un numero naturale i; si dice,
invece, che w e fortemente ricorrente se 1" w appartiene ad A per infiniti
T—™A.

naturali, cioe w € limsup,, _,
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TEOREMA 4.1 (di ricorrenza di POINCARE). Siano (2, F, 1) uno spazio di
probabilita, T : ) — Q) una trasformazione che conserva la misura ¢ A un
insieme di F. Allora, quast tutti i punti di A sono ricorrenti.

DIMOSTRAZIONE. Se u(A) = 0 non vi & nulla da dimostrare. Si supponga,
allora, che sia u(A) > 0. Si indichi con B il sottoinsieme di A composto dai
punti di A che non tornano mai in A. Si vuole dimostrare che u(B) = 0.

Ora

B=A\Upen{w €A :T"we€ A} = A\UpenT " A= AN (NpenT ™ A°),

cio che prova, intanto che B e misurabile, B € F. Se 0 <% < 7 si ha
T7BNT'"BCT ?7A\UpenT " " A=0.

Ne segue che la successione {7~ B :n € Z,} & composta da insieme mis-
urabili a due a due disgiunti. Ma pu(T~" B) = u(B), per ogni n € Z,,
perché T' conserva la misura. Da

51:>LMEZ+quﬂB

scende che

1= pu(2) > u (L_Jf,,EZJrT_'”' B) = Z 1L (T_” B) = Z w(B);

nesd, nedy

ma, cio € possibile solo se u(B) = 0.

TEOREMA 4.2 (di ricorrenza forte). Nelle stesse ipotesi del teorema prece-
dente si supponga che A sia un insteme misurabile con u(A) > 0. Allora
quast tuttt © puniti di A sono fortemente ricorrenta.

DIMOSTRAZIONE. L’insieme dei punti che entrano infinite volte in A € dato

da
B :=limsupT ™" A,

n—+oc
mentre l'insieme dei punti di A che sono fortemente ricorrenti ¢ A N B.
Posto, per n € Z4,
Ch = UA::_}-H.T—k A,
sithaT 1C, =Chq1 e

O{J:)Ci :)"':)CTE:)CH—E—]_ D-+.
con Cy DO A. Poiché T conserva la misura si ha, per ogni n € N,
M (C'n.+1) — K ('T_l O‘TL) = [ (C-n.) — = H (C[}) .

Ora
w(B) = (ﬁ.,,__Ez+Cn) = lim wp(C,) = u(Cy). (4.1)

n——+00

D’altro canto

A=ANCy=(ANB)U[AN (Co\ B)],
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che € un’unione disgiunta, sicché

p(ANB)=u(ANCy) — p[AN(Co\ B)].

Poiché B é incluso in Cy, B C Cy, in virtu della (4.1) si ha
u[AN(Co\ B)] < pu(Co\ B) = u(Co) — pu(B) = 0

pertanto
p(ANB) =p(ANCo) = u(A),

cio che conclude la dimostrazione. ]

L’ipotesi che la trasformazione T conservi la misura e stata usata solo per
stabilire che la successione {T~" B : n € N} & costituita da insiemi a due
a due disgiunti e per escludere la possibilita che B abbia misura diversa da
zero. Pertanto tutti 1 teoremi dati possono essere raftorzati eliminando le
ipotesi che non sono essenziali.

DEFINIZIONE 4.2. Data una trasformazione T : {1 — (), si dice che un
insieme A C €2 & vagante (in inglese wandering) se la successione {7 " A :
n € Z4} é disgiunta.

DEFINIZIONE 4.3. Una trasformazione misurabile T su (€2, F, ) si dice
dissipativa se esiste un insieme misurabile vagante di misura strettamente
positiva; altrimenti si dice conservativa.

La dimostrazione del teorema di ricorrenza mostra che se T conserva la
misura, essa € anche conservativa.

DEFINIZIONE 4.4. Una trasformazione misurabile 7" su (2, F, i) si dice
comprimibile, se esiste un insieme A € F tale che

ACT'A e wpu(T A\ A) > 0;
se un tale insieme non esiste 71" si dice incomprimaibile.

TEOREMA 4.3. Per una trasformazione misurabile T su (2, F, 1) sono equiv-
alenty le affermazions

(a) T & comprimibile;
(b) T é dissipativa.

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b) Si supponga che T sia comprimibile, sia A un
insieme come nella definizione 4.4; posto B := T~ A\ A, risulta u(B) > 0.
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Inoltre, per ogni n € N, s1 ha
BAT™"B= (T~ A\ A)n (T-""' A\T™" A)
=T P ANANT "1 ANT ™ A°
=T (ANT " A) [V (ANT T A) =TT ANT " A
— T*l (A N T—n+1 Ar:) — T—l = ({fl,

perché da A C T—! A scendono le inclusioni 771 A¢ C A, T A D A e
T—™A° C A°. Ma allora la successione {I'™" B : n € Z,} e disgiunta e
quindi 7' e dissipativa.

(b) = (a) Sia T dissipativa; esiste pertanto un insieme B € F tale che sia
w(B) >0e BNT™™B = {) per ogni n € N. Posto

o —1 c —T1 ;
A= (U?.tEZ_i_T B) — ﬁ'fJ,EZ+T Bfa

si ha
T 'A=0n,enT " B¢D Mpez, I "B = A.
Inoltre
T PA\ A =nN,enT " B¢\ Npez, 1" B°

= (UnenT™" B)°\ (Unez T B
= (UnenT " B)" N (Upez, T " B) = B,

cosicché (T_l A\ A) = u(B) > 0 e T risulta essere comprimibile.

5. Ergodicita

Diamo qui la definizione di trasformazione ergodica.

DEFINIZIONE 5.1. Dato uno spazio mensurale (€2, F, 1), una trasformazione
1" di §2 in sé che conservi la misura si dice ergodica se ogni insieme misurabile
che sia invariante rispetto a T, cioe tale che A € F e A = T-' A, ha
misura nulla oppure il suo complementare ha misura nulla, #(A) = 0 oppure

p(A°) =0.

OSSERVAZIONE 5.1. Se u € una misura di probabilita, 1" € ergodica se si ha
1(A) =0 oppure u(A) = 1 per ogni insieme misurabile invariante A.

Il seguente teorema da formulazioni equivalenti dell’ergodicita.

TEOREMA 5.1. Sia (2, F,u) uno spazio di probabilita e T : Q@ — § una
trasformazione che conserva la misura. Le seguenti affermazioni sono equiv-
alenti:
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(a) T e ergodica;

(b) se B é un insieme misurabile tale che p (T~ BAB) = 0, allora si ha
w(B) =0 oppure u(B) = 1;

(¢) se gli instems misurabili A e B hanno entrambi probabilita strettamente

positiva, u(A) > 0 e u(B) > 0, allora esiste un numero naturale n tale
che u (T "ANB) > 0;
(d) se A € F é tale che u(A) >0 e se A:=U,enT " A, allora u(A) = 1.

DIMOSTRAZIONE. (a) == (b) Sia B € F un insieme tale che pw (T~ BAB) =
0 e s1 ponga

C:=limsupT " B = Nyez, Uk>n T-% B,

n— o0

Ovviamente l'insieme C cosi definito € misurabile, C € F; inoltre esso e
invariante, T~! C = C, come subito si vede. Ma allora la condizione (a)
implica che sia u(C) = 0 oppure u(C') = 1. Basta ora mostrare che e

u(C) = p(B).
Posto B,, 1= U;,;EHT—‘E‘: B, si ha C =1lim,, .4, By e, perognin € Z,
T_l B‘H- — B-n.—l—l_e Brr. C Bn—l: H (Bﬂ) — M (B{.}) .
Pertanto
Nk=oBr =B, e p (ﬁ}::{]Bk) = u(B,) =u(Bo),

onde anche u(C) = u(Bpy). D’altro canto, scrivendo By come un’unione
disgiunta si ottiene

By =Unez, T""B=BU(T""B\B)U [T ?B\T 'B\B|U...

e di qui, ricorrendo alla condizione (b),

n(Bo) = p(B)+ ¥ 1 (T"”‘ B\T- ™D B\ ...\ B)

nelN

<u(B)+ Y pu (T_” B\T~ " B)
neN

neN

= u(B)+ Y u |7~V (171 B\ B)|
(

quindi & anche p(C) = u(B).

(b) = (c) Si supponga che sia u(A) u(B) > 0 e, al tempo stesso, che la (¢)
sia falsa, vale a dire che, per ogni n € N, sia

1L (T_” ANB) =0.
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Ne segue che p|[(UpenZ ™™ A) N B] = 0, perché
0 < p[(UnenT™™A)NB| = p [Upen (T7" AN B)]
<Y p(I™ANB) =0
nelN

Ponendo

Ay = U?'LENT_” A,
si ha

T_1A1 C Ay e H(T_] Ai) :I{L(Al)j
di modo che
—1 _ — —1 —
Quindi la condizione (b) implica pu(A;) = 0 oppure p(A;) = 1. Pero
T-1 A C Ay, onde
0<u(A) =p(THA) < p(Ay),

che da p (A1) = 1. Ora le tre relazioni
u(B) > 0, p(A) =1, e p(AiNB)=p|(UenT"A)NB| =0,

delle quali la prima vale per ipotesi, mentre le rimanenti due sono appena
state dimostrate, non sono compatibili. Infatti, dall’ultima scende

1 =p[(A1NB)] = p(ATUB) < p (A7) + p(B°) = p(B°) =1 - p(B),

cioe u(B) = 0, una contraddizione.

(c) = (a) Si supponga, se possibile, che la (a) sia falsa; esiste, pertanto,
un insieme misurabile e invariante A, A€ FeT ' A= A con u(A) €10, 1].
Si scelga B = A¢, di modo che u(B) =1— u(A) > 0. Allora per ognin € N
si avrebbe

p(T7"ANAS) = pu(AN A% = pd) =0,

che contraddice alla (c).

(b) == (d) L’insieme misurabile A &, ovviamente, misurabile; inoltre si ha
—1 A oC —T —T n
T A —_ UTL:ET A C U”ENT A —_ A.

D’altra parte, poiché T' conserva la misura, si ha

H(AAT ™ A) = p(A) - w(T~1A4) = 0,
sicché ;1(E} = 1.

(d) = (c) Siano A e B insiemi misurabili con pu(A4) > 0 e u(B) > 0; si
supponga, se possibile, che sia u(T"*AN B) = 0 per ogni n € N. Allora

wWANB) =Y u(T"ANB) =0.
nEN
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S

Ma A = (AN B)U (_;‘I N B¢); per quanto appena provato si ha

L= pu(A) = p(AN B°) < p(B°)

o
E

onde u (B) =1 e u(B) = 0, una contraddizione.

Se la trasformazione 7' ¢ anche invertibile il teorema precedente puo essere
modificato come segue. La dimostrazione e una lieve variazione di quella
appena data.

TEOREMA 5.2. Se T e anche invertibile le sequenti affermaziont sono equiv-
alenti tra loro e sono equivalenti alle condizioni (a) e (b) del teorema prece-
dente:

(c’) se gli insiemi misurabili A e B hanno entrambi probabilita strettamente
positiva, (A) > 0 e u(B) > 0, allora esiste un numero intero n € Z
tale che u (IT"™ AN B) > 0;

(d) se A € F ¢é tale che u(A) >0 e se A := UnezT " A, allora u(A) = 1.

L’ergodicita puo essere caratterizzata usando metodi funzionali che sono
spesso utili.

TEOREMA 5.3. Sia (), F, 1) uno spazio di probabilita e T : Q@ — Q una
trasformazione che conserva la misura. Le sequenti affermazioni sono equiv-
alent:

(a) T e ergodica;

(b) se f:Q — C é una funzione misurabile e invariante rispetto a T', vale
a dire tale che (foT) (w) = f(w) per ogni w € Q, allora f é costante
q.C.;

(¢) se f:8Q — C é una funzione misurabile e tale che (foT) (w) = f(w)
per quast ognt w € ), allora f e costante q.c.,

(d) se f € L? é invariante, (f oT) (w) = f(w) per ogni w € §2, allora f ¢
costante q.c.;

(e) se f € L? é tale che (foT) (w) = f(w) per quasi ogni w € Q, allora f
é costante q.c..

DIMOSTRAZIONE. Sono ovviamente vere le implicazioni (¢) = (b) = (d)
e (¢) = (e) = (d).

Per completare la dimostrazione del teorema bastera, quindi, stabilire le
implicazioni (a) = (c¢) e (d) = (a).
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(a) = (c¢) Non e restrittivo supporre che la funzione f sia a valori reali,
perché, altrimenti, si possono considerare separatamente le parti reali e
immaginaria di f. Per ogni n € N e per ogni k € Z, si definiscano gli
Insleml

Alk,n) = {wEQ: % < f(w) < k;l}.

Vale 'inclusione
T A(k,n)AA(k,n) C {foT # f}

onde p [T7* A(k:ﬂ-)ﬁfl(k,ﬂ)} = 0. Poiche T' ¢ ergodica, il Teoremad.l
assicura che, per ogni n € N e per ogni k € Z, sia u(A(k,n)) = 0 oppure
it (A(k,n)) = 1. Per ogni n € N si ha
UR;EZA(E:. Tl) - Q._,
che € un’unione disgiunta. Percio, per ogni n € N, esiste un unico indice
kn € Z tale che u(A(k,,n)) = 1, mentre pu(A(k,n)) = 0, se k # k,,. Si
ponga
B :=NpenA(kn,n).

Evidentemente & u(B) = 1; inoltre f & costante in B. Infatti, siano w e '’
due punti di B; allora, per ogni n € N, e

0< flw) — flw') < 51—

’arbitrarietd di n da ora f(w) = f(w').

(d) = (a) Si considerino l'insieme invariante A, T-' A = A e la sua fun-
zione indicatrice 14 che, ovviamente, appartiene a L?. Si ha, per ogni
w € {1,

la(w) =1p-14(w) = 14T w) = (1a0T) (w),

cosicché 14 € q.c. eguale a 0 oppure a 1; integrando, si ha cosi u(A) = 0
oppure pu(A) = 1.

6. Esempi di trasformazioni ergodiche

Ritorniamo in questa sezione agli esempi della Sezione 2 per esaminare ¢uali
delle trasformazioni che conservano la misura li presentate siano ergodiche.

ESEMPIO 6.1. L’identita I sullo spazio di probabilita (€2, F, i) € ergodica
se, e solo se, ogni insieme di F ha probabilita eguale a 0 o a 1.

Per quanto riguarda le rotazioni della circonferenza unitaria in C, Esempio
3.2, vale 1l seguente



Introduzione alla Teoria Ergodica 17

TEOREMA 6.1. Per la rotazione Toz = az (a € K) sono equivalenti le
affermaziona:

(a) T, e ergodica,
(b) a non é una radice dell’unita.

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b) Si supponga che a sia una radice dell’unita;
esiste, percid p € N tale che a? = 1; si consideri ora la funzione f : K —
K definita da f(z) := 2P; questa e ovviamente invariante rispetto a 7,
(f oTy) (2) = f(2), ma non & costante sicché 7T, non puo essere ergodica.

(b) = (a) Si supponga che a non sia una radice dell'unita e che f sia
invariante rispetto a T,, f o T, = f. Si scriva la serie di FOURIER di f
f(z) = Z cn 2",
neZ
Allora
(foTu)(2) = flaz) =) cpa™2"

necd
sicché l'invarianza di f da la relazione, valida per ogni n € Z,

Cn ({L” o 1) — U':

che, per n # 0, da, a sua volta ¢, = 0. Dunque, f(z) = ¢y, vale a dire che
f e costante e, quindi, T, e ergodica.

ESEMPIO 6.2. La traslazione bilatera (Esempio 3.6) e ergodica. Sia A 1’al-
gebra di tutte le unioni finite di rettangoli misurabili e sia B un insieme
misurabile invariante, T-' B = B, B € F. Sia dato e > 0 e si scelga A € A
in modo che sia u(BAA) < e. Si tenga presente che quali che siano gli
insiemi misurabili E' e F' vale la relazione
(u(E) —pu(F)| = |WENF)+p(E\F) — p(FNE)— pu(F\ E)|
<SWEN\F)+p(F\E) = u(EAF),
Ponendo EE = A e F' = B si ottiene
|1n(B) — p(A)| = p(BAA) < e.

Si puo scegliere un numero naturale ng tale che 'insieme C = T7 "¢ A
dipenda da coordinate distinte da quelle di A. Pertanto

u(C N A) = pu(C) p(A) = p*(A).
Inoltre
W(BAC) = p (T~" BAT™ A) = u(BAA) <
e, poiché BA(ANC) C (BAA) U (BAC), si ha u(BA(ANC)) < 2¢e. Di

qul
ju(B) — p(ANC)| < 2¢
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u(B) — p*(B)| < |u(B) — p(ANC)| + |p(ANC) — p?(B)|
< 2e+ |p*(A) — p*(B)
<2e+ (u(A) + u(B)) |u(A) — u(B)| < 4e.

Siccome £ > 0 & arbitrario, si ha u(B) = u?(B), vale a dire u(B) = 0 oppure
u(B) = 1.

Un ragionamento simile mostra che é ergodica anche la traslazione unilatera
(Esempio 3.7)

Nella sezione 9 studieremo quando le traslazioni di MARKOV bilatere (Es-
empio 3.8) siano ergodiche.

7. 1l teorema ergodico di Birkhoff

51 e visto studiando la ricorrenza che quasi ogni punto di un insieme misura-
bile A torna infinite volte in A stesso. Ha grande significato nella Meccanica
Statistica porst il problema di stabilire quanto “tempo” un punto di A passi
nello stesso insieme. Se 14 € la funzione indicatrice di A, la risposta & data

dal limite
n—1

lim l ZIA (Tju;),

n——+o0 71
7=0

se tale limite esiste. A questo problema rispose BIRKHOFF nel 1931 con il
seguente teorema del quale riporto la dimostrazione di RIESZ.

TEOREMA 7.1 (Teorema ergodico di BIRKHOFF). Sia (§2, F, 1) uno spazio
mensurale o—fintto, sia T : 2 — 1 una trasformazione che conserva la
misura e sia f una funzione di L*. Allora

(a) % Z;”:—“}“ f (Tj w) tende q.o. ad una funzione f* di L*;
(b) la funzione limite f* & invariante rispetto a T, vale a dire, f*oT = f*.

Inoltre se lo spazio (2, F, 1) € finito, u(Q2) < +o00, si ha

/f”‘ dys = /fd;u- (7.1)

Q 0
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La dimostrazione richiede qualche concetto che sara utile anche per il se-
guito.

DEFINIZIONE 7.1. Sia T : 2 — € una trasformazione che conserva la misura;
sullo spazio delle funzioni f definite in 2 e a valori complessi ¢ definito un
operatore Ur mediante

Vw € €2 (Ur f) (w) :=(foT)w) = f(Tw).
L’operatore Ur si dice indotto dalla trasformazione 7.

OSSERVAZIONE 7.1. Se f appartiene a L?P, con p > 1, allora vi appartiene
anche Ur f, cioe Up LP C LP. Infatti

Uz fIIF = /U‘DTIP dp = /!f\l’d(ﬁﬂT_]) = [ [fIPdp = | ]I}
0 QO 0

Da quest’ultima relazione scende che Up € un’isometria su LP. In particolare
Up & un’isometria sullo spazio di HILBERT L“. Non @ inutile ricordare che
questo implica inoltre che sia

(Ur f,Urg) = (f. 9}
per ogni coppia di elementi f e g di L?.

TEOREMA 7.2 (Teorema ergodico massimale). Sia U : L' — L' un opera-
tore lineare positivo, U f > 0 se f > 0, e contrattivo, |U|| <1 e sia N un
numero naturale. Posto

n—1
foi=0, fa:= U'f, e  Fy:=max{f,:0<n<N}.
7=0
Allora
f fdu > 0. (7.2)
{Fn >0}
e

/ fdu >0, (7.3)

Unen{Fn>0}

DIMOSTRAZIONE. Poiché, per ogni n con 0 < n < N, si ha Fy > f,, anche
UFy > Uf,. Ora

n—1 n—1
Ufa=U D U f| =3 U f=faru—f (0<n<N),
1=0 7=0

cosicché

UFN+f:—>UfTL+f:fIL+1'
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Percio, se Fy(w) > 0, &
UFnyw)+ flw) 2 max{frp+1(w) :0<n < N -1}
= max{fp(w) : 1 <n <N} = Fy(w).

Pertanto nell’insieme Ay := {Fx > 0} si ha f > Fy —U Fy e, quindi, dato
che Fiy =0 in A%,

/fdjug /FNd;LH /UFN(JE;L: /Fwdp:— / UFndu
Ax \

AN An Q2 An
E‘/F‘mdg—f{fﬁrd@
2 Q2

= [[Enlly = U Enlly 2 [Enlly = 1EN ] = 0

Per dimostrare la (7.3), si scriva

/ fdu = / frdp— / f~du

Unen {Fn>0) Unen {Fn>0} UneNn{Fn>0}

e s1 usi 1l teorema di convergenza monotona a clascuno degli ultimi due
integrali.

Si noti che il teorema ergodico massimale puo essere applicato, in parti-
colare, all’operatore Us indotto da una trasformazione T' che conserva la
misura. Per un tale operatore si ha, infatti, ||Up|| < 1.

COROLLARIO 7.1. Se T : §2 — ) conserva la misura, se @ e integrabile,
w € L', se si pone

e se A é un insieme misurabile invariante e di misura strettamente positiva
e finita, A€ F, T"' A=A, 0 < p(A) < 400, allora

/ odu > ap(B,NA). (7.4)
B.NA

DIMOSTRAZIONE. Si supponga dapprima che sia p(2) < +oo e che A
coincida con tutto lo spazio §). Si ponga f := ¢ — «, sicché

B, = UNeN {FN > O} — UNENAN-
La (7.3) da, per ogni N € N,

/fd,u, > 0,
JE'.:;EI
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onde

/ pdu > ap(Bg).
"é{!

Il caso generale segue considerando la restrizione di 7" ad A.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA DI BIRKHOFF. Si definiscano le funzioni

n—1

1 :
f* :=limsup — ch:Tj,

n—s4too T

n—1

| -
fi ;= liminf — E foT7.
n——+o0 71
J=0

Mostriamo che f* e f, sono invariantirispetto a T, f*oT = f* e fyoT = f,.
Si ponga

1
— J
oni==3 foT
7=0
e s1 noti che
n+ 1 |
_ Pn+1 — Pn © T ==, (75)
n n

Da quest’ultima relazione segue che

1+ 1
f* = limsup n Yna+1 = limsup (t,o-”_ ol + i)

N — 400 g n— 4-0c i)

< limsup,, o1 + lim sup i = f*oT.

1 — 400 n—<+oc T

Similmente, sempre utilizzando la (7.5), si ha

n 4+ 1
ffol'=limsupp, oT = limsup (n + Ont1 — i)
n n

L —~4-0C TL— 00

_ n+ 1 . f _ n+4+1 )
< lim sup Yn+1 — liminf = = lim sup Ony1 = [

n——+0oc T n—+00 7 n——+oc

Le ultime due diseguaglianze, insieme, danno l'invarianza di f* rispetto a
I'. In maniera analoga si mostra che ¢ invariante rispetto a T la funzione

[

Siano ora « e 3 due numeri reali con o < 3 e si ponga
Aﬂ.ﬁ = {f* <a< < f*} :

L’insieme A, g € misurabile, A, 3 € F, e invarianterispettoa T, T—1 A, 5 =
Aq.. Se si dimostrasse che A, p ha misura finita, p (Aqp) < +00, allora si
potrebbe usare il Corollario 7.1.
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Se B > 0, in virta dell’ipotesi che la misura p sia o—finita, si puo scegliere
un insieme misurabile B contenuto in A, g e di misura finita, B C A, 3 €
u(B) < +oc. Cosi la funzione h := f — 31p ¢ integrabile e dal Teorema
ergodico massimale 7.2, con Hpy definita in maniera analoga a F'y, segue
che, per ogni V € N, si ha

/ (f—B1p) du > 0.
L-JNEH{HN:}{;'}
S1 osservi che se il punto w appartiene a A, g si ha

3 < f*(u.-‘) = lim E;upl Zf (Tj ‘*") ’

n—+oo T °

cosicché almeno una delle somme

deve essere maggiore di 3. Ne segue che almeno una delle somme

—1
=N (T90) - 15 (T w))
7=0

e positiva. Pertanto

B C Am_ﬂ C UN({N{HN > U}

ﬂ/ fldp > B/ fldp > B/ fan= [ raw

BNUnen {HNn>0)
> Bu(BNUnen{Hny > 0}) = B u(B),

vale a dire u(B) < || fll1/3. Ogni sottoinsieme B di A, g che sia misurabile
e che abbia misura finita ha la misura maggiorata da || f||1/3. Ma allora la
o—finitezza dello spazio mensurale (€2, F, u) implica che anche A, 3 abbia
misura finita, p (As p) < +oo. Infatti, si puod scrivere

-‘4--:1:,;3 == UHENEﬂ.‘-

ove gli insiemi F,, (n € N) sono misurabili, e si puo supporre, senza perdita
di generalita, che essi siano a due a due disgiunti, E; N Ey (j # k); inoltre,
essi hanno tutti misura finita, u (F,) < +oo, per ogni n € N. Ora
H (Aﬂ:,ﬂ) = M (U?'!.ENEH) — Z H (En) ;
neN

d’altro canto, ogni somma parziale di tale serie,

Z u(E;) = u (UG, Ej)
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e limitata da || f|l1/8, perché U7_; E; € un sottoinsieme misurabile di A, s
con misura finita; quindi p (Aq.3) < || fll1/8.

Se, invece, J < 0, allora si ha necessariamente « < 0; si pud ora applicare
lo stesso ragionamento a —f e a —a anziché a f e a 3. Cosi si giunge
nuovamente alla conclusione p (Aq. g) < +00.

Si ponga ora

-1
Bg = { sup — oT? > 3
7 nElI\)I n Z f
7=0
Poiché A, s C Bg, la (7.4) da
/ fdp= f fdp 2 Bp(AapNBg)=pBu(Aas). (7.6)
-::: il "11.:1 ﬁﬁﬂ}j

Sostituendo f, 3, e @ con —f, —a e —[3 rispettivamente si ottiene (—f)* =

o (=)o = —f* ¢
f fdu < ap(Aag). (7.7)

Sottraendo la (7.6) dalla (T 7) si ottiene (o — B) u(An.8) = 0, che, poiché

e a < 3, implica pu(Ay.3) = 0. Ora, esprimendo 'insieme {f, < f*} come
un’unione numerabile,

{f*{:f*}z U AEI::ﬁz

o, B€Q)
<3

si ottiene u ({fe < f*}) =0, cioe f* = f. q.0.. Cosi si & mostrato che

converge q.0. a f* = f,.

Rimane da mostrare che il limite f* e integrabile. A tal fine, si usa il lemma
di FATOU. Posto

si ha

n—1 —
. 1 . 1
0 < /gnd,u:/ - ZfDT'? d#EEZ/‘fGTJ’dﬁ_|[f‘|1
7=0 ¢

Q Q 7=0
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sicché, per il lemma di FATOU,

/[f | dp = /hm inf g, dpp < 1111'1111]?‘/‘9,‘,,‘ du < || fllh < +o0.

T~ ==
02
Percio | f.] € integrabile.

(c) Per k € Z e n € N si ponga

A(k,n) ::{E < ff< k_l_l}

T TL

Fissato arbitrariamente ¢ > 0, si ha A(k,n) N Bi/n— = A(k,n) e, per il
Corollario 7.1,

[ rau= fdpaz(g—e)w(m)x

A(k.n) A(kn)NBg jn—¢
cioe
ok
[ Fduz S uacm).
A(k.n)

D1 qui segue

k+ 1 1 |
/ frap > —— p(Alk, ﬂ) ) =~ n(Alk,n)) + / fdu.
Alk,n) A(k,n)

Da, quest’ultima diseguaglianza, sommando su k scende, per ogni n € N,

ﬂ/f* dﬁi%ﬁ-(Q)Jrﬂ/fd%

e, percio, poiché u(§2) < +o0,

ff* dp < /fd;u.

(2 (2

Lo stesso ragionamento applicato a —f da

Z(—f)*dﬂﬂﬂ}/(f)dp cioe _Q/f*dﬁ'ﬂ{s[fd’u'
!f*d#?!fdm

Poiché f* = f. q.0., si ha

sicché vale la (7.1).
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OSSERVAZIONE 7.2. Simostra facilmente con un esempio che 'ipotesi u(£2) <
+00 che lo spazio abbia misura finita ¢ essenziale affinché valga la (7.1). Si
consideri lo spazio mensurale (R, B, ), ove A & la misura di LEBESGUE
definita sui boreliani B. La trasformazione T' : R — R definita da Tz :=
r + 1 ovviamente conserva la misura. Per f, la funzione indicatrice dell’in-
tervallo [0, 1] si ha

n—1

lim ZfDTJ—-*U-—f*

1L =400 711,

sicché
ff* dA =0 mentre ffdA — 1.
2 Q

8. Corollari del teorema di Birkhoff

Il teorema di BIRKHOFF assume una formulazione piu forte quando la
trasformazione 1’ € ergodica.

COROLLARIO 8.1. Nelle stesse ipotesi del Teorema di BIRKHOFF, se la
trasformazione T : () — () é ergodica, allora la funzione limite f* é costante
g.o.. In particolare

(a) se la misura p € finita, u()) < +oc, €

o) ffdu, (8.1)

(b) se la misura p é infinita, u(2) = +oc, allora f* =0 q.o..

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di BIRKHOFF la funzione f* e invariante
rispetto a I', ma le uniche funzioni invarianti quando 7' & ergodica sono
costanti q.o.. Se u(€2) < 4oc, vale

ﬂff*dp=ﬂffdu,

onde la (8.1). Se, invece, u(f) = +oc, allora f* = 0 q.c., perché questa &
I'unica funzione che sia, allo stesso tempo, costante ed integrabile.

OsSERVAZIONE 8.1. Nel caso di uno spazio di probabilita ¢ facile dare una
forma propbabilistica alla funzione limite f* del teorema di BIRKHOFF. Si
osserva subito che la famiglia Z degli insiemi invarianti rispetto a T,

T ={AcF:T A=A},
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b

¢ una tribi. Inoltre se una funzione ¢ € L! & invariante, poT = ¢ e se A
¢ un insieme invariante, 7" ' A = A, allora & invariante anche ¢1 4; infatti

(pla)oT = (poT) (laoT)=¢lp-14=p1la.
La (7.1), applicata alla funzione f 14 da

/ * dy = / fdu,
" .

sicché la funzione limite f* e la speranza condizionata di f rispetto alla
tribu Z degli insiemi invarianti,

ff=E(11).

Il corollario che segue & particolarmente importante perché caratterizza le
trasformazioni ergodiche in uno spazio di probabilita.

COROLLARIO 8.2. Sia (), F,u) uno spazio di probabilita e sia T:Q —
(Y una trasformazione che conserva la misura. Sono allora equivalenti le
affermazions

(a) T e ergodica;
(b) per ogni coppia A e B di insiemi misurabili, A, B € F, si ha

n—1
1 _
lim — T77 AN B) = p(A) u(B). |
n—l}Tacs T, Z”M( ) 1 ( )H( ) (8.2)
J=t

DIMOSTRAZIONE. (a) == (b) Sia T ergodica. Se f = 14 con A misurabile,
1l teorema di BIRKHOFF e il Corollario 8.1 danno

1 .
lim — Z laoTd7 = u(A) q.c.,

relazione dalla quale, moltiplicando ambo i membri per 15 con B € F,
scende

1i—1
1 ;
' - 1407 =
ﬂl_l}I_II_lan ZU(__AGT) 1p = pu(A)lp q.c
J:

L’asserto segue ora integrando e ricorrendo al teorema di convergenza dom-
1nata.

(b) = (a) Sia A un insieme misurabile invariante rispetto a T, A € F e
T-' A = A; prendendo B = A nella (8.2), si ottiene

71— 1

u(A) = Tim = 3 u(A) = [u(A),
§=0

n-—+40o< 71



Introduzione alla Teoria Ergodica 27

donde u(A) = 0 oppure u(A) = 1.

COROLLARIO 8.3 (Teorema ergodico medio di VON NEUMANN). Sia T una
trasformazione che conserva la misura sullo spazio di probabilita (QU, F, u).
Se f & una funzione di LP, con p € [0, +o0|, allora esiste una funzione
f* € LP, invariante rispetto a T, Up f* = f* ol = f* tale che

71— 1
1 .
lin — ‘o T7 — f*ll =0. 8.3
Ml 2 ot = (8.3)
— »

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ : ! — R una funzione misurabile e limitata, sicché
¢ appartiene a L™ e, quindi, a LP per ogni p € [0, +00]. Scende dal teorema
di BIRKHOFF che

71— 1

1 .
lim — Z pol’ = " q.c.

TL—++20 71
7=0

ove ©* € una funzione di L*>° e quindi di L? per ogni p € |0, +oc0|. Allora

P

1—1
1 .
] - j_ * —_— - [
TLEI_FI_IDC - EU(QGT Q 0 q.C
1=

] :
lim || — Z{]ODT‘?—(]G# = 0.

n—+oc (| N

D
Fissato arbitrariamente € > 0, esiste cosi un numero naturale N{g, ) tale

che per ogni n > N(e, ) e per ogni k € N, si abbia

71— ri+k—1

1 |
1 - 1 :
— T — oo TY
ﬂ;ﬂﬁm o ; @Yo <

o | ™

Per f € LP con p € [0, +o0| si ponga

1n—1

1 |
S(n, f) := ~ E fod7.
j=0

La successione {S(n, f) : n € N} e di CAUCHY in LP. Intanto, si ha

n—1 n—1 71— 1
sl == S US| <= |uhs] =1 sl =171,
§=0 , §=0 7=0
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Si scelga ¢ € L in modo che sia |f — ¢||, < /4. Allora, per ogni n >

N(e,p) e per ogni k € N, &
|S5(n, f) = S(n+k, )l

< [[5(n, f) =S, @), +[15(n, ) = S(n + K, ¢)|

+1|S(n +k, ) — S(n +k, fll,
£ g € €
_— — — N .{": R R — -
< =lp+ 5+ —plp < 5 +5+3
Siccome LP e completo, esiste f* € LP tale che
1 n-—1 |
li — Jf—Ff*1ll =0.
ool | s Z Urf—1f 0
7=0
P
Infine, poiché
41 ‘
nT Sn+1,f)—Sn, foTl) = i}
n n

f* risulta essere invariante, cioeé Ur f* = f*.

9. Proprieta pia forti dell’ergodicita

Si e visto che in uno spazio di probabilita (€2, F, u) una trasformazione
T : Q2 — € che conserva la misura e ergodica se, e solo se, per ogn scelta

degli insiemi A e B in F, vale la (8.2).

DEFINIZIONE 9.1. Dato uno spazio di probabilita (€2, F, u), una trasfor-

mazione 1" : 2 — ) che conserva la misura si dice

(a) totalmente ergodica se, per ogni k € N, é ergodica la trasformazione

Tk

(b) debolmente mescolante se, per ogn scelta degli insiemi A e B'in F, &

_ 1
Iim —
n——+4oc 1 <

S|4 (T~7 AN B) — u(4) u(B) | = 0;

(9.1)

(c) fortemente mescolante se, per ogn scelta degli insiemi A e B in F, &

lim p (T " ANB) = u(A)u(B).

71—+ 00

(9.2)

OSSERVAZIONE 9.1. Nella definizione di mescolanza forte non €, in genere
possibile sostituire la misura di probabilita u con una misura arbitraria.

Infatti, se nella relazione

lim u(T7™ANB) = u(A)u(B).

TE == == O

(9.3)
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si prende A = B = (1 si ottiene u(Q2) = [p‘,(ﬂ)]z, sicche, se ;1 € una misura
finita € non banale (;1(A) = 0 per ogni A € F), & necessariamente () = 1.
Se, invece, 1 non é una misura finita, () = 400, si supponga che esista un
insieme misurabile A di misura finita e non nulla, 0 < u(A) < 4+co. Allora,
prendendo nella (9.3), B = () si trova

+oo > pu(A) =p(T™A) =p(T""ANQ) » w(A) () = +o0,

TL— 400

che ¢ una contraddizione. La (9.3) ha dunque senso, se u(£2) = +oo, solo
per la misura p : 7 — R definita da

0, A =10,
A) = | ’
A +00, A#D.

Tale misura riveste pero scarso interesse.

TEOREMA 9.1. Stano (00, F, 1) uno spazio di probabilita e T una trasfor-
mazione che conserva la misura. Allora

(a) se T e fortemente mescolante, essa € anche debolmente mescolante;
(b) se T ¢ debolmente mescolante, essa ¢ anche totalmente ergodica;
(¢) se T é totalmente ergodica, essa é anche ergodica.

DIMOSTRAZIONE. (a) La (9.2) si puo scrivere anche nella forma

lim w(T™™ AN B) — u(A) u(B) | = 0;

1— 400

['asserto segue immediatamente ricordando che una successione convergente
converge anche nel senso di CESARO.

(b) Si deve mostrare che, per ogni £ € N e per ogni scelta di due insiemi
misurabili A e B, si ha

n—1

Z 7 (T_kj ‘AN B) = u(A) u(B).

§=0

, 1
him -—
n—4+00 11
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Ora
n—1
1 —kj _
0< |- ;}H (T~%9 AN B) — u(A) u(B)
1 n—1 _
== > [w(T™* AN B) - u(A) u(B)]
§=0
1 n—1 _
<= > |u(T7% AN B) - u(A) u(B)
- j=0
k(n—1)
k(n—1) 1 —i _ -
= n k (*,i".i; — ]-) ; "u (T AN B) ;_L(A) H}(B) ‘ n— oo 0

La (c) e ovvia.

Rimandiamo, per il momento, la presentazione di esempi che illustrino i vari
tipi di trasformazione, anticipando solo, sin da ora, che non sara facile dare
esempi di trasformazioni debolmente mescolanti.

Il teorema che segue mostra che le condizioni di ergodicita, di forte ergod-
icita, di mescolanza debole e di mescolanza forte possono essere controllate
anziché su tutti i sottoinsiemi misurabili solo su quella di una sottoalgebra

A di F che la generi, F(A) = F.

TEOREMA 9.2. Siano (2, F, 1) uno spazio di probabilita, T wuna trasfor-
mazione che conserva la misura eA un’algebra che genera la tribu F, F(A) =

F. Allora

(a) T é ergodica se, e solo se, la (8.2) vale per ogni di insiemi A e B
appartenenti all’algebra A;

(b) T" é debolmente mescolante se, e solo se, la (9.1) vale per ogni di
insiemi A e B appartenenti all’algebra A;

(¢) T é fortemente mescolante se, e solo se, la (9.2) vale per ogni di insiems
A e B appartenenti all’algebra A.

DIMOSTRAZIONE. In tutti e tre i casi basta dimostrare che basta control-
lare le relazioni in questione quando gli insiemi considerati appartengano

all’algebra A.

Si osservi che, fissati € > 0 e gli insiemi A e B in F, ¢ possibile scegliere A
e By in A in maniera che sia

n(AAAy) <e e u(BABy) < e.
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Pertanto
pul (T~ ANB)A(T™™ Ay N By)]
=pu[{TT"AA (T ™" Ao N Bo)} N {BA (T Ao N By) }|
<p[{T7"(AAA))} N (T™™ Ao N By)] + p [(BAT™™ Ap) N (BABy)]
< i :T_”' (A&Ag)} + u(BABy) = n(AAAg) + u(BABp) < 2¢.
Percio, posto C:=T " ANB,Cy =T " AgNByge D :=CnNCy, si ha
p(T~"ANB) — pu (T Ao N By) f = | u(C) — 1 (Co) |
1(C\ D) + (D) — 11 (Co\ D) — (D) | = | u(C\ D) = u(Co \ D]
<p(C\D)+p(Co\D)=p|[(TT"ANB)A (T AgN By)] < 2e.

Cosi, per ogni n € N, si ha

Tt —1
1 .
— w(T77 AN B) — u(A) u(B)
n
1 re—1
<|- T7ANB) —u(T 7 AgNB
< H;#( ) =k 0 N By)
1 n—1
_ —J _ _
+ |- ;;L (T77 Ao N By) — p(Ao) 1 (Bo)
+ |1 (Ao) 1 (Bo) — 1 (Ao) p(B) |+ |1 (Ao) p(B) — u(A) u(B) |

n—1
1 s

<2e+ ” Zﬁir (T™7 Ao N By) — 11 (Ao) 1 (Bo) | + 2,
S

che dimostra la (a).

(b) Analogamente a quanto fatto sopra, si ottiene, per ogni j € Z
' w(T77 AN B) — u(A) u(B) |
< [,u, (T_j ANB) —p (T_j Ao N By) ‘

+ | (T77 Ao N By) — p(Ag) p(Bo) |

+ | (Ao) pn(Bo) — p(Ao) n(B) |+ [p(Ao) u(B) — u(A) u(B) |
“:_i 4e + b (T_j Aﬂ (M B[]) — M (A[]} ¥ (B{}) ‘ )

di qui, prendendo la media aritmetica, scende 1’asserto. L’ultima sequenza
di diseguaglianze stabilisce anche la (c).

Possiamo sfruttare il corollario appena dato per stabilire quando la traslazione
di MARKOV bilatera sia ergodica.
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TEOREMA 9.3. Per una traslazione di MARKOV bilatera—(p,I1) T sono
equivalenti le affermazioni:

(a) T e ergodica;
(b) la matrice di transizione Il é ergodica (da ogni stato si puo raggiungere
un qualsiasi altro stato).

DIMOSTRAZIONE. (a) == (b) Si indichi con e; la funzione indicatrice del
cilindro
{{xn:n€Z}:x9=j}.

Allora, per il corollario 8.1, si ha q.c.

n—1
1 +
lim — E e; (17 w) = / ej dp = p; > 0.

n—4+oo 1
s={)

Moltiplicando ambo 1 membri per e;, integrando ed usando il teorema di
convergenza dominata si ottiene

—1
n ZU pipi; = — /Ef.(w) ej (T"w) dp(w) —

n —+

" PiDy.

-
5=

Pertanto la successione {II"} converge nel senso di CESARO ad una matrice
limite A = (ai;), gli elementi della quale sono dati, quali che sia lo stato
i€{0,1,...,k—1}, da

a;j = Pj > 0.
Quali che siano gli stati z e j si ha
n—1
- ()
— » Qi = P > 0,
n Zﬂpzj ¥i—8 - OO L] pj' }
5=

sicché esiste un numero naturale s tale che pj; > 0. Dunque la matrice 11 e
ergodica.

(b) = (a) Se II & ergodica puo essere regolare o ciclica ([36]). In entrambi
casi la successione {II" : n € N} converge nel senso di CESARO ad una
matrice limite A che ha tutte le righe eguali e tutti gli elementi stretta-
mente positivi. Per dimostrare che 1" e ergodica basta, in virtu del Teorema
precedente, far vedere che, per ogni scelta di due cilindri A e B con

A={{xp, :n€Z} x4y =10, Tas1 =11,...,Lqtr = ir}

B = {{:I:?l nc Z} . Lp :jﬂzmt‘i—i—l :jlj- ey Lhgr = j‘a}

(D

n—

‘ 1
lim —
n—-+oo 7

u(T~" AN B) = u(A) u(B).

h=0
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Ora,se h > b+ s — a si ha

—h — at+h—b-—s | . _
‘u (T A m B) - p.fﬂ pjl:ljl ot 'ijw—ljn pjs’i"-{] p?:{jil . . -p‘z,i._l*g,r

e quindi
1 1—1
l; (T_‘ILAHB)—- . - M. M. .
1 - tu’ _ p.?ﬂ p}ﬂji " 'p.jh 1]s p‘lﬂ piﬁ!‘l ' 'pirﬁl?r‘
=00 11 -

= u(A) n(B),

sicché T’ e ergodica.

Il seguente risultato appartiene all’analisi reale “elementare”, ma consente
di porre in forma differente la proprieta di mescolanza debole.

TEOREMA 9.4. Per una successione limitata {x, : n € N} di numeri reali
sono equivalent: le condizioni:

a) la successione {|z,| :n € Z,} converge a 0 nel senso di CESARO,
+

(b) esiste un sottoinsieme J di Zy di densita nulla, tale, cioe, che

1
lim — card[JN{0,1,...,n—1}] =0,
n——+o0 N |
per il quale risulta
Ihm =z, = 0;

T =+ 0OC

ne.J
(c) wale

12—

. 1 2
lim — E z;]” = 0.
n—-1+0oCc I 4

DIMOSTRAZIONE. Per ogni sottoinsieme F' di Z.., si ponga, per semplicita,
ap(n) :=card [FFN{0,1,...,n—1}].
(a) = (b) Per ogni k € N sia

1
Ji 1= {ﬂ €2y |z, > E}

Pertanto
S CSaC - CpC.... (9.4)
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Inoltre, ogni Ji ha densita nulla, perche

n—1
1 l
=zl = = Ty, (n).
n 4
3=0
Esistono percio numeri naturali 0 < sp < 81 < --- < 8, < ... tali che per
n > Sk S1 abbia
1 (n) < 1
— g, . (N e
n Ot k+1

Si ponga
J = UJ[::EZ_;_ {JF:.'—I—I A [Sk::— Sﬁa.‘+1[} :
Ora dalla (9.4) a da s < n < sky1 segue che

JN{0,1...,n—1}
= [Jk-10{0,1,..., s = LU [Je 0 {sk,s5p + 1,...,n — 1}]

ClJe—10{0,1,...,8. — 1} U[JeN{0,1,...,n—1}],
e, percio,
1 1 1
;ﬂf'f E ; { Y J Sﬂ) +”IJA,+1 ?’1)} {: — {{1;}“(?1) +ﬂ5h+1 (ﬂ’)}
- 11
k—1 k'

Quando n tende a 400, anche k tende a 4+00; di qui segue che J ha densita
nulla. Se n > s, e n ¢ J scende che n non appartiene a Ji1, e percio,
1

T < —m
0] E+1

che da 1’asserto (b).

(b) == (a) Si supponga che sia |z, | < H per ogni n € Z,. Fissato £ > 0,
esistono due numeri naturali n; = ni(e) € N e no = nqo(e) € N tali che sia
|x,| < € per ogni naturale n > ny conn ¢ J e

1

— Q] (ﬂ) < €,

n

per ogni n > ngy. Posto ng := max{ni,ns}, per ogni n > ny, €

1 n—1 1
- Y sl = - > 5| + > ]
J= | j€JN{0,1,...n—1} j¢JN{0,1,....n—1} |
H
< ;;n;( n)+e<(H4+1)e,

onde 1’asserto.
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(a) <= (c) Basta osservare che, alla luce di quanto e stato dimostrato sinora
si ha equivalenza tra le due condizioni

m |z,|=0 e lim |1;.*;':.q,,\2 = 0.
TL— 00 TL— OO
ne¢.J ne¢J

Sono ora evidenti i seguenti corollari.

COROLLARIO 9.1. Per wuna trasformazione T : §} — () che conserva la
misura su uno spazio di probabilita (2, F, ) sono equivalents le affermazions:

(a) T é debolmente mescolante;
(b) per ogni coppia A e B di insiemi misurabili esiste J(A, B) sottoinsieme
di N di densita nulla tale che

lim u(T™"ANB) = u(A)uB).

TE— 400

n¢J(A,B)

(¢) per ogni coppia A e B di insiemi misurabili esiste J( A, B) sottoinsieme
di N di densita nulla tale che
nn—1
1 |
lim — Z | (T77 AN B) — u(A) p(B)‘z = 0.
=0

n—-oo 1 =«

Avremo modo di usare 1l seguente lemma.

LEMMA 9.1. L’unione di due insiem: di densita nulla e ancora di densita
nulla.

DIMOSTRAZIONE. Siano J; e J> due sottoinsiemi di N di densita nulla,

1
lim — card[J; N{0,1,...,n—1}| =0 (7 =1,2).

n—-=4+oo 11

Allora
0< -}L card [(J1 U J2) N {0,1,...,n — 1}]
_ % card [(J1 N {0,1,...,n—1})U (LN {0,1,...,n — 1})]
< i card (J; N {0,1,...,n—1})
+1(:ard(.fgﬁ{{]?l,...,n—1}) » 0.

T, T} — =00
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10. Espressione funzionale di ergodicita e mescolanza

In questa sezione ricorreremo sistematicamente all’uso dell’operatore Up
indotto dalla trastformazione 1T’ introdotto nella sezione 6.

TEOREMA 10.1. Per una trasformazione T : {2 — §) che conserva la misura
su uno spazio di probabilita (2, F, i) sono equivalenti le affermazioni:

(a) T é ergodica;
b) per coppia f e g di funzioni di L? ¢
(b)

1 n—1

lim ~ » (U} f,9) = (f,1) (1, 9): (10.1)

N~>-40C T}
73=0

(c) per ogni funzione f di L? é

_ ] 11— 1 S ‘
im -~ ;w% £ ) = (£ 1) (1, f); (10.2)

TEOREMA 10.2. Per una trasformazione T : ) — () che conserva la misura
su uno spazio di probabilita (2, F, i) sono equivalent:i le affermazioni:

(a) T e debolmente mescolante;
(b) per coppia f e g di funzions di L? é

n-—1
1 .- | |
im = 3" £.9) - (£:1) (Lg) | =0 (10.3)
§=0

(¢) per ogni funzione f di L* é

-1
1 ,
. - 7 . — 0- :
'rt-El—{l;lm n ;_ﬂ: [ <UI f'.' f) (f 1> (11f> U? (104)
(d) per ogni funzione f di L? ¢é
: . J . ) = () B
L. WD) (LD -] =0 (105

TEOREMA 10.3. Per una trasformazione T : {2 — ) che conserva la misura
su uno spazio di probabilita (2, F, i) sono equivalenti le affermazioni:

(a) T ¢ fortemente mescolante;
(b) per coppia f e g di funzions di L?* é

lim (Ur f,g) = (f,1) {1, 9); (10.6)

— 00
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(c) per ogni funzione f di L? ¢é

im (Ur £, f) = (£, 1) (1, )3 (10.7)

— 0

I tre teoremi appena enunciati si dimostrano in maniera molto simile. Per-
tanto bastera dare la dimostrazione di uno solo di essi, per esempio dell’ul-
timo.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 10.3. (b) = (a) Nella (10.6) basta pren-
dere f=14eg=1p con A, B € F.

(a) = (c) Per ogni coppia A e B di insiemi misurabili si ha

lim (Url4,1p)= lim / laoT"1pdu= lim / dp

1, — 400 ' n——+00 n— o0 i
T—m ANB

= lim u(T " ANB) = pu(A)pu(B) =(14,1)(1,1B).

n——+0oC

Se in quest’ultima relazione si tiene fisso B, si ha, per la linearita del
prodotto interno rispetto al primo fattore,

lim <U':F hz; 1B> — <h"~ 1> <1‘ 15):

T — 400

per ogni funzione semplice h. Si tenga ora fissa la funzione h, sicché
dall’ultima relazione scende

lim (Ufh,h) = (h,1)(1,h);

11— 400

pertanto la (10.7) vale per la funzioni semplici.

Sia, ora f una funzione di L? e si fissi, arbitrariamente, £ > 0. Si pud
scegliere una funzione semplice h in modo che sia ||f — hlla < €. Esiste
anche un numero naturale ng = ng(e) tale che, per ogni n > nyg, sia

\{({Urp h,h)y —(h,1)(1,h) | < e.

Per ogni n > ng, si ha

(U3 1, ) = (L1, )

<|(UR £, ) = (UR by )|+ [ {UR R, £ = (U hy B |
(U by = Gy 1) (L, RY [+ [k, 1) (1, ) — (£,1) (1, ) |
FIAL) (LAY = (£1) (1, )
=|{Ur (f=h), H|+|Urh f=h|+e+|{LhA)]|[{(h—Ff1)]

+ (DL A=)

< If = Allz 1 fllz + I1Bllz 1h = Fllz + & + IBlla 1k = Fll + 1 £ll2 15— £l
<e {L+2||hl2+2]f]},
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onde [’asserto.

(¢) = (b) Sia f una funzione di L° e sia H il pit piccolo sottospazio chiuso
di L? che contiene f e le funzioni costanti e che sia invariante rispetto a Ur,
UrHy C 'Hy. Posto

6 ={oe I lim (UFf.0) = (1)) (L)},

TL— + 00

si ha
Hf - gf C LE.

Infatti, per definizione, G & un sottospazio di L? e contiene f per ipotesi.
Inoltre contiene la funzioni costanti

<U§if*c>:E/U%fdﬁzﬁ/ffl"T“dH"—“Effd(p,aT"”)
:E/‘fdﬁZ(fﬁl} a,c).

Infine G € invariante rispetto a Up; infatti se ¢ € G¢ s1 ha

lim (Ur f,Ur¢) = lim (foT") (poT)dpu

11— 400 1L — 400

= lim [ (foT" ') pdu= lim (U f, o)

n—+00 TL =+ +00

— (£1) (Leh = (£1) [ P

= (£1) [PoTdu=(f.1) (1,Ur o)

sicché anche Ur ¢ appartiene a Gy.

Se ¢ € una funzione ortogonale al sottospazio Hy, ¢ L Hy, sl ha

(Ur f,9) =0
per ogni n € N. Inoltre (1,¢) = 0. Ma allora si ha HJ% C G che insieme
all’inclusione Hy C Gf da G5 = L?.

Sia 1" : {2 — () una trasformazione che conserva la misura sullo spazio di
probabilita (€2, F, ). Si puo definire la trasformazione T'xT" : 1 x {2 — 2 x€2
mediante

(T X TY(w,w") = (T{w), T(w)) .

La trasformazione cosi definita conserva la misura sullo spazio di probabilita
(AxQ, FRF, u@u). Infatti cio e vero per i rettangoli misurabili (gli insiemi
di F x F) e, quindi, per le unioni disgiunte e finite di tali rettangoli. In
virtt del Teorema 2.2, cio basta a stabilire che T' X T conserva la misura.
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TEOREMA 10.4. Per una trasformazioneT : £ — €1 che conserva la misura
su uno spazio di probabilita (€2, F, 1) sono equivalenti le affermazioni

(a) T e debolemente mescolante;
(b) T x T ¢ ergodica;
(¢) T x T ¢e debolmente mescolante.

DIMOSTRAZIONE. (a) = (c¢) Siano A, B, C e D insiemi di F. Per il
Corollario 9.1, esistono due sottoinsiemi J; e J di N, entrambi di densita
nulla, tali che
lim (77" AN B) = u(A) u(B)
T—+0oC
né.Jy
lim w(T~"CND)=uC)u(D).
T — 00

ne¢Js

Di conseguenza, ricorrendo al Lemma 9.1, si ha

lim (p® p) [(T xT)Y " (Ax C)N(B x D)}

n—-4oc
'H-ﬁéurl J.Js
= lit_I:El u(I""ANB) p(T™"CnN D)
L= =00
T!-Q_le U Jo

= p(A) p(B) p(C) (D) = [(1 @ p)(A x C)] [(p ® p)(C x D)].

L’asserto vale dunque per 1 rettangoli misurabili di 7 ® F e quindi anche
per le unioni disgiunte e finite di tali rettangoli. Queste unioni formano
un’algebra A che genera la tribu prodotto F ® F. Alla luce del Teorema
9.2 cio implica |’asserto.

L’implicazione (¢) = (b) & ovvia.

(b) = (a) Se A e B sono insiemi misurabili si ha

n—1 n—1
— n (T~ AN B) (L@ u) (T xT)? (Ax Q)N (B x Q)
s T el |
—— (@ p)(Ax Q)] [(h®p)(B x Q)
= u(A) u(B).
Ma si ha anche, dall’ipotesi,
lﬂ_l,u ( JAF‘}B i(p@;L)((TKT) 3(A><A)ﬁ(B><B))
n 4=() =0

— (@ p)(A x A) (n® p)(B x B)
— 12(A) 12(B).
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Percio

== S {®(T7ANB) — 24 (T7AN B) u(A) u(B) + p*(A) 4*(B)}

» 2p*(A) p*(B) = 2 p*(A) p*(B) = 0

n—4+oc

che conclude la dimostrazione.

DEFINIZIONE 10.1. Sia 7" : 2 — {2 una trasformazione che conserva la
misura sullo spazio di probabilita (2, F, ). Si dice che il numero k£ € C
¢ un autovalore di T, se esiste una funzione f € L? con f # 0 tale che
Ur f =k f, o, equivalentemente, tale che foT = k f q.c.. Si dice allora che
f € un’autofunzione corrispondente all’autovalore k.

Si noti che tutti gli autovalori di " hanno modulo unitario poiché, se vale
Ur f =k f:l e
‘ 2
L2 = Uz fliz = Ik £II5 = [KI* [ £1I3-

Inoltre k = 1 & sempre un autovalore (che corrisponde alla funzioni costanti).

DEFINIZIONE 10.2. Si dice che la trastormazione T" : {2 — () che conserva la
misura sullo spazio di probabilita (£2, F, i) ha spettro continuo se 1 & 'unico
autovalore e le funzioni q.c. costanti sono le sole autofunzioni dell’operatore
Ur indotto da T..

Al prossimo risultato che lega i concetti di mescolanza debole e di spettro
continuo, € opportuno premettere il seguente teorema, per la dimostrazione
del quale rimando a [27].

TEOREMA 10.5. Sia U : ' H — 'H un operatore unitario sopra uno spazio di
HILBERT (complesso) H. Per ogni f € H esiste un’unica misura s definita
sut boreliani della circonferenza unitaria K := {z € C: |z| = 1} tale che,
per ognit n € N, sia

U™ f, f) = /z” dpg(z).

K

Si notl che se T : {2 — () e una trasformazione invertibile che conserva la
misura sullo spazio di probabilita (2, F, i), allora 'operatore Up indotto
da 7' € unitario; se, inoltre, T" ha spettro continuo, allora, per ogni funzione
f € L?con (f,1) =0, ps non ha atomi.

TEOREMA 10.6. Per una trasformazione T : ) — €} che conserva la misura
sullo spazio di probabilita (§2, F, p) sono equivalent: le affermazions
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(a) T ¢ debolmente mescolante;
(b) T ha spettro continuo.

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b). Sisupponga che T sia debolmente mescolante
e, se possibile, che k£ sia un autovalore differente da 1, U, f = &k f con k # 1.
Integrando si ottiene

)= [ fdu= [ fauor™) = [(foT)du= [Urfap

= (Ur f,1) =k {f,1).

Di qui scende (f, 1) = 0, sicché, ricordando che |k| = 1, il Teorema 10.2 da

| 1 n—1 ) | n—1 j
o=t 2 S whrn] = i L S 1w sn
n—1 1 n—1
= lim J im —
—HL_FMZ“%I (£ 0= tim = S I(FA= 15

Dunque f = 0 q.c., sicché k£ non puo essere un autovalore. Se £k = 1 si ha
necessariamente che f e q.c. costante, perché T e ergodica.

(b) = (a) Supposto che T abbia spettro continuo, si vuole dimostrare che
T & debolmente mescolante; basta, a tal fine, dimostrare che vale la

n—1

; 2

lim ’ U 1) (1. =

im = SO W .5~ ) (A, 5
j=0

Se f & q.c. costante, questa ¢ un’immediata conseguenza della diseguaglianza

di SCHWARZ, che in questo caso, si riduce ad un’eguaglianza. 51 puo, quindi,

supporre che sia (f,1) = 0. Per il Teorema 10.5, basta far vedere che, per

ogni misura p sui boreliani di K, si ha

1 n—1 . :
1' — ‘? i == . .
Ti.miI-}—lsc Tl Z / & dl'u U (10 8)
7=0 K
Ricorrendo al teorema di FUBINI si ottiene
2

1 n—1 | 1 —_ _ |

- /3-3’ du| = — Z / 27 du(z) f@j dp(w)

T =0 4 T

= = ﬂzl // (2@) d(p®p)(z, w) = // 2 W) ¢ d(p@p)(2, w).

I=0 K KxK ?
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Se il punto (z W) non appartiene alla diagonale di K x K, ovvero se 2w # 1,
allora si ha

Poiché la misura u € continua, € (u®u)(z, z) = 0, sicché I'integrando nell’ul-
timo integrale scritto tende a 0 q.o.; inoltre, esso € maggiorato in modulo
da 1 sicché la (10.8) & ora una conseguenza del teorema di convergenza
dominata.

11. Topologie per le trasformazioni

Vogliamo qui introdurre alcune topologie sulla famiglia delle trasformazioni
che conservano la misura. Ci limiteremo, seguendo HALMOS, a considerare
solo un caso particolare; supporremo cosi che siano verificate le seguenti
1potesi

— 81 considereranno solo trasformaszioni invertibili sicché ’insieme nel
quale si introdurra la topologia €, di fatto, un gruppo;

— si considereranno come coincidenti le trasformazioni che differiscono
su un insieme di misura nulla; in altre parole, anziché il gruppo delle
trasformazioni invertibili che conservano la misura, si considerera il
eruppo degli automorfismi dell’algebra di misura associata allo spazio;

— 81 supporra che lo spazio di probabilita in esame sia costiuito dall’in-
tervallo unitario [0, 1] munito della tribii di BOREL B e della misura di
LEBESGUE A su B.

Ricordiamo qui la definizione delle topologie forte e debole in uno spazio di
HILBERT H. Data una famiglia di operatori su H, {I,, : n € I}, ove I € un
insieme diretto, si dice che tale famiglia converge fortemente all’operatore
T se, per ogni f € H, si ha

”Tnf — Tf” — 0.

Si dice invece che la famiglia in questione converge debolmente a T’ se, per
ogni coppia f e g di elementi di H, si ha

(Tnf,9) — (T'f,qg).

E ben noto che la convergenza forte implica quella debole, senza che sia
vero il viceversa. Si e visto che esiste una corrispondenza biunivoca tra gli
automorfismi di un’algebra di misura e gli operatori unitari su L?, sicché il
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gruppo degli automorfismi eredita ogni topologia della famiglia degli oper-
atori unitarl su L?. In quest’ultimo insieme le due topologie, forte e debole,
coincidono.

TEOREMA 11.1. Per una famiglia {U, : n € I} di operatori unitari su L?
su uno spazio di HILBERT H le sequenti proprieta sono equivalenti:

(a) {U, : n € I} converge fortemente a un operatore unitario U;
(b) {U, : n € I} converge debolmente ad un operatore unitario U.

DIMOSTRAZIONE. Poiché la convergenza forte implica quella debole, basta
dimostrare 'implicazione (b) = (a). Per ogni f € H, si ha

{Unf — Ufll = (Unf = Uf,Upnf ~Uf)
= (Unfs Unf) = (Unf,Uf) = (Uf,Unf) +(Uf,Uf)
= |12 = U, UF) = UF,Unf) + I £]I?

= 2[IfI* - 2ULUf) =20fI" - 2| fII* =0

n— -+

Introduciamo ora la definizione di convergenza, che servira per gli scopi della
teoria ergodica.

DEFINIZIONE 11.1. Si dird che una famiglia {T}, : n € I} di automorfis-
mi converge debolmente a T se 1,, A converge a 1T' A per ogni elemento A

dell’algebra di misura B, vale a dire se, per ogni insieme A € B, &
AT, AAT A) — 0.

Una sottobase per gli aperti di questa topologia ¢ data dagli insiemi della
forma

N(T,A,e) :={S: A(TAAS A) < &}.

Consideriamo la famiglia degli intervalli

E k+1 ,H
sz on ]:nezhk:[],l&...,? —1}.

Per n fissato in Z .., ognuno di tali intervalli si dira di rango n, mentre si dira
insieme di rango n ogni unione, necessariamente finita, di intervalli di rango
n. Si dira permutazione (diadica di rango n) una trasformazione invertibile
che conserva la misura e che porta ogni intervallo diadico di rango n in
un altro intervallo diadico di rango n. La permutazione ciclica di rango n
permuta ciclicamente gli intervalli diadici di rango n.
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Per dimostrare il Teorema di approssimazione debole occorrera un risultato
preliminare.,

La famiglia By di tutti gli insiemi diadici ¢ densa nell’algeba di misura, e
stabile rispetto alle operazioni booleane finite; inoltre la misura di un in-
sieme diadico € un numero razionale diadico. Se F' e un insieme di By e se
r € [0, \(E)] & un umero razionale, allora £ ha sottoinsiemi che apparten-
gono a By e che hanno misura eguale a r. Se E & in By, anche T'E gode
della proprieta appena illustrata.

LEMMA 11.1. Sia {E\, Ea, ..., Ex} una partizione dell’intervallo unitario;
se 0 > 0 ¢ arbitrario, e se 11, 79,..., T Sono k numeri razionali tali che

MNE) —ri| <6 (i=1,2,...,k),

allora esiste una partizione {Fy, Fy, ..., Fx} dell’intervallo unitario in in-
stemi di By, F; € By peri=1,2,...,k, tali che, per ogni i = 1,2,...,k, si
abbia

A (ElﬁFt) < 2€, & A (Fg_) = r;.

DIMOSTRAZIONE. Si scelga, per ogni ¢ = 1,2,...,k, un insieme B; € By
tale che

AN E;AB;) <,
0, equivalentemente
IA(E:) = A(Bi)| = |AEi\ Bi) = AM(B; \ Ei)| < AE;AF;) <.
Di conseguenza si ha, per ogni ¢ = 1,2,...,k,
A(Bi) il <7 +6,

Gli insiemi B; cosi costruiti non costituiscono necessariamente una par-
tizione dell’intervallo unitario e non hanno necessariamente la misura richi-
esta. Poiché si ha

AN(E; N E)A(B;NB;)] < AE;AB;) + A (E;AB;) < 2

AME;NE;) =0,
segue che
MBi N (Uj2By)] < 2k.
Si prendano ora gli insiemi di By definiti, per ¢ = 1,2,...,k, da

Bl =B\ [|JB;
J#t
Per questi insiemi e, perz=1,2,...,k,
AN(B)) —ri| <8+ (2k + 1)y e IA(E;) — AN(B))| < (2k + 1).
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Gli insiemi B; sono ora a due a due disgiunti, ma la loro unione non & ancora
tutto [0, 1] e la misura di ciascuno di essi non & ancora quella desiderata.

Se A(B]) > r;, si consideri un sottoinsieme B di B] appartenente a B e
tale che

| A(B;) = A(BY) =rs;
si unisca quindi B!’ al complemento degli insiemi B,

k
C:=[0,1]\ (UB;T) € By

e si ponga I; = B \ Bj.

Se invece si ha A (B]) < r; si prenda un sottoinsieme B;" € By di C tale che
A(ByUBY) =

e si ponga F; := B, U B!. Gli insiemi F; (¢ = 1,2,...,k) cosi costruiti
costituiscono una partizione di [0, 1] in insiemi di By e A(F;) = r;. Per
questi insiemi si ha , per 2 =1,2,...,k,

A (Ef,ﬂ.Fg;) < 4§+ 2(2k + 1)"}’.
Basta ora prendere «y sufficientemente piccolo perché sia
A (E;AF;) < 296;

cio conclude la dimostrazione.

Un intorno diadico di un automorfismo S di G ha la forma
{T € G:N(SDATD) < ¢},

ove D e un insieme diadico. Gli intorni diadici costiuiscono una sottobase
per le topologia debole di . 1l risultato fondamentale asserisce che le
permutazioni sono dense in G.

TEOREMA 11.2 (di approssimazione debole). Ogni intorno diadico contiene
permutazioni cicliche di rango arbitrario.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo dapprima che, se P ¢ una permutazione e
se

N :={T: AN(PD;,ATD;) <et1=1,2,...,n}
& un intorno diadico di P, allora N contiene permutazioni cicliche di rango
arbitrariamente grande. Ogni insieme PD); & un insieme diadico. Ne segue
che esiste un naturale j tale che PD; sia di rango j. Naturalmente, 7 puo
essere scelto arbitrariamente grande; si scleg ora k& € N tale che sia

9j+1
2k

k>3 e < E.
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Ogni intervallo diadico di rango 5 & I'unione di 27 intervalli diadici di rango
k. Definiamo ora una permutazione ciclica ¢) di rango k che appartenga
all’intorno .

Sia I un intervallo di rango j. Se P non lascia I invariato, si definica
in modo che mandi il primo, nell’ordine naturale, sottointervallo di rango k
contenuto in I su tutto il primo sottointervallo di rango k£ di PI. Se P non
manda PI su I, si definisca @ in modo che mandi il primo sottointervallo
di rango k di PI nel primo sottointervallo di rango k di P?I. Si continui in
questo modo sino a che non si raggiunga 'ultimo elemento nel ciclo indotto
da P su I, sia esso P97'1. Quindi P (P?']) = I. Allora si definisca @ in
modo che mandi il primo sottointervallo di rango k di P971I nel secondo
sottointervallo di rango k di I e si proceda come sopra sostituendo ovunque
“primo sottointervallo” con “secondo sottointervallo”. Alla fine, si definisca
@ in modo che mandi il secondo sottointervallo di rango k& di P97'I nel
terzo sottointervallo di rango k& di I. Si ripeta di nuovo la procedura sino

a quando @ non debba essere definito sull’ultimo sottointervallo di rango &
di P971]1.

Sia ora F' un intervallo diadico di rango j disgiunto da I, PI,..., P9I
e si definisca () in modo che applichi 'ultimo sottointervallo di rango &
di P97 sul primo sottointervallo di rango k di F'. Si ripeta, quindi, su
F' T'intera procedura fatta su I e si proceda in maniera analoga sino a
quando non si sia completata la definizione di () sull’intera-decomposizione
di P. La definizione di ¢ sara completata quando si applichera 'ultimo
sottointervallo di rango k& dell’ultimo termine della decomposizione di P nel
primo sottointervallo di rango k& dell’intervallo originale 1.

Evidentemente, () € una permutazione ciclica di rango k. Per costruzione,
se I/ € una arbitrario intervallo diadico di rango j, allora si ha

2

A\ (PEAQE) < .

Ma un insieme diadico & 'unione disgiunta di al pid 27 intervalli diadici di
rango j, sicché se D ¢ un insieme diadico di rango 7, allora e

9 2J+1

A(PDAQD) <2 — = =

< E,

Percio ) appartiene a N.

Rimane da dimostrare che le permutazioni sono dense in G. A tal fine, sia
T un’arbitraria trasformazione e sia

N ={5: M(SD;ATD;) <ei=1,2,...,n}
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un intorno diadico di T'; vogliamo dimostrare che N contiene una permu-
tazione. Gli insiemi D; NTD; costituiscono una partizione dell’intervallo
unitario. Sia 0 > 0 tale che

9 £

[l Lemma 11.1 assicura 'esistenza di una partizione {F;;} dell’intervallo
unitario in sottoinsiemi diadici tale che sia

A((D; N TD;)AE;;) <.

Una seconda applicazione dello stesso lemma assicura l’esistenza di una
partizione {Fj;} dell’intervallo unitario in sottoinsiemi diadici tale che sia

AM(D;NTD;)ATF;;) <6

e che risulti, per tutti gli indici A (E;;) = A(Fj;). poiché T conserva la
misura, s1 ha anche

A((D; NTDj) AF;;) <.

Sia k un numero naturale tale che tutti gli insiemi D;, E;; e F;; abbiano
rango k e sia P una permutazione di rango k che applichi Fj; su E;;. Poiché

D; =U; (T_lng M Dj) ,

si ha -
A(D;A U; Fyy) < n%d < 5
Ma allora ,. -
MPD;A U; Eyj) < 5
Pertanto

MPD;ATD;) < AMPD;A U Eiy) + AU E;ATD;) < e,

ci0 che conclude la dimostrazione.

V1 e una seconda topologia sul gruppo G degli automorfismi, detta topologia
uniforme. |

Si introducono su G due metriche
di(S,T) :=sup{A(SAATA) : A € B(G)}
do(S,T) := MSw # Tw}.

E immediato controllare, ed e lasciato come esercizio, che tanto d; quanto
ds sono metriche su GG. Inoltre, esse sono invarianti rispetto alle operazioni
di gruppo (moltiplicazione a destra o a sinista, e formazione dell’inversa);
cio € ovvio per d;. Per quanto riguarda ds, € immediata I'invarianza per la
moltiplicazione a sinistra. Poiché si ha

S{Sw # Tw} = {S7 'w # T w}
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segue che
dy (S~ T =A({S 'w#T 'w})
= A (S {Sw # Tw}) = A({Sw # Tw}) = ds(S,T),

cid che mostra 1'invarianza di d» rispetto alla formazione dell’inversa. L’in-
varianza di ds rispetto alla moltiplicazione a destra e ora conseguenza del-
I'invarianza rispetto alla moltiplicazione a sinistra e di quella rispetto alla
formazione dell’inversa.

Se per x € [0,1] e per n € N, si ha T"x = z, si dice che T' & periodica
in x; il minimo n = n(xz) € N tale che T"x = zx si dice il periodo di x.
Se T™ = I (I e l'identita su [0, 1]), allora si dice che T & periodica e il
minomo n € N tale che T™ = I si chiama periodo di T'. Evidentemente se
T'e periodica e periodica per ogni x; il viceversa non ¢ necessariamente vero.
Se la trasformanzione T noné periodica in alcum punto di [0, 1], si dira che
e aperiodica. Sia A, !'insieme di punti di [0, 1] nei quali T & periodica di
periodo n € N,

Ap :={z€[0,1]: Tz = z, Tz + 2(j < n)}, (11.1)
e sia Ag l'insieme dei punti nel quali 7" € antiperiodica,
Ao = (Unen4n)" = NrenAy. (11.2)

LEMMA 11.2. Se T é periodica di periodo n per quasi ogni punto di [0, 1],
allora esiste un boreliano E di |0, 1] di misura 1/n tale che gli insiemi E,
TE,..., T" 'E siano a due a due disgiunti.

DIMOSTRAZIONE. Se n = 1 non vi & nulla da dimostrare. Se n > 1 esiste
necessariamente un boreliano F£; tale che

A (EL&TEI) > (.
Infatti, se per ogni boreliano F; di [0, 1] fosse A (E;ATE,) = 0, T sarebbe
di periodo 1 per quasi ogni punto. Poiché T conserva la misura si ha

AMELN\TE,) = A(Ey) —A(ELNTEY)
= A(TE,) - X (E1NTE,) = X(TE, \ E1),

segue che A (F1 \TE;) > 0. Posto

Fl P — El \ TEh
I'insieme Fj € un boreliano di misura positiva che, per costruzione e dis-
giunto da TFy = TE1 \ TE,. Se n = 2, la dimostrazione ¢ terminata. Se
n > 2, esiste necessariamente un sottoinsieme F- di F} che € misurabile e
tale che A (EgﬁTzEg) > (; se cosi non fosse, T sarebbe di periodo 2 quasi
ovunque in Fj. Posto Fy := Ey \ T?E,, scende come sopra che che Fy e

“F5 sor 1sgiunti. e ' 0 I ] zione, —
T2 F, sono disgiunti. Procedendo in questo modo per induzione, dopo n — 1
passi sl sono costruiti gli insiemi Fy, Fo, ..., Fi,—1 di misura positiva tali
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che F1 D Fo D -+ D F,_1eche, perogni 3 =1,2,...,n—1 gli insiemi
F; e T7F; siano disgiunti. Posto E := F,,_, I'insieme E risulta essere dis-
giunto da 77FE per ogni 7 = 1,2,...,n — 1. La misura di E potebbe non
essere eguale a 1/n; si appliche allora lo stesso procedimanto ora usato al

sottoinsieme 1nvariante
(EUTEU . UTTL—,lE)ﬂ '

Si proceda per induzione terminando al pit dopo infinita numerabile di
passl.

LEMMA 11.3. Se T € antiperiodica, allora per ogni n € N e per ogni € > 0,
esiste un boreliano E tale che gli insiemi E, TE,..., T" ' E siano disgiunti
e che sta

AMEUTEU---UT" 'E) >1—c¢.

DIMOSTRAZIONE. Sia p un numero naturale tale che 1/p < . Ricorrendo
allo stesso ragionamento del Lemma 11.2 nel quale si sostituisce pn a n,
si costrusice un boreliano F' di misura positiva e tale che gli insiemi F',
TFE,..., TP"~1F siano a due a due disgiunti. Inoltre F' ¢ massimale nel
senso che non esiste alcun boreliano che includa F', abbia misura maggiore
di guest’ultimo ed abbia le proprieta elencate per F'. Percio, se Fp € un
sottoinsieme misurabile di TP*~'F con A(Fp) > 0, allora esiste almeno
un numero naturale 7 = 1,2, ..., pn tale che A (Tj FoNn F ) > 0, altrimenti
'insieme F'UT'F, contraddirrebbe la massimalita di F'. Si definisca ora, per
3 =1,2,...,pn, 1l boreliano
Fy = (T Fn T F) () (VI T F).

=1

Allora 1 ha
A(TP P F\ UL F;) = 0.

Gl insiemi di una stessa colonna dello schema

1 Fo
T F3 T%F;

(11.3)
TF’.”'”* .TE.THIP‘})H ' s TFTL_}-TF}’HL

sono a due a due digiunti perché si ottengono trasformando mediante la
stessa potenza di T insiemi disgiunti; inoltre, due insiemi di colonne dif-
ferenti sono disgiunti perché le loro immagini inverse mediante opportune
potenze di T" sono incluse in insiemi distinti di ', TF, ..., TP*~1F.

Gli insiemi T*F; (1 < i < j < pn) sono disgiunti da ognuno degli insiemi
TEF (k= 1,2,...,pn — 1) e quindi dalla loro unione. Infatti, se & k > 1,
allora

T'F;NT*F T (TP 1FNT*'F) = 0;



50 Carlo Sempi

se, invece, k < ¢, allora si avrebbe 0 < i — k < j, sicché, per la definizione
di F;, € vuoto l'insieme

T kF;, N F;
percio € vuoto anche l'insieme

T'E;,NT*F =T (T""*F; N F).

Pertanto gli insiemi TFy, T?Fy, ..., TP" Fpy sono sottoinsiemi a due a due
disgiunti di F'; quindi
DL P
1T - —1
A (U2, TY Fy) ZA (T F —Z}\(ﬁj):/\(w” F).

Sl pl_l(i] Ora. &SHEI'iI'E ChE ljiIISiEIHe
reﬂ.: n,— TL F ' l 1 T

& quasi invariante, nel senso che A (F *ATIF *) = (. Siccome T e antiperi-
odica, si ha
A(FT) =1,

perché altrimenti 'insieme F' U (F™*)° permetterebbe di ingrandire I'insieme
massimale F'. Si ponga, infine

_ ) — kn, m—1 1L
E:“(i{JT F)U(i:l f;munTF)

Per costruzione gli insiemi F, TE, ..., T" ' E sono disgiunti. L’unione di
questi insiemi non contine al pid n — 1 insiemi di ogni riga dello schema
(11.3). Cio significa che la misura totale degli insiemi della j—esima riga
non inclusi nell'unione EUTE U ---UT" ! E ha misura minore di n A (F});
di conseguenza

PN,
MEUTEU---UT"'E) > 1= nA(F;) =1-nA(F).
j=1
Gli insiemi F, TF, ..., TP"1F sono disgiunti ed hanno tutti la stessa
misura sicché
1 1
nA(F)<n— =~ <e.
pn. P

L]

Cio conclude la dimostrazione

Le topologie indotte su G dalle metriche dy e ds sono equivalenti; piu
precisamente vale il seguente

LEMMA 11.4. Valgono le disequaglianze

2
§ffz < d; < ds.
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DIMOSTRAZIONE. Poiché tanto di quanto ds sono invarianti rispetto alle
operazioni di gruppo, basta dimostrare che

) .
2 do(1,T) < dy(1,T) < dy(I,T)

per ognl trasformazione 1’ che conservi la misura. Se
F:={rxel0,1]:Tx # z},

allora si ha do(I,T) = A(F'). Si osservi che I'insieme F' & invariante rispetto
a 1" e che tale e anche ogni sottoinsieme misurabile di /'°. Per ogni boreliano
FE di |0, 1], si ha

EATE = [(EATE) N F]| J[(EATE)\ F]
(ENF)ATENF)JI(E\F)A(TE\F)]
=[(ENF)A(TENTF)]| J(E\F)A(TE\TF)]

=[(ENF)YAT(EnF)| JUE\F)AT (E\ F)];

di qui, datoche T(E\ F) = E \ F,
AMEATE)=A(ENF)AT(ENF)|+A(E\F)AT(E\ F)]
— A[(ENF)A(TENF)] = A[(EATE) N F] < A(F).

Ne segue che di(I,T) < do(1,T).

Si consideri ora la partizione di |0, 1] nei sottoinsiemi

delle equazioni (11.1) e (11.2). Si applichi il lemma 11.3 all’insieme Ag con
n=2ee < 1/3. Esiste percid un boreliano Ey di Ag tale che EgNTEy = ()
e che

A(Eo) > %)\(flu)-

Applicando il Lemma 11.2 ad ogni A, si ha un boreliano E;, di A,, tale che
gli insiemi E,,, TEy,..., T n—1p  siano a due a due disgiunti e che sia

1
}1. (E-ﬁ_) —_ = }\ (ATL) .
n
Si definisca ora una successione di insiemi misurabili {B, : n=0en > 2}

come segue. Sl ponga

per n = U'_., B(] L= E(;,;
— per n > 2 pari,

B, =k, (U:ﬁi_ngkEn) ;



52 Carlo Sempi

— per n > 2 disparl,

B, = F, U (Ui;r;—lii}/ETﬁk:E”) .

Si ha, in ogni caso, B,, NTB,, ={. Se n > 2 & pari, si ha

mentre, se n > 2 e dispari, si ha
1 1
}4 (B”) — E 1 - T }n (A'ﬂ-) ¥

Ti

Ne segue che, per n > 2, e

1
A (Bﬂ,) 2 5 )\(An) -
Posto
B::F@UBQUB;}U'”UBHU“.,
siha BNTB=0¢e

AB) > = (1= A(A1).
Quindi

| B2

2

di(I,T) 2 \(BATB) > £ (1= A(41)) = 5 do(I,T),

L

Yo

c10 che conclude la dimostrazione.

Per ottenere il teorema di approssimazione per la topologia uniforme avremo
bisogno del seguente risultato che interessse indipendente.

TEOREMA 11.3. Per ogni coppia A e B di boreliani dell’intervallo [0, 1]
esiste una trasformazione T : |0, 1] — [0, 1] tale che A (TAAB) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Se i due boreliani hanno misura nulla, A(A) = A(B) = 0,
non vi € nulla da dimostrare. Supporremo, pertanto, che sia A\(A) A\(B) > 0.
Sia S una trasformazione ergodica su [0, 1]; esiste allora un naturale n tale
che

A(S"ANB) > 0.

Si definisca Tx := S"™x se x appartiene a ANT"B. Si proceda ora per
induzione.

Se A(A\ S™™B) > 0, si applichi il ragionamento appena usato per trovare
un sottoinsieme misurabile C' di A\ $7"B di misura non nulla, A(C') > 0
ed un naturale k£ tale che

A[SkCn(B\ S TA)] > 0;
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e si definisca Tz := S*z se x appartiene a C. Procedendo in questo mo-
do, eventualmente per induzione transfinita, si giunge a definire la trasfor-
mazione T su tutto A. Applicando poi lo stesso metodo ai due insiemi A€
e B¢, si definisce T su tutto [0, 1].

Il seguente teorema asserisce di fatto che la trasformazioni periodiche sono
dense in G nella topologia uniforme.

TEOREMA 11.4 (d’approssimazione uniforme). Per ogni trasformazione ape-
riodica I', per ogni numero naturale n e per ogni € > 0 esiste una trasfor-
mazione S di periodo n tale che

DIMOSTRAZIONE. In virtu del Lemma 11.3 esiste un boreliano E tale che
eli insiemi E, TE,..., T" 'F siano a due a due disgiunti e che

AMEUTEU---UT"'E) >1—c¢.

Serxeéein FUTEU---UT" ?E, si definisca Sz := T'z; se x appartiene a
T 'E, si ponga Sz := T "Tlx. La trasformazione S ¢ cosi stata definita
in FEUTEU---UT"E ed & qui di periodo n; quale che sia il modo di
estendere la definzione di S a tutto [0, 1], si ha

1

n—1
do(S,T) < A(T"TE)+e=AE)+e < = +e.

n

Rimane quindi solo da dimostrare che si puo definire .S nel complementare
| P &

di FEUTEU---UT" 1E in modo che anche qui S sia di periodo n e questo
segue facilmente dal Teorema 11.3. [

12. Categoria

L’introduzione della topologia debole nell’insieme delle trastormazioni che
conservano la misura consente di trarre conclusioni importanti sulla grandez-
za topologica di alcuni sottinsiemi di trasformazioni.

TEOREMA 12.1. Nella topologia debole le trasformazioni fortemente mescolan-
t1 costituiscono un insieme di prima categoria.

DIMOSTRAZIONE. Per k € N sia P 'insieme delle trasformazioni che con-
servano la misura e che sono periodiche di periodo k,

Pr:={TeG:T"=1};

sl ponga inoltre
£
'P“ F= Uk}-‘;tpk-
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In virti del Teorema di approssimazione debole, 'insieme P € denso per
ogni n € N.

Posto E := [0,1/2] si consideri la seguente famiglia di trasformazioni che
conservano la misura
| . 1 1
. 5

Tale insieme € chiuso nella topologia debole. Si definiscano

f'nlr: — ﬂk}”ﬂ-:{g; e M* .= U?EEN ﬂk}.,, ﬂrir;. = lim inf ﬂirk.

T — 4 OO

k evidente che M™ contiene tutte le trasformazioni fortemente mescolanti:
infatti, per queste si ha

lim A (EnN T*E) =

,

Basta, pertanto, dimostrare che M™* e di prima categoria; a tal fine basta
dimostrare che, per ogni n € N, M* & e, siccome M & chiuso, basta in
effetti mostrare che il suo complementare in G, G\ M* & denso in G. Ma

G \ ﬂ-f: =GN (ﬂ;t-_-;;..”ﬂffk)ﬂ = Up>nG \ M.,
sicché basta dismostrare che vale 'inclusione
Pr. C G \ M.
Questo ¢ pero di facile dimostrazione, perché se T appartiene a Pj si ha

TFE = E. sicché

3 D V0 O
MNENTYE) 4_}@,) it

dunque 1" non appartiene a M.

Il lemma che segue sara necessario per studiare 'insieme delle trasformazioni
debolmente mescolanti.

LEMMA 12.1. Nella topologia debole la classe coniugata di ogni trasfor-
mazione antiperiodica 1y,

{S7'T,S: S e G},

e densa in G.

DIMOSTRAZIONE. Sia N ={T € G: A(PD;ATD;) <e, i =1,2,...,n} un
intorno diadico di una permutazione P: si vuole dimostrare che esiste una
trasformazione S di G tale S™'TyS appartenga a N. Posto

M = {T € G: \N(PD;ATD;) < % i=1.2, .. ..J,-n}}
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segue dal Teorema di approssimazione debole che Vintorno M contiene una
permutazione ciclica ¢ di rango k£ maggiore dei ranghi di tutti gli insiemi
D; (:=1,2,...,n) e tale che
1
Ik —2

< €.

Il Teorema di approssimazione uniforme assicura ora l'esistenza di una
trasformazione R € G che ha ovunque periodo 2* e tale che

2 3 .
do (R ﬂ]) < QT < 5 (121)

Le trasformazioni Q e R sono coniugate in . Si numerino gli intervalli
diadici di rango k, Ey, E1,..., F, (g = 2%) in modo tale che sia QF; = E; .1,
con gli indici presi modulo ¢g. Sia ora Fj un boreliano tale che A (Fy) = 1/¢
e che gli insiemi Fy, RFy,..., RY™'F, siano a due a due disgiunti. Posto
F; == R'Fy (i = 1,2,...,q — 1, sia S una qualsiasi trasformazione che
conserva la misura e che manda Fg su Fy. Sipuo estendere la definizione di
tale S a tutto 'intervallo unitario in maniera ricorsiva, ponendo, per x € E;
(i=1,2,...,g—1),
Sz = R'SQ ‘z.

Schematicamente s1 ha

Q@ Q Q Q . Q
JE"{]' ’ El EE AR ? —E-“q—g ’ E{;—l
SJ Sl Sl Hl Hl Hl
F o & y B S > F,_o » F_q

0 R ! R 2 R R 9 R 9

Si vede subito che Q@ = S™1RS.

Poiché la distanza ds & invariante per le operazioni di gruppo in G, la (12.1)
da

do (Q, S 'ToS) = d2 (ST'RS,S7'TpS) = d2 (R, Tp) <

b M

Pertanto
A (PD;AST'TySD;) < A (PD;AQD;) + A (QD;AS™ Ty SD;)
< AN (PD;AQD;) +d(Q,S™'T,S)

< % +d2 (Q,S7'THS) < e.

Percio @, S~17,S appartiene a N.

13. Trasformazioni indotte

DEFINIZIONE 13.1. Siano T2 — 2 una traformazione che conserva la misura
sullo spazio di probabilitd (2, F,u) e A un sottoinsieme misurabile di €2.
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Sia w € A un punto ricorrente (quasi tutti i punti di A per il teorema di
ricorrenza di POINCARE sono ricorrenti, ritornano, cioe, in A) e si indichi
con n4(w) il minimo naturale positivo tale che Tnalw) ) sia in A,

na(w):={neN:T"w e A}.

Si dira trasformazione indotta da T su A la trasformazione T4 : A — A
definita per quasi tutti i punti di A da

Taw :=Tm4)

Si noti che, a rigore, T4 non ¢ definita su tutti 1 punti di A, ma solo su quelli
ricorrenti; sul rimanenti punti 7’4 puo essere definita in maniera arbitraria.

S1 considerino la traccia della tribu F su A,
Fa=FNA={ANB:BeF}
e la probabilita u 4 condizionata da A,
u(AnNB)
ud)

TEOREMA 13.1. La trasformazione indotta Ty € misurabile rispetto alla
tribiu traccia F 4 e conserva la misura sullo spazio di probabilita (A, Fa, pua).

pa(B) =

DIMOSTRAZIONE. Per ogni n € N si definiscano gli insiemi
Ay ={weAd:Twg AT w¢ A,....T" 'w¢ A, T"we A}
—{w € A :nylw) =n}
¢
B, ={weA" Twg AT°wgA,....T" 'wg A, T"we A}.
Ora si ha
An = (ANTMA)\UIZL (ANT7A) e B,=T,A\U;T7 A,

sicché la misurabilita di 7" assicura che tanto A,, quanto B,, sitano misurabili,
per ogni n € IN. Inoltre, per definizione, si ha A, C A (n € N); infine, se
B e un sottoinsieme misurabile di A, B € F4, e

Ty'B=Upen (AnNT ™ B), (13.1)

come subito si verifica. Questo mostra che T4 € misurabile rispetto a F 4.

Gli insiemi della successione {A4,, :€ N} sono disgiunti; inoltre

,UZ- (A \ U?lEHATL) — U
D’altro canto si ha
T 1A= A1 U By
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e, per ogni n € NN,
—1
T B?J. — Au+1 U JBu.+1 :

Pertanto, se B appartiene a F 4

T-'B=T""'(BNnA)=(ANT'B)U(BiNT"'B) (13.2)
71 (Bﬂ_ NnT—" B) == (Aw,—i—l N+l B) U (Bn+1 N7~ (n+l) B) .
(13.3)

Poiché T' conserva la misura su (£2, F, i), per ogni n € N, si ha dalla ultime
relazioni applicate ripetutemante

uB)=p(T™'B)=p(ANT'B)+u(BNT"'B)
=p (A NT ' 'B)+pu(A2NT?B)+pu(BoNT?B) =...

- Z w(A;NnT™/ B)+u(B,NT™"B).

i=1

La successione {B,, : n € N} & formata da insiemi disgiunti e, di conseguen-
za, ha come limite §); percio

u(B) = Z 1L (An nr—" B) .
n&EN

Ma per la (13.1) quest’ultima somma & eguale a u (T; "B), onde u(B) =
n(Ty" B).

TEOREMA 13.2. Se T e invertibile, anche la trasformazione indotta T4 é
snvertibile.

DIMOSTRAZIONE. Poiché T~! conserva la misura, si puo definire la trasfor-
mazione indotta (T‘l)ﬂ su A da 7. Vogliamo mostrare che T, =
(T"l)ﬂ. A tal fine basta far vedere che si ha (T“I)A I'aw = w per quasi
tutti 1 punti w di A. Se w e in A, allora Tqw =T"w =: y € A. Chiara-
mente I "y = w € A. Si supponga che sia z = T "™y € A per m € N
conl <m<n AlloraT™z =y =T"(T"""w). Ma T" ™ w non puod
appartenere a A, cio che contraddice all’ipotesi che T sia iniettiva. Ne segue
che (T_I)A y=T""y=uw. ]

TEOREMA 13.3. Se T e ergodica, tale e anche Tj4.

DIMOSTRAZIONE. Sia B un insieme invariante di F4, T~ B = B. Si ponga

D :=Upen{(4.NT"B)U (B, NT™B)}.
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poiché T B = B, 1a (13.1) dAd B D A, NT~ "B (n € N) e, quindi, per ogni

n € N, sl ha

e, dunque,
A\ B C Nnen (ANA7) U (ANT™" BY)
= {Npen (AN A} U {ﬁ”EN (AnT™™" Bg)}
=(AnA9U {m'”-EN (‘4 nT" Bﬂ) } = Npen (ANT™" BY) .

D’altro canto
D¢ = Npen {(AnUB,)NT " B} =Npen {(AnUB,) UT " B“},

sicché A\ B & contenuto in D¢ Ora, la (13.2) e la (13.3) danno
T~ (A, NT"B)cT *'B=({ANT'B)u(B;NT'B)

T_l (Bn. NnNT—" B) — (A-n.—[—l a T_(.”—i_] B) L (B?;r.—l—l A T_{”-i-l] B) )

sicché T—!' D = D, cioé D & invariante. Poiché T & ergodica, si ha o u(D) =
0o u(D° = 0. Nel primo caso e
u(D) > Z p(AnNT™"B) =p (Tf;l B),
neN

e, quindi, u(B) = u (T; ' B) = 0. Se, invece, u (D) = 0, allora

(D) > pu(A\ B) = pa (B°) p(A),

vale a dire pp (B€) = 0.

Sia dato uno spazio mensurale (£2, F, i) finito o o—finito. e una successione
{B, : n € Z,} diinsiemi misurabili e disgiunti tali che p (B, +1) < p(By) <
+o0. Si supponga che, per ogni n € Z_, esista una trasformazione o, :
Bn+1 — B, invertibile e che conserva la misura tra B,11 e o, (Bni1).
Sia, infine, 1y : By — By una trasformazione suriettiva e invertibile che
conserva la misura. Posto

Q; . — U'HEZ+ Bﬂ_

si definisca un’applicazione T : ) — ' come segue

y

—1 .
1 W € op (Bn .
l"'::r'."r‘.’, u"}: W g ( +1) 3 (13‘4)

Tw:i= <
HTU gp...0Op-1W, w € By \gn (B'H+1) :

TEOREMA 13.4. La trasformazione T : Q' — Q' definita dalla (13.4)
e invertibile e conserva la misura. Se, poi, € () = 1, allora Ty € la
trasformazione indotta da IT" su By.
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DIMOSTRAZIONE. Sisupponga che sia T wy; = T wo. Varil casi sono possibili.

Caso 1: w; e wy appartengono a o (B, 1) per lo stesso indice n. Allora,
T'w; = T'wey significa o Lo = ot wa, €, quindi, in virtu dell’invertibilita
di o, wi = wsy.

Caso 2: w; e wy appartengono a B, \ o (By+1) per lo stesso indice n. In
questo caso si ha

Twy=1poy...on_1w1 =Thog...0n-1we =T wy,

onde w; = wsg, perché le trastormazionei Ty, og, ..., 0,—1 sono tutte
invertibili.

Caso 3: wy € 0, (By,+1) e w2 € Bj\ 0, (Bj+1); ma, allora, T' 2, appartiene
a B,4+1 mentre T'ws € In By, di modo che nonsi pud avere Peguaglianza
T'w; =T ws. Dunque questo caso non si pud presentare.

Caso 4: ¢ palesemente impossibile che sia wy € 0; (Bj41) € wa € 0 (Bj41)
con 1 % 7.

Caso 5: infine, si potrebbe, a prior:, avere wy € B; \ 0; (Bi+1) € wy €
B\ o;(Bj+1) con ¢ # j. Si supponga, senza perdita di generalita, che sia
1 < 7.. Dall’eguaglianza T'w; = T wy scende, a causa dell’invertibilita di
tutte le trasformazioni in gioco, che w; = ¢ 0;41...0,-1 w2 che appartiene
a 0; (B;+1) contrariamente all’ipotesi; dunque anche questo caso non si puo
presentare.

Si e cosi stabilito che T, definita dalla (13.4) & iniettiva. Sia ora y un punto

di ' e si supponga che esso appartenga a B,, con n € N. Poiché o,,_1 €,

per ipotesi, invertibile, esiste sicuramente un punto z di o,,—1 (B,) tale che
1

sia y = o "z, 0, equivalentemente y = T z. Se, pol, y appartiene a By,

esiste, in virtu dell’inveritibilita di Tp, 3y € By tale che y = Tp3y'. Ora,
sey’ e in By \ 0¢ (B1) basta prendere z = ¢’ per avere y = Tpy = T z.
Se, invece ¥’ & in o (By), esiste y; € B; tale che o1y1 = ¥'; se y1 € in
Bi1\ o1 (B3), si prenda z = y; e si avra T z = Tgogy1 = y. procedendo per
induzione, se y; appartiene a oy (B3), esiste yo € By tale che o1 y2 = y1. Se
per un indice n € N si ha y, € B, \ 05, (Bn+1), si prenda z = y, e sl avra
cosi Tz = Tho,...0n—-1Yn = ¥y. Si supponga, quindi, che vy, appartenga
a o, (Bny1) per ogni n € N. poiché tutte le trasformazioni 7o, oo,
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On,- . . cONservano la misura e poiché u (B,) » 0, risulta che 1 punti y
T — 0

che danno origine a una tale successione costituiscono un insieme di misura
nulla.

Per mostrare che T conserva la misura sia A un sottolnsieme misurabile di
Y e si scriva

A — U {[A M On (B-n__|-1)] U {A M (Bn \ On (B?!--F].))]}

TJ.EZ_;_

che e un’unione disgiunta. Ora
T—'A

— U {g‘” [A oy (B?'t“l—l)] U g-::il s H(Tl iF{}—l [A a2 (B” \\ On (B”—}_l))]}
nedy

che mostra, intanto, che 77! A & misurabile. Inoltre

o (T_"l A) — Z ¥ ((T-n. [1‘:1 Moy (B-H.-i—l)])

ey
+ Z o ( N P e Ty [AN(By \ on (BHH))D
necdiy
= Z M (Aﬁ T (BH—I—I)) T Z I (Aﬁ (Bn \U'n (Bn‘r+1)))
nedy ned .y

Resta da mostrare che Ty = T’g,. Per definizione,
Ty () = 770 (),

Se w € By \ 09 (By), & np,(w) =1 e, dunque, Tp, (w) = T(w) = To(w). Se.
invece, w € og (B1), si ha T'(w) € By; se, ora, T'(w) appartiene a By \ oy (Bs).
enp,(w) =2e

Tpy(w) =T?(w) =T (T(w)) =T (05 ' (w)) = To (00 05 ' (w)) = To(w).

Si supponga che T*(w) sia in By \ ok (Bgy1), con T (w) € o (Bj+1) (7 =
0,1,...,k—1). Allorae ng,(w) =k+1e

T, (w) = T (w) = T (TH(w)) =Ty oo...ox1 (T* ()
=Tyoo...0k-20k-1 [T (T*' ()]
=To00...0k—2 (ok—10.",) (TF 1 (w))
= =Ty (000; ' (w)) = To(w).

I pinti w € By tali che T"(w) appartenga a o, (Bp41) per ogni n € Z
costituiscono un insieme di misura nulla. L]
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14. Esempi di trasformazioni mescolanti

Incominciamo dando l'esempio di una trasformazione ergodica che non e
totalmente ergodica.

Sia € un insieme costituito da due punti 2 = {w1, w2} e sulla famiglia delle
parti di €2 si definisca una misura di probabilita u mediante p({w; }) = p; con
p; =1/2 (5 = 1,2). La trasformazione T : {2 — () definita da Tw; = ws €
1wy = wy, conserva la misura ed e invertibile; essa ¢ ergodica perché 1 soli
insiemi invarianti sono @ e €2, ma non & totalmente ergodica, perché, per
esempio, tanto {wy} quanto {w.} sono invarianti rispetto a T, che, percio,
non ¢ invariante.

Per contro, se a non € una radice dell’unita, la rotazione T, della circon-

ferenza unitaria & totalmente ergodica, perché TXz = a*z e neanche a* &

una radice dell’unita, sicché T & ergodica quale che sia k € N.

Riesiaminiamo qui gli esempi di traformazioni ergodiche della sezione 1.5.

EseEMPIO 14.1. L’identita [ sullo spazio di probabilita (€2, F, i) e fortemente
mescolante se, e solo e se, e ergodica, vale a dire quando tutti gli insiemi di
JF hanno probabilita eguale a 0 0 a 1.

ESEMPIO 14.2. Nessuna rotazione 7, della circonferenza unitaria KX con
a # 1 puo essere debolmente mescolante. Infatti, si consideri la funzione
p : K — K definita da ¢(z) := z. Per questa si ha

(Un.¢) (2) = ¢ (Tuz) = Tuz = az = a p(2),

sicché a € un autovalore e ¢ un’autofunzione di Ur, ; basta, ora, far riferi-
mento al Teorema 10.6.

ESEMPIO 14.3. La traslazione bilatera e fortemente mescolante Siano A e
B due cilindri

A={{zx,:n€eZd} xg=10),24401 =1(1),...,Tqqy =i(r)}
B = { {:H‘H- 'nc Z} - Ly = J(U)~ Lh41 = f(l)~ vey Lhpr = J(S)} -

Pur di prendere n sufficientemente grande, pin precisamente, se n > b+s—a,
s1 ha

p (T AN B) = pi(o) Pi(o) - - - Pi(r) Pj(0) Pi(1) - - - Pi(s) = (A) u(B).

Il Teorema 10.6 da quindi 1'asserto.

Analogamente si fa vedere che e fortemente mescolante la traslazione uni-
latera.
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TEOREMA 14.1. Per una traslazione bilatera di MARKOV—(p,1l) T sono
equivalenty le affermazioni:

(a) T é fortemente mescolante;

(b) la matrice di transizione Il é regolare, vale a dire che esiste un numero
naturale K tale che la matrice II® abbia tutti gli elementi positivi,
I > 0.

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b) Si puo procedere come nella dimostrazione
del Teorema 9.3 per verificare che si ha, quali che siano gli stati z e 7,

lim pg;’} =p; > 0,

L —+ 00

’ # . 5 Tl
sicché, per n sufficientemente grande, e pgj] > 0.

L’implicazione inversa (b) = (a) si dimostra come nel Teorema appena
richiamato.

Non daremo l'esempio di una trastormazione debolemente mescolante che
non sia fortemente mescolante, benché, come si sia visto, tali trastormazioni
debbano essere numerose. Per una tale trasformazione si veda l'esempio di
KAKUTANI riportato in [53, pp. 87-89)].

15. Misure invarianti

Si supponga che sia dato uno spazio mensurale (€2, F, i), ove la misura
n e o-finita, e che T : 1 — (1 sia una trasformazione misurabile, che
per semplicita si supporra anche invartibile. Il problema e di trovare una
misura v definita sullo spazio misurabile (2, F) tale che la trasformazione
1" sia invariante rispetto a v. 1l problema, in questa generalita non ha
molto senso, perché, ad esempio, la misura identicamente nulla, soddisfa
alla proprieta richiesta. Per eliminare queste misure invarianti banali, si
richiede che la misura data u sia assolutamente continua rispetto a v, u < v.
Tuttavia, anche cosi il problema ammette soluzioni non significative; basta,
per esempio prendere come misura v la misura del contare, che ¢ ovviamente
una misura invariante. A questo inconveniente si rimedia chiedendo che v
sia o—finita.

Vi sono due problemi legati all’esistenza delle misure invarianti: nelle con-
dizioni specificate
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(a) esiste una misura finita v tale che la misura data p sia assoluta-
mente continua rispetto a v e che v risulti invariante rispetto alla
trastormazione 1'7

(b) esiste una misura o-finita v con le stesse proprieta’

Senza perdita di generalita si puo supporre che la misura data p sia finita.
Infatti, perché p & o-finita esiste una partizione numerabile di Q2 {E,, : n €
N} in insiemi disgiunti e misurabili. Sia {c, } una successione di numeri reali
positivi, a, > 0 (n € N), tali che sia convergente Is serie ) | on jt(Er).
Si definisca una misura fig su (£2, F) mediante

to(E) = Z an, u (ENE,).
- neEN

La misura pg cosi introdotta e finita ed € equivalente a p (cioe le due misure
o e o si annullano sugli stessi insiemi, o, equivalentemente, sono l'una
assolutamente continua rispetto all’altra, u < g e pg < p). Pertanto,
1 € assolutamente continua rispetto a v se, e solo e se, tale e anche pyg.
Sostituendo g con pg si puo, quindi, supporre che p sia una misura di
probabilita () = 1.

Si puo anche supporre, di nuovo senza perdita di generalita, che la trasfor-
mazione T non sia singolare; una trasformazione (invertibile) si dice singo-
lare se esiste un insieme misurabile E tale che u(F) = 0, mentre almeno uno
tra gli insiemi 7T'F e T~ ! E ha misura diversa da zero, u (T_IE) Vu(TE) > 0.
Sia {a, : n € Z} una successione di numeri reali positivi, «,, > 0 (n € Z),
tali che > _, «a, = 1. Posto

w1 (F) = Z o b (TTE)

ne

TLE

si controlla immediatamente che p; ¢ una misura di probabilita e che p
e assolutamente continua rispetto a puy, u <€ p. Se p e assolutamente
continua rispetto ad una misura invariante v, p < v, allora anche anche
¢ assolutamente continua rispetto a v, u; < v; infatti, se fosse v(FE) = 0,
allora per 'invarianza rispetto a 7' si avrebbe v (T E) = 0 per ogni n € Z,
e, percio, anche p (T™E) = 0 per ogni n € Z, sicché si avrebbe 1 (E) = 0,
come asserito. Di conseguenza, il problema di trovare la misura v quando
e data u, equivale a quello di trovare v quando € data p;. D’altro canto,
se fosse p1(E) = 0, si avrebbe anche uy (TE) = 1 (T~'E) = 0; dunque, si
puo supporre che T' non sia singolare.

Infine, si puo limitare la ricerca alle misure invarianti v che siano equivalenti
a p. Infatti, se esiste una misura invariante o-finita v, rispetto alla quale
11 & assolutamente continua, esiste un’altra misura invariante e o—finita v
che € equivalente a u. Inoltre se v ¢ finita, tale sara anche . Per stabilire
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questo punto, si ricorra al teorema di RADON—-NIKODYM; esiste una funzione
positiva f > 0 tale che, per ogni £ € F, sia

u(E) = /f dv.
E

Posto A := {f = 0}, si ha u(A) = 0, e, poiché si ¢ supposto che I’ non sia
singolare, p (7" A) = 0 per ogni n € Z. Si introduca l'insieme

B .= L_JHEZTHA

che risulta essere misurabile, invariante e di misura g nulla, u(B) = 0.
Mediante

vo(F) :=v(E\ B).
si definisca una misura v : F — R4 che e o-finita ed invariante rispetto
al. Se vg(F) =0, allorav(FE\ B) =0 e, quindi, u (£ \ B) = 0; poiché
wE)=p(ENB)+u(E\ B),

segue che u(FE) = 0. Viceversa, se u(F) = 0, necessariamente si ha anche
p(E\B)=0. Sew € E\ B, allora f(w) > 0, sicché da

u(E\ B) = / f dv
E\B
segue che v(E \ B) = 0 e, di qui che vy(FE) = 0.

1l problema della ricerca di una misura invariante e ora ricondotto al seguente:
Data una trasformazione T invertibile, misurabile e non stngolare sullo
spazio di probabilita (£}, F, u) trovare una misura finita (o o—finita) v che
sta equivalente a p ed invariante rispetto a 1.

Occorre un nuovo concetto. Sia {B, : n € N} una partizione misurabile
dell'insieme misurabile A

a=UpenDBy, e E;NE,=0 (j#Kk).

Se {C,, : n € N} & un’altra successione di insiemi misurabili a due a due
disgiunti con unione eguale a C,

C == UpenCh e C;iNCy =0 (5 F#Ek,
e se esiste una successione {k(n) : n € N} di numeri interi tali che per ogni
n € N sia

TR:{H)EH = L'ny

allora dice che gli insiemi A e C sono equivalenti per decomposizione numer-
abile.

In analogia con la definizione di DEDEKIND di insieme finito, si dira che un
insieme misurabile A e limitatto se A non e equivalente per decomposiozione
numerabile ad un suo sottoinsieme proprio. Si dira che A é o—limitato se e
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’'unione di una famiglia numerabile di insiemi limitati. una trasformazione
T si dira limitata (rispettivamente o—limitata) se 'intero spazio {2 e limitato
(rispettivamente o—limitato).

Se il problema dell’esistenza di una misura invariante ha una soluzione v,
ogni insieme misuraile A che abbia misura finita rispetto a v, v(A) < +o0
e limitato.; se consegue che se v € una misura finita, I' e limitata, se v ¢
o—finita, allora T & o—fnita. E stato dimostrato che vale il viceversa: HOPF
stabili che se una trasformazione e limitata, allora esiste una misura finita
invariante equivalente a u, mentre HALMOS dimostro che se 1 e g—limitata,
allora esiste una misura invariante o—finita equivalente a u.



CAPITOLO 3

L’entropia in teoria ergodica

1. Partizioni e sottoalgebre

Dato uno spazio di probabilita (€2, F, i), si consideri una partizione misura-
bile {A, : ¢ € I}, vale a dire una famiglia di insiemi misurabili, A, per ogni
v € I, a due a due disgiunti A, N Ay =0 se k # 1, e tale che Q =U,A,. La
partizione si dice numerabile se card(l) = Ry, finita, se card(]) < Ng. Si in-
dichera con Py la famiglia delle partizioni di €2 in al piu & insiemi misurabili
e disgiunti, e con P = UpenPr la famiglia delle partizioni finite di (2. Data
una partizione misurabile e finita, m# € P,, sia o(7) C F la tribi generata
da

o(r) = {A e FiA=U_Ayuy, Ak erm (i=1,2,...,7r),7 < n} g

vale a dire la famiglia delle unioni finite di insiemi di .

Se (€2, F) ¢ uno spazio misurabile, si dird che A € F e un atomo, se ogni
sottoinsieme misurabile B di A, B C A, B € F, o e I'insieme vuoto, B = ()
oppure coincide con A, B = A, sicché () e il solo sottoinsieme misurabile
proprio di A. Due distinti atomi di (£2, F) sono necessariamente disgiunti.
Se Ay, Aa, ..., A, sono tutti gli atomi di (€2, F) e se ) = U},':]_Ajﬁ allora
ognl insieme misurabile si esprime come unione finita e disgiunta di atomi.
In questo caso s1 dice che F € una tribi atomica finita o che e generata dalla

famiglia di atomi {Aq, As, ..., A}

D’altra parte, se 5 e una sottotribu finita di F le si puo far corrispondere
una partizione misurabile, rispetto a B che sara indicata con 7(B). e che si
dira la partizione generata da B.

PROPOSIZIONE 1. Ogni sotto-tribu finita B di F ¢ un’algebra atomica finita
di F.

DIMOSTRAZIONE. Poiché B & finita, si puo scrivere B = {By, B, ..., B,}.
Si formino le 29 intersezioni

1=
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ove, per ogni indice i, si prende C; = B; oppure C; = B{. Quelle tra
queste intersezioni che risultano non vuote sono atomi di B; infatti, ognuna
delle intersezioni considerate appartiene a B3, che non puo contenere altri
sottoinsiemi non vuoti.

Per ogni algebra, o, cio che e equivalente, sotto—tribu finita, B di F si
indichera con 7(B) la famiglia degli atomi che la genera.

La famiglia P delle partizioni finite di (€2, F) puo essere ordinata parzial-
mente come segue. Date due partizioni finite 7 e @’ di (€2, F) si dira che 7’
¢ un raffinamento di 7 e si scriverd m < 7' se ogni atomo di 7 & 'unione di
atomi di 7’ |

Con la relazione d’ordine appena introdotta, la famiglia P delle partizioni
finite di (2, F) ¢ un insieme diretto. Infatti siano m = {A;, A2,..., A} e
"= {B, Bs, ..., By} due partizioni finite di (2, 7). Posto

ava ={A;NBr:i=1,2,...,n;5=12,...,m},

si controlla immediatamente che 7 V 7’ & una partizione finita di (€2, F),
che essa € un raffinamento tanto di = quanto di 7’ e che ogni rafinamento
comune di 7 e di 7’ & anche necessariamente un raffinamento di = Vv 7',

TEOREMA 1.1. Siano 7 e ' due partizioni di (2, F) e B e C due sotto-tribu
finite di F; allora

(a) 7’ é un raffinamento di 7 se, e solo se, o(mw) C o(n');
(b) B ¢ inclusa in C se, e solo se, n(C) é un raffinamento di w(B), n(B) <

=l
2

(¢) m(BVC) = n(B)V 7(C);
(d) o(mrvn')=0o(m)Vao(r).

DIMOSTRAZIONE. (a) Si supponga che 7’ sia un raffinamento di 7, 7 < n’.
Se I'insieme A appartiene alla tribu o(7), e

A — U;FZIAE(;;) — U::]_ Uﬁ ‘) Bﬁ.{.&)_},

ove By e (i=1,2,...,775=1,2,...,8(2)), onde A € J('ﬂ""). Vicever-
sa, se o(w) C o(rn’) e A dp}rmrtmn{* am, siha A€ o(n) Co(n’) cosicché A
e unione di elementi di 7’

(b) Se B C C si ha w(B) C C; percio, se A appartiene a w(B) si ha A =
"_1Cj, ove C; € n(C) (j = 1,2,...,7) onde w(B) C w(C). Viceversa, se
7(C) € un mfﬁnament{} di ?T(B), 1( ) <7@(C), e Bein Bsiha

s{i]
B = U?_IB = Ui U j=1 Ci,j

[?
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ove Bien(B)eC;;€n(C) (i=1,2,...,p;7=1,2,...,5(i)). Dunque B ¢
in C.

La (c) e la (d) sono ovvie.

Se m = {Aj, Aa,..., A} e B sono, rispettivamente, una partizione di (2, F)
e una sotto—triba di F, si pone, per r € Z,

T'm:={1T"A,T" Ay,..., T" A, },
T"B:={T"A: A€ B}.
TEOREMA 1.2. Swano T una trasformazione che conserva la misura sullo

spazio di probabilita (2, F, ), m e n' due partizioni di (2, F), B e C due
sotto—tribu di F: allora, per ogni n € N, si ha

(a) w (T*” B) =T""n(B);

(b) o (T7"m) =T " o(m);

(¢) T (BVC)=T"BVvT™™"C;

(d) T" (mva)y=T""aVvT "7

(e) se 7w é un raffinamento d'el m, m <7, allora T~" 7" & un raffinamento
T "n, T " <T™7

(f) T B C T-"C se B C C

DIMOSTRAZIONE. (a) L’insieme B appartiene alla partizione « (T~" B) se,
e solo se, sl puo scrivere

T — 1 o — 1 r ,
B=m_T7"B;=T"" (Ni=1Bi)
con B; € B (« = 1,2,...,1), 0, equivalentemente, se, e solo se, B ¢ in

T " 7w(B).

(b) Dire che l'insieme A appartiene alla sotto—tribu o (T~ 1) equivale a
dire che si puo scrivere

- T —Ti R — Tl T .
A=U_ T "A; =T (szlzilj) :
con A, e 7 (9 = 1,2,...,7), cid che equivale a dire che A appartiene a

T~"o(m).

(c) Dire che 'insieme A appartiene a T~" (B V C) equivale a dire che A puo
essere scritto nella forma

A=T""(B;NCy) =T "B;NT " Cy.

con B; € B e Cy € C, cio che equivale a dire che A appartiene a T "BV
T—"C.
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(d) L’insieme A appartiene a T~ (w V 7') se, e solo se, si puo scrivere nella
forma
A=T""(BNC)=(T""B)n(T™"0C),

con B € me C €7, o, ancora, se, e solo se, appartiene a T "7V T " n'.

(e) Se 7’ & un raffinamento di m, # < #’, allora un insieme A di 7 si scrive
nella forma A =U"_,B;,con B e 7' (j=1,2,...,n), onde

1=1
T A=U", (T7"B;),

J

sicché T~" 7’/ & un raffinamento di 7" .

La (f) & banale. ]

2. La definizione di entropia

Introduciamo 1l concetto di entropia che viene dalla Meccanica Statistica e
dalla Teoria dell’Informazione. Esso fu introdotto nella teoria ergodica da
KOLMOGOROV.

DEFINIZIONE 2.1. Dati uno spazio di probabilita (2, F, 1) ed una sotto—
tribi finita A di F, avente w(A) := {Ay, As,..., A,} come partizione
associata, si definisce entropia di A o di 7w(A), la funzione

H(A) = H(m(A)) = — 3 1 (4;) log e (4;), 2.1)

j=1
ove 1 logaritmi, qui e nel seguito, si intendono in base 2, e si adotta la
convenzione

0 log0 =: 0. (2.2)

Per le proprieta dell’entropia si consultino 1 libri |2, 6, 7, 28|. Di seguito
sono riportate due proprieta elementari che serviranno nel seguito.

TEOREMA 2.1. Per l'entropia H : P — R walgono le sequenti proprieta:

(a) per ogni partizione finita w € P, H(m) > 0;
(b) per ogni partizione m € P,,, H(w) < logn.

DIMOSTRAZIONE. Sisupponga che sia m = {4y, As,..., A, }. La proprieta
(a) € evidente perché le probabilita p(A;), se non sono nulle, e in questo
caso si ricorre alla (2.2), appartengono all’intervallo |0, 1] sicché ogni termine
della (2.1) & positivo.
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(b) La funzione ¢ definita nell’intervallo [0, 1] da

(—tlogt, te]o,1],

o(t) = <
p(t) 0 f—0.

%,
e concava perché
1
I/
P (1) = -
rIn?2

Percio, la diseguaglianza di JENSEN da

H(?T)ZHZ#(A log 11 (A Z%ﬁ"(# A;))

% o (w4, T u)
:ﬂzw(pi ”)w( o1 (4,
j=1

n
(3)
ne| — | =logn,
n

che e |'asserto. []

< 0.

DEFINIZIONE 2.2. Dato lo spazio di probabilita ({2, F, i) e due sotto-tribu
A e B di F, si dird che esse sono u—equivalenti, e si scriverd A = B, se, per
ogni A € A, esiste B € B tale che u(AAB) = 0 e, per ogni B € B esiste
A € A tale che u(AAB) = 0. Se, invece, per ogni A € A, esiste B € B tale

che u(AAB) = 0, si scrivera A C B.

A = B, allora
H(A) = H(B).

DIMOSTRAZIONE. Se A e B sono sotto-tribu finite ed equivalenti di F e
la partizione generata da A & w(A) = {A1,A42,..., 4.} e pu(A4;) > 0 per
g =1,2,...,k, mentre u(A;) =0per s =k+ 1,k+2,...,n, allora per la
partizione w(B) = { By, Ba, ..., Bs} risulta p(A;AB;) =0se j =1,2,...,k,
mentre u(Bj) = 0 per j > k+ 1. Allora, se A4, & un insieme della partizione
m(A) generata da A con (A;) > 0, esiste B; € w(B) tale che u(A;AB;) =
Pertanto
u(A;) = p(A;\ B;) + p(4; 0 By) = p(4; N By)

=p(A; N Bj) +p(B; \ A;) = p(Bj).
Poiché p(B;j) =0se j > k, si ha

- ZM ) log p ( Zpﬂ Aj) log p(A;)

?21

I

H(A)

:_Zﬁ ) logp (B;) = — Z;;(Bj)h)gy(B} H(B),

7=1
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c10 che conclude la dimostrazione.

DEFINIZIONE 2.3. Date due sottotribi finite A e B di F talii che p(A4;) > 0
per ogni insieme A; della partizione 7(A) = {A;, Ag,..., A, } generata da

A, si chiama entropia condizionata di B data A la funzione H : P x P —
R, definita da

H(B|A): ZH JZH (Bj | Ai) logpu(B; | Ai),  (2.3)

t=1

se (A) e m(B) = {By, Bs, ..., Bs} sono le partizioni generate da A e da B.

Si conviene che la definizione (2.3) conservi il suo significato anche quando
qualche insieme della partizione m(.A) abbia probabilita nulla; in tal caso si
pone eguale a 0 il termine corrispondente nella somma (2.3).

PROPOSIZIONE 3. Se A, B e C sono sotto-tribu finite di F e se gli insie-
mi delle partiziont che esse generano sono tuttr di probabilita strettamente
positiva, quando la corrispondente sotto-tribu appare come condizionante,
allora valgono le relaziona:

(a) se N := {0, 2} denota la tribi banale, H (A | N) = H(A);
(b) se A e B sono equivalenti, A = B, allora, per ogni C € P, ¢ H(A |

C)=H(B|C);
(c) se B e C sono equivalenti, B = C, allora, per ogni A € P, ¢ H(A |
B)y=H(A|C).

DIMOSTRAZIONE. La (a) e ovvia.

) ={B1,Ba,...,Bs},
Op j—’ﬁ—[—l n +
H( N Bj) = u(Bj).

(b) In questo caso si ha 7(A) = {Al, Asg, ..., An}, m(B
p(A;ABj) = 0 per 7 = 1,2,...,n, mentre u(B,;) =
2,...,5. Inoltre, per j = 1 2 ,n, si ha p(A;) =

Se m(C) = {C1,Cs,...,C\}, si h.:l

A; N Gj = (At M Cj M Bg) U {(A? ﬂc‘j) \ BT}
sicché
p(AiNC;) =p(AinC;NB) +p|(AiNC)\ B =pu(A:NC;NB;).

Similmente

J[L(Bi ﬁCj) — pJ(A;',ﬁCj ﬁB{_)
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onde
;LAI’“%C w(A; NC,;
H(A|C) = Z,u €)Y log M4 0C)
1=1

1 (Cy)

_ | w(A;NC;NB;) op 1 (A; NC; N By)
- Z; C)Z 1 (C5) | p(C5)

1=1

B ““Zﬂr(c z ﬂ(f(gc ) lﬂgﬁ(fzg}?}) _ H(B ‘ C)

poiché si ha 0 < pu(B;NC;) < p(B;)=0peri=n+1,n+2,...,s

La dimostrazione della (c) e del tutto analoga. [ ]

TEOREMA 2.2. Siano A, B e C sotto—-tribid finite dv F. Valgono le proprieta

(a) (additivita condizionata forte)
HAVB|C)=HA|CO)+H(B|AVC(C);

) (additivita forte) H(AV B) = H(A)+ H (B | A);
(c) HLA|C) < H(B|C) se A C B;
(d) H(A) < H(B) se A C B;
(e)
(

(b

) H(A|B)> H(A|C) se BCC;

) H(A|C) < H(A);
(g) (subadditivita condizionata) H(AVB|C) < H(A|C)+ H(B|C);
(h) (subadditivita) H (AV B) < H(A) + H (B).

DIMOSTRAZIONE. (a) Si considerino le partizioni generate dalle sotto—tribu

A, BeC,
W(A) — {A1?A2! - - ':-An}: TT(B) — {Bl*.rB?: . - *:-Bs}
7(C) = {C1,Cs, ..., C\}.

Non e restrittivo supporre che tutti gli atomi abbiano probabilita stretta-
mente positiva.

See u(A; NCk) >0 si ha
7 (A; N B; N Ck) uw(A; N B;NCy) u(A;NCy)
i (Ck) i (A; N Cy) p(Cr)

Se, invece, ¢ p(A; NCg) = 0, si ha anche u(A4; N B; NCy) = 0 sicché i
termini corrispondenti non compaiono nella somma che definisce

H(AV B|C);
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pertanto

H(AVB|C)= Z,u,(A NB; NCy) lmg p(AiNB; 0 C)

AiﬁCt
— Z ﬂa(Ag‘ M B; ﬁCﬁ-_) 10g Ju( A)
i5.k H(CR)
p{A; NCy)
=H(B|AVC) 1(A; NCL) lo
(B | Zﬁ( ) log L (C)

:H(A[CHH(BMM).

La (b) si ottiene dalla (a) prendendo C = N

(¢) Poiché AVB=DBse AC B, la(a)da
HB|C)=H(AVB|C)=HA|C)+H(B|AvVC)>H(A|C).

La (d) scende prendendo C = N nella (c).

(e) Si ponga

u (B NCy) vy = HAi O Ck),
p(Bj) | p(Cr)

f =

poiché gli o, definiscono una legge di probabilita e la funzione ¢(t) := t logt
& convessa, sl ha

T 4 r T
E X} Tl 1(){.{;:{:;{_ E ] E XL Tk >10g< E X} ’Lk}
k=1

L.ﬁiul h.k.':}. (24)
s (AN B.:s) log (4i N B;)
© (Bj) . (B;)

Infatti, poiché B C C, ogni insieme B; puo essere scritto nella forma
B; = Uner; Cjny,

ove I; e un opportuno insieme finito di di indici e gli insiemi che compaiono
nell'unione sono disgiunti. Pertanto

uw(A; NCr) p( B N Cy) u(A; NCr)
Z 1 (Ch) Z 1 (Cr) 5&,;(&) © (Chk)

= Z [ (Ai 2 Cj(h}) = p(A; N Bj).

ILEIJ'



Introduzione alla Teoria Ergodica 89

Moltiplicando la (2.4) par u (B;) e sommando su ¢ e j si ottiene

u(A; N Bj)
nw(A; N B;) log
2 (4N By) los = 5
1 (A; N Ck) p (A 0 Cy)

< (B N Cy log

2__“ ’ ) i (Ck) T p(C)
w(A; N Cx)

;#( ) log i (Ck)

vale a dire
—H(A|B) < —H(A|C),

onde 1’asserto.
La (f) segue prendendo B = N

(g) Si usino la (a) e la (e), poiché C C AV C,
HAVB|C)=HA|C)+HB|AVC)<H(A|C)+H(B]|C).

(h) Si ponga C = N nella (g). ]

Nel prossimo teorema compaiono le trasformazioni che conservano la misura.

TEOREMA 2.3. Se T conserva la misura su (2, F, n), allora

(a) H(T-'A|T-'B) = H(A| B);
(b) H (T-' A) = H(A).

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, poiché I’ conserva la misura, s1 ha
7 (T‘l ANnT—! B) = u(ANB).

TEOREMA 2.4. Per due sotto-tribu finite A e B di F le sequenti affer-
maztoni sono equivalenti:

(a) A C B;
(b) H(A|B) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Si considerino le partizioni generate da A e da B rispet-
tivamente,

?T(A) — {AI:AZ-: . ---:Aﬂ.} € W(B) = {BlaB’E: . '15%}*.
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Non e restrittivo supporre che tutti gli insiemi di tali partizioni abbiano
probabilita non nulla.

(a) = (b) L’ipotesi dice che, per ogni coppia di indici, 7 e k, &
u(A;NBg) =0 oppure pu(A; N By) = pu(B),
sicché H(A | B) = 0.

(b) = (a) Ogni termine della somma. che definisce H (A | B) & nullo, sicché,

per ogni coppia di indici, 7 e k, si ha

u(A; N By)
i (Bi)

pertanto si ha o u(A; N Byx) = 0 oppure p(A; N Bk) = p(Bg), cio che

significa A C B.

pu(Aj N By) log

TEOREMA 2.5. Per due sotto-tribu finite A e B di F le sequenti affer-
mazioni sono equivalenti.

(a) A e B sono indipendenti, nel senso che u(ANB) = u(A) u(B) per ogni
scelta di A mm A e di B in B;
(b) H(A|B)=H(A).

DIMOSTRAZIONE. (a) = (b) Segue immediatamente dalla definizione di
entropia condizionata.

(b) == (a) L'eguaglianza supposta vera per ipotesi significa

“ 1 (A; N By &
—y: y:y,(AjﬁBk.) l{}g'f (4; k) = -—Z,u, (A;) logu(A;).

7=1 k=1 H (Bk> j=1
Struttando la concavita della funzione |0,1] 3 ¢t — @(t) := —t logt, si ha,
per ogni indice 7 € {1,2,...,n},
i L A:N B;:
— Y u(A; N By) log ( B ) < —1(A;) logp (A;)
i (Bk)

k=1

con eguaglianza solo se il rapporto u(A; N By) /u (By) non dipende da k.
Dunque tale rapporto & costante rispetto a k,
pA;NB) _
p(By)

Dall’eguaglianza p (A; N By) = o p (By) si ottiene sommando su k

aj = p(4y),
sicché p (A; N Br) = n(A;) pu(By) e cio basta a dare Dasserto.
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TEOREMA 2.6. Si consideri l'insieme P di tutte le sotto—tribu finite di F e
[insteme quoziente

P = P/ =
(in P si identificano due sotto—tribi finite A e B di F se A = B). Posto
d(A,B):=H(A|B)+ H(B | A),

la coppia (P,d) e uno spazio metrico.

DIMOSTRAZIONE. E noto che d(A, B) > 0; il segno d’eguaglianza vale se,
e solo se, A = B. Inoltre la simmetria vale per definizione. Infine, se C &
un’altra sotto—tribu finita di F, &

HA|C)<H(AVB|C)=H(B|C)+H(A|BVC) <H(B|C)+H(A|B);
similmente si ha H(C | A) < H(B|.A) + H(C | B) che insieme danno
d(A,C) < d(A, B) +d(B,C),

cioe la diseguaglianza triangolare.

Il seguente lemma di analisi matematica elementare € necessario per poter
definire l’entropia di una trasformazione che conserva la misura.

LEMMA 2.1. Sia {a,, : n € N} una successione di numeri reali positivi tale
che, per ogni scelta di due naturali n e m,

An+m i: Ay, + Ay -

Allora, la successione {a,/n} ammette limite e risulta

: Un . Uq
lim — = inf —. (2.5)
n——+oc 1 nelN n

DIMOSTRAZIONE. QQuali che siano 1 numeri naturali £ e n si ha

Qkn = A(k—1)n+n < A(k—1)n +ap < - < kay.

E—

Fissato n € N si ponga, per ogni j > n, 7 =kn+1con 0 <7 < n. Allora

a; a : a;  Qkn a; ka, a; QA
i kn-+i - kn < 2 | n _ i | T

kn kn n

7 kn+1i ~ kn  kn ~ kn
Si faccia tendere 7 a +o0; allora anche k tende a 400, sicché si ha

. Qg An
limsup =2 < —
n—+toc J (L

e, di qui
: a : An
111:11&5.11]‘::—:’r < inf —.

n—-4oo ] nelN 1
Poiché, d’altro canto,

liminf =L > inf —,
n—+0oo j nelN N
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segue l’asserto.

La definizione di entropia di una trastormazione che conserva la misura si
basa sul seguente

TEOREMA 2.7. Stano T wuna trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (€2, F, u) e A una sotto—tribid finita di F; allora esiste
il limate

1 71— 1
lim — H \/ T 1A
n—4+o0 71
3=0
DIMOSTRAZIONE. Posto
11—1
a, = H \/ T—7 A1),
3=0

si controlla immediatamente, in virtu della (h) del Teorema 2.2 e della (b)
del Teorema 2.3, che e verificata la (2.5). L’asserto € ora una conseguenza
immediata del Lemma 2.1.

DEFINIZIONE 2.4. Dati uno spazio di probabilita (€2, F, 1) e una trasfor-
mazione 1’ che conserva la misura si chiama entropia di T rispetto alla
sotto—tribd finita A di F il limite

T—1

h(T,A) := lim 1y \/ T77 A

n——+0C T v
7=0

Si dice, invece, entropia di T

h(T) :=sup{h(T, A): Ac P}.

La dimostrazione della seguente proposizione ¢ immediata.

LEMMA 2.2. Valgono le proprieta

(a) per ogni sotto-tribu finita A di F, h(T, A) > 0;
(b) h(T) > 0.

L’introduzione dell’entropia nella Teoria ergodica ¢ motivata dal seguente

TEOREMA 2.8. L’entropia € un invariante per coniugio (e, quindi, per
isomorfismo).
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DIMOSTRAZIONE. Siano (€21, F1, p1) € (£29, Fo, p2) due spazl di probabilita
e 17 e 15 due trasformazioni, ciascuna delle quali conserva la misura sullo
spazio con lo stesso indice. 51 supponga che 71} e T3 siano coniugate. Es-

iste allora un leIIIlDIﬁbIIIG b : (Fz o) — (.}7-_1, p1) di algebre di misura

tale che 'ZDI T 1®. Sia As una sotto—tribi finita di Fs e sia wo 1=
{Aq, Ao, .. A } la partizione che A; genera. Siscelgano insiemi By, Bs,....
B in 111{}(;1{} r:he my = {B1, Ba, ..., By} sia una partizione misurabile di 2, e
che risulti B? = ®(A, i) (=1, 2 ...... . $). Sia A; la sotto-tribi finita generata
dalla partizione 7. OIEL

n—1 n—1

—1 ~1
1 m Iy By | = k2 m Iy~ Agg)
= =0

ove k(j) € {1,1,..., s}, poiché

n—1 =~ n—1
3| N (L7 4) | =2 ) T Ay
=0 _ j=0
n—1 1n—1 |
-N oT;? Ay = () T @ (Awey)
=0
n—1 L n—1 _ ~
=) 777 By = [ ) (Tfj Bk(j})
4 =() =0

Di conseguenza, si ha

1n—1 n—1
\/ T77 A | = \/ Ty 7 A
§=0 j=

che implica (17, A1) = h(13, Az), che, a sua volta implica h(T7) > h(T3).
Per simmetria, si ottiene h(77) < h(T3%) e, quindi A(Ty) = h(T3).

3. Le proprieta dell’entropia di una trasformazione

TEOREMA 3.1. Stano (2, F, ) uno spazio di probabilita, T wuna trasfor-
mazione che conserva la misura e A e B sotto-tribu finite di F. Allora

(a) 0 < h(T, A) < H(A);

(b) h(T, AV B) < h(T, A) + h(T, B);
(c) h(T, A) < h(T,B) se AC B;

(d) h(T, A) < h(T,B) + H(A| B).
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DIMOSTRAZIONE. (a) Si ha

n—1 1n—1
—H \/ T77 A f::EZH ZH (A).
j=0 7=0 J=0

Per la (b) &

n—1 n—1
H|\/T7 (AvB)| =H|\/ (T77AVTB)
] . | =0 1
i n—1 n—1 ]
<H \/ T7 AN |V TB
3=0 j=0
nn—1 n—1
<H|\/T7A|+H|\/ T8
7=0 7=0

(¢) Dall’inclusione A C B scende V;:lT_j A C v;”:—ulT_j B di modo che il
risultato segue dalla (d) del teorema 2.2.

Infine, per quanto rigua,rda la (d), si ha

—

n—1 n—1 n—1
T7A| <H T A T8
V \/ ViV
j=0 j=0 |
n—1 (-1 n—1 |
<H|\/T7B|+H||\VT7A|||VT7B]|;
=0 -\ J=0 7=0 ]

ma, per la subadditivita condizionata risulta

n—1 n—1 Ti—1 [ n—1
H \/{}T 7 A \/{}T*jB gzlﬂ T A (\/T *“B)
J= = J= L

T — 71— 1

f:.:ZH TA|TB) =) H(A|B)=nH(A|B),

onde
n—1 n—1
\/T"’jA < H \/T‘jb’ +nH(A| B);
7=0 3=0

di qui scende 1’asserto.



TEOREMA 3.2. Se, nelle tpotesi del Teorema precedente, la trasformazione

1 e anche mvertibile, st ha, per ogni m € N,

Tr

T, A)=h|T, \/ T;A

j=-m

DIMOSTRAZIONE. Dalla definizione di h segue

k—1
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o

TrL 1 TrL
h{T, v T77A]l = lim — H \/ T \/ T 'A
, k— 400 k’ _ _
J=—1T 4= rT=—"m
1 m4-k—1
— lim - H \/ T3 A
k—+oo k |
Je=—m
D’altra parte, risulta
m+k—1 [ m—1 m-+k—1
(" roa)=n |V roa)y [V s
j=—m j=—m j=m
m+k—1 ] 11— 1 m+k—1
— H \/ T 3IA| +H \/ T—7 A \/ T A
=1 j=—m j=m
] h—1 | i m—1 m+k—1
—H |T7—™ \/ T7A||+H || \/ T7A
i 7=0 } | \J=—m ] =m
k-1 i m—1 m=4k—1
—H \/f“m + H \/ T A
3=0 Jj==—1m J=m
Per concludere la dimostrazione bastera far vedere che
1 ] 1y — 1 m-+k—1 1
lim = H \/ T A \/ T7A|| =
k—+o00 k

j=—m

La (f) del Teorema 2.2 da

H

{}':il
~ k

ma quest ' ultima espressione tende a zero la tendere di k£ a +o0.

m—1

\V/ T774

J=—m

V

m+k—1

j=m

j=m

T7A]| <

Vi e una maniera alternativa di definire I’entropia.

1
k

m—1
H| \/] T7A],

J=—m

-

el
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TEOREMA 3.3. Siano T wuna trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F, P) e A una sotto—tribu finita di F; allora

T, A)= lim H|A \/T_"‘iA . (3.1)

TL— 400

7=1

o p—

DIMOSTRAZIONE. Poiché si ha, ovviamente,

T n+1
VT 7AC\/ T A,
7=1 j=1
scende dalla (e) del Teorema 2.2 che
I Tl | | I n+1 _ ]
H|A|\/T7A| >2H|A|\/T7 A
- ‘?:1 - L '?:1 -

di modo che il limite che compare nella (3.1) esiste finito.

Si mostrera per induzione che

r—1 11—1 7
H{ \/T7A|=HA+> H|A\/TA]|. (3.2)
3=0 =1 _ =1 -

(Questa € senz’altro vera per n = 2, giacché, in questo caso coincide con la
(b) del Teorema 2.2. Si supponga, percio la (3.2) vera per r € N con n > 2;
allora, in virtu dell’ipotesi d’induzione, si ha, per r + 1,

r r—1
H{ \/T7A|=H|| \JT7A|VA
j=0 |\ j=1 i

[ ..

=H| \/T7A|+H|A \T/T‘fﬁ
\j=1 ' i=1 i
r—1 i r il
=H| \/T7A|+H|A|\/T A
J=0 L =1 i
r—1 i J ) i r ]
=HA) +) H|AI\/T A|+H|A|\/T A
7=1 _ =1 _ _ 1=1 i

T J
=HA)+) H|A|\/T A

=1 =1

sicché la (3.2) e dimostrata. Si divida ora la (3.2) per n e se ne consideri
il limite per n — +00. Poiché il limite nel senso di CESARO coincide con il
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limite ordinario per una successione convergente, il secondo membro tende
al secondo membro della (3.1), mentre il primo mebro tende, per definizione,

a h(T, A).

COROLLARIO 3.1. La successione

r

\

tende decrescendo a h(1, A).

DIMOSTRAZIONE. Segue dalla (3.2) che

n—1 n -1 7 ]
H{\/T7A)|=HA)+> H|A|\/T A
=0 j=1 i=1 i

e

— — =t —

n-—1 n—1
>H|Al| VT7A] | +(n-1D)H|A|| /T 7 A
i j:{} A i Jzﬂ _
] n—1 |
—nH | A \/ T-7 A
- :'I-:D —
Pertanto
i—1 [ T2 | re—1
n{H{ \/T7A|+H|A\/T7A| <+ 1)H| \/T7 A
i=0 L |g=l i =
e, quindi,
TL 7L ‘ [ TL |
n H \/T_JA =n < H \/T_JA +HI A \/T"JA
=0 j=1 I =1 |
1t—1 i 1 )
=nSH| \/T7A|+H|A\/T7A
7=0 i 71=1 |
—1
<(n+1)H \/T"jf-l ,.
j=
onde -
] n—1 1 11
- | ~ —J
~H '\/UT Al > - — H \/{JT A
?: j:

che conclude la dimostrazione.
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4. Il teorema di Kolmogorov—Sinai

TEOREMA 4.1. Sitano m un numero naturale e T' una trasformazione che
conserva la misura sullo spazio di probabilita (€2, F, 1), risulta

h(T™) =mh(T).

Se, wnoltre, la trasformazione T' é anche invertibile, allora, per ogni m € Z,
é

h(T™) = |m| h(T).

DIMOSTRAZIONE. Sidimostrera dapprima che, se A € una sotto—tribu finita
di F, &

m—1
h|T™, \/ T77A| =mh(T,A). (4.1)
j=0
Infatti
1 i k—1 m—1 | m km—1
. - — 1M ) — o —J
Jm HIVT V TPAN = lim SO H | T A
i =10 7=0 | 7=0
=mh(T,A).
Scende dalla (4.1) che
m—1
mh(T) = m sup{h(T,A): A€ P}t =sup{ h | T, \/ T7A|l:AeP
=0

<sup{h(T™,B):Be P} =h(T™),
vale a dire
mh(l) < (™).
D’altra parte, per la (c) del Teorema 3.1, &

m—1
h(T™, A) <h T, \/ T7 A =mh(T, A),

7=0
onde
h(I™) < mh(T)

che dimostra 1’asserto.

Si supponga ora che T sia anche invertibile. In virtd di quanto precede,
basta dimostrare che h (T'~') = h(T), e, a tal fine basta dimostrare che,
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per ogni sotto—tribd finita A di F, si ha h(T, A) = h (T~1, A). Ora, poiché
T' & invertibile, il Teorema 2.3 (b) assicura che sia

ni—1 n—1 7p—1
H \/ TiA| =H |7~ \/ TiA|| =H \/ T3 A
j=0 I =0 | §=0

che conclude la dimostrazione.

Siamo ora in grado di provare il teorema d’approssimazione che servira per
stabilire I'importante teorema di KOLMOGOROV-SINAI

TEOREMA 4.2. Swano (2, F, u) uno spazio di probabilita, A un’algebra di F

esiste una sotto—tribd finita Ce di A tale che

H(C.|B)+H(B|C)<e. (4.2)

DIMOSTRAZIONE. Non e restrittivo supporre che tutti gli insiemi della par-
tizione generata da B,

TT(B) = {Bh BQ, « e B;}
abbiano probabilita strettamente positiva, p(B;) > 0. Infatti, se fosse
u(Bj;) >0per j=1,2,...,s, mentre u(B;) =0per j =s+1,s+2,...,7,
per la sotto—tribu B’ generata dalla partizione {Bh Bs,...,Bs_1q, UE:,qBj}
si avrebbe
H (B |C)=H(B|C:) € H(C.|B)=HI(C.|B).

In virta della continuita della funzione ¢ : [0, 1] — R definita da ¢(x) :=
—z logz se x € )0, 1] e da ¢(0) := 0, esiste dg € |0, 1] tale che

—

.

plx) <

27
se x appartiene a [0,9dp| U [1 — dg,1]. Il primo passo della dimostrazione
consiste nel dimostrare che se una partizione m = {C1,Cy, ..., C,} soddisfa

alle diseguaglianze

- w(Bi) .
pu(B;AC;) <6 :=min {ég 1 Bi) L f = LQ,....}?‘} (j=1,2,...,7),

(4.3)
allora risulta, se C. = F(7),
£

H(B|C:) < 5" (4.4)

Infatti, se la partizione 7 soddisfa alla (4.3), si ha
p(Bj) = p(B; \ Cj) + p(B; NCj) < p(B;ACH) + pn(C;)

'H(QB:’F) Fu(C5),

<d+u(C)) <
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relazione che da p (B;) < 2 u(C;) e, quindi,
p(Cj) — p(B; NCj) < p(B;ACH) <6 < dop(Cy).

Percio
pn(B; NCy) - .
u(B; | C;) = >1—9 (j=1,2,...,7),
J ¥ .IL(CJ) 0
onde
, -
H(B|C)=-> p(Cj) Y n(Bj|Cj)logu(Bj|Cy)
j=1 k=1
T T E‘

dalla diseguaglianza piu forte

5 |
1 (B;ACS) < f min{p(B;):i=1,2,...,r}  (i=1,2,...,r). (4.5)

Ma, se vale la (4.5), risulta

n(B;ACy) < & (fj)

e, quindi,

w(B;) = p(B; \ Cj)+u(B; N Cy) < p(BjAC)+p(Cy) < & (fj) Fu (C)
onde
u(Cj) > 5 u(B;).
Infine da quest’ultima diseguaglianza e dalla (4.5) si ha
n(B;AC)H) < %9% min {u((C5) : j=1,2,...,7}
< (52_n min{u((C;) : 3 =1,2,...,7}
e, quindi, come sopra segue che
H(C.|B) < <.

2

Per concludere la dimostrazione bastera far vedere che si puo scegliere C}
in A in modo tale che sia u(C;) >0 e

0 . .
u(B;AC;) < -f min{p((B;):3=12,...,r} =7 (4.6)
Si scelga A > 0 in modo che sia 2A(r — 1){1 +r(r — 1)} < 7. Per ogni
indice j si scelga un insieme A; in A in modo che sia y (A4;AB;) < A. Ora
se k #£ 7, €
Aj a2 Ak C (AJ&BJ) U (AL&B,L;)
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onde p (A; N Ag) < 2. Posto
N = Ug-£4 (A}. M Ak) :,
s1 ha
w(N) <2Ar(r—1).
Sia ponga, ora, Cj=Bj\Nperj=12,....r—1eC, := (U;;%Cj)ﬁ.,
sicché 7’ := {C,C5,...,C,} & una partizione finita di € in insiemidi .A.

B_:_;ﬁcj; C (A,,&B?) U N,

onde
w(B;AC)) <2A[1+7r(r—-1)] <,
mentre
B.AC, C UiZ] (B;ACY),
onde

p(BAC) <2A(r—=1)[1+r(r—1)] < T

Poiché la (4.6) e verificata, la dimostrazione e conclusa.

Se {A,, : n € N} e una successione di algebre contenute in F si indichera
con V,enAy, 'algebra generata dalla successione data.

COROLLARIO 4.1. Sia { A, : n € N} una successione crescente, A, C A,+1
di algebre finite contenute in F, tale che B C VnEN A,.; allora

lim H(B|A,) =0.

n—-4oc

DIMOSTRAZIONE. Si ponga A := UpenAjy; allora, A & un’algebra e, per
ipotesi, e

BC F(A).
Per il Teorema 4.2, assegnato arbitrariamente € > 0, esiste una sotto—tribu
finita C. di A tale che H (B | C.) < €. Poiché C. & un’algebra finita, esiste
no € N tale che C; C A,,,, onde, per n > ng, si ha

H(B|A) < H(B|Ay) < H(B|C) <e,

cioe 1’asserto.

Siamo ora pronti alla dimostrazione del fondamentale

TEOREMA 4.3 (Teorema di KOLMOGOROV—SINAI). Siano T una trasfor-

mazione invertibile che conserva la misura sullo spazio di probabilita (2, F, u)
e A una sotto—tribu finita di F tale che

\/ T"A=F.
nes

Allora h(T) = h(T, A).
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DIMOSTRAZIONE. Basta dimostrare che, per ogni sotto—tribu finita 5 di F,
si ha

h(T,B) < h(T,.A). (4.7)
Ora

h(T,B)<h|T, \] T"A|+H|B| \/] T'A

1==1 F=—"

=T, A)+H|[B| \/] T'A|,

ove abbiamo fatto uso della (d) del Teorema 3.1 e, quindi, del Teorema 3.2.
Posto

A, = \ﬂ/ T7 A,

]1=—n

risulta A,, C A, 41 e, per ipotesi, B C VpenAn, sicché
lim H(B| A, =0

TL=r = O

per il corollario 4.1. La (4.7) € cosi completamente dimostrata. L]

Se la trasformazione T non e necessariamente invertibile, vale il seguente
analogo del Teorema di KOLMOGOROV—SINALI.

TEOREMA 4.4. Stano T una trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F, i) ed A una sotto—tribu finita di F tale che

\/ TT"A=F.

T}.EZ+

Allora h(T) = h(T, A).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione e simile a quella del teorema di KOL-
MOGOROV—SINAI. Si ha, per ogni n € N,

h(T,A)=h|T, n'\/l’r—:u:l . (4.8)
Jj=0
Infatti
n-1 | . [ k—1 Vi ]
h TTJS;/GT I A = lim - H S\z/UT s j\:/ﬂT I A
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1T a
_:[:.'—] n—1 i n4+k—2
HI \/T? | \/T7A||=H| \J] T7A
i = 7= A 1=0U
i n—2 n+4+k—2 i
=H|| \/T7A|\/| V T7A
i 7=0 17=n—1 .,
n-k—2 i n—2
=H| \/ T7A|+H|| \JT7A
j=n—1 -\ =0
k—1 [ n—2
=H|\/T7A|+H|| \/T7A
7=0 \ 7=0
Siccome si ha
1 i n—2 n+k—2 ] 1 7L—2
EH J'\=.-/T A ?=Y—1T e EEH J!:]

103
n+k—2 |
VESE
j=n—1
n+k—2 |
VESE
j=n—1
T77 A s 0,
k—+o0

la (4.8) ¢ dimostrata. Come nel Teorema di KOLMOGOROV—SINAI basta
provare che, per ogni sotto—tribu finita B di F, vale la (4.7). In virta della

(4.8) si ha

WT,B)<h|{T,\/ T A|+H

7=0

=h(T,A)+H | B

B

\n/ T~ A
3=0

e la tesi segue come nel teorema precedente.

| \n/ T7 A
§=0

COROLLARIO 4.2. Sia T una trasformazione invertibile che conserva la
masure sullo spazio di probabilita (2, F, ) e sia A una sotto—tribiu finita

di F tale che

Allora h(T)

Cemmsans

DIMOSTRAZIONE. Per 1 Teoremi 4.4 e 3.3 risul

h(T') = h(T,A)

0.

V T

nedy

e
—_—

lim H

T— =400

“ALF

A
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Ma,
\/ T-"A=TF = F.

neN
Posto

A, = \”/ T A,
j=1

la successione {A,, : n € N} e crescente, A, C A,+1 per ognin € N e si ha

onde

e, quindi, h(7T) = 0.

TEOREMA 4.5. Siano T wuna trasformazione che conserva la misura sul-
lo spazio di probabilita (Q, F,u) e A una sotto-tribi finita di F tale che

F(A) = F. Allora
h(T) =sup{h(T,B): BeP, BC A}. (4.9)

DIMOSTRAZIONE. Poiché I’entropia h(7T') maggiora il secondo membro della
(4.9), per stabilire la (4.9) basta far vedere che

h(T) <sup{h(T,B): BeP, BC A}. (4.10)

Fissato arbitrariamente € > 0, sia C una sotto-tribu finita di F. Per il
Teorema 4.2 esiste un’altra sotto—tribu finita di F, sia essa B, con B, C A,
tale che H (C | B;) < ¢, sicché

h(T,C) < h(T,B.) + H (C | B.) < h(T,B.) +e,

e, percio

h(T,C) <e+sup{H(T,B): BeP, BC A},

dalla quale scende la (4.10), per 'arbitrarieta di «.

TEOREMA 4.6. Siano 1T una trasformazione che conserva la misura sullo
spazio di probabilita (2, F,u) e { A, : n € N} una successione crescente,
A, C A,+1 per ogni n € N di sotto-tribu finite di F tale che

\V A, = F.

neEN
Allora
h(T)= lim A(T,A,). (4.11)

TE— 00
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DIMOSTRAZIONE. Si sa che la successione {h(T, A,) :n € N} e anch’essa
crescente, di modo che il limite che compare nella (4.11) esiste. Posto A :=
UneNnAp, risulta, per ipotesi,

F(A) = F.

Se B & una sotto—tribu finita di F contenuta in A, essa sara contenuta in
una sotto—tribu della successione, B C A,, per un opportuno indice ny.
Percio

h(T,B) < h(T,Ay,,)

e, quindi,
h(T) < lim h(T,A,).

7Y~ OO

Poiché la diseguglianza inversa € ovvia, cio stabilisce la (4.11).

TEOREMA 4.7. Siano 1 e 15 due trasformazioni che conservano la misura
sugli spazi di probabilita (Qy, F1, 1) e (Qa, Fo, u2) rispettivamente. Allora

h(Ty x Ty) = h(T1) + h (Ts). (4.12)

DIMOSTRAZIONE. Se A; e A5 sono sotto—tribu finite rispettivamente di F;
e di Fo, allora si consideri A; x Ay := {A; X Ay : A; € A1, Ay € A3} che
& una sotto—triba finita di F; X F2 che genera la partizione

T («41 X ./42) = {Al X Ag : Ay E W(Al), As € ‘I-'I'(.Az)} :

Sia 7y un’algebra formata dalle unioni finite di rettangoli “misurabili”, vale
a dire dalle unioni finite di rettangoli A; x Ay con Ay € F; eAs € F5. Ma
allora F (7Ty) = F1 X F» e, per il Teorema 4.5, &

h(Ty x Ty) = sup {h (T} x T5,C) : C C 7y sotto—tribi finita di F; x Fo}

Se C C 7y ¢ finita, si possono trovare due sotto—tribu finite A; di F; e As
di F5 tali che C C A; x Az, onde

h(Tl X Tz) = Sup {h (Tl X Tz,.A1 X Az)}
ove I’estremo superiore si intende calcolato sopra le sotto-tribu finite A; di

Fy (G=1,2).

Ora, se A1, e Az sono insiemi che appartengono rispettivamente alle
partizioni
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s1 ha

n—1
H|\/ (Ty xTy)™7 (A x A)

j=0

i n—1 n—1 i
=H|| V77 A x|V T7 A
7=0 | J=0 i

= =3 (11 ® 2) (A1 X Ags) log (11 @ i) (A1, X Az)

== (A1) p2(Az,) logpa (A1r) pa (Azs)

— — Z Ha (A].,T) lﬂg H1 (Al,-r) - Z 2 (A2,3) lﬂg 2 ('A‘z}-ﬁ')

n—1

12—1
= H V Tlu_j A1 | +H V Tg_j Ao
=0 1 =()

Percio h (Ty x T, A; X A2) = h (11, A1)+ h (13, As), da cui segue 1’asserto.

5. Esempi di calcolo dell’entropia

ESEMPIO 5.1. L’identita [ su €2, I w = w per ogni w € {1, ha entropia nulla,
h(I) = 0. Infatti &
1
h(T,A) = lim — H(A)=0.

T =400 1

Si osservi che, se T & periodica di periodo k, T% = I, allora h (T%) = 0.
Infatti il Teorema 4.1 da

kh(T) = h(T*) = h(I) = 0.

ESEMPIO 5.2. Le rotazioni 7, 2 = a2 (a € K) della circonferenza unitaria
in C hanno entropia nulla, h (7,) = 0.

Se {a™ : n € Z} non & densa in K, vale a dire se a € una radice dell’unita, per
la quale esiste, quindi un naturale k tale che a* = 1, allora T z = a* z = z,
sicché h (1,) = 0, dall’esempio precedente.

Si supponga, invece, che {a" : n € Z} sia densa in IC; allora & densa 'orbita
{a™™ : n € N}. Si consideri la partizione di K data 7 := {4, A2} dove

Ay = {2 €(0,1/2[} e Ap:={e™:z€[1/2,1[}
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sono rispettivamente le semicirconierenze unitarie superiore e inferiore. Per
ognin € N, T, "m ¢ composto dalle due semicirconferenze con punti miniziali
ina™" e —a™". Poiché {a™" : n € N} e densa in K, ogni semicirconferenza
appartiene a Vyez, T, (7). Di conseguenza ogni arco della circonferenza
unitaria appartiene a V,ez, T, "(m). Percio

B = V.uez_l_T{:”(?T).

In virtd del Corollario 4.2 cid implica h (T,) = 0.

ESEMPIO 5.3. La traslazione bilatera (pg, p1,...,pr_1) ha entropia data da
k—1

— > p; logp;. (5.1)
=0

Se si pone
A; = { {zn:n €4} : x :i}}
allora m := {Ag, A1, ..., Ax_1} costituisce una partizione di
Q=1{0,1,....,k—1}2.

Sia A = A(m) 'algebra generata da w. Per definizione della tribi prodotto
B, si ha

\/ T"A=B.

ned
Il Teorema di KOLMOGOROV—-SINAI 4.3 da

1
A(T) = h(T,A) = lim —H(AVTTIAV.-.vT~ (" 4).
N—-1+0C T}

Gli elementi della partizione 7 (AVT 1AV ---V T""{”""UA) hanno la for-
ma.

A?:_(“} M T_lAf_.;(I} -1 T_{”_UA,,:(.”_”
= {{:IIH} cxo =1(0),x1 =(1),...,Tpn_1 = i(n — 1)},
insieme che ha misura p;g) Pi(1) - - - Pi(n—1)- Percio

HAVT'AV-..vT~- =D »Q)

11— 1
S Z Pi(0) Pi(1) - - - Pi(n—1) log Pi(0)y Pi(1) - - - Pi(n—1)
i(0),i(1),...,i(n—1)=0
11— 1
= — Z Pi0) Pi(1) « - - Pi(n—1)X

i(0),i(1),....i(n—1)=0

X { ]Dgpi[g} + 1ngg(1j + -t 1ng1i.(-n.—1}}

n—1

= —n ij log p, .
i=0

Di qui scende la (5.1).
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Si noti che la traslazione bilatera (1/2,1/2) ha entropia eguale a log 2, men-
tre I'entropia della traslazione bilatera (1/3,1/3,1/3) ¢ log 3, sicché queste
due traslazioni non sono coniugate.

ESEMPIO 5.4. Lo stesso ragionamento dell’esempio precedente, con la sos-
tituzione del Teorema 4.4 al Teorema 4.3, porta a stabilire che ’entropia
della traslazione unilatera (pg, p1,--.,Px—1) € ancora data dalla

k—1
- > pjlogp;.
i=0

ESEMPIO 5.5. (entropia della traslazione markoviana bilatera —(p,II)). Si
ricordi la notazione dell’Esempio 3.8 e, come nell’esempio precedente, si
ponga

A; ::{{:t?lanZ}:;I:U:i}.
Adesso 'elemento tipico della partizione 7 (.A VT lAvV...v T‘{'”_I)A) ha,
misura eguale a p;0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n)s Sicché

HAVT'AV.-.-v T~ (=D Q)
k—1

— Pi(0) Pi(0)i(1) « » - Pi(n—1)i(n) ¥
i(0),2(1),....i(n—1)=0
X log {pi([l) Pi(0)i(1) - - *pi‘.(n—ljz'{n)}
k—1
o Z Pi(0) Pi(0)i(1) « - - Pi(n—1)i(n) X
i(0),i(1),...,i{n—1)=0
X { log pi(o) + log pioyi(1y + - - - + 1031)1(?1—1)-5(-r;,)}
k—1
- Z Pi(0) Pi(0)i(1) -+ - Pi(n—1)i(n) lﬂgﬁ'x{u)
£(0),i(1),....i(n—1)=0
k—1
- Z Pi(0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n) lﬂgiﬂi(n) i(1) — - -
i(0),i(1),...,i(n—1)=0
k—1

— Z Pi(0) Pi(0)i(1) - - - Pi(n—1)i(n) lﬂgp?:{ﬂ—'l}i(ﬂ)
i({]} i(1),...,i(n—1)=0

k k—1
— szi log p; —"HZPL Zpij ]Dgpij'

1=() 7=0

Ne consegue che 'entropia della traslazione markoviana bilatera —(p,I1) &

eguale a
k—1 -
- ps pr log pi;-
1=0 7=0



Nota bibliografica
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strettamentre tecnica, ma culturalmente impegnativa e costituita dal lungo
articolo di MACKAY [44], che tratta anche dei legami con ’analisi armonica,
argomento che nelle lezioni é stato soltanto sfiorato in un paio di esempi, ma
non citato esplicitamente. Esistono poi libri dedicati ad aspetti particolari
della Teoria ergodica, come quello di SHIELDS (67| sulla dimostrazione dei
teoremi di isomorfismo di ORNSTEIN e quello di ORNSTEIN stesso [52].

1.1 Per 1 richiami di meccanica analitica, c¢i s1 pud sempre rifare al
classico testo di LEVI-CIvITA & AMALDI {43, Capitolo X], oppure a [41].
Per la dimostrazione del teorema di LIOUVILLE si puo consultare il libro di
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KHINCHIN [37]. Ai problemi ergodici della meccanica classica ¢ dedicato 1l
libro di ARNOLD & AVEZ [5]; per tutto I’approccio alla meccanica statistica
basato sulla teoria ergodica si potra citare, innanzi tutto, il gia citato libro
di KHINCHIN [37] e quelli di FARQUHAR [15] e JANCEL [32]. Qualche fisico
sostiene anche che 'approccio alla meccanica statistica attraverso la teoria
ergodica e oramai “fuori moda”, old fashioned; si veda per esempio I’articolo
di PENROSE [56].

1.3 Anche 1 processi stazionari a tempo continuo derivano da un semigruppo
di trasformazioni che conservano la misura; si veda l'inizio del Capitolo XI

del libro di DooB [14].

1.6 51 noti che l'operatore Ur definito da Upf = f o1, dove, per
il momento, si pud supporre che Up agisca su L = L*(Q,F,u) ¢ un
operatore di MARKOV, nel senso che esso e lineare, positivo, Urf > 0 se
f > 0, lascia invarianti le funzioni costanti, Url = 1 e lascia invariata la
speranza, F (Urf) = E(f). Inoltre, per operatori di MARKOV Uz indotti
da una trasformazione T che conserva la misura, vale la relazione

Ur(f-g) = Urf) (Uryg).

Per gli operatori di MARKOV in generale si vedano (10, 51].

1.7-1.8 Le date di pubblicazione dei Teoremi di BIRKHOFF e di VON
NEUMANN sono rispettivamente il 1931 e il 1932 ([8, 50]), ma il Teorema
di vON NEUMANN di convergenza in L? precede quello di convergenza quasi
certa. La dimostrazione del Teorema di BIRKHOFF che ho dato qui € dovuta
a RIESZ [59].

La prima versione del teorema ergodico massimale ¢ dovuta a WIENER (73]
e a YOSIDA & KAKUTANI [75]. In seguito EE. HOPF [30] ne diede la versione
per operatori che appare qui; la dimostrazione che ne do, e che e oramai
quella usuale, & dovuta a GARSIA [21].

1.8. Un teorema di RENYI ([58]) mostra che una trasformazione che
conserva la misura su (£2, F, u) ¢ fortemente mescolante se, e solo se, per
ogni insieme A di F, si ha

lim p(T"*ANA) = 12 (A),

7L —+ 400
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e che essa e debolmente mescolante se, e solo se, per ogni insieme A di F,
sl ha

T
_ 1
lim —
n——+oc 7] £
J:

l,u (T AN A) — p*(A)| =0.
1

1.9. I1 Teorema 9.4 € dovuto a KOOPMAN e VON NEUMANN [40]. Nel
Corollario 9.1 si € provato che per ogni coppia A e B di insiemi misurabili
esiste un unsieme J(A, B) di densita nulla per il quale vale
lim (T " ANB) = p(A) u(B).
n—4oc
néJ{A.B)
Si puo dimostrare che in effetti esiste un unico insieme J di densita nulle
tale che sia
lim p(T™" AN B) = p(A) u(B),
MN— 400
n&J
per ogni coppia A e B di insiemi misurabili.

1.12 Il primo teorema di categoria e in realta posteriore al secondo; il
primo teorema fu dimostrato da ROKHLIN [60], mentre il secondo & dovuto a
HALMOS [24]. In [4] si mostra come ottenere simultaneamente i due teoremi
di categoria.

1.15 Per maggiori informazioni sulle misure invarianti si veda il libro di
HALMOS [26].

2.1  Per le algebre di BOOLE si veda [29].

3.2 Come si ¢ gia detto, I'introduzione dell’entropia € dovuto a KOL-
MOGOROV. Si veda a tal proposito [39] e la discussione di SINAI in [68] alle
pp. 247-250. Si vedano anche [28] e [7]

I1 concetto di entropia viene dalla meccanica statistica, ma il suo uso piu
“moderno” avvenne nella Teoria dell’Informazione per la quale si veda, ad
esempio [6]. Si deve riflettere sul fatto che nella teoria dell’informazione,
sono state introdotte molte diverse rappresentazioni dell’entropia, si veda,
all’uopo, |2]; questo pone immediatamente il problema di quale sia ’entropia
“corretta” da adottare. Per tale problema si veda [72]. L’adozione dell’en-
tropia (2.1), detta entropia di SHANNON, & giustificata adeguatamente, in
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un ambito che si richiama esplicitamente alla meccanica statistica dai lavori
di FORTE [18, 3|.

Incidentalmente, vale la pena di riferire che esite un approccio alla meccanica
statistica attraverso la teoria dell’informazione; si vedano, tal proposito, i
lavori pioneristici di JAYNES [33, 34] e poi [17, 35, 65, 19, 66].

3.4 Del Teorema 4.6 esiste un’altra dimostrazione basata sui teoremi di
convergenza delle martingale; la si puo leggere, per esempio, in [57, p. 241].
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