CAPITOLO 2

L’equazione di Poisson

L’obiettivo di questo capitolo € quello di studiare 1’equazione di Poisson
Au — Au = f con dato f € LP. Per far cio proveremo la disuguaglianza
di Calderéon e Zygmund che consente di stimare la norma L? delle derivate
seconde di u con quella del suo Laplaciano. In questo modo se v € LP(RY)
& soluzione dell’equazione ellittica A\u — Au = f, con f € LP(RY), allora
u € W2P(RY).

La disuguaglianza di Calderon-Zygmund si riduce ad un’uguaglianza nel
caso p = 2 e si ottiene immediatamente con una semplice integrazione per
parti. Per p # 2 la dimostrazione richiede, come vedremo, sforzi maggiori.
Applicheremo infatti il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz.

Prima di occuparci della disuguaglianza di Calderén-Zygmund facciamo
vedere come si determina la soluzione dell’equazione di Poisson.

2.1. Il potenziale Newtoniano

Sia € un aperto non vuoto connesso limitato di RY, con frontiera di classe
C! a tratti. Il Teorema della divergenza afferma che per ogni f € C*(Q2,R¥Y)

/divfdmz f-ndo,
Q - Jan

dove n € la normale esterna a () e do la misura di Lebesgue su 0€). Prese
u,v € C?%(Q), dal Teorema della divergenza scaturiscono le identita di Green

fu&wdmz—/Vu-Vvdm+/ H-C?Edﬂ' (2.1)
0 9) an dan

/ﬂ(uzﬁlv — vAu) dx = /5{1 (u% — ‘U%) do. (2.2)
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La soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace A & la funzione cosi
definita

1
oy log |z| per N = 2
Mz)=9 " 1 1

N(2 - N)wpn |z|N—2
e soddisfa AT' = 0 in RY \ {0}. Risulta I' € L} (R") e inoltre

per N > 3

loc
1 Ti
D;I'(x) = -
() Nwpy |z|V
1 | 51 Lil g
Di;I'(z) = N—WN 2|V -N x| N+2 |

Osserviamo che le derivate prime della I" sono localmente sommabili, mentre
le derivate del secondo ordine non lo sono. In generale

\D*‘i‘-]ﬁ‘(m){ =0 (|:1:|N1—2+k) per |z|] -0, c0 (2.3)

dove con D* indichiamo una qualunque derivata di ordine k.

Data f : RY — R, definiamo Potenziale Newtoniano di f la funzione

N(f)=Txf= . e —y) f(y) dy.

In particolare il Potenziale Newtoniano risulta ben definito per funzioni in
C*(RY) ed e soluzione dell’equazione di Poisson Au = f, come proveremo
nelle seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 2.1. Se f € C°(RY) allora N(f) € C®(RY) ¢

AN(f)=f.

Dmm. Sia f € C*(RY). Poniamo u = N(f). Per definizione

wa) = [ Ta-nfe)dy= [ Ty dy

per ogni x € RY. Si verifica facilmente che & possibile derivare infinite volte
sotto il segno di integrale e quindi che u € C®°(R"). Inoltre

|

Au(z) _fw F(y)Af(z —y) dy=/ Iy —z)Af(y) dy

RN’

~ lim Dy - 2)Af(y) dy.
PV JRN\B(z,p)
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Sia 2 = B(z, R) \ B(z, p) con R > 0 tale che B(z, R) contenga il supporto
di f. Per I'identita di Green (2.2) applicata a I'(xz — -) ed a f risulta

/ Dy — 2)Af(y) dy
B(z,R)\B(z,p)

Al'(y — x) f(y) dy

of O, ]
t ] (f-5w - G- aw

fﬁim,R}\B(I,ﬂ}

of oI
[ (rw-05w - Fw-2sw) s

Poiché supp f C B(z, R) e Al'(y—2z) = 0 per y # x, da quest’ultima identita
segue che

/ Dy — 2)Af(y) dy
RN\ B(x,p)

of or )

T Py —2z)3~y) — -y —= do(y).

Lﬁ{x,p) ( (v )@n () n (y —x)f(y) (¥)
Risulta

of 1 N
'y —z)—(y) do(y)| < C||V/[lle
~/t5‘B{1:,p) (y )65'1 (y) (J) — H f“ pN—Zp

e quindi

1
fRN\B(m,p) Iz —y)Af(y) dy = O(p) - NanpV 1 /{98(%#}) f(y) do(y).

Facciamo allora tendere p — 0 e otteniamo

/RN My —z)Af(y) dy = f(z),

ossia Au(x) = f(z).

ESERCIZIO 2.2. Provare che se f € C?(RY) allora N(f) € C?*RM) e
AN(f) = f.

Per completezza diamo anche una formula di rappresentazione per funzioni

u € C%(Q).

PROPOSIZIONE 2.3. Siano 2 aperto limitato di RY di classe C’l e u €
C?%(Q). Allora

ol ou
ue) = [ Tu-0)au) v+ [ (G- 2uw) - T -0)500)) dot)

per ogni x € (.
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OSSERVAZIONE 2.4. Se assumiamo inoltre che u abbia supporto compatto
in €2 allora

u(z) = ]ﬂ D(y — 2)Auy) dy,

cioe u = N(Au).

DiM. Fissiamo x € ). Per I'dentita di Green (2.2) applicata ad 2\ B(z, p)
risulta

f ['(y — z)Au(y) dy

O\ B(z.p)
= [ Ay dy
- Q\B(z,p)

..+ faﬂ (F(y — m)g—i(y) — g—i(y — :E)u(y)) do(y)

ou or
— /d . (I‘(y ~ %) 5-(y) = 5-(y - ﬂ-’r)u(y)) do(y),

dove, fra gli integrali a secondo membro, quello su 2\ B(x, p) € nullo perché
Al'(y—x) =0 per y € Q\ B(x, p) e quello su 0B(z, p) converge ad u(x) per
p — 0 come nella dimostrazione della Proposizione 2.1. Mandiamo allora p
a zero ed otteniamo la tesi.

Soffermiamoci sulle derivate del potenziale Newtoniano. Se f € C°(RY),
posto u = N(f), per ogni k € N si ha

|D*u(z)| = O (MNEHE) : per |z| — . (2.4)

Infatti, scelto R > 0 tale che supp f C B(0, R), si ha
uo)= [ Te-wfG)dy=[ Te-nfwdy
RN B(0,R)

Allora per |z| > R

|

()] dy

| D u(z)| -
B(0,R) | — Y|V *HE

[ DTe-piwa|<c
B(0,R)

|\

C
(el = RN 2+ fm,m 7l

Come anticipato, per p = 2 la disuguaglianza di Calderén-Zygmund si ot-
tiene facilmente integrando per parti. Nel seguito indichiamo con D?u la
matrice Hessiana di «. Inoltre poniamo [D?ul® =37, ;| Djjul®.
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LEMMA 2.5. Sia u € C(RY), allora

| D%ull2 = || Aulla.

DiM. La tesi segue immediatamente integrando per parti. Infatti

N N
/ ].&HF — Z DﬁuDjju - — Z Di.:uD,i.;jju
RY i,j=1YRY ij=17RY
N
= Z D.gjuDiju :f \Dzu\z.
’Lj=1 JREN BN

Come nel lemma precedente, dalla Proposizione 2.1 discende il risultato
seguente dal quale dedurremo esistenza, unicita e regolarita in L?.

PROPOSIZIONE 2.6. Data f € C°(RY) e posto u = N(f), si ha
[ 10 = [ 1= [ 1aup
RN RN RN

DiM. Fissato R > 0 consideriamo la palla B(0, R) di raggio R e centro
Vorigine. Per ogni¢,57 =1,..., N

] Dﬁuﬂjju “/ DiuDijju + / DiuDjju I/ do

B(O,R) B(0,R) OB(0.R)

f DijuD;u — / DiuDiju v do
B(0,R) dB(0,R)

‘|‘/ DiuDju v; do.
5B(0.R)

Sommando 'uguaglianza precedente su ¢, 7, usando Au = f e (2.4), si ha

. 1
f P2 = / Au? = / D?uf? + 0 (—N) |
B(0.R) B(0.R) B(0.R) R

Per avere la tesi e sufficiente far tendere R all’infinito.

Studiamo adesso le derivate prime del potenziale Newtoniano.

LEMMA 2.7. Sia Q aperto limitato e K € L} (RY). L’operatore di convo-
luzione T definito da

T (z) = /ﬂ K(z —)f(y) dy

e continuo da LP(QQ) in LP(Q) per ogni 1 < p < oo.
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DIM. Supponiamo 1 < p < oo: i casi p = 1, 0o sono elementari. Poniamo

o(z) = fﬂ K (2 — )£ (y)ldy

e sia R tale che 2 C B(R). Allora

g(z) = /ﬂm(m_y)mf(ymm_y)m

([ K- y)|a:y)1_:’ ([ K- y)llf(y)lpdy);

1

( / - JK(r)ldr) - ( JLCE y)uf(y)iwy) F

9@ < IK I pany | 1K@~ w)llFw)Pdy

FA

FA

Quindi

e, integrando su (2,

fﬂ[g(:g)[ﬁ < IKHLI(B@R} /L 0 Kz -y ) f(y)|Pdxdy

= UK s [ 1F@)Pdy [ 1K (2= y)lda
< KN pamy I FIE.

Ne segue Ty (f) € LP(Q2) e

1Tk fllp < 1K) L2 (B2r)) 1 £ llp-

Il Potenziale Newtoniano e un operatore di convoluzione con nucleo local-
mente sommabile. Il lemma precedente ci dice allora che, se Q & limitato,

N : LP(Q) — LP(Q)

e un operatore continuo per ogni 1 < p < 0.
Lo stesso accade per il suo gradiente che & l'operatore di convoluzione
associato al gradiente di I', anch’esso localmente sommabile.

PROPOSIZIONE 2.8. Se Q2 ¢ limitato, allora

(i) fe€L>(Q)= N(f)eC'RY)cCC Q)
(ii) N : LP(Q) — WHP(Q) é continuo per ogni 1 < p < 0.
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DiMm. (i) Sia f € L°°(Q2). Poniamo u = N(f) e v —/ VI'(—y)fly) dy
Consideriamo una funzione : R —» R, 0 < 5 < 1, n € C*°(R) tale che

0 ——i:x:*-iil
i 2
w0 ={ 0 ST

Per ogni € > 0 e per ogni z € R" poniamo

Le funzioni u. convergono uniformemente ad u per € — 0, infatti

ue) - ul) < [ IM@-v) [1~—w(‘$“y'): )] dy

E

- [(z - = 1 £lloo
< Ifl /i LS H /MEJI‘(::ME

N(N = 2)wn Jjz<e 121V 72

Consideriamo adesso Vu.. Risulta per ogni z € RV

Vue) = [ re-un(E4) 1) ay

+;_1-fﬂr‘(m—y)n" (lﬂ:;yl) I:r—ylf(y) dy.

Proviamo che Vu. — v uniformemente per € — 0.

o(@) - Vu@] < [ VT -w)l[1- (=) |irwray

(5

Ilfllm/
< dz
Nwp |z|<e |‘Z|N_1
Ml 171,
N(N—Z)WN € Jz|<e 2|V =2
R R L[~ 1 N
< C(/; AN—1 r d?‘—{—;/{; N—2 Tr dr
3 g—+{)
— —C — U?
5 e
dove C' = ||f Hmma}c{ El,\? [ES 2}. Possiamo concludere allora che u €

CHRY) e Vu = .
(ii) Sia f € LP(Q) e sia f, C L*®(Q) tale che f, converge ad f in LP(Q).
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Siccome N & un operatore continuo da LP(2) in LP(2), N(f,) — N( f) in
LP(S2). Per il punto (i) N(f,) € C*(€) e per il Lemma 2.7 risulta

. VN(fn)=VDlx* f, 5 VD« f
in LP(§2). Pertanto N(f) € WHP(Q) con VN(f) = VI % f e

INCOLe = INElo + IVN()llp = IT * fll, + IVT = fll, < C|l £l

Come ci si puod aspettare una soluzione dell’equazione di Poisson con dato
LP ¢ data dal potenziale Newtoniano. Nella proposizione che segue di-
mostreremo questo fatto per p = 2. Punto essenziale di questa verifica &
I"'uguaglianza provata nella Proposizione 2.6. Per generalizzare questo risul-
tato ad un p # 2 sara necessaria quindi la stima di Calderén-Zygmund che
proveremo nella prossima sezione.

PROPOSIZIONE 2.9. Il Potenziale Newtoniano N é continuo da L?(Q) in
W?22(Q). Inoltre

AN(f)=f
per ogni f € L*(Q).

DiM. Sia f € L*(Q) e sia (f,) C C=(Q) convergente a f in L%(Q). Per la
proposizione precedente N(f,) converge a N(f) in W12(Q). Proviamo la
convergenza L* delle derivate seconde. Per la Proposizione 2.6

ID*IN(fn) = N(fm)lllz2@) < DN (fa) = N(fm)lll 2@y
= [[A[N(fn) - N(fm)]”LE{HN)
= /o — fm”Li‘(n)-

Da qui segue che (N(fy,)) & una successione di Cauchy in W22(Q). Allora
N(f) e W22(Q) e [N(f)llz2 < C||f||- Per finire

’ﬁN(f) - HILH;G‘&N(fﬂ) — T}Lngﬂ fn=1F.

2.2. La disuguaglianza di Calderén-Zygmund

Lo strumento principale per la dimostrazione della disuguaglianza di Cal-
derén-Zygmund e il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz. Al fine di
applicare quest’ultimo abbiamo bisogno del procedimento di decomposizione
in cubi di Calderén-Zygmund, qui di seguito illustrato.

LEMMA 2.10 (decomposizione in cubi). Siano 0 < f € LY(RM) et > 0.
Esistono ), F misurabili tali che RN = QUF con QNF =0 ¢
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(i) f<tsuF;
(ii) Q = U2, Qk, dove (Qr) sono cubi coi lati paralleli agly assi tali che
QrNQL=0per k+#h e
1
t< — [ f<2M¢
Qx| Jo,

per ogni k € N.

DiM. Sia G una griglia di RY, cioé una suddivisione di RN in cubi di lati
paralleli agli assi tale che se Q € G allora

7.
— | [ <t
Q] Jo
Per ottenere G basta suddividere R¥ in cubi congruenti di misura |@Q| tale
1
che — f <t
Q| Jrw

Fissiamo un cubo @ € G. Dividendo ogni suo lato in due parti uguali
suddividiamo @ in 2" sottocubi congruenti e sia Q' uno di questi sottocubi.
Possono verificarsi due eventualita:
1 1

2) — < t.
Q1o 7 D @Syt
Se (' verifica la 1), allora Q' & uno dei cubi che andra a formare Iinsieme
{2. Se invece Q' verifica la 2) suddividiamo @’ in 2V sottocubi congruenti
e ripetiamo per ognuno di essi quanto fatto per Q’. Quindi continuiamo
indefinitamente a suddividere i cubi che verificano la 2) ed a selezionare e
porre in () i cubi che verificano la 1).
Ripetendo quanto fatto per il fissato cubo Q per ognuno dei cubi che costi-
tuiscono la griglia G otteniamo la decomposizione in cubi cercata. Infatti O
risulta unione numerabile di cubi Q, i cui interni sono a due a due disgiunti

e tali che JQ’[
ST o S i@ Lo

dove Q' € il cubo di cui Qi & la 2V-esima parte e per il quale quindi

1
@1 o f <t
Poniamo F' = R" \ Q e proviamo che f < t su F. Se z € F allora esiste una

. 1 -
successione di cubi (Qx) con —=— [ f <t tale che z € @}, per ogni k € N

|Qk’ x

e Qk — « nel senso della Definizione 1.32. Poiché per il Teorema 1.30 quasi
ogni z € RY & un punto di Lebesgue di f, possiamo assumere z punto di
Lebesgue di f e per il Corollario 1.33 risulta

f(z) = lim .,1 f<t.

k=00 ]Qk’ Qk

1)

f <Nt
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OSSERVAZIONE 2.11. L’insieme F' della decomposizione in cubi del lemma
precedente e sicuramente non vuoto. Infatti se F' fosse vuoto allora ) = RY
e, contraddicendo la sommabilita di f, avremmo

/Mfzszf}tZ@k\:m.

keN keN

L’insieme €2 puo invece essere vuoto e questo si verifica se e solo se f < ¢
q.o. in RV,

TEOREMA 2.12 (Calderén-Zygmund). Sia 1 < p < oo; allora esiste ¢ =
c(N,p) > 0 tale che

1Dig N (f)llp < el f| (2.5)
per ogni f € C(RY).

DiM. Per ogni f € C°(RY) poniamo Sf = D;; N(f) = D;;(T * f).

“Caso 1 < p < 2”: Sappiamo che ||Sf|2 < || fll2 per ogni f € C=(RYN). Per
densita allora S si estende ad una contrazione da L*(R") in sé. Vogliamo
provare che S e di tipo debole (1, 1), cioé che esiste una costante ¢ > 0 tale

che m{|Sf] > t} < C“'};”l per ognit >0 e f € LY(RNYn L2(RY), in modo

tale da poter poi applicare il teorema di interpolazione di Marcinkiewicz ed
ottenere la (2.5) per 1 < p < 2.

Siano f € LY (RV)NL?(RY) et > 0. Per il Lemma 2.10 possiamo considerare
la decomposizione in cubi di Calderén-Zygmund RY = QU F relativa a |f|
e a t. Spezziamo ora |f| in una parte buona g definita da

(:r:)—{ | f(z)] sez € F
9 o ﬁfﬂ?k‘fl SE£€Qk:k:1321”*

e in una parte cattiva b data da

0 sex e F
b(m):\f($)|—9($)={ F@) = fo, Ifl sez€Quk=1,2,...

Osserviamo che / b=0 per ogni k¥ € N. Risulta |g| < 2Vt e quindi

Qx
g € L (RYN),
[ i
Qr

o= [ 1ol = [lal+ [ 1ol= [ 191+ %

keN
= [+ [ 1A
[ =1l

lot = [ 1o <2V¢ [ 1l =2Vels1, 2.6

|

ed inoltre
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Pertanto b = |f| — g € L*(RY) N L*(RY).
Poiché S e lineare, Sf = Sg + Sb e quindi

MISf\zt}iip{{Sglz%}M{ISME%}- 2.7)

Stimiamo separatamente i due addendi a secondo membro della (2.7). Per
il primo, usando la disuguaglianza di Chebyshev e la (2.6), si ottiene subito
che

4 S 2 4 2 ZN-I—Q
}{ |59llz _ 4llgllz _ 1£1ls. (2.8)

{
Sal > —

2
Stimare 4 {|Sb| > %} risulta molto meno immediato.
Per ogni £ € N poniamo by = byg,. Poiché b € L2(RV), b =0su F e i
Qr hanno interni a due a due disgiunti si ha che Y ;_, b = b in L%(RY)
e quindi, poiché S & continuo da L*(RY) in L%(RY), > 72, Sby = Sh in
L*(RMN) .
Fissiamo k € N. La funzione by appartiene a L*(Q) N L*(Qx) e soddisfa

ka b = 0. Sia (bg,1)ien C CF(Qk) con / br,, = 0 tale che by ; — by in

@k
LE(Q;:) per [ — o0.
Per ogni € RV \ Qf := Q.
Sbk1g($) — DEJ(F * E}k’g)(fﬂ) — Dijl"(m — y)bkg(y) dy
Qr

Sia yi il centro del cubo Q) e §; il suo diametro. Dato che f br1 = 0 si
ha che

k

Sbi(x) = . (Di;I'(x —y) — DisI'(z — y&))bra(y) dy

per ogni z € Q. Ora, per qualche & € Yy, risulta
1Dz —y) — DiT(z —yi)| < |VDyul(z— &) |y — ykl

C
< ¢ 0
= [dist(z, Q)N
e quiﬁdi
Cé
5hesle) < i Qo o, o) 29

per ogni £ € Qf . Sappiamo che by; — by in L*(R") e quindi anche
Sby,; — Sby in L?(R"). Possiamo inoltre sempre suppore che tali conver-
genze valgano anche quasi ovunque. Allora, passando al limite per | — oo
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in (2.9), abbiamo che per quasi ogni = € _Q:E

0401 < e o [, el (210

Consideriamo adesso la palla By di centro yx e raggio 8. Per ogni € B

5 _
|z — yi| < dist(z, Qk) + Eki < dist(z, Qk) 4 Z kal

e quindl

1

dist(z, Qr) > §|$ — Yk|-

Da quest’ultima e dalla (2.10) segue che

1
|Sb(z)| dxz < Cék/ \br(y) dy/ dz
'/1;3 ke l |z —yi| >0k |$ o yk’N+1

k
1
() —
o [ 1wl dy |

C [ b(y)| dy. (2.11)
Qx

I

A questo punto poniamo Q* = Ui By e F* = RN \ Q*. Per la (2.11), poiché
F* C Bj per ogni k, si ha che / 1Sby| < C’/ 1b| Yk, e quindi per il

_ F Qi
Teorema di Beppo Levi

/. > ISt

> [ isul<ey [ w
kVET Y@k

< ¢ / 51 < CUIf I + llgll)
RN
= 2C|f|1.

Sicché ), |Sbr(z)] < oo per q.o. = € F* e, dato che Y, Sby, = Sb in
L*(R™), per unicitd del limite 3°, Sby(x) = Sb(z) per q.0. z € F*. Allora

/ 1S8] < 2C]£]x
N

e quindi per la disuguaglianza di Chebyshev

< 2{|.50]| L1

2O <D (212)

L
,u{mEF*:|Sb|25}
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Vale anche che

: t *
p{meﬂ sz g} < (0) < (B

f N
""JNZ'SE = wnIV? Zlf
k - k

C(N)
L

C(N) Y |Qk| <

k

dove con I indichiamo il lato del cubo Q. Per la (2.7), mettendo assieme
(2.8), (2.12) e (2.13) otteniamo che

w1712 1y < S8,

per una costante C(N') > 0 dipendente solo dalla dimensione dello spazio N.
Quest’ultima stima altro non & che la (1, 1)-debole continuita dell’operatore
S.

Possiamo finalmente applicare il teorema di Marcinkiewciz. Allora esiste
una costante C'(N,p) > 0 tale che

HDijN(f)Hp - HSf“;n < C(Naiﬂ)nﬂlp*

“Caso p > 27: Questo caso si ottiene per dualitd dal caso precedente,
siccome S e autoaggiunto. Infatti per ogni f,g € C®(RY)

/ (Sf)g = Dij(r*f)ng (I'« f) Dijg
RN RN RN
— f(I‘:a:D”g) — fDij(F*g)
RN RN
= f(S9).
RN

Allora, fissato p > 2 e indicato con p’ I’esponente coniugato, si ha che

/RN Sfa) < fllp[1Sgller < (N, D) f1lp gl

e quindi

|5Flly < CN, )| flp-

COROLLARIO 2.13. Seu € W2P(R™Y), 1 < p < 00, allora esiste C(N,p) >0
tale che

| D?ull, < C(N, p)l|Aul,. (2.14)

DiM. Per la Proposizione 2.1 e per il Teorema di Calderén-Zygmund se
u € CE(RY), allora © = N(Au) e quindi

HDEHHP = HDQN(&“)HP < CH&U”F‘
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La stima si estende a W2P(RY) per densita.

ESERCIZIO 2.14. Siano u € CX (RN, RY), (Du);; = (D;uj)i; la matrice

. . . D Dui™ . .
jacobiana di u e Fu = “'F'g “” la sua parte simmetrica. Allora

/ Dul+ [ (div u)? = 2/ Eul2.
RN RN RN

[Suggerimento: integrare per parti).

2.3. Alcune stime interpolative in L?

In questa sezione proviamo alcune disuguaglianze interpolative che permet-
tono di stimare la norma LP delle derivate prime di una funzione con le
norme della funzione stessa e delle sue derivate seconde. Consideriamo
dapprima il caso unidimensionale.

Sia u € C°(R) e sia x € R. Per la formula di Taylor con resto integrale per
h > 0 si ha che

h
u(z + h) = u(z) + hu'(z) +/U (h —t)u” (z +t) dt

da cui, portando u'(z) a primo membro e dividendo tutto per h, si ottiene

h) — 1 /"
o (z) = YEHR) —ul@) —/ (h — t)u" (z +t) dt.
h h Jo
Se prendiamo le norme L” allora
! 2 1 " H
Il < Zllullp+ 5 [ (A=Ollu"(- + )|, dt
h h J,
2 h
= 3Nl + 51wl
Posto ¢ = % scriviamo la prima disuguaglianza interpolativa cercata
1
/llp < ellu’llp + ~ lul,. (2.15)

La disuguglianza vale per ogni € > 0. Se minimizziamo su ¢ otteniamo una
seconda disuguaglianza interpolativa e cioe

1 1
1 llp < 20w || Jlull3-

Sia ora u € C°(RY). Fissatie >0edi=1,...,N dalla (2.15) segue che

1
/lDqu dx; < 2P~1 (spflﬂiiu[p dmi-l—*—[l'ulp dz; |,
R R &P Jr
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da cuil per il Teorema di Fubini si ha

1
/ ID,,,;‘U,F’ dx < 2;.0—1 (Epf |Dﬁu|p dr + — I?L'p Cfiﬂ)
RN RN gp BN

e quindi

1 1
IDaly < e |elDuuly + Fluly| < c[elD?ul,+ 1hal,] @16

per una qualche costante ¢ > 0 dipendente solo da p.

PROPOSIZIONE 2.15. Sia u € W2P(RY) con 1 < p < oo, allora per ogni
>0 .
| Vully < =l D%ully + < ull,

per una qualche costanie ¢ = c(p) > 0. Inoltre, minimizzando su €, si ha

‘ 1 1
IVullp < 2¢]| D?ul|3 flull3 (2.17)

DiM. Se u € C°(RY), allora dalla (2.16) si ricava che per ogni € > 0

C
[Vullp < cellD2ully + < ul,

Quindi la stima si estende per densita a W2P(R™).

Mettendo assieme la stima ottenuta nella proposizione precedente e quel-
la del Corollario 2.13 possiamo stimare la norma L? del gradiente di una
funzione con quella della funzione stessa e delle sue derivate seconde pure.

COROLLARIO 2.16. Sia u € W2P(RY) con 1 < p < 00, allora esiste C =
C(N,p) > 0 tale che per ogni € > 0 risulta

C
HVqu < ’5“&“”;:- + ;HHHP

Il corollario seguente afferma che 'operatore A con dominio W2P?(R¥) & un
operatore chiuso.

COROLLARIO 2.17. Se 1 < p < o0, allora esiste C = C(N,p) > 0 tale che
lullz,p < C(N;p) [[lullp + [ Ay
per ogni u € W4P(RY),

2.4. Esistenza e unicita per il Laplaciano in RY
Siamo a questo punto in grado di provare esistenza e unicitd per I'equazione

~ Au—Au=f
con f e LP(RY)e X > 0.
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TEOREMA 2.18. Siano 1 < p < oo e A > 0, allora per ogni f € LP(RY)
esiste un'unica u € W4P(R"Y) tale che

Au— Au = f.

Inoltre 1
Mullp + A2[|Vaull, + | D?ull, < Clf]l,. (2.18)

Per provare il teorema abbiamo bisogno del seguente

LEMMA 2.19. Sel <p< oo eu€ W2P(RN) allora

/ AuululP™* <0.
BN

DiM. Distinguiamo iduecasi: p>2el <p< 2.
“p>2": Se u € W2P(RN) allora ulu|P~? € WL? (RM). Integrando per
parti otteniamo

f Au ufulP™ = —(p — 1) |Vu|?[ulP~2 < 0. (2.19)
RN RN

“p < 2”: In questo caso non & detto che u|u[P~? sia in W1 P (RVN). Pro-
viamo dapprima la tesi per funzioni regolari a supporto compatto. Sia
u € CP(RY) e dato § > 0 poniamo

us = u(u’ + 6)}35_2 e C>®(RY).

Per le funzioni us € valida la formula d’integrazione per parti:
f u(u2—!—§)'p5_2&u= —/ ]Vufz(ug—l—é)'ﬁ_d((pnl)uz—kﬁ) <0
BN BN

e quindi

f u|uP~4 Ay = lim u(u® + 6)%—?&15 < 0.
RN §—0 RN

Siano adesso u € W#P(RY) e (u,,) C C(RY) tale che u,, — u in W2P(RV).

Allora, un |uy|P~% — u|uP~2 in LP (RY), Au, — Au in LP(RY) e quindi
Un [Un P72 Auy — ululP2Au

in L*(R"). Ne segue

fN ululP"?Au = lim Un [Uun|P 2 Au, <0,
R

TL— 00 EN

DiM.(Teorema 2.18)
“Unicita + stima”: Siano f € LP(R") ed u € W2P(R¥) tali che \u— Au =
f. Moltiplichiamo per u|u|P~2 ed otteniamo

AulP — AuululP~? = fululP2.
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Integriamo su RY ed usiamo il Lemma 2.19 e la disuguaglianza di Hélder

u ul? — w|u|P?
A/RNH?-‘ < A/EN\UJ /mwﬁ G
<[ Uk < Al

Quindi, dividendo primo e secondo membro per ||u[[?~", si ha
Melly < 1 £l (2.20)

Questa disuguaglianza implica 'unicita della soluzione. A questo punto,
per il Teorema di Calderén-Zygmund

||D2“”p < CllAullp = Cl[Au — fllp < 2C|fllp (2.21)
e per la disuguaglianza interpolativa (2.17)
1 1 1
AZ(|Vullp < A% 2¢|| D%l [lullf < 2v2eVOllfl,  (2:22)

Mettiamo insieme (2.20), (2.21) e (2.22) e, ridefinendo opportunamente la
costante C, otteniamo la stima cercata.

“Bsistenza”: Data f € S(RY), la soluzione in W2P(RV) di \u — Au= f &
la funzione u € S(R™) la cui trasformata di Fourier & data da

.

P |
A+ €2

Sia ora f € LP(RY) e sia (fn)nen C S(RY) tale che f, converga ad f in
LP(RY). Per ogni n € N sia u,, € S(RV) la soluzione di \u,, — Au, = f,.
Per la (2.18) per ogni n,m € N

”uﬂ— o um”lp < k”fn — fm“p:

per una qualche costante £ > 0, cioe la successione u,, € di Cauchy e quindi
convergente in W2P(RV) ad una v € W2P(RY). Allora, passando al limite
in Au, — Au, = f,, si ha

2 — Au = f.

2.5. lcasip=1, p=

Le stime della precedente sezione non valgono nei casip =1e p = oco. 1
seguentl esempil mostrano infatti come non sia possibile controllare le norme
L' o L* delle singole derivate seconde di una funzione con quelle del suo
laplaciano.

ESEMPIO 2.20. Sta N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ogni
u € C(B(0,1)) risults ~

| Dayulloe < C [ Au]loo + fulloo + [Vurfloo]. (2.23)
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DiM. Consideriamo, per ogni 0 < € < 1, le funzioni

us(z,y) = n(zy)zy log(e + ° + y°)

dove n € C(R?),0<n<1,n=1in B(0, 1) e supp n C B(0,1). Risulta
ue € C°(B(0,1)). Inoltre si prova facilmente che esiste M > 0 tale che

”UEHW"FHVHHW‘I*”'QHEHGG <M Vi<e<
D’altra parte si ottiene
HDIqu“m > ‘Dmyus(on 0)| = | log €]

quindi non esiste una costante C tale che valga (2.23) per ogni € > 0.

ESEMPIO 2.21. Sia N = 2. Non esiste C costante positiva tale che per ognt
u € CX(B(0,1)) risults

1 Dzyully < Cl|Aully + [Jull11].- (2.24)

DiM. Supponiamo che esista C' > 0 tale che valga (2.24) per ogni u €
Ce?(B(0,1)). Sia v € C°(R?) con supp v C B(0,p) e sia R > p. Poniamo
u(z,y) = v(Rw, Ry). Risulta v € C°(B(0,1)) e, usando (2.24),

R [ |Duu(Ra, Ryl < G{Rﬂz [ 1au(Re, Ry)
B(0,1) B(0,1)

+R Vo(Rz, Ry)]
B{0,1)

+/B{u,1}lv(R$? Ry)\]

da cui
1

1
D..,vl < A — — .
/RE\ _yﬂ\__C[HE\ 1:\+RR2\V11|+R2]REIU|J

Facendo tendere R a +o0o otteniamo
IDmyt’i < C Jﬁ}l’Ul (225)
R2 B2
per ogni v € CX(R?) e, per densita, per ogni v € W21(R?). .
Siano ora f,g € C°(R?) e consideriamo f, § € S(R?) tali che f — Af = f
e g — Ag = g, ossia
f=0I-A)"f; g=(I-4A)"g

Integrando per parti si ha

/A‘ I-A)"1fg = f (I-A)""f(g—Ag)
R2 R2
B /R f(a-2g) = /Rg(f— Af)g= | fI-4)"g

HE
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Integrando ancora una volta per parti, applicando 'uguaglianza sopra. pro-
vata e usando la commutativita dell’operatore risolvente con le derivate
seconde, segue che

D:r:yfg — Dmy(f_ &)_I(I _A)fg

R2 JR?2

_ /RE(I — A D, (I - A)fg

Day(I —A)f(I—-A)"'g
R2

= /. (I —A)fD. (I —A) g

da cui, applicando (2.25) e tenendo presente che ||g||1 < | ¢g[|1, otteniamo

B2

e quindi

che contraddice (2.23).

Dﬂfg| < T = A)F ool Day (T = A) gl
< O = A)flll AT = A) gl
= O = A)flleollg — (I — A) g
< 2C|glhll(I = ) fll

[1Dey flloo < 2C|[flloo + [[Aflloo],

ESERCIZIO 2.22. Provare che

se h € S(RY).

Dij(I =AY *h= (- A)"'Ds;h

ESERCIZIO 2.23. Provare che

/ Ah(sign h) <0  con h € S(RY)
RN

1 se h >0
stgn h=<¢ =1 se h<0
0 seh:O_

facendo tendere p a 1 nel Lemma 2.19. Dedurre quindi che ||g]]; < ||g]:
nell’Esempio (2.21).

N

ESERCIZIO 2.24. Provare che se Au € L' allora Vu € LP per ogni p < ——

N—1"



