APPENDICE A

Funzioni olomorfe a valori vettoriali

In questa appendice richiameremo e dimostreremo alcuni risultati di base
sulle funzioni olomorfe a valori vettoriali. A tal fine ricordiamo in pri-
mis la definizione di integrale per una funzione continua a valori vettoriali,
rinviando a [6, Ch.3], per ulteriori approfondimenti.

DEFINIZIONE A.1. Siano (X, |-]|) uno spazio di Banach e sia f : [a,b] — X
una funzione limitata. Diciamo che f ¢é integrabile su [a,b] se esiste x € X
tale che per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni partizione {a =ty <
ty <...<tn =0} dila,b] consup;_y ,(ti —ti—1) <0 e per ogni scelta di
punti & € [ti—1,t;] risulta

o= 3 et -t <=
i=1

/a " foyt =

Si dimostra che ogni funzione continua f : [a,b] — R ¢ integrabile.

In tal caso, si pone

PROPOSIZIONE A.2. Siano (X, || - ||) uno spazio di Banach, o, € C, f,g
[a,b] — X integrabili. Allora valgono le sequenti proprieta.

(a) [L(af(t)+ Bg(t))dt = a [} f(t)dt+ B [} g(t)dt

() |1 f2 F(8)dt]] < maxyeran |IF O —a).

() [1f2 fe)at]] < [211f(t)]|de.
)
)

(d) ( :f(t)dt x') = fb(f(t),ac’)dt per ogni ¥’ € X'.
(e) Se (fn)n € una successione di funzioni continue da [ b] in X tali che

limy, maxsejap) || fa(t) = FON = 0, then limy, [} fu(t)dt = [} £(1)

Nella Proposizione A.2, e anche in seguito, (x,z’) sta a indicare z'(x) se
reXea e X
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Se 2 & un sottoinsieme aperto di C, f : 2 — X e una funzione continua e
v : [a,b] — Q una curva regolare a tratti, allora Uintegrale di f lungo v &
definito come

Lf(z)dz = /ab F(y()Y (t)dt.

Nel seguito, siano X uno spazio di Banach su C e 2 un sottoinsieme aperto
di C.

DEFINIZIONE A.3. f : Q — X é detta olomorfa in Q se per ogni zy € )
esiste in X il limite

lim M = f(20).

zZ— 20 zZ— 20
f e detta debolmente olomorfa in Q se e continua in Q e la funzione com-
plessa z — (f(z),x') é olomorfa in Q per ogni 2’ € X'.

Ogni funzione olomorfa & chiaramente debolmente olomorfa. In realta vale
il viceversa.

TEOREMA A.4. Se f: Q — X é debolmente olomorfa in 2, allora é olomorfa
in Q.

Dmm. Dato B(zp,r) disco chiuso contenuto in €2, proviamo che per ogni
z € B(zp,r) vale la seguente formula integrale di Cauchy:

fo) = L 1©)

B 2mi 9B(z0,r) 6 -z

de. (A1)

Osserviamo che Pespressione a destra di (A.1) € ben definita perche f & con-
tinua. D’altro canto, f & debolmente olomorfa in €2, quindi per la funzione
olomorfa z — (f(z),2'), con 2’ € X', vale la formula integrale ordinaria di
Cauchy in B(z, ), ciog,

n_ 1 (f&, /1 S
<f(z)7x > B % /BB(ZO,T’) 5 -z dg B <27TZ /(93(zo,r) 57 < d§7$ >

Per larbitrarieta di 2’ si ottiene (A.1). Differenziando rispetto a z sotto il
segno d’integrale, otteniamo che f & olomorfa e

2w 9B(z,r) (§ —2)" T

per ogni z € B(zp,7) e n € N. O

dg

DEFINIZIONE A.5. Si dice che f : Q — C ¢ rappresentabile in serie di
potenze nel punto zg € §) se esistono una successione (ay), a valori in X e
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r > 0 tali che B(zp,7) CQ e

o0
f(z)= Z an(z — 29)" in B(zg,r).
n=0
TEOREMA A.6. Sia f: Q — X una funzione continua. Allora f é olomorfa
se e solo se f & rappresentabile in serie di potenze in ogni punto di Q.

D1iM. Supponiamo che f sia olomorfa in Q. Allora se zg € Q e B(zp,7) C £,
la formula integrale di Cauchy (A.1) vale per ogni z € B(zp,7). Se z €

B(zp,r) la serie

Z (Z — Zo)n _ 1
= (E—z2) "t -z
converge uniformemente rispetto a & in B(zo, r), poiche |(z—20) /(£ —20)| =
=Yz — 29|. Allora per (A.1) e la Proposizione A.2(e), si ottiene

— 1 o0 (Z _ Zo)n

flz) = o OB o) f);mdf
g1 £6) )
R 7;)[27” /83(20,7‘) (€ = z)nt1t dg} (2 — 20)",

dove la serie converge in X.
Viceversa, supponiamo che

flz)= Z an(z — 20)", 2z € B(zo,r),
n=0

dove (a,) & una successione in X. Allora f & continua, e per ogni 2’ € X,

o0

(f(z),2') =D {an,2")(z = 20)", =z € Blzo,7).

n=0
Dungque la funzione z — (f(z2),z’) & olomorfa in B(zg,r) per ogni 2’ € X' e
quindi f € olomorfa per il Teorema A.4. a

TEOREMA A.7 (TEOREMA DI CAUCHY). Sia f : Q — X olomorfa in Q e
sia D C Q un dominio regolare. Allora

f(z)dz =0.

oD

DiM. Basta osservare che per ogni 2’ € X’ la funzione z — (f(z),2') &
olomorfa in 2 e quindi

O/8D<f(z),x'>dz< . (z)dz,x'>.
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TEOREMA A.8 (SVILUPPO DI LAURENT). Sia f : D = {z € C:r <
|z — 20| < R} — X olomorfa. Allora, per ogni z € D,

+oo
F&) = 3 anz—20)",
dove )
n:7/ 7‘]‘-(2) 1dZ, n €7,
270 J9B(20,0) (2 — zo)™t
er<o<R.

Dim. Per ogni 2’ € X', la funzione z — (f(2),2') & olomorfa in D, quindi
+o00o

(fG)a)y = Y an(@')(z = 20)"

Y g

o 27 B(20,0) (Z — Zo)nJrl ’

Per la Proposizione A.2(d), si ha che

dove

an(2') = (an, 2"y, neZ,

dove a,, ha l'espressione indicata nell’enunciato. O



