CAPITOLO 2

Operatori compatti in spazi di Banach

2.1. Operatori compatti

DEFINIZIONE 2.1. Siano (X, || ||x) e (Y,||-|ly) spazi di Banach e T: X —
Y wun operatore lineare. L’operatore T si dice compatto se T(Bx) ¢ un
sottoinsieme relativamente compatto di 'Y .

ESEMPIO 2.2. Si consideri un compatto Q C RY e una funzione K : QxQ —
R continua. Sia T : LP(2) — LP(Q)) 'operatore integrale cosi definito:

Tf(z) = /Q K(@.y)fwdy, feLr(Q), ze.

Dal teorema della convergenza dominata segue facilmente che T'(LP(Q)) C
C(€). Proviamo che T & compatto. Osserviamo che per ogni f € LP()
con || f|l, <1, applicando la disuguaglianza di Holder, si ottiene

ITFlloe < 1Kl 1Fllp < 11K [ool Q7"

Dunque l'insieme T'(Bp»r(q)) ¢ equilimitato in C'(Q2). Inoltre, per I'uniforme
continuita di K, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni z1, x4,y € Q:

|1 — 22| <6 = |[K(21,y) — K(z2,y)| < elQ7/7".

Pertanto per ogni f € Brr(q), se |1 — 22|| < 0, applicando nuovamente la
disuguaglianza di Holder si deduce:

T (1) — Tf(az)| < /Q K (21,y) — K (22, )1/ () ldy < e.

Quindi T'(Bps(q)) ¢ anche equiuniformemente continuo e dunque, per il
teorema di Ascoli-Arzela, ¢ relativamente compatto in C'(2). Per I'immer-
sione continua di C(£2) in LP(f2), otteniamo che T'(Bp»(q)) ¢ relativamente
compatto in LP(2).

Poiché i sottoinsiemi relativamente compatti di uno spazio di Banach sono
anche limitati, ogni operatore compatto T & anche continuo (cf. Proposi-
tione 1.1). Inoltre, vale la seguente caratterizzazione.

17
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TEOREMA 2.3 (TEOREMA DI SCHAUDER). Siano (X,| -|lx) ¢ (Y,] - |lv)
due spazi di Banach e T : X — Y un operatore lineare. Allora T é compatto

\

se e solo se il suo duale T' & compatto.

DiM. Supponiamo che T sia compatto, cioé che T'(Bx) sia un sottoinsieme
di Y relativamente compatto, e indichiamo con K la chiusura di T'(Byx) in
Y. Poiché T & un operatore limitato, esiste M > 0 tale che ||y|ly < M per
ogni y € K. Pertanto, per ogni f € By risulta

1fllz := sup{|f(y)| | y € K} < M,

cosi che possiamo indentificare By~ con un sottoinsieme limitato dello spazio
di Banach C(K) formato da tutte le funzioni continue sul compatto K e
dotato della norma

9l :==sup{lg(y)| | ye K} (g € C(K)). (2.14)
Inoltre, per ogni f € By ey, z € K si ha

[f(y) = FR)] < ly = zlly-

Questo implica che By~ € un sottoinsieme equicontinuo di C'(K) e, essendo
limitato, & relativamente compatto per il Teorema di Ascoli-Arzela. Percio,
ogni successione (f,), C By contiene una sottosuccessione (f,, )i che &
una successione di Cauchy rispetto alla norma (2.14). Poiché

||T/fmC - T/fnjH/Y = Ssup |(Tlfnk - T/fnj)(mﬂ = Sup |(fnk - fn;)(T$)|
rEBx rE€Bx
= ||fn;C _fnj||K7

(T" fn, )i © allora una successione di Cauchy di X’. Quindi (7" f,, ) conver-
ge a qualche elemento di X’ poiché X’ & completo. Abbiamo cosi dimostrato
che T'(By-) & un sottoinsieme relativamente compatto di X’ e quindi l'o-
peratore T” & compatto.

Supponiamo che T” sia compatto. Allora, procedendo come sopra, si dimo-
stra che operatore T”: X" — Y & compatto. Dato che T = Tlg(’ ne segue
che anche T' & compatto. O

OSSERVAZIONE 2.4. Se indichiamo con L la classe di tutti gli operatori
lineari e continui tra spazi di Banach, allora £ ¢ un’algebra rispetto alla
operazione di composizione dato che

ST < IS1- 1T

perogniT € L(X,Y) e S € L(Z,X). Indichiamo con K la classe di tutti gli
operatori lineari e compatti tra spazi di Banach e con F la classe di tutti
gli operatori lineari continui con rango finito dimensionale. Ricordando che
ogni sottoinsieme limitato in uno spazio finito dimensionale € relativamente
compatto, chiaramente la seguente inclusione e soddisfatta

FcKccL.
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Inoltre, KC & un ideale di L, cioe
SRT € K(X,W)

per ogni S € L(Z, W), T € L(X,Y) e R € K(Y,Z). Infatti, poiché
T e L(X,Y), T(Bx) ¢ un sottoinsieme limitato di ¥ e quindi esiste A > 0
tale che T(Bx) C ABy. Ne segue che R(T(Bx)) C AR(By), dove R(By)
¢ un sottoisieme relativamente compatto di Z dato che R € K(Y, Z). Poi-
ché S € L(Z, W), possiamo concludere che S(R(T(Bx))) ¢ un sottoisieme
relativamente compatto di W.

PROPOSIZIONE 2.5. Siano (X,| - |lx) e (Y, - |ly) due spazi di Banach.
Allora K(X,Y) & un sottospazio chiuso di L(X,Y).

Dim. Sia (T},), C K(X,Y) tale che T}, = T in (£(X,Y),|| - ||). Fissato
€ > 0, esiste allora ng € N tale che, per ogni n > ny,

||T’ﬂ - TH < g,
o equivalentemente,
T(Bx) C (T —T,)(Bx)+ Tn(Bx) CeBy +T,(Bx). (2.15)

Preso n € N con n > ng, T,,(Bx) & un sottoinsieme relativamente compatto
di Y poiché T, € K(X,Y), e quindi T,(Bx) ¢ totalmente limitato. In
corrispondenza di €, possiamo allora trovare un numero finito di elementi
di By, diciamo y1,¥s2, ..., Yk, tali che

T,.(Bx) C Uiy (yi +By). (2.16)
Ponendo yr+1 = 0, per (2.15) e (2.16) otteniamo che
T(Bx) C Uit (y; + eBy).

Per Darbitrarieta di €, questo significa che T'(Bx) & un sottoinsieme total-
mente limitato e quindi relativamente compatto di Y. O

OSSERVAZIONE 2.6. Dalla Proposizione 2.5 segue che se (X, ||+ [lx) e (Y,] -
|ly) sono due spazi di Banach, (T},), una successione di operatori di rango
finitoda X inY e T € L(X,Y) tali che lim,, o || T, —T||z(x,v) = 0, allora T
€ compatto. La questione se ogni operatore compatto tra spazi di Banach &
sempre il limite in norma di una opportuna successione di operatori di rango
finito rimase un problema aperto per molto tempo, noto in letteratura come
il “problema dell’approssimazione”. Questo problema fu risolto in negativo
da Enflo nel 1972. Ma ¢& bene ricordare che se Y & uno spazio di Hilbert (o,
pil in generale, se possiede una base di Schauder), allora la chiusura dello
spazio F(X,Y) & proprio K(X,Y) (cfr., per esempio, [4]).

OSSERVAZIONE 2.7. Se (X, || - ||) & uno spazio di Banach infinito dimensio-
nale e T € K(X) := K(X, X), allora 0 € ¢(T). Altrimenti T sarebbe un
isomorfismo topologico da X su X e quindi T (Bx) un intorno di 0 relati-
vamente compatto. Ne seguirebbe che X & localmente compatto e percio
finito dimensionale.
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2.2. La teoria di Riesz—Schauder

Nel seguito con (X, || - ||) indicheremo uno spazio di Banach infinito dimen-
sionale su C e, dato T' € L(X), con Ty l'operatore A — T, A € C. Se T
non ¢ iniettivo per qualche A # 0, cioe se A € 0,(T) & un autovalore di T,
indicheremo con N(Ty) := ker T\ 'autospazio relativo all’autovalore A. In
generale, lo spazio N(Ty) ¢ infinito dimensionale. Invece, se T & compatto,
risulta

PROPOSIZIONE 2.8. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} e per ogni
n €N,
dim N (T7) < oo.

DiM. Sian = 1. Posto B := Bx NN (T)), Ta(B) = {0}, quindi AB = T'(B).
Poiché T'(B) & un sottoinsieme relativamente compatto di X, anche B & un
sottoinsieme relativamente compatto di X e dunque in N(T)). Pertanto
N(T)) ¢ finito dimensionale.

Per n > 1 la dimostrazione ¢ analoga dato che

" = A—T)" = Zn: ( Z ) A"k (—1)kTH

k=0
n - n n—
= A —Z( . )(—1)“% Tk,
k=1
dove Y7_, ( . ) (—1)FHAETE € K(X). 0

PROPOSIZIONE 2.9. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,
TY(X) € un sottospazio chiuso di X.

Dim. Sian = 1. Per la Proposizione 2.8 dim N (7)) < oco. Questo garantisce
che N(Ty) & un sottospazio complementato di X, cio¢ esiste un operatore
lineare continuo P: X — X tale che P(X) = N(T)) e P2 = P. Posto
Y := ker P, possiamo rappresentare X come segue

X=NT)eY (2.17)
cosi che T)\(X) = T\ (Y). Fissato z € T\(X), esiste una successione (yy )n C
Y tale che T)(y,) — z in X. Supponiamo che la successione (¥, ), non sia
limitata. Allora esiste una sottosuccessione (yn, )i di (Yn)n tale che ||yn, || LA
oo. Posto vy, 1= H?yJikH € Y per ogni k € N, ne segue che ||ug|| = 1 per ogni

’Vlk
k € N, cioe (vi)r € una successione limitata, Ty (vy) = ﬁT(ynk) £o.
ng

Inoltre, per ogni k € N,

v = AN (T (o) + T(vr)) - (2.18)
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Poiché la successione (vg ) ¢ limitata e T ¢ un operatore compatto, esiste
una sottosuccessione di (T'(vg))y convergente. Senza perdita di generalita,
possiamo supporre che la successione (T'(vg))i stessa sia convergente, di-

ciamo a v’ € X. Per l'identita (2.18) ne segue che vy EAl =ve X

cosl che ||v|| = 1. Inoltre, per la continuitd di T' e l'unicitd del limite,
T (vg) LA T (v) = 0. Questo implica che v € N(T)) e quindi v = P(v) =
limg_,o0 P(vg) = 0. Abbiamo cosl ottenuto un assurdo dato che |[v|| = 1.

Pertanto la successione (yn), ¢ limitata. Ragionando come per la succes-
sione (vg )k, possiamo concludere che (eventualmente passando ad una sot-
tosuccessione) y, Xy € X. Per la continuity di Ty e 'unicita del limite,
Tx(yn) — Ta(y) = z. Quindi z € Ty (X).

In modo analogo si dimostra che T3 (X) ¢ un sottospazio chiuso di X se
n > 1. ]

COROLLARIO 2.10. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,

codim Ty (X) < o0.

Dim. Sia n = 1. Poiché T\ = A —T" e T" € K(X’) per il Teorema 2.3,
possiamo applicare la Proposizione 2.8 per concludere che dim N(7%) < cc.
D’altra parte, per la Proposizione 2.9 il rango Th (X)) ¢ un sottospazio chiuso
di X e quindi lo spazio quoziente %, dotato della topologia indotta, &
uno spazio di Banach. In particolare, per la Proposizione 1.2, il suo duale

topologico ¢ isomorfo a N(T%). Ne segue che il duale di %, e quindi
% stesso, ¢ finito dimensionale, cioe codim Ty (X) < oo.

Se n > 1, si procede in maniera analoga. O
LEMMA 2.11 (LEMMA DI RIESZ). Siano (X,| -||) wno spazio di Banach ed

M un sottospazio chiuso di X. Allora, per ogni ¢ €]0, 1] esiste x € X tale
che ||z|| =1 e d(z, M) > §.dove

d(z, M) = inf{{lz =yl | ye M} <[]

DiM. Poiché M & un sottospazio chiuso di X, per il Teorema di Hahn-—
Banach esiste un iperpiano chiuso H tale che M C H. Supponiamo che
H={yeX | f(y) =0} per qualche f € X’ con ||f]|' = 1.
Fissato § €]0, 1], esiste x € X tale che ||z|| = 1 e |f(z)| > §. Di conseguenza,
per ogni y € H,

o< |f(@)=1[fx =yl <FI" lz =yl = = =yl
cosl che

d<|f(@)|<inf{||lz—y| | ye H} =d(z,H) < d(x,M). (2.19)
O
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OSSERVAZIONE 2.12. Sia H un iperpiano chiuso di X, cioe H ={ye€ X |
f(y) =0} = ker f per qualche f € X’ con || f||' = 1. Siaz € X con ||z| = 1.
Allora d(x, H) =1 se, e solo se, | f(z)| = 1. Infatti, se |f(x)| = 1, allora per
(2.19) otteniamo che
1<d(z,H)<|z|=1.

Viceversa, supponiamo che d(x, H) = 1. In tal caso, fissato z € X \ H con
|z]| = 1, poniamo y := = — ;Egz Allora, f(y) = f(x) — ;ng(z) =0, cioe
yeH, e

V= de 1) < oyl = | R

Ne segue che |f(z)| < |f(z)|. Per arbitrarieta di z, con ||z|| = 1, otteniamo
che 1= [If" < [f(@)| < I fI'll=]l = L.

Questo significa che, se il funzionale f non assume la norma sulla sfera
unitaria di X, allora d(x, H) # 1 per ogni z € X con ||z|| = 1. O
EseEmMPI 2.13. (1) Siano X =cg e f € £ = (co, || ||oo)’ definito da f(yy)n :=
> oo 127"y, per ogni (yn)n € co. Allora, per ogni y = (Y5 )n € o,

FOI<D 27 ynl <yl Y 27" = Ylloc -
n=1 n=1

Questo implica che ||f|’ < 1. D’altra parte, per ogni k € N la successione
Yk = (Ynk)n, cON Y = 1 se n < k e y, = 0 se n > k, appartiene a ¢y e

k

0<flyw) =D 27" < I llvellos = IFI

n=1

da cui, passando al limite per k — oo, si ottiene che

1= 27" <|f|.
n=1

Di conseguenza, ||f||' = 1.
Supponiamo ora che esista x = (2,), € ¢ con ||| =1 tale che |f(x)] = 1.
Poiché = € ¢y, esiste k € N tale che |z;| < 1/2. Ne segue che

S k—1
Z 27"z, | < Z 27" x| 4+ 27 @] + Z 27" x|
n=1 n=1

n>k
k—1
< Zz—’w% (2—k+22—"> <1,
n=1

n>k

1= [f()l =

e otteniamo una contraddizione.

(2) Siano X = C[0,1] e f € (C[0,1], ]| - o)’ definito da f(z) = fo/* x(t)dt -
f10/2 x(t)dt per ogni x € C[0,1]. Procedendo in modo analogo, si dimostra
che non esiste € C[0, 1] con ||z]|s =1 tale | f(z)] = 1.
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OSSERVAZIONE 2.14. Siano (X, ||-]|) uno spazio di Banach riflessivoe f € X’
con ||f| = 1. Allora esiste x € X con |z|| = 1 tale che |f(z)| = 1.
Infatti, dato che | f||" = supj, =1 |f(z)| = 1, possiamo determinare una
successione (2,,), C X tale che ||z,|| = 1 e f(z,) = 1. Poiché la sfera
unitaria di X ¢ debolmente compatta, z, — xy debolmente per qualche
xg € X (eventualmente passando ad una sottosuccessione), il che implica

che f(zn) 2 f(wo) = L.

In verita, la proprieta appena dimostrata caratterizza la riflessivita nell’am-
bito della classe degli spazi di Banach.

TEOREMA 2.15 (TEOREMA DI JAMES ). Sia (X, ||||) uno spazio di Banach.

Allora X ¢ riflessivo se, e solo se, per ogni f € X' con || f||' =1 esistex € X
tale che ||z|| =1 e |f(z)] = 1.

Per la dimostrazione del Teorema di James rinviamo a [8], p.84.

Siano (X, ]| - ||) uno spazio di Banach infinito dimensionale e S € L(X).
Allora ¢ facile verificare che

{0} =N(S°)C N(S)C N(SH)C...CN(SHC...,
dove SV = 1.
DEFINIZIONE 2.16. Se esiste k € NU {0} tale che N(S*) = N(S**1), allora
a(S) :=min{k e NU{0} | N(S*) = N(S*1)}

si dice indice di ascesa di S.

Analogamente, risulta
X=8%X)DS8(X)D8*X)D...08"(X)D....
DEFINIZIONE 2.17. Se esiste k € NU{0} tale che S*(X) = Sk¥T1(X), allora
d(S) := min{k € NU {0} | S*(X)=S*(Xx)}
si dice indice di discesa di S.

OSSERVAZIONE 2.18. (1) Se a(S) = ko, allora N(S¥) = N(S**!) per
ogni k > ko. Infatti, se k > kg e # € N(S*H1), allora 0 = Ski(x) =
Skot1(Gk=ko(2)) cosi che SF~ko(z) € N(Sko+1) = N(Sk0). Di conseguen-
za, SF(z) = Sko(Sk—Fo(x)) = 0, cioe z € N(S¥).

(2) Se d(S) = ko, allora S*¥(X) = S*1(X) per ogni k > ko. Infat-
ti, se k > ko e y € S¥(X), allora esiste z € X tale che y = S¥(z) =
Sk=ko(Sko (7)), dove S*o(x) € Sk (X) = Sko+1(X). Di conseguenza, per
qualche 2’ € X, risulta S*(x) = S*ko+1(2"), il che implica che y = S*(z) =
Sk_k0(5k0+1(x')) — Sk+1(1") c S’H'I(X).



24 A. A. Albanese, E. M. Mangino, V. B. Moscatelli

PROPOSIZIONE 2.19. Sia S € L(X) con S(X) sottospazio chiuso di X. Se
a:=a(S) < oo ed:=d(S) < oo, allora a = d.

DiM. Sia m := max{a,d} € N. Allora, per I’Osservazione 2.18 risulta
S™(X) = SUX) e N(S™) = N(S%),
SF(X) = S™(X) e N(S*) = N(s™)
per ogni k > m. Inoltre, N(S™) N S™(X) = {0}. Infatti, se x € N(S™) N
S™(X), allora S™(z) = 0 e z = S™(y) per qualche y € X. Ne segue che
SZm(y) = S™(S™(y)) = S™(x) = 0, cioe y € N(S?™). Poiché m > d, y &
un elemento di N(S™), cosi che z = S™(y) = 0.
Pertanto Sl’gm( X) ¢ una applicazione lineare, continua e iniettiva da S™(X)
su S™(X). Inoltre, ng(x) ¢ una applicazione aperta dato che S(X) ¢
un sottospazio chiuso di X e quindi S & una applicazione aperta. Questo
implica che S™(X) & un sottospazio chiuso di X.

Posto R := (Srgm(XO € L(S™(X)), applicazione composta RS™: X —
S™(X) soddisfa

(RS™)? = RS™RS™ = RS™,
cioe RS™ & una proiezione continua su S™(X). Allora lo spazio di Banach
X si rappresenta come segue

X = N(RS™) @ (RS™)(X) = N(S™) @ S™(X) = N(5*) @ S%(X), (2.20)

dove N(RS™) = N(S™) per l'iniettivita di R. Per (2.20) otteniamo che
SU(X) = 5H(X) = $U(X),

il che implica che a > d cosi che N(S%) C N(S9).
Dimostriamo ora I'inclusione inversa. Sia x € N(S%). Se S%(x) # 0, allora
r = (z — S%x)) + S%(z), dove x — S¢(x) € N(5%) e S%(z) € S4X) per
(2.20). Pertanto, 0 = S%(x — S4(x)) = S%(z) — S(S%(z)) = —S*(S4(x)),
cioe S4(x) € N(S%). Poiche S¢(x) € N(S%) N S4(X), risulta S%(x) = 0, e
otteniamo cosl una contraddizione.
Questo significa che a < d. Quindi, a = d. O

Come conseguenza di (2.20), otteniamo che se a(S) < oo e d(S) < o0, allora
a(S) = d(S) e lo spazio di Banach X si decompone come segue

X =N(S")®S™(X), (2.21)
dove m = a(S) = d(9).

PROPOSIZIONE 2.20. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0}, a(T)) =
d(T)\) < 0.

Dim. Fissato A € C\ {0}, per le Proposizioni 2.9 e 2.19 ¢ sufficiente provare
che a(Th) < 00 e d(Ty) < oo.
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Supponiamo che N (T} ~') sia un sottospazio proprio di N(TJ) per ogni
n € N (N(T?) = N(I) = {0}). Allora, applicando il Lemma di Riesz, per
ogni n € N esiste z,, € N(T{) tale che ||z, || = 1 e d(z, N(Ty™ ")) > 3.
Ora, per ogni n,m € N con n > m, risulta

NTHT (z) = T(xm)| = AT Az — Ta(zn) + Ta(@m) — Az
= oo — Ao (20) = A o (@) + 20|
5 1
- 2

poiché A\~'Th(z,) — A" Th(2m) + 2m € N(T{'). Questo implica che la
successione (T'(x,)), non ammette alcuna successione estratta convergente,
e otteneniamo cosi una contraddizione dato che T € K(X) e (x,)n € una
successione limitata. Possiamo allora concludere che a(Th) < oc.

In modo analogo, si prova che d(T}) < oo. |

PROPOSIZIONE 2.21. Sia T € K(X). Allora lo spettro o(T) = 0,(T) U {0},
¢ al piv, numerabile ed ha come punto limite al piu lo zero.

DiM. Sia A € C\ {0} tale che A & 0,(T). Allora N(T)) = {0} cosi che
N(T¥) = {0} per ogni k > 0, cioe a(Ty) = 0. D’altra parte, per la Propo-
sizione 2.20 si ha d(T)) < co. Possiamo pertanto applicare la Proposizione
2.19 per concludere che d(Ty) = a(Ty) = 0. Da cio segue che Ty (X) = X.
Di conseguenza, per il Teorema dell’applicazione aperta, T ¢ un isomorfi-
smo topologico da X su X, cioe A € p(T).

Adesso proveremo contemporaneamente che o,(T) € al pitt numerabile e
ha 0 come unico punto limite, dimostrando che per ogni § > 0 I'insieme
{A€0,(T) | |A >4} e dicardinalita finita.

Supponiamo per assurdo che l'insieme {\ € 0,(T) | |A| > ¢} sia di cardina-
lita infinita per qualche 6 > 0. Allora esiste (A,)n C op(T') tale che A, # A,
e |An| > 4 per ognin,m € N. Per ognin € Nsiax, € N(T),) con ||z,|| = 1.
Osserviamo che per ogni n € N gli elementi z1, ..., z, sono linearmente in-
dipendenti. Altrimenti, se @121 +...+a,2, = 0con (aq,...,a,) € R™\{0},
allora potremmo sempre supporre che x1 = fSoxo+. . .+ 0,2, (eventualmente
riordinando gli elementi e supponendo «; # 0) cosi che

>\15L'1 = T(xl) = T(62$2 + .. ﬂnxn) = 62)\21'2 +...+ ﬂn)\nxn .
Ne seguirebbe che
ﬁg()\g — 1)$2 + ...+ ﬁn(An — 1)$n =0.

Iterando questo procedimento ed eventualmente riordinando gli elementi,
dedurremmo che z,,_1 = yx, con vy # 0 cosi che

A—1Tp—1 = T(xn—l) = 'Y/\nxn = MTn_1 y

da cui A,_1 = A, poiché x,_1 # 0, e otterremmo una contraddizione.
Per ogni n € N, poniamo M, = span{zi,...,z,}. Allora M, & un
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sottospazio chiuso proprio di M, e quindi, per il Lemma di Riesz, esiste y,, €
M,, tale che ||y,| =1 e d(yn, Mn—1) > 3; di conseguenza, ||y, — yn_1]| > %
per ogni n. Ora osserviamo che, per ogni n,m € N con n > m, risulta

= IAyn — (T, (yn) + T(ym))|l - (2.22)
Poiché y, € My, y, = 22:1 apzy cosi che T(y,) = 22:1 apT(xg) =

ZZ:l R\ Ty € M,. Inoltre, T)\n (yn) = ZZ:l OékT)\n (.Z‘k) = ZZ:l Oék()\n —
Ak)xp € M,. Per 'uguaglianza (2.22) otteniamo che

N>

1T (yn) — T(ym)|l = I/\n|||yn - )‘gl(Tkn (Yn) + T (ym))l =

Abbiamo cosi provato che (T'(y,)), non ammette alcuna sottosuccessione
convergente. Questo & in contraddizione con T' € K(X). O

OSSERVAZIONE 2.22. Siano X e Y due spazi di Banach di dimensione finita,

rispettivamente m ed n. Supponiamo che {x1,...,2,,} sia una base di X,
con ||zg|lx = 1 per ogni k = 1,...,m, {f1,..., fm} sia la base duale di
{z1,...,&m}, eche{y1,...,yn} sia una base di Y. Consideriamo 'operatore

lineare L: X — Y cosi definito

L(z) = ka(m)yk, re X,

k=1

dove se m > n poniamo y; = 0 per ogni j = n+1,...,m. Allora, L €
L(X,Y) dato che

IZ@)lly < ll=llx - el lywlly

k=1
per ogni x € X. Inoltre, se m < n allora L e iniettivo, mentre se m > n
allora L e suriettivo.

PROPOSIZIONE 2.23. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0},
dim N(Ty) = codim T (X) < o0.

DiM. Per la Proposizione 2.8, dim N(T)) < oco. Questo assicura che esiste
una proiezione lineare continua P: X — X tale che P(X) = N(T)) cosi che
possiamo rappresentare X come segue

X=NT)aY, (2.23)

dove Y = ker P. D’altra parte, per le Proposizioni 2.9 e 2.10, T\(X) &
un sottospazio chiuso di X di codimensione finita. Pertanto esiste una
proiezione lineare continua @Q: X — X tale che Q(X) = T)(X) cosi che
possiamo rappresentare X anche come

X =ZoTh(X), (2.24)
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dove Z = ker @ ¢ un sottospazio chiuso di X con dim Z = codim T)(X).
Consideriamo ora un operatore L: N(Ty) — Z definito come nell’Osserva-
zione 2.22. Poiche lo spazio Z ¢& finito dimensionale, I'operatore L & com-
patto come pure S = LP.

Posto A:=T+S,siha Ae K(X)e Ay=A—(T+S)=Tx—S. In par-
ticolare, per la decomposizione (2.23) Ax(y) = Th(y) — S(y) = Th(y) —
L(P(y)) = Th(y) — L(0) = Tx(y) per ogni y € Y, il che implica che
(Ax)jy = (I))y: Y — T(X) ¢ un isomorfismo suriettivo. Inoltre, sempre
per la decomposizione (2.23) Ax(z) = Th(z) — S(z) = =S(P(z)) = —L(x)
per ogni x € N(T)) cosi che (Ax)nr,) = —L: N(I)) — Z. Osservia-
mo anche che N(Ayx) C N(L) N N(T)). Infatti, se x € N(A,) allora
Ta(z) = S(z) = L(P(z)) € ZNT\(X). Applicando la decomposizione
(2.24) otteniamo che Ty (z) = 0 = S(z), cioe x € N(T)) e P(z) € N(L).
Quindi, z = P(z) € N(L) N N(Ty).

Per 1'Osservazione 2.22 possiamo affermare che I'operatore L ¢ iniettivo o
suriettivo.

Supponiamo che L sia iniettivo. Allora, anche A, & iniettivo dato che
N(Ax) C N(L)NN(T)). Poiché A € K(X), ne segue che d(Ay) = a(Ax) =
0, pertanto Ay ¢ suriettivo. Questo implica che (Ax)n(r,) = —L ¢ un
isomorfismo da N (7)) su Z. Quindi, gli spazi N(Ty) e Z hanno la stessa
dimensione.

Supponiamo ora che L sia suriettivo. Allora, anche Ay & suriettivo dato
che A)\(X) =Ta(X) e Ax(N(T»)) = L(N(T»)) = Z. Poiché A € K(X), ne
segue che a(Ay) = N(A)) = {0}, pertanto A & iniettivo. Questo implica
che (Ax)|n(ry) = —L ¢ iniettivo e dunque un isomorfismo da N (7)) su Z.
Quindi, gli spazi N(Ty) e Z hanno la stessa dimensione. O

COROLLARIO 2.24. Sia T € K(X). Allora, per ogni A € C\ {0} en € N,
codim 7Y (X) = dim N((T™)}) = codim (T™)}(X) = dim N (1Y) .

DiM. Per n = 1, basta osservare che anche 'operatore duale 7”7 ¢ compatto
per il Teorema di Schauder e che

Poiche gli spazi coinvolti hanno dimensione finita, si deduce che:

!
codim T)(X) = dim ) = dim N(T%) .

X di ( X
_ 2 _dim [ -2
T\(X) T\(X)
Le altre uguaglianze seguono dalla Proposizione 2.23. Se n > 1, osserviamo
che T{ = A" — S con S € K(X). O

OSSERVAZIONE 2.25. La proposizione precedente dice che un operatore
compatto verifica il principio dell’alternativa di Fredholm, cioe per ogni
A € C\ {0}, l'equazione Au — T'u = 0 ha solo la soluzione banale e, in tal
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caso, per ogni f € X l'equazione A\u — Tu = f ha un’unica soluzione, op-
pure 'equazione Au — T'u = 0 ha un numero finito di soluzioni linearmente
indipendenti.

2.3. Teorema spettrale per operatori compatti autoaggiunti

Studieremo ora il comportamento degli operatori compatti autoaggiunti in
spazi di Hilbert. In questo paragrafo, sia (H, ||-||) uno spazio di Hilbert su C
esia (-, -) il prodotto scalare di H. Iniziamo con un’osservazione importante.

OSSERVAZIONE 2.26. Se T' € L(H) & un operatore autoaggiunto e compatto,
allora o(T) = 0,(T) U {0} C R in virth della Proposizione 2.21 e della
Proposizione 1.26. Poiche r(T) = max{ [A| | A€ o(T) } =||T]| e o(T) N
0B, (1y # 0, possiamo concludere che ||T|| € 0,(T) o —|T'|| € 0,(T).

TEOREMA 2.27 (TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE SPETTRALE 1). Sia
T € L(H) un operatore compatto autoaggiunto. Allora esistono un sotto-
spazio chiuso separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (),
in Hy e una successione reale infinitesima (A,)y tali che

Y Az, ), sex € Hy
= { 0 sex € Hy . (2.25)

DiM. Poiché T € K(H) ed & autoaggiunto, possiamo applicare la Proposi-
zione 2.21 e 'Osservazione 2.26 per concludere che o(T) = 0,(T)U{0} C R
e op(T) = (An)n con (Ay)n € co.

Posto H,, = N(T», ) per ogni n € N, osserviamo che, per x € H, ey € H,,
con n # m, (z,y) = 0 poiché

An(2,y) = (Tw,y) = (2, Ty) = Am(z, 1),

e Ay # Ay Inoltre, H,, # {0} e quindi possiamo scegliere z,, € H,, con
lzn|| = 1. Di conseguenza, la successione (z,), € un sistema ortonormale
completo di Hy := span(z,, ).

Ora, osserviamo che T(Hg") C Hg-. Infatti, se # € Hy, allora (x,,Tx) =
(Txp,z) = (A, x) = Ap{x,,x) = 0 per ogni n € N. Questo implica che
Tz € Hy-. Pertanto, T HE ¢ un operatore compatto autoaggiunto da Hg- in
Hy-. Invero, T‘HOL = 0. Infatti, se T‘Hoi = 0, per I'Osservazione 2.26 esiste
xo € Hy tale che Tz = Az con |\ = |7}z +]l. Otteniamo cosi un assurdo
perché tutti gli autovettori di T' appartengono a Hy.

Infine, se x € Hy, allora 2 = >, (%, Ty )@y, cosl che

Tr = Z<$>xn>T(xn) = Z A, T )T,
n=1 n=1
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Se H ¢ separabile, il Teorema di Rappresentazione Spettrale 2.27 puo essere
riformulato come segue.

TEOREMA 2.28. Siano H uno spazio di Hilbert separabile suC e T € L(H)
un operatore compatto autoaggiunto. Allora esistono un sistema ortonor-
male completo (x,)n in H e una successione reale infinitesima (Ay,)n tali
che

Ty = Z An (T, )T (2.26)
n=1
per ogni x € X.

OSSERVAZIONE 2.29. (1) Dall’identita (2.25) segue subito che 0,(T") = (An)n,
e che x,, € N(T), ) per ogni n € N.
(2) Nel caso in cui H sia separabile, l'operatore T ¢ equivalente ad un
operatore diagonale sullo spazio ¢2. Infatti, se indichiamo con U la seguente
applicazione

U:H— 2 20 ((2,2,))n,
allora T = U~'MU, dove M & l'operatore diagonale su ¢? cosi definito
M (&) = (Ann)n per ogni & = (&n)n € 2.

TEOREMA 2.30 (TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE SPETTRALE 2). Sia

T € L(H) un operatore compatto. Allora esistono un sottospazio chiuso

separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (xy,), in Hy, un si-

stema ortonormale (yn)n in H e una successione reale infinitesima (An)n
tali che s > -
_ \nlx,xn)yn,  sex € Hy

TI{Onl sex € Hy . (2.27)

Dim. Osserviamo che I'operatore T*T € compatto e autoaggiunto. Pertanto,
per il Teorema di Rappresentazione Spettrale 2.27 esistono un sottospazio
chiuso separabile Hy di H, un sistema ortonormale completo (x,,), in Hy e
una successione infinitesima (), € co tali che

w3 @, ), sex € Hy

TTa:_{O e HE. (2.28)

dove 0p(T*T) = (tn)n € Tp € N((T*T) ., )-
Ne segue che Tjy. = 0. Infatti, applicando I'identita (2.28), otteniamo che,
per ogni x € Hy, |Tz||?> = (Tz,Tz) = (T*Tx,x) = (0,x) = 0, ciod Tx = 0.
Osserviamo ora che, se x € N((T*T),,, ), allora

pallz|® = (ppz, x) = (T*Tz,z) = ||Tz|?,
da cui p,, > 0. Possiamo cosi definire A\, = \/ii,,. Ovviamente, (A,), € co.
Se z € Hy, allora x = Y~ | (z, ,)z, € quindi

o0

Tx = Z(x,xn>Txn = i AT, Tn)Yn
n=1

n=1
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avendo posto y, = A\, 1Tx, se A\, # 0 e y, = 0 se A\, = 0. Per concludere,
rimane da provare che (y,), ¢ un sistema ortonormale. Per questo basta
osservare che, per ogni n,m € N,

(Yn, Ym) = )\;1)\;”1<Txn,sz>:A;lijll(T*Txn,xm)

= pn/\;l)\fnl (T, Tom) = )\n)\:nl (Tny Ton) = Oy -



